
 

 
 

 محمد عارفی1
 استادیار

 سه لایه ورق ارتعاش بر پاسترناک-ویسکو بستر تاثیر

پیزوالکتریک مدرج های لایه و مدرج هسته یک با  
مقاله حاضر به بررسی مشخصه های ارتعاشی ورق ساخته شده از یک هسته 

الاستیک و مجهز شده به دو لایه مدرج پیزوالکتریک می پردازد. سازه مدرج 
پاسترناک قرار گرفته است. -مورد بررسی بر روی بستر الاستیک خطی ویسکو

تمام خواص مکانیکی و الکتریکی به غیر از ضریب پواسون در راستای ضخامت و 
در سه راستای بر اساس تابع توانی تغییر می کند. پتانسیل الکتریکی سه بعدی 

ورق درنظر گرفته می شود. نتایج بدست آمده شامل مشخصه های ارتعاشی 
میتواند اثر پارامترهای مکانیکی مختلف و همچنین اثر  سیستم الکترومکانیکال

 پارامترهای مختلف بستر را نشان دهد.

 
 پیزوالکتریک ، بستر ویسکوپاسترناک، تحلیل ارتعاشی، مواد مدرج،مدرج ورق: واژه های راهنما

 

 قدمه م -1
کاربرد مواد برای محیط های مختلف و همچنین تحمل شرایط و خواص متفاوت و گاه متضاد، از جمله 

برای چنین شرایطی، محققان مسایلی بوده است که تعداد زیادی از محققان را به خود جذب کرده است. 

ژاپنی موادی را معرفی کردند که می توانست گرادیان بسیار بالای حرارتی را تحمل کند و در عین حال 

خواص مکانیکی و حرارتی بسیار خوبی را داشته باشد. این مواد دارای خواص متغیر در راستای ضخامت 

  ف دیگر لایه در حال تغییر می باشد.خواص بصورت تدریجی از یک طرف لایه به طربودند. این 

ترکیب مواد مدرج با مواد پیزوالکتریک می تواند خواص بسیار مناسبی برای کاربرد در سیستم های 

الکترومکانیکال مختلف به عنوان سنسور و عملگر ایجاد کند. خاصیت پیزوالکتریک توسط پیر و ژاکوس 

اثر مستقیم و معکوس را به عنوان پایه پیزوالاستیسیته بصورت علمی بیان شد. آنها ( 1880)کوری در سال

یک سیستم یکی از عناوین بسیار مهم در تحقیقات حوزه مهندسی  طبیعی بیان کردند. برآورد فرکانس

مکانیک می باشد. محاسبه فرکانس طبیعی یک سیستم برای طراحان از آن جهت بسیار مهم است که 

 ن و پایینتری از این مقدار باشد تا از بروز تشدید جلوگیری کند. کارکرد یک سیستم باید در محدوده ام

تغییر شکل ها بسیار زیاد شده و سازه رو  داگر فرکانس کارکرد سیستم به مقدار فرکانس طبیعی سیستم برس

پاسترناک بر -به انهدام می رود. در این تحقیق به بررسی تاثیر پارامترهای مکانیکی و همچنین بستر ویسکو
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تار ارتعاشی یک ورق سه لایه مدرج الکتریکی پرداخته می شود. تحقیق بر روی مراجع گذشته می تواند رف

 ضرورت این تحقیق را بیش از پیش نشان دهد.

به بررسی ارتعاشات آزاد یک استوانه ارتوتروپیک ساخته شده از مواد مدرج پر شده با  [1]چن و همکاران 

رداختند. آنها جهت تحلیل خود از توابع مثلثاتی با ضرایب نامعین بهره مایع با ضخامت متغیر و دلخواه پ

بردند. برای تابعیت زمانی از تغییرات نمایی استفاده شد. کمانش حرارتی و ارتعاشات آزاد یک پوسته استوانه 

سر ارائه شد. شرایط مرزی گیردار برای دو [2] ای مدرج با خواص متغیر با دما بوسیله کادلی و گانسان

به بررسی ارتعاشات آزاد و کمانش ترموالاستیک خطی یک  [3] سیلندر مورد بررسی قرار گرفت. کادلی

به بررسی ارتعاشات عرضی و  [4] پوسته مخروطی ساخته شده از مواد مدرج پرداختند. پراکاش و گاناپاتی

المان محدود پرداختند. پایداری الاستیک یک ورق دایروی ساخته شده از مواد مدرج با استفاده از روش 

توزیع بار حرارتی به صورت یکنواخت در راستای ضخامت در نظر گرفته شده بود. روابط حرکت لاگرانژ جهت 

 یافتن معادلات اساسی سیستم مورد استفاده قرار گرفت. 

تحلیل ارتعاشی خطی و غیرخطی یک پوسته استوانه ای سه لایه با شرایط مرزی عمومی بوسیله لیو و 

مورد بررسی قرار گرفت. آنها یک توزیع گرادیان حرارتی را در راستای ضخامت درنظر گرفتند.  [5] مکارانه

اثر ضرایب ناهمگنی ، افزایش دما و همچنین مودهای ارتعاشی بر روی فرکانس طبیعی مورد بررسی قرار 

به بررسی ارتعاشات غیرخطی ورق ساخته شده از مواد مدرج با استفاده از تئوری برشی  [6] گرفت. شن

تحلیل ارتعاش آزاد ورق دایروی ساخته شده از مواد مدرج را انجام  [7] مرتبه بالا پرداخت. افریم و ایسنبرگ

قرار دادند. الله دادند. آنها یک میدان سه بعدی در سه راستای شعاعی، محیطی و عرضی را مورد استفاده 

به بررسی ارتعاشات آزاد و اجباری ورق دایروی مدرج پرداختند. تحلیل آنها یک  [9-8] وردیزاده و همکاران

تحلیل متقارن بود و از یک روش نیمه تحلیلی برای یافتن جوابها استفاده کردند. تحلیل سه بعدی ارتعاشات 

ار گرفت. جهت تحلیل، نویسندگان از تئوری های مورد بررسی قر [10] ورق مدرج توسط لی و همکاران

مختلف ورق نظیر ورق کلاسیک، برشی های مرتبه اول و سوم استفاده کردند. معادلات نهایی حاکم بر 

سیستم با استفاده از اصل همیلتون استخراج شد. یک دست کامل از توابع متعامد چبیشف چند جمله ای به 

ی مورد استفاده قرار گرفت. نتایج بدست آمده جهت صحت سنجی با جهت همگرایی بسیار سریع و پایدار

 نتایج قبلی مورد مقایسه قرار گرفت. 

حل دقیق ورق ضخیم مدرج قرار گرفته بر روی بستر الاستیک پاسترناک با استفاده از تئوری سه بعدی 

تی بستر الاستیک، مورد بررسی قرار گرفت. تاثیر ضریب سف [11] الاستیسیسته توسط هوانگ و همکاران

رفتار ارتعاشی  [12] بارگذاری و ضریب ناهمگنی بر رفتار ورق مورد بررسی قرار گرفت. ابراهیمی و راستگو

آزاد ورق دایروی مدرج پیزوالکتریک را مورد بررسی قرار دادند. تغییرات تابعی توانی برای تغییرات خواص 

 با نتایج سه بعدی المان محدود مقایسه شد. مکانیکی مورد بررسی قرار گرفت. نتایج بدست آمده 

ارتعاشات با تغییر شکل های بزرگ تیر کامپوزیت بر روی بستر الاستیک غیرخطی توسط ملک زاده و 

مورد تحلیل واقع شد. بستر مورد استفاده در این تحقیق دارای اثرات غیرخطی مرتبه سوم و  [13] وثوقی

به تحلیل ترمو الکترو الاستیک سیلندر متقارن  [14] ر و همکارانهمراه با لایه های برشی بود. خوشگفتا

 محوری ساخته شده از مواد مدرج پیزوالکتریک تحت فشار داخلی و گرادیان حرارتی پرداختند. 
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خواص مکانیکی، الکتریکی و حرارتی به صورت متغیر در راستای ضخامت در نظر گرفته شده بود. بن یوسف 

رسی و تحلیل الاستیک ورقهای با تکیه گاه ساده ساخته شده از مواد مدرج تحت به بر [15] و همکاران

 [16] بارگذاری یکنواخت جانبی قرار گرفته بر روی بستر الاستیک خطی پرداختند. آیت عطمان و همکاران

 به بررسی ارتعاش آزاد ورق مدرج بر روی بستر الاستیک پاسترناک با استفاده از تئوری تغییرشکل برشی

جدید پرداختند. اصل همیلتون جهت یافتن معادلات نهایی سیستم مورد استفاده قرار گرفت. زنکور و 

به بررسی تحلیل خمشی ورق مستطیلی ارتوتروپیک قرار گرفته بر روی بستر دو پارامتری  [17] همکاران

مد. سیلندر دوار پرداختند. جواب تحلیلی برای خیز و تنش بوسیله تئوری برشی ساده و ترکیبی بدست آ

مورد  [18] ساخته شده از مواد مدرج پیزوالکتریک به عنوان سنسور مکانیکی توسط رحیمی و همکاران

تحلیل واقع شد. تحلیل خمشی ورق ارتوتروپیک با تکیه گاه ساده قرار گرفته بر روی بستر پاسترناک توسط 

 و با استفاده از تئوری برشی ترکیبی انجام شد.  [19] زنکور

پاسترناک توسط قربانپور -تحلیل ارتعاشی سیستم کوپله دو لایه گرافن شیت قرار گرفته بر روی بستر ویسکو

انجام شد. جهت تحلیل ورق ارتوتروپیک از تئوری غیرمحلی مورد استفاده قرار گرفت. مولفه  [20] و همکاران

بستر بر جواب ارتعاشی مورد  کارمن جهت تحلیل استفاده شد. تاثیر پارامترهای-های کرنش غیرخطی ون

به بررسی تاثیر سطح و پارامتر غیرمحلی بر رفتار ارتعاشی جانبی  [21] بررسی قرار گرفت. قربانپور و شکروی

ورق تک لایه گرافن شیت ویسکوالاستیک تحت میدان مغناطیسی داخل صفحه پرداختند. محیط اطراف 

مدل شد. ارتعاشات غیرخطی و ناپایداری نانوتیوپ پاسترناک  -سازه مورد نظر بوسیله یک بستر ویسکو

انجام شد. زنکور و  [22] الاستیک توسط قربانپور و همکاران -نیترید دو لایه بر روی بستر ویسکو -بورون

-تحلیل خمشی ورق مستطیلی ارتوتروپیک بر روی بستر دو مولفه ای تحت بارگذاری ترمو [23] همکاران

همچنین رابطه ای بین تئوری برشی  [24] ئوری برشی متحده انجام دادند. آنهامکانیکی را با استفاده از ت

ساده و ترکیبی برای ورق مدرج تحت بارگذاری جانبی ارائه دادند. چندین تحلیل غیرخطی سازه های ساخته 

ارتعاشات آزاد یک . [27-25] شده از مواد مدرج پیزوالکتریک توسط نویسنده در سالهای اخیر انجام شد

میکرو سیلندر ساخته شده از مواد مدرج بر اساس تئوری گرادیان کرنش و بر اساس تئوری برشی توسط 

. تاثیر پارامترهای مهمی نظیر، ضخامت، طول، ناهمگنی و [28] ژانگ و همکاران مورد بررسی قرار گرفت

پارامتر کوچک بر جوابها مورد بررسی قرار گرفت.

ل ارتعاش آزاد یک ورق دولایه گرافن در اثر میدان مغناطیسی پرداختند. به تحلی [29] قربانپور و شکروی

-تئوری گرادیان کرنش جهت تحلیل مورد استفاده قرار گرفت. سازه مورد نظر بر روی یک بستر ویسکو

پاسترناک قرار داده شده بود. تاثیر پارامترهای بستر و میدان مغناطیسی بر جوابها مورد بررسی قرار گرفت. 

یل ارتعاشات آزاد یک ورق گرافن دولایه ویسکوالاستیک بر اساس تئوری ورق کیرشهف و مدل تحل

 مورد بررسی قرار گرفت.  [30] ویت توسط حسینی هاشمی و همکاران -ویسکوالاستیک کلوین

 پاسترناک بر رفتار ارتعاشی-مطالعه تحقیقات گذشته نشان می دهد که مطالعه تاثیر پارامترهای بستر ویسکو

سازه بسیار مهم می باشد. به همین دلیل، در این مقاله تلاش می شود مطالعه ای بر روی رفتار ارتعاشی یک 

پاسترناک به اضافه مشخصه های تغییرات -ورق ناهمگن سه لایه به همراه تاثیر پارامترهای بستر ویسکو

خواص مواد در آن مورد بررسی قرار بگیرد. 
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یک لایه مدرج و دو لایه متصل شده در بالا و پایین ساخته شده از مواد مدرج ورق سه لایه مورد بررسی از 

پیزوالکتریک می باشد. تغییرات خواص مکانیکی و الکتریکی در هسته و لایه های مجهز شده به طور کلی و 

شی و متفاوت در نظر گرفته می شود. بواسطه استفاده از مواد مدرج پیزوالکتریک می توان مشخصه های ارتعا

 رفتار خمشی سازه را مورد کنترل قرار داد.

بندی فرمول -2
در این تحقیق، تحلیل الکتروالاستیک ورق ساندویچی سه لایه شامل یک هسته مدرج شد همانطور که اشاره 

و دو لایه متصل شده در بالا و پایین مدرج پیزوالکتریک با استفاده از تئوری کلاسیک ورق ها ارائه می شود. 

اساس تئوری کلاسیک ورقها، تغییرشکل در هر نقطه شامل تغییرشکل صفحه میانی به اضافه یک مولفه بر 

 [25و 12]: چرخش حول صفحه میانی می باشد. بر اساس این تئوری خواهیم داشت

(1)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡)

,𝑢0، (1) در رابطه 𝑣0, 𝑤0  و با استفاده از  (1)مولفه های تغییرمکان صفحه میانی می باشد. با لحاظ رابطه

  [25] مولفه های غیرخطی کرنش ون کارمن داریم:

(2)𝜖𝑖𝑗 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

+
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑗

و صرفنظر ( 2)در رابطه کرنش تغییرمکان غیرخطی رابطه  (1)با قرار دادن مولفه های جابجایی از رابطه 

کردن از مولفه های غیرخطی بسیار کوچک بر اساس فرض ون کارمن داریم:

(3)

𝜖𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
+

1

2
(

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
)

2

𝜖𝑥𝑥 =
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
+

1

2
(
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
)2 

𝜖𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
) − 2𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕𝑤0

𝜕𝑥

𝜕𝑤0

𝜕𝑦

کرنش برای دو قسمت ورق ساندویچی -جابجایی، روابط ساختاری تنش -پس از تعریف مولفه های کرنش 

، شماتیک یک ورق سه لایه را به همراه دستگاه مختصات مورد استفاده نشان (1)بازنویسی می شود. شکل 

[14] کرنش برای در حالت کلی با لحاظ میدان الکتریکی به صورت زیر می باشد:-دهد. رابطه تنشمی 

(4)𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 𝑒𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘 
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,𝑒𝑖𝑗𝑘میدان الکتریکی،  𝐸𝑘مولفه های تنش و کرنش می باشند.  𝜀𝑘𝑙و  𝜎𝑖𝑗 ،(4)در رابطه  𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙  ضرایب

می باشند. برای هسته مدرج، جایی که پتانسیل الکتریکی هیچ تاثیری ندارد، روابط سفتی و پیزوالکتریک 

 کرنش به صورت زیر می باشد.-تنش

(5)

𝜎𝑥𝑥 = 𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑒𝜀𝑥𝑥 + 𝑐𝑥𝑥𝑥𝑦

𝑒𝜀𝑥𝑦 + 𝑐𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑒𝜀𝑦𝑦

𝜎𝑦𝑦 = 𝑐𝑦𝑦𝑥𝑥
𝑒𝜀𝑥𝑥 + 𝑐𝑦𝑦𝑥𝑦

𝑒𝜀𝑥𝑦 + 𝑐𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑒𝜀𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑦 = 𝑐𝑥𝑦𝑥𝑥
𝑒𝜀𝑥𝑥 + 𝑐𝑥𝑦𝑥𝑦

𝑒𝜀𝑥𝑦 + 𝑐𝑥𝑦𝑦𝑦
𝑒𝜀𝑦𝑦

بستگی دارد. با برشی ، تنش های نرمال تنها به کرنش نرمال و تنش برشی تنها به کرنش (5)در رابطه 

𝑐𝑥𝑥𝑥𝑦 فرض درنظر گرفته شده، ضرایب
𝑒 , 𝑐𝑦𝑦𝑥𝑦

𝑒, 𝑐𝑥𝑦𝑥𝑥
𝑒 , 𝑐𝑥𝑦𝑦𝑦

𝑒  برابر صفر می باشد. علاوه بر این

و   zدر جهت  این فرض که ضخامت ورق نسبت به سایر ابعاد آن بسیار کوچک می باشد، تنش نرمال با

نظر خواهد بود.  تنشهای برشی  قابل صرف

 روابط ساختاری برای دو لایه متصل شده پیزوالکتریک  به صورت زیر می باشد.

(6)
𝜎𝑥𝑥 = 𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑝𝜀𝑥𝑥 + 𝑐𝑥𝑥𝑥𝑦
𝑝𝜀𝑥𝑦 + 𝑐𝑥𝑥𝑦𝑦

𝑝𝜀𝑦𝑦 − 𝑒𝑥𝑥𝑥𝐸𝑥 − 𝑒𝑥𝑥𝑦𝐸𝑦 − 𝑒𝑥𝑥𝑧𝐸𝑧

𝜎𝑦𝑦 = 𝑐𝑦𝑦𝑥𝑥
𝑝𝜀𝑥𝑥 + 𝑐𝑦𝑦𝑥𝑦

𝑝𝜀𝑥𝑦 + 𝑐𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑝𝜀𝑦𝑦 − 𝑒𝑦𝑦𝑥𝐸𝑥 − 𝑒𝑦𝑦𝑦𝐸𝑦 − 𝑒𝑦𝑦𝑧𝐸𝑧

𝜎𝑥𝑦 = 𝑐𝑥𝑦𝑥𝑥
𝑝𝜀𝑥𝑥 + 𝑐𝑥𝑦𝑥𝑦

𝑝𝜀𝑥𝑦 + 𝑐𝑥𝑦𝑦𝑦
𝑝𝜀𝑦𝑦 − 𝑒𝑥𝑦𝑥𝐸𝑥 − 𝑒𝑥𝑦𝑦𝐸𝑦 − 𝑒𝑥𝑦𝑧𝐸𝑧

 فرض بیان شده برای هسته برای لایه های پیزوالکتریک نیز برقرار بوده و ضرایب

𝑐𝑥𝑥𝑥𝑦
𝑝, 𝑐𝑦𝑦𝑥𝑦

𝑝, 𝑐𝑥𝑦𝑥𝑥
𝑝, 𝑐𝑥𝑦𝑦𝑦

𝑝   .برابر با صفر می باشند 

میدان الکتریکی با استفاده از گرادیان تابع پتانسیل الکتریکی بدست می آید. بنابراین بر اساس مختصات سه 

 [14] ورق، میدان الکتریکی به صورت زیر تعریف می شودبعدی 

(7)𝐸𝑘 = −
𝜕𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑘
,     𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 

شماتیک یک ورق ساندویچی مدرج مجهز شده با لایه های مدرج پیزوالکتریک -1شکل
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 ارضا کند. بصورتی تعریف می شود تا رابطه ماکسول را ، جابجایی الکتریکیدر سیستم های الکترومکانیکال

[14] 

(8)𝐷𝑖 = 𝑒𝑖𝑗𝑘𝜀𝑗𝑘 + 𝜂𝑖𝑘𝐸𝑘 

ضرایب دی الکتریک می باشد. رابطه جابجایی الکتریکی برای لایه های متصل شده   𝜂𝑖𝑘،( 8)در رابطه 

 . می باشد (9رابطه )مدرج پیزوالکتریکی به صورت 

(9)

𝐷𝑥 = 𝑒𝑥𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝑒𝑥𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦 + 𝑒𝑥𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦 + 𝜂𝑥𝑥𝐸𝑥 + 𝜂𝑥𝑦𝐸𝑦 + 𝜂𝑥𝑧𝐸𝑧 

𝐷𝑦 = 𝑒𝑦𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝑒𝑦𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦 + 𝑒𝑦𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦 + 𝜂𝑦𝑥𝐸𝑥 + 𝜂𝑦𝑦𝐸𝑦 + 𝜂𝑦𝑧𝐸𝑧 

𝐷𝑧 = 𝑒𝑥𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝑒𝑧𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦 + 𝑒𝑧𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦 + 𝜂𝑧𝑥𝐸𝑥 + 𝜂𝑧𝑦𝐸𝑦 + 𝜂𝑧𝑧𝐸𝑧

پس از تعریف روابط اساسی سیستم الکترومکانیکال، می توان روش انرژی را برای یافتن جوابهای غیرخطی 

 به صورت زیر تعریف می شود. uسیستم مورد استفاده قرار  داد. انرژی بر واحد حجم 

(10)𝑢𝑝 =
1

2
(𝜖𝑇𝜎 − 𝐸𝑇𝐷) 

س از تعریف انرژی پتانسیل سیستم )انرژی کرنشی( اصل همیلتون جهت تشکیل انرژی کلی سیستم مورد پ

استفاده قرار می گیرد. انرژی کلی سیستم شامل انرژی کرنشی، انرژی جنبشی و انرژی ناشی از بارهای 

 هیم داشت:خوا 𝑢𝑘، انرژی جنبشی با 𝑢𝑝خارجی و محیط می باشد. با تعریف انرژی پتانسیل با 

(11)𝛶 = 𝑢𝑘 − 𝑢𝑝,   U=∭ 𝛶𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
(ℎ𝑒+ℎ𝑝)

−(ℎ𝑒+ℎ𝑝)
+ ∬ 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦

جنبشی به صورت زیر می باشد. پتانسیل و انرژی   که

(12)𝑢𝑝 =
1

2
(𝜖𝑇𝜎 − 𝐸𝑇𝐷), 𝑢𝑘 =

1

2
𝜌(𝑧)(�̇�2 + �̇�2 + �̇�2) 

)در رابطه بالا،  )z .(12)در رابطه  چگالی وابسته به موقعیت می باشد ،( , , )L x y t فشار توزیع شده بر روی

پاسترناک می باشد. -ورق می باشد. این فشار ناشی از فشار مستقیم اعمالی و تاثیرات بستر الاستیک ویسکو

 :در حالت عمومی برای اثرات مستقیم و برشی و میرایی بستر خواهیم داشت

(13)𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑦) +
1

2
𝑓𝑓 

.نیروی بستر می باشد  و از رابطه زیر حاصل می شود  𝑓𝑓که 

(14)𝑓𝑓 = −𝑘𝑤 + 𝐺(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)  − 𝑐�̇� 

ورق مورد بررسی فرض می شود که بر  حال می توان به برآورد جواب پرداخت.با تکمیل روابط مورد نیاز 

روی چهار تکیه گاه ساده قرار گرفته باشد. علاوه بر این شرایط مرزی همگن برای پتانسیل الکتریکی در 

میدان جابجایی و الکتریکی به صورت زیر در  4و در مرزها در نظر گرفته می شود. بر این اساس،  xyصفحه 

 نظر گرفته می شود. 



 سال هجدهم، شماره سوم، پاییز 1395نشریة پژوهشی مهندسی مکانیک ایران   84

(15)

𝑢0 = 𝑒𝑖𝜔𝑡 ∑ 𝑈𝑝𝑞 sin (
2𝜋𝑝𝑥

𝐿
) sin (

2𝜋(𝑞 − 1)𝑦

𝐿
) 

𝑣0 = 𝑒𝑖𝜔𝑡 ∑ 𝑉𝑝𝑞sin (
2𝜋(𝑝 − 1)𝑥

𝐿
)sin (

2𝜋𝑞𝑦

𝐿
) 

𝑤0 = 𝑒𝑖𝜔𝑡 ∑ 𝑊𝑝𝑞sin (
2𝜋(𝑝 − 1)𝑥

𝐿
)sin (

2𝜋(𝑞 − 1)𝑦

𝐿
) 

𝜑 = 𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜔𝑡 ∑ Φ𝑝𝑞sin (
2𝜋(𝑝 − 1)𝑥

𝐿
)sin (

2𝜋(𝑞 − 1)𝑦

𝐿
) 

𝑈𝑝𝑞 ،(15)در رابطه  , 𝑉𝑝𝑞 , 𝑊𝑝𝑞 , Φ𝑝𝑞  مقادیر توابع نامعین می باشد و𝑝, 𝑞  تعداد جملات لازم برای

 𝑒𝑖𝜔𝑡می باشد. ارتعاشات هارمونیک با لحاظ جمله نمایی ( 16)میدان در نظر گرفته در رابطه  4تعریف 

جمله ای است که تضمین می کند  𝑓(𝑧)فرکانس طبیعی سیستم می باشد.  𝜔درنظر گرفته می شود که 

  [12] لایه های پیزوالکتریک اتصال کوتاه شده باشند.بالا و پایین 

(16)
𝜑(𝑧 = ℎ𝑒) = 𝜑(𝑧 = ℎ𝑒 + ℎ𝑝) = 0

 𝑓(𝑧) = (1 − {
2𝑧 − 2ℎ𝑒 − ℎ𝑝

ℎ𝑝

}2) 

𝑈𝑝𝑞 بر اساس میدان های درنظر گرفته شده، رابطه انرژی را می توان بر حسب مقادیر , 𝑉𝑝𝑞 , 𝑊𝑝𝑞 , Φ𝑝𝑞  

محاسبه کرد 𝜔و مقدار فرکانس 

𝑈 = 𝑈(𝑈𝑝𝑞,𝑉𝑝𝑞 , 𝑊𝑝𝑞 , Φ𝑝𝑞 , 𝜔) (17)

حل نهایی سیستم با استفاده از مینیمم کردن انرژی کل سیستم نسبت به مقادیر مجهول توابع تعیین شده 

 بدست می آید. بر این اساس، و با مرتب کردن جملات، خواهیم داشت:(15)در رابطه 

([𝐾] − 𝜔2[𝑀])�̌� = 0 (18)

، بردار مجهولات به صورت زیر تعریف می شود. (18)که در رابطه 

(19)�̌� = {Upq  Vpq  Wpq  Φpq}

، حل صفر می باشد. برای جلوگیری از صفر شدن حل، (19)حل بدیهی برای معادله داده شده در رابطه 

 دترمینان ماتریس ضرایب بردار مجهولات بایستی صفر باشد. 

[𝐾] − 𝜔2[𝑀] = 0 (20)

جواب های نهایی سیستم که در واقع پاسخ های فرکانسی سیستم می باشند بدست می با حل سیستم بالا، 

 آید.
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نتایج و بحث -3
برای هسته مدرج فرض می شود از دو ماده فلزی و سرامیکی تشکیل شده باشد. سرامیک در بالای هسته و 

صورت زیر درنظر گرفته می فلز در پایین هسته می باشد. بر این اساس، توزیع خواص برای هسته مدرج به 

[12] شود.

(21)𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚)(
1

2
+

𝑧

2ℎ𝑒

)𝑛1 + 𝐸𝑚

 −ℎ𝑒 ≤ 𝑧 ≤ ℎ𝑒 

𝐸𝑐 ،(21)در رابطه   , 𝐸𝑚 2مدول الاستیسیته فلز و سرامیک می باشد وℎ𝑒 ضخامت هسته مدرج می باشد.
𝑛1 ،خواص متغیر مکانیکی و نیز ضریب ناهمگنی می باشد. برای لایه های متصل شده مدرج پیزوالکتریکی

 [14] الکتریکی به صورت زیر درنظر گرفته می شود.

(22)𝐸(𝑧) = 𝐸𝑖(
𝑧

ℎ𝑒
)𝑛2    ℎ𝑒 ≤ 𝑧 ≤ ℎ𝑒 + ℎ𝑝

مقدار نمادین هر یک از خواص در محل تماس لایه مدرج پیزوالکتریک به هسته می باشد. مقادیر  𝐸𝑖که 

 [14و 12] عددی برای خواص هسته و لایه پیزوالکتریک از قرار زیر می باشد.

𝐸𝑐 = 3.8 × 1011𝑃𝑎, 𝐸𝑚 = 2 × 1011𝑃𝑎, 𝐸ℎ𝑒 = 7.6 × 1011𝑃𝑎

𝑒1ℎ = 0.35𝐶𝑚−2, 𝑒2ℎ = −0.16𝐶𝑚−2

𝜂1ℎ = 9.03 × 10−11𝐶𝑁−1𝑚−2, 𝜂2ℎ = 5.62 × 10−11𝐶𝑁−1𝑚−2

 ℎ𝑒 = 10𝑚𝑚, ℎ𝑝 = 2𝑚𝑚, 𝐿 = 0.2𝑚  

𝑛2و لایه های پیزوالکتریک 𝑛1تاثیر پارامترهای ناهمگنی هسته-3-1

بر رفتار ارتعاشی ورق  𝑛2و لایه های پیزوالکتریک 𝑛1در این قسمت به بررسی تاثیر ضرایب ناهمگنی هسته 

 ساندویچی پرداخته می شود. 

پاسترناک به ازای -بستر ویسکو (K)، توزیع فرکانس طبیعی سیستم را بر حسب ضریب فنری (2) شکل

ضرایب ناهمگنی مختلف لایه پیزوالکتریک مدرج نشان می دهد. این نتایج برای حالت همگن هسته می 

افزایش ضریب فنری بستر، مقدار فرکانس طبیعی افزایش می یابد. این همانطور که ملاحظه می شود با باشد. 

افزایش در اثر افزایش سفتی سازه می باشد. علاوه بر این ملاحظه می شود که با افزایش ضریب ناهمگنی 

دلیل کاهش فرکانس در اثر افزایش  لایه پیزوالکتریک مدرج، فرکانس طبیعی سیستم کاهش می باشد.

نسبت به اثرات افزایش ضرایب سفتی  لایه های پیزوالکتریک کل افزایش بیشتر اثر جرمضریب ناهمگنی، 

 . . این اثر در نهایت منجر به کاهش فرکانس طبیعی سیستم می شودسازه می باشد

پاسترناک به ازای -بستر ویسکو (K)، توزیع فرکانس طبیعی سیستم را بر حسب ضریب فنری (3) شکل

ضرایب ناهمگنی مختلف لایه پیزوالکتریک مدرج نشان می دهد. این نتایج برای حالت نا همگن هسته می 

𝑛1)این نتایج برای حالت نا همگن هسته می باشد. باشد.  = 1) 
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فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر فنری بستر برای ضرایب ناهمگنی مختلف -2شکل

 لایه پیزوالکتریک و برای هسته همگن

به منظور بررسی تاثیر ضریب ناهمگنی هسته مدرج بر رفتار ارتعاشی، ضریب ناهمگنی لایه های مدرج 

، مقدار (4)تغییر داده می شود. شکل مدرج هسته پیزوالکتریک ثابت نگهداشته و مقادیر ضریب ناهمگنی

پاسترناک برای مقادیر مختلف ضریب  -بستر ویسکو (K)فرکانس طبیعی سیستم را بر حسب پارامتر فنری 

2(نشان می دهد. در این حالت، لایه پیزوالکتریک همگن در نظر گرفته می شود 1nناهمگنی هسته  0n ( .

فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر فنری بستر برای ضرایب ناهمگنی مختلف -3شکل

1لایه پیزوالکتریک و برای هسته ناهمگن  1n  
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نتایج بدست آمده در این شکل نشان می دهد که با افزایش ضریب ناهمگنی هسته، فرکانس طبیعی سیستم 

چون با توجه به کاهش می یابد. این کاهش در اثر کاهش سفتی سیستم و نرمتر شدن سیستم می باشد. 

همگنی، مقدار با افزایش ضریب نارابطه تابعی ضریب ناهمگنی که بین سرامیک و فولاد تغییر می کند، 

منجر به کاهش فرکانس طبیعی می  در نهایت این کاهشلی د ونکاهش می یاب و چگالی ورق ضرایب سفتی

البته چنین حالتی برای افزایش ضریب ناهمگنی از صفر به یک اتفاق می افتد. برای افزایش ضریب  شود.

ی می شود، فرکانس طبیعی ناهمگنی بیشتر از یک، چون اثرات کاهش جرم بیشتر از اثرات کاهش سفت

بستر  (K)، توزیع فرکانس طبیعی سیستم را بر حسب ضریب فنری (5) شکل سیستم افزایش می یابد.

پاسترناک به ازای ضرایب ناهمگنی مختلف هسته مدرج نشان می دهد. این نتایج برای حالت نا  -ویسکو

𝑛2)همگن لایه پیزوالکتریک می باشد.  = 1) 

فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر فنری بستر برای ضرایب ناهمگنی مختلف هسته و لایه همگن -4شکل

فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر فنری بستر برای ضرایب ناهمگنی مختلف -5شکل

𝑛2هسته و لایه ناهمگن  = 1
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فرکانس طبیعی را به ازای ضرایب ، مقدار (6) برای بررسی همزمان اثر پارامترهای بستر پاسترناک، شکل

بستر نشان می دهد. همانطور که ملاحظه می شود با افزایش هر دو ضریب فنری و  (G)و برشی (K)فنری

افزایش فرکانس طبیعی سیستم در اثر افزایش ضرایب فنری  برشی، فرکانس طبیعی سیستم افزایش می یابد.

پاسترناک منجر به سفت تر شدن کلی بستر شده و در نتیجه فرکانس طبیعی سیستم -و برشی بستر ویسکو

 را کاهش می دهد. 

فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر فنری بستر برای ضرایب برشی مختلف -6شکل

فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر برشی بستر برای ضریب میرایی مختلف -7کلش

و حالت همگن هسته و لایه پیزوالکتریک
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تاثیر پارامتر میرایی بستر ویسکوپاسترناک -3-2

، (8)و ( 7)بستر بر رفتار ارتعاشی پرداخته می شود. شکلهای (C)در این بخش به بررسی اثر پارامتر میرایی 

بستر به ازای مقادیر مختلف ضریب (G) فرکانس طبیعی سیستم را به ترتیب بر حسب ضریب برشیتوزیع 

نشان می دهد. همانطور که ملاحظه می شود با  بستر و به ترتیب برای حالتهای همگن و ناهمگن میرایی

  افزایش ضریب میرایی بستر، فرکانس طبیعی سیستم کاهش می یابد.

طبیعی مود دوم ورق را نشان می دهد. این فرکانس بر حسب مدول برشی بستر و ، توزیع فرکانس (9)شکل

به ازای ضریب میرایی مختلف نشان می دهد. همانطور که ملاحظه می شود با افزایش ضریب برشی بستر، 

مقدار فرکانس طبیعی مود دوم به یک مقدار مجانبی میل می کند. به عبارت دیگر مقادیر بسیار زیاد ضریب 

شی بستر اثر چندانی بر رفتار ارتعاشی نخواهد داشت. این نتیجه با نتیجه ای که از فرکانس اول بدست آمد بر

 متفاوت می باشد.

نتیجه گیری -4
تحلیل ارتعاشات آزاد یک سیستم الکترومکانیکال شامل یک ورق سه لایه در این مقاله مورد بررسی قرار 

مدرج و مجهز شده به دو لایه مدرج پیزوالکتریک می باشد. گرفت. ورق ساندویچی سه لایه شامل هسته 

خواص ورق سه لایه شامل ضرایب  پاسترناک قرار داده می شود. -سیستم مورد اشاره بر روی بستر ویسکو

تاثیر پارامترهای مختلف نظیر ضرایب  سفتی، چگالی و ... بر اساس قانون توانی مواد مدرج تغییر می کند.

 ، پارامترهای بستر شامل ضرایب فنری، برشی و میراییج و لایه های مدرج پیزوالکتریکناهمگنی هسته مدر

بر جوابهای فرکانس سیستم مورد بحث قرار گرفت. برخی از نتایج مهم بدست آمده در این تحقیق به شرح 

 زیر بیان می شود:

ناهمگنی هسته، فرکانس تحقیق بر روی اثر ضریب ناهمگنی هسته نشان می دهد که با افزایش ضریب  .1

تغییرات ضرایب  در اثرافزایش و کاهش  کاهش می یابد. این ابتدا افزایش یافته و سپس طبیعی سیستم

این نتیجه  سفتی و چگالی یا جرم هسته می باشد که بر اساس رابطه توانی مواد مدرج تغییر می کند.

ر می باشد.برای کلیه ضرایب ناهمگنی لایه های مدرج پیزوالکتریک برقرا

بستر نشان می دهد که فرکانس طبیعی سیستم  (K, G)مطالعه بر روی اثر پارامترهای مستقیم و برشی  .2

با افزایش هر دو پارامتر افزایش می یابد. دلیل افزایش فرکانس طبیعی سیستم در اثر افزایش پارامترهای 

ای کلیه حالات ناهمگنی هسته و لایه بستر، افزایش سفتی کلی بستر می باشد. این رفتار را می توان بر

پیزوالکتریک مشاهده کرد. 

بررسی اثر ضریب میرایی بستر ویسکو پاسترناک نشان می دهد که اگرچه فرکانس مود اول با افزایش  .3

ضریب میرایی بستر، کاهش می یابد، فرکانس مود دوم با افزایش ضریب میرایی به شدت افزایش می یابد. 
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فرکانس طبیعی سیستم بر حسب پارامتر برشی بستر برای ضریب میرایی مختلف و -8شکل

𝑛1حالت ناهمگن هسته و لایه پیزوالکتریک  = 𝑛2 = 1

فرکانس طبیعی مود دوم بر حسب پارامتر برشی بستر برای ضریب میرایی مختلف -9شکل

 تقدیر و تشکر 

پژوهشی دانشگاه کاشان بابت حمایت مالی این مقاله تشکر نماید. نویسنده این مقاله لازم است که از معاونت 

(463865/15)شماره قرار داد: 
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L طول و عرض ورق

n ضریب ناهمگنی

p,q تعداد ترم های حل سری مثلثاتی

p  فشار اعمالی

x,y,z مولفه دستگاه کارتزین

u,v,wمولفه جابجایی در راستای دستگاه کارتزین

Uانرژی کل سیستم

{Upq  Vpq  Wpq  Φpq}مقادیر توابع جابجایی و پتانسیل

𝜀𝑖𝑗مولفه های کرنش

𝜎𝑖𝑗مولفه های تنش

𝜂𝑖𝑗ضریب دی الکتریک

φ پتانسیل الکتریکی
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Abstract 

 

The present paper investigates vibration analysis of a functionally graded square plate 

integrated with two functionally graded piezoelectric layers as sensor or actuator resting on 

the elastic Visco-Pasternak foundation. All the mechanical and electrical properties except 

Poisson’s ratio can vary continuously and gradually along the thickness of the plate based on 

a power function. Electric potential was assumed as a quadratic function along the thickness 

direction and trigonometric function along the planar coordinate. Short circuited boundary 

conditions are considered on the top and bottom of functionally graded piezoelectric layers. 

The general constitutive relations in electromechanical systems are used for considering the 

effect of all mechanical and visco-Pasternak foundation parameters.  

These parameters are including the non-homogeneous indexes of core and piezoelectric layers, 

direct, shear and damping parameters of foundation. The obtained results present the effect of 

various mechanical and foundation parameters on the vibration responses of the system. The 

functionalities of two considered layers and core can be regarded independently and the effect 

of these indexes can be considered on the responses. The obtained results indicate that with 

increasing the non-homogeneous index of core and layers, the natural frequencies of the 

system decreases.  
 

 
 


