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ارتعاشات غيرخطي و پايداري نانولوله  تحليل
  حامل سيال در بستر الاستيك كربني

غيرخطي نانولوله كربني حامل سيال در  عرضي در پژوهش حاضر، رفتار ارتعاش
بستر الاستيك با دامنه نوسانات بزرگ، مورد تحليل قرار گرفته است. بدين منظور 

ناپذير در نظر گرفته شده است. معادله سيال گذرنده از نانولوله، غيرويسكوز و تراكم
تن ارتعاشي حاكم بر اساس تئوري الاستيك ريلي استخراج شده و با در نظر گرف

تغيير متغير مناسب، معادله به صورت قابل حل با روش اغتشاشات تبديل و حل 
هاي پيشين، رابطه تحليلي سرعت بحراني سيال كه شده است. بر خلاف پژوهش

در آن اثر غيرخطي هندسي نيز لحاظ شده، استخراج گرديده است. در مقايسه با 
يش دامنه ارتعاشات عرضي، ارتعاشات كم دامنه و رفتار خطي نانولوله، با افزا

  افتد.هاي بالاتر سيال عبوري اتفاق ميناپايداري سيستم در سرعت

  
  

  نانولوله كربني، ارتعاشات غيرخطي، پايداري، سرعت بحراني سيال، روش اغتشاشات :هاي راهنماواژه
 
 مقدمه -1

بوده است. از آنجايي كه انجام ها موضوع بسياري از مطالعات و تحقيقات اخير بررسي رفتار مكانيكي نانولوله
سازي ديناميكي مولكولي بسيار مشكل و آزمايشات عملي كنترل شده در مقياس نانو و همچنين شبيه

هاي پيوسته الاستيك براي مطالعه رفتار مكانيكي سازي محيطپرهزينه است بنابراين معمولاً از مدل
شود. در بسياري از كاربردهاي عملي، اغلب ده ميها استفاهاي ارتعاشي آنها از جمله مشخصهنانولوله
هايي با نسبت طول به قطر كم و ها در يك محيط الاستيك قرار دارند. در نتيجه بررسي رفتار نانولولهنانولوله

باشد. اين امر اهميت بررسي تأثير ممان اينرسي دوراني را در يا محدود شده در بستر الاستيك مورد توجه مي
 كند.ها دو چندان مياشي نانولولهرفتار ارتع

هاي كربني، آناليز ارتعاشي با استفاده از مدل كلاسيك تير الاستيك براي مطالعه رفتار ديناميكي نانولوله
] ارتعاشات غيرخطي نانولوله كربني را با استفاده از 1ت. رفيعي [مورد توجه بسياري از محققان قرار گرفته اس

] ارتعاشات خطي 3] و فيروزآبادي و همكار [2هو و همكاران [ مطالعه قرار داده است.تئوري اغتشاشات مورد 
هاي طبيعي كاهش نانولوله كربني را بررسي نمودند و نشان دادند كه با افزايش طول نانولوله، فركانس
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استخراج ] شكل مودهاي ارتعاشي نانولوله كربني را بدون در نظر گرفتن سيال 4يابد. رو و همكاران [مي
] ارتعاش خطي نانولوله كربني حامل سيال را بررسي نمودند و نشان دادند كه با 5كردند. هي و همكاران [

 ] اثر دامنه6ونگ و همكاران [يابد. هاي طبيعي نانولوله كربني كاهش ميافزايش سرعت سيال، فركانس
ها اثر محيط الاستيك ررسي نمودند، آنرا بتشديد غيرخطي  هاي كربني بر فركانسضي نانولولهارتعاشات عر

] ارتعاشات عرضي 7اند. زانگ و همكاران [را كه نانولوله در آن قرار دارد، بر پاسخ ارتعاشي بررسي كرده
برنولي اثر بار  - ها با استفاده از تئوري تير اويلراند، آنهاي كربني تحت بار محوري را مطالعه كردهنانولوله

عاشات خطي را بررسي كردند و نشان دادند كه فركانس طبيعي با افزايش نيروي محوري فشاري در ارت
] ارتعاشات خطي نانولوله كربني حامل سيال را با 8- 9يابد. يون و همكاران [محوري فشاري كاهش مي

ه بر ها نشان دادند كه جريان سيال داخل نانولولاستفاده از تئوري تير الاستيك مورد مطالعه قرار دادند. آن
افتد كه سرعت سيال به يك مقدار گذارد و كمانش نانولوله زماني اتفاق ميهاي طبيعي اثر ميفركانس

] اثرات شرايط 10رسد. زانگ و همكاران [بحراني برسد كه در آن، فركانس طبيعي مود متناظر به صفر مي
ن دادند كه با ناپايدار شدن مرزي متفاوت بر سرعت بحراني سيال عبوري از لوله را بررسي كردند و نشا

ي نانولولهي خود ارتعاشات غيرخطي ] در مطالعه11[ راسخخادم و  .شودفركانس طبيعي صفر مي ،سيستم
برنولي استخراج كرده و براي حل  -را با فرض مدل اويلر ي حركتها معادلهحامل سيال را بررسي نمودند. آن

تحت تأثير سرعت سيال و نيروي محوري سيستم پايداري ناو  اندرا بكار بردههاي چندگانه روش مقياسآن، 
  ند.اههاي خطي مورد مطالعه قرار دادبر اساس فركانسرا 

طلبد. از سازي مولكولي است كه محاسبات فراواني ميها در ابعاد نانو نيازمند استفاده از شبيهبررسي سازه
گيرد، يك روش تحليلي است كه در مقايسه با مي طرف ديگر، تئوري غيرموضعي كه اثر ابعاد را در نظر

ر تنش غيرموضعي ناشي ] اث12سلطاني و همكاران [سازي مولكولي حجم محاسبات بسيار كمتري دارد. شبيه
و نشان دادند  نظر گرفتند و اثر شرايط مرزي متفاوت را نيز بر روي همين مسئله بررسي نمودنداز ابعاد را در 

   د.شويمفركانس طبيعي سيستم باعث كاهش  ،غيرموضعيپارامتر افزايش كه 
هاي با استفاده از تئوري غيرموضعي الاستيك همين مسئله را مورد مطالعه قرار داد. فركانس ]13ونگ [

برنولي بود.  -هاي طبيعي مدل كلاسيك اويلرطبيعي بدست آمده در مدل بهبود يافته او بيشتر از فركانس
ثر پارامترهاي مقياس ريز را بررسي كردند و نشان دادند كه با در نظر گرفتن اين اثر ] ا14رفيعي و همكاران[

هرچند مدل غيرموضعي اثر ابعاد را در نظر  يابد.هاي طبيعي خطي و سرعت بحراني سيال كاهش ميفركانس
  د.گيرد ولي در اين تئوري لازم است مقدار پارامتر غيرموضعي بر اساس نتايج تجربي بدست آيمي

هاي كربني پرداخته شده در بسياري از تحقيقات انجام شده به بررسي رفتار ارتعاش غيرخطي نانولوله
. در بررسي ارتعاشات باشدهاي عددي مياست، اما عمده تحقيقات انجام شده در اين زمينه بر اساس روش

نيز استفاده شده است كه از دقت مناسبي برخوردار است. براي نمونه، لي و  1DQMها از روش غيرخطي سازه
] از روش مذكور براي مطالعه ارتعاشات غيرخطي صفحات ارتوتروپ با تغيير شكل محدود و با در 15چنگ [

مد نظر قرار دادن نيروي محوري و با  در تحقيق حاضر با اند.نظر گرفتن اثر برش عرضي استفاده كرده
فاده از تئوري تير ريلي، معادله حاكم بر رفتار ارتعاش غيرخطي نانولوله كربني حامل سيال استخراج شده است

                                                                                                                                                         
1 Differential Quadrature Method 
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باشد. معادله بدست آمده از نوع هندسي بوده و مربوط به دامنه ارتعاشي نسبتاً بزرگ مي اثر غيرخطياست. 
حليلي وابسته به پارامتر غيرخطي هاي تتوان آن را با استفاده از روشباشد و نميبه شدت غيرخطي مي

كوچك حل كرد. بنابراين با اعمال تغيير پارامتر مناسب، معادله غيرخطي جديدي با حفظ ماهيت مسأله 
باشد. معادله بدست آمده با بكارگيري روش اغتشاشات بدست آمده كه داراي پارامتر غيرخطي كوچك مي

ت. همچنين در اين پژوهش اثر غيرخطي هندسي بر اس استخراج شده تشديد حل شده و فركانس غيرخطي
هاي پيشين لحاظ نشده سرعت بحراني سيال و ميزان تأثير اينرسي دوراني بررسي شده است كه در پژوهش

دسه نانولوله است بر اي از هناست. در ادامه اثر دامنه نوسان، نيروي محوري و ضريب لاغري كه مشخصه
است. همچنين اثر سرعت سيال بر فركانس غيرخطي و پايداري  بررسي شده تشديد غيرخطيفركانس 

نانولوله مورد بررسي قرار گرفته و نشان داده شده است كه نتايج بدست آمده با استفاده از روش حاضر، 
  .مطابقت خوبي با نتايج عددي دارد

  ارتعاشي نانولوله كربني معادلهاستخراج  - 2
 rطول،  Lگيريم كه در آن،نانولوله كربني حامل سيال و در بستر الاستيك را در نظر مي )1(مطابق شكل 

 xباشد.ضريب سفتي بستر الاستيك مي Kسرعت سيال و Uضخامت نانولوله است؛ hشعاع خارجي و 
محور مختصات طولي نانولوله و ,w x t معرف حركت عرضي هر نقطه از نانولوله در راستاي محورz 

  باشد. در اين مطالعه از اثر نيروي گرانش بر حركت صرف نظر شده است.مي
در  )2(را مطابق شكل  dxراي بدست آوردن معادله ارتعاشي نانولوله، الماني از نانولوله و سيال به طولب

سطح مقطع  fAفشار سيال، pنيروهاي متقابل بين سيال و نانولوله، nfو tfگيريم. در اين شكلنظر مي
دوران المان در صفحه  گشتاور خمشي در نانولوله، Mنيروي برشي و Qنيروي محوري، Tعبور سيال،
  .باشدحركت مي

  

  
 هاي ساده در دو انتها.گاهنانولوله كربني حامل سيال در بستر الاستيك با تكيه -1شكل
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 ].16دياگرام آزاد المان سيال [ -بدياگرام آزاد المان نانولوله.  -الف -2شكل

  
كند و جريان سيال درون آن نيز پايا و حركت نمي xبا توجه به اين كه المان نانولوله در جهت محور

يكنواخت فرض شده است بنابراين المان نانولوله در اين راستا فاقد شتاب خواهد بود. با نوشتن معادله تعادل 
  و سيال داريم: به ترتيب براي المان نانولوله xدر جهت

)1(  d d d 0t nf x f x T    
)2(   d d d 0t n ff x f x pA    

  توان نوشت:و سيال مي به ترتيب براي المان نانولوله zهمچنين با اعمال قانون دوم نيوتن در راستاي محور
)3(   d d d d d dt n nt ntf x f x Q T kw x m a x       
)4(   d d d dt n f f ff x f x pA m a x      

شتاب  faشتاب المان نانولوله و ntaجرم واحد طول سيال، fmجرم واحد طول نانولوله، ntmدر اين روابط
wباشد. با در نظر گرفتنالمان سيال مي

x
 



 xراستاي محور) معادله تعادل در 2) و (1و ادغام معادلات ( 
  آيد:به صورت زير بدست مي

)5(    0fT pA
x


 


  

با توجه به فرض يكنواخت بودن سرعت سيال در هر مقطع از نانولوله، حركت المان سيال در نانولوله را 
  توان به صورت حركت مماسي در نظر گرفت و شتاب آن را به صورت زير نوشت:مي

)6(  f nt rel cora a a a  
     

coraهايدر اين رابطه عبارت
 وrela

 هاي شتاب در باشد. مؤلفهبه ترتيب شتاب كريوليس و شتاب نسبي مي
  آيد:) از روابط زير بدست مي6رابطه (

)7(  
2

2nt

w
a

x




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)8(  
2

2
2rel

w
a U

x





  

)9(  
2

2cor

w
a U

x t




 
  

باشد. با گشتاورگيري از مي zهاي شتاب المان سيال با يكديگر هم جهت و در راستاي محورهمه مؤلفه
به صورت زير  Qنيروها و گشتاورهاي اعمالي به المان نانولوله حامل سيال حول مركز جرم آن، نيروي برشي

  آيد:بدست مي

)10(   
3

2nt f

M w
Q J J

x x t

 
   

  
  

باشد. ممان اينرسي جرم واحد طول سيال مي fJممان اينرسي جرم واحد طول نانولوله و ntJدر اين رابطه
) و 10) تا (3با استفاده از روابط (

2

2nt

w
M EI

x





معادله ارتعاشي نانولوله حامل سيال به صورت زير بدست  

  آيد:مي

)11(  
   

 

2 2 2 3

2 2 2 2

2 2 2
2

2 2
2 0

nt nt f nt f

f f f

w w w
EI m m J J

x x t x x t

w w w
m U m U T pA Kw

x t x x

       
              

  
     

   

  

باشد. به منظور بررسي تأثير ممان اينرسي سطح مقطع نانولوله مي ntIمدول الاستيسيته و Eدر اين رابطه
دامنه ارتعاشي نسبتاً بزرگ و اثر غيرخطي ناشي از آن، نيروي محوري در نانولوله را به صورت تركيبي از 

  گيريم:نيروي محوري ناشي از تغيير شكل و نيروي محوري خارجي در نظر مي
)12(  0 nt xxT T EA    

ntدر رابطه فوق xxEA  ،0نيروي محوري ناشي از تغيير شكلT ،نيروي محوري خارجيntA  سطح مقطع
  باشد. همچنين داريم:كرنش طولي مي xxنانولوله و

)13(  xx

L

L
 

  

  توان به صورت زير بيان كرد:، ناشي از حركت نانولوله را ميLاز طرفي تغيير طول

)14(  
2

0
1 d

L w
L x L

x

        

wبا توجه به كوچك بودن عبارت

x




  توان به صورت زير نوشت:نيروي محوري در نانولوله را مي 

)15(  
2

0 0
d

2

L
ntEA w

T T x
L x

       

  ]:71داريم [ Lتا x) در محدوده5گيري از رابطه (با انتگرال
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)16(   f f x L
T pA T pA


    

)، معادله حاكم بر ارتعاشات غيرخطي نانولوله 16و استفاده از رابطه () 11) در (15با جايگذاري معادله (
  آيد:حامل سيال در بستر الاستيك به شكل زير بدست مي

)17(  

2 2 2 3 2

2 2 2 2

22 2
2

02 20

2

d 0
2

nt f

L
nt

f f

w w w w
EI m J m U

x x t x x t x t

EAw w w
m U Kw T x pA

x L x x

        
               

                



  

ntدر اين رابطه  fm m m   وnt fJ J J  باشد. همچنين ميp
 81آيد [از رابطه زير بدست مي:[  

)18(   1 2p p    
 ) پارامتر18( باشد. در معادلهنسبت پواسون مي فشار در انتهاي پايين دست نانولوله و  pدر اين رابطه 

xبه وجود قيد در L ،1بستگي دارد. اگر قيدي در مقابل حركت محوري وجود داشته باشد   خواهد بود
0و در غير اين صورت   باشد. در اين مقاله با فرض تخليه سيال به جو، ميp

 است.  برابر صفر فرض شده
  باشد:) به صورت زير مي17همچنين شرايط مرزي متناظر با معادله (

  الف)- 19(   2

2

0,
0, 0

w t
w t

x


 


  

  ب)- 19(   2

2

,
, 0

w L t
w L t

x


 


  

] از اثر اينرسي دوراني،81) اين است كه در مرجع [71نكته قابل توجه در مورد رابطه (
3

2

w
J

x x t

  
    

، و 

،غيرخطيعبارت 
2

0
d

2

L
ntEA w

x
L x

 
  دهد كه فشار ، همچنين اين معادله نشان مينظر شده است ، صرف

  كند.در انتهاي پايين دست نانولوله به صورت نيروي محوري عمل مي

 

 پاسخ زماني با استفاده از روش اغتشاشات استخراج -3

باشد و جواب تحليلي براي آن وجود مي) يك معادله ديفرانسيل غيرخطي 17ا توجه به اين كه معادله (ب
) را به صورت17ندارد، بنابراين براي حل آن ابتدا پاسخ معادله ديفرانسيل غيرخطي (

     ,w x t x q t گيريم كه در آندر نظر مي q t پاسخ زماني و  x اي هستند كه توابع مقايسه
هاي ساده در دو انتها و مود گاهكنند. براي نانولوله كربني با تكيهشرايط مرزي حاكم بر سيستم را ارضاء مي

امُ، تابع nارتعاشي x توان به شكل زير در نظر گرفت:را مي  

)20(    sin
n x

x
L

    
 

  



 33                                                                                                   ... ارتعاشات غيرخطي و پايداري نانولوله كربني تحليل
 

 
 

با جايگذاري  ,w x t ) و ضرب طرفين آن در 17در رابطه ( x گيري از آن در طول نانولوله و و انتگرال
  سازي خواهيم داشت:اي در نظر گرفته شده و پس از سادهاستفاده از خاصيت تعامد توابع مقايسه

)21(       3 0q t q t q t     
در اين رابطه علامت  :مشتق نسبت به زمان است و همچنين  

2  الف)- 22(

1




  

3  ب)- 22(

1




  

  اند:صورت زير تعريف شدهبه  3تا  1در روابط اخير توابع 

  الف)- 23(   
2

1 nt f nt f

n
J J m m

L

      
 

  

  ب)- 23(
4 2

2
2 0nt f

n n
EI T m U K

L L

                
  

  ج)- 23(
4 4

3 44
ntEA n

L

   

هاي ) يك معادله ديفرانسيل غيرخطي است. يكي از روش21شود معادله (همانطور كه مشاهده مي
باشد. با استفاده از اين روش يك معادله اغتشاشات ميمناسب براي حل چنين معادلاتي، استفاده از روش 

هاي مهم در اين شود. يكي از فرضتر تبديل ميپيچيده غيرخطي به چند معادله ديفرانسيل خطي ساده
روش اين است كه ضريب جمله غيرخطي در مقايسه با ضريب ساير جملات كوچك باشد، در حالي كه براي 

باشد و امكان استفاده از روش اغتشاشات در مي 4010عدد بسيار بزرگي بوده و تقريباً برابر  ابعاد نانو، مقدار
اين حالت وجود ندارد. براي اين منظور تابع جديد g t 91گيريم [را به صورت زير در نظر مي:[ 

)24(     g t q t  
  توان به صورت زير نوشت:) را مي21اين رابطه، معادله (با استفاده از 

)25(       2 3
0 0g t g t g t     

)،25شود ضريب جمله غيرخطي به اندازه كافي كوچك شود. در معادله (تغيير پارامتر انجام شده موجب مي
 0پارامتر غيرخطي و  باشد:طبيعي خطي ميفركانس  

2  الف)- 26(




  

2  )ب- 26(
0   

  بعد زير نوشت:توان به صورت بي) را مي25همچنين معادله (
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)27(       3
2
0

0g g g
  


    

  به صورت باشد و مي كه در آن مشتقات نسبت به
)28(  0t   

2باشد و كوچكتر از واحد مي ) 27شود. بعلاوه، بر اساس پارامترهاي مسأله، در معادله (تعريف مي
0   نيز

) در نظر 29) را به صورت رابطه (25تر از واحد است. بر اساس روش اغتشاشات، پاسخ معادله (كوچك
  ]:20گيريم [مي

)29(           2
0 1 2

0

...
n

i
i

i

g t g t g t g t g t  


      

)0در رابطه فوق )g t 1باشد و توابع پاسخ معادله در حالت خطي مي( )g t ،2( )g t  و ... توابع نا معلوم حاصل
 تشديد دانيم كه فركانس غيرخطيباشد. همچنين مياز اغتشاش ايجاد شده در اثر وجود جمله غيرخطي مي

 ]:20نيز وابسته است، بنابراين داريم [ علاوه بر دامنه نوسان به 

)30(  2 2 2 2 2 2
0 1 2

0

...
n

i
i

i

      


      

 ) داريم:25) در معادله (30) و (29با جايگذاري دو جمله اول از روابط (

)31(                 3 2 2
0 1 0 1 1 0 1 0g t g t g t g t g t g t             

هاي بالاتر آن صرف نظر كرد. با توان از توانباشد، ميمقدار بسيار كوچكتر از واحد مي با توجه به اينكه 
، معادلات ديفرانسيل براي حل جمله 1و 0مرتب كردن رابطه بدست آمده و برابر صفر قرار دادن ضرايب

تصحيح 1g t شود:ه صورت زير حاصل ميب  
)32(     2

0 0 0g t g t   
)33(         2 2 3

1 1 1 0 0g t g t g t g t    

q(0)0) و شرايط اوليه24با استفاده از رابطه ( A (0)و 0q ) به صورت زير بدست 32، حل معادله (
 آيد:مي

)34(   0 0 cosg t A t   

 ) داريم:33) در رابطه (34جايگذاري رابطه ( با

)35(     2 2 3 3 3
1 1 1 0 0cos cosg t g t A t A t         

cosدر رابطه فوق ضرايب عبارت tشوند. بنابراين با حذف تنها جمله ، به عنوان جملات سكولار شناخته مي
  سكولار، خواهيم داشت:

)36(  2 2 2
1 0

3

4
A     
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مرتبه اول،جمله تصحيح  1g t) با شرايط اوليه35، با استخراج پاسخ معادله ديفرانسيل ( 1 0 0g  و
 1 0 0g  آيد:به صورت زير بدست مي  

)37(   
3 3

0
1 2
( ) cos 3 cos

32

A
g t t t

  


   

 آيد:مي) به صورت زير بدست 25در نهايت پاسخ زماني معادله (

)38(     
3 3

0
0 2

cos cos 3 cos
32

A
g t A t t t

    


    

  شود:غيرخطي سيستم از رابطه زير حاصل مي ) فركانس36) و (30اده از روابط (بنابراين با استف

)39(  
2
0

0

3
1

4

A    

سيستم  درغيرخطي اثر سيستم تابعي از دامنه نوسان است كه از غيرخطي شود كه فركانس مشاهده مي
 آيد:) پاسخ ارتعاشي نانولوله كربني به صورت زير بدست مي24) و (38شود. با استفاده از روابط (ناشي مي

)40(     
2
0

0 2
, sin cos cos3 cos

32

An x
w x t A t t t

L

    


      
   

  

دهد كه فركانس طبيعي صفر و ] نشان دادند كه كمانش نانولوله كربني زماني رخ مي21ونگ و همكاران [
باشد شود. به عبارتي رفتار پايدار ارتعاشي، پريوديك ميمختلط ظاهر ميطبيعي  بخش حقيقي در فركانس

كه ناشي از فركانس طبيعي موهومي است و با افزايش سرعت سيال عبوري و شروع ناپايداري، اين بخش از 
) 39آيد. بر همين اساس با برابر صفر قرار دادن رابطه (فركانس طبيعي صفر شده و بخش حقيقي بوجود مي

)، سرعت بحراني سيال، متناظر با شروع ناپايداري نانولوله از رابطه زير بدست 23) و (22ستفاده از روابط (و ا
  آيد:مي

)41(  
0.52 2

2
0 0

1 3

16c nt nt

f

n L
U E I A A K T

L nm




             
      

  

بر اساس اين رابطه سرعت بحراني سيال به سفتي خمشي نانولوله، دامنه ارتعاش، ضريب سفتي بستر 
عبارت الاستيك و نيروي محوري بستگي دارد. لازم به ذكر است در مورد رابطه اخير، در مراجع پيشين از اثر 

2،غيرخطي
0

3

16 ntA A.صرف نظر شده است ،  
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 بحث و نتايج - 4

شود: در بخش اول رفتار منظور بررسي رفتار ارتعاشي و ناپايداري نانولوله، نتايج در دو بخش ارائه ميبه 
بررسي شده و در بخش دوم ناپايداري و پاسخ  غيرخطيارتعاش غيرخطي و اثر پارامترهاي دخيل بر فركانس 

  :كنيمبعد زير استفاده ميامترهاي بيمورد مطالعه قرار گرفته است. براي ارائه نتايج از پار 1پس از ناپايداري
)42(  

0




   

)43(  0
0

A
A

r
   

)44(  
2

f

nt

m L
U U

EI
   

)45(  
2

0
0

nt

T L
T

EI
   

0Aبعد)،بي تشديدبر فركانس طبيعي خطي (فركانس  تشديدغيرخطي نسبت فركانس  در روابط فوق،  
Uبعد،ماكزيمم دامنه ارتعاشي بي  0بعد سيال وسرعت بيT  باشد. مشخصات بعد مينيروي محوري بي

45هندسي و مكانيكي نانولوله به صورت nmL ،1.5nmr ،0.34 nmh ،31300 kg mnt  و
1.1 TPaE  3988باشد و سيال عبوري از نانولوله، آب با چگاليميkg mf  .در نظر گرفته شده است  

  
 بخش اول

  رفتار ارتعاش غيرخطي - 4-1
منظور بررسي صحت نتايج استخراج شده، پاسخ زماني نانولوله در مود اول ارتعاشي با حل عددي و ابتدا به 

كوتاي -بر اساس روش رانگ 2پاسخ خطي مقايسه شده است. حل عددي با استفاده از روش ضمني رزنبراك
به شكل دستگاه باشد. طبق اين روش معادله ديفرانسيل مي 3ياب درجه و استفاده از توابع درون 4مرتبه 

كلاسيك  4كوتاي مرتبه - باشد روش رانگ 3آيد و اگر اين دستگاه معادله غيرسختمعادلات مرتبه اول در مي
ياب ترين تابع درونگيرد و در غير اين صورت، بر اساس روش ضمني رزنبراك، مناسبمورد استفاده قرار مي

 ]. 22گردد [حل مي 4 كوتاي مرتبه-انتخاب و مسأله مطابق روش رانگ 3تا درجه 

دهنده شود تطابق بسيار خوب حل عددي و حل اغتشاشات نشانمشاهده مي )3(همانطور كه در شكل 
، فركانس يدقت بالاي حل حاصل از روش ارائه شده است. بر اساس اين شكل با در نظر گرفتن اثر غيرخط

يابد. همچنين اختلاف فركانس طبيعي خطي و غيرخطي با گذشت زمان بيشتر سيستم افزايش مي تشديد
  شود.پديدار مي

                                                                                                                                                         
1 Post-instability 
2 Rosenbrock 
3 Nonstiff 
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  پاسخ زماني ارتعاشات غيرخطي نانولوله كربني حامل سيال در مقايسه با حل عددي و  -3شكل

0پاسخ خطي به ازاي 1U A   0و 0K T  .  

  
غيرخطي هندسي توأماً مورد بررسي قرار گرفته است. اثر در مطالعه حاضر اثر ممان اينرسي دوراني و 

آورده شده  )4(برنولي و ريلي در شكل  -مبني بر دو مدل اويلر فركانس طبيعي خطي و غيرخطي نانولوله
س طبيعي سيستم است. با توجه به اين شكل، در نظر گرفتن ممان اينرسي دوراني باعث كاهش فركان

، با افزايش ماكزيمم ميزان اختلاف فركانس طبيعي بر اساس دو مدل، )4(شود. با توجه به شكل مي
ميزان تأثير ممان  اثر غيرخطيتي با در نظر گرفتن شود و به عباردامنه ارتعاشات عرضي نانولوله بيشتر مي

  .يابدافزايش مي تشديداينرسي دوراني بر فركانس غيرخطي 
بعد براي مقادير مختلف بعد بر حسب ماكزيمم دامنه ارتعاشي بيبي تشديدتغييرات فركانس  )5(شكل 

دهد. واضح است كه با افزايش ماكزيمم دامنه بعد سيال را نشان ميضرايب سفتي بستر الاستيك و سرعت بي
، Kيابد. همچنين با افزايش مقداربعد سيال رفتار غيرخطي سيستم افزايش ميبعد و سرعت بيارتعاشي بي

  كند.غيرخطي به مقادير خطي متناظر ميل مي مقادير فركانس
  
  
  
  
  
  
  



 1394 پاييز، ومسسال هفدهم، شماره                              نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                         38

 
 

  

  
  بعد مبني بر حسب دامنه ارتعاشي بي فركانس طبيعي خطي و غيرخطي نانولوله حامل سيال بر - 4شكل

1Uبرنولي و ريلي به ازاي  -دو مدل اويلر   0و 0K T  .  
  

  
Uسيال،بعد ، و سرعت بيKتأثير ضريب سفتي بستر الاستيك، - 5شكل  0بعد به ازايبي تشديدركانس بر ف 0T .  
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0ركانس طبيعي در سه مود اول ارتعاشي به ازايبر ف تأثير طول نانولوله كربني حامل سيال -6شكل 0T K  1وU  .  

  

  
0Kبه ازاي  ،بعد،بي تشديد، و فركانس تأثير نيروي محوري بر فركانس غيرخطي، - 7شكل   1وU  .  

  
2با افزايش طول نانولوله و يا به عبارتي افزايش ضريب لاغري،

L
r فركانس طبيعي نانولوله كاهش ،

شود اين دهد. همانگونه كه مشاهده مياين كاهش را در سه مود اول ارتعاشي نشان مي )6(يابد. شكل مي
شود و به اي است كه با افزايش طول نانولوله، فركانس غيرخطي به فركانس خطي همگرا ميكاهش به گونه

  كاهش در مود اول بيشتر است. يابد؛ اينعبارتي اثر غيرخطي كاهش مي
دهد كه نيروي در ادامه اثر نيروي محوري بر فركانس طبيعي نانولوله بررسي شده است و نتايج نشان مي

دهد. اين نتايج در شكل محوري كششي فركانس طبيعي را افزايش و نيروي محوري فشاري آن را كاهش مي
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 تشديدشود كه نيروي محوري تأثيري بر فركانس يآورده شده است. همچنين در اين شكل مشاهده م )7(
  دهد.بعد ندارد و به عبارتي نيروي محوري، فركانس طبيعي خطي و غيرخطي را به يك نسبت تغيير ميبي
  

 بخش دوم

  ناپايداري و پاسخ پس از ناپايداري - 4-2
هاي ساده در گاهكربني با تكيههاي ] نشان دادند كه كمانش يا ناپايداري استاتيكي نانولوله7يون و همكاران [

بر پيشين بر همين اساس در مطالعات  ،افتد كه فركانس طبيعي نانولوله صفر شوددو انتها زماني اتفاق مي
ناحيه پايداري متناظر با مثبت بودن فركانس خطي در نظر گرفته شده  ،كربني هايروي ناپايداري نانولوله

] سرعت بحراني 7بر اساس مفهوم ارائه شده توسط يون و همكاران [ در حالي كه در اين مطالعه. ]11[است 
) استخراج شده است كه شروع ناپايداري با در نظر گرفتن اثر غيرخطي در 41غيرخطي متناظر با رابطه (

رعت بحراني و همچنين در اين بخش اثر پارامترهاي هندسي و رفتار غيرخطي بر س دهد.سيستم را نشان مي
 و پاسخ پس از ناپايداري بررسي شده است. غيرخطيسيال بر فركانس تأثير سرعت 

hتأثير نسبت ضخامت نانولوله بر شعاع خارجي،  )8(شكل 
r بر سرعت بحراني سيال با در نظر گرفتن ،

اين پارامتر دهد. مطابق شكل تأثير اثر غيرخطي و صرف نظر از آن، در سه مود اول ارتعاشي را نشان مي
هستند.  شود و در مدل خطي، هر سه نمودار بر هم منطبقهندسي با در نظر گرفتن رفتار غيرخطي ظاهر مي

بعد به ترتيب برابر با شود كه در مدل خطي در مودهاي اول تا سوم مقادير سرعت بحراني بيمشاهده مي
] نيز استخراج شده است، و در مطالعه 10،17باشد، اين مقادير در مراجع [مي 2448/9و  2832/6، 1416/3

0.1hبه ازاي  ضر با در نظر گرفتن اثر غيرخطيحا
r   2086/11و  4724/7، 7362/3به ترتيب به مقادير 

  افتد.هاي بالاتر اتفاق مياند. بر اين اساس با افزايش ضخامت نانولوله، ناپايداري در سرعتافزايش يافته
 

 
cUسيال، بعدبي اثر ضخامت نانولوله بر سرعت بحراني - 8شكل  در سه مود اول ارتعاشي بر اساس ،  

0هاي خطي و غيرخطي به ازايمدل 0K T  0و 1A  .  
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  بعد سيال براي دو مود ارتعاشيبيفركانس طبيعي خطي و غيرخطي نانولوله در برابر سرعت  تغييرات - 9شكل 

0اول به ازاي   0K T  و*
0 1A .  

  
يابد و از هاي طبيعي كاهش ميهمانطور كه اشاره شد با افزايش سرعت سيال عبوري از نانولوله، فركانس

هاي خطي و غيرخطي در براي فركانسشود. اين پديده سبب افزايش فركانس تشديد مي طرفي اثر غيرخطي
نشان داده شده است. بر اين اساس با افزايش سرعت سيال،  )9(مودهاي اول و دوم ارتعاشي در شكل 

شود. همانطور كه يابد و با رسيدن آن به مقدار بحراني، فركانس طبيعي صفر ميفركانس طبيعي كاهش مي
افتد. همچنين با هاي بالاتر اتفاق مياپايداري در سرعتشود با در نظر گرفتن اثر غيرخطي، نمشاهده مي

شود كه نشان دهنده تشديد هاي طبيعي خطي و غيرخطي بيشتر ميافزايش سرعت سيال، اختلاف فركانس
نوع رفتار پاسخ ارتعاشي نانولوله با  باشد.مي )5(رفتار غيرخطي و مؤيد نتايج نشان داده شده در شكل 

افزايش در دامنه پاسخ   آورده شده است كه در آن )1(و پس از آن در جدول  رسيدن به سرعت بحراني
شود با رسيدن سرعت سيال به سرعت زماني نسبت به ماكزيمم دامنه پايدار است. همانطور كه مشاهده مي

3.808cUبحراني،   يابد و پس از آن پاسخ ناپايدار ميشدت افزايش مي، دامنه پاسخ زماني در اين لحظه به
شود. ناپايدار شدن پاسخ بدين معني است كه دامنه پاسخ زماني ثابت نبوده و به صورت نمايي با افزايش 

كند؛ به عبارت ديگر نوسان و ارتعاشي پس از ناپايداري وجود ندارد و كمانش نهايت ميل ميزمان به بي
  افتد.استاتيكي اتفاق مي

شود و آورده شد، با رسيدن سرعت سيال به مقدار بحراني، سيستم ناپايدار مي )1(همانطور كه در جدول 
يابد اين افزايش دامنه به علت صفر شدن فركانس ارتعاشات و پديد دامنه پاسخ زماني به شدت افزايش مي

هاي خطي و غيرخطي بخش حقيقي فركانس )10(. شكل باشد، ميآمدن بخش حقيقي فركانس مختلط،
  دهد.را نمايش مي
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 رفتار پاسخ ارتعاشي غيرخطي در مود اول -1جدول

Uبعد سيال سرعت بي    افزايش در دامنه nm نوع پاسخ ارتعاشي  
  پايدار  0  5/3
  پايدار  914/0  79/3
  پايدار  882/4  8/3

  پايدار  513/16  805/3
  پايدار  737/50  807/3
808/3   ناپايدار  

  
  

  
0بعد سيال به ازاي طبيعي مختلط خطي و غيرخطي در برابر سرعت بي بخش حقيقي فركانس -10شكل  1A  ،

0 0K T .  
  

دهد مادامي كه سيستم پايدار است، فركانس طبيعي نشان مي )10(و شكل  )1(نتايج ارائه شده در جدول 
شود و شود و با افزايش سرعت سيال اين فركانس كاهش يافته و صفر ميموهومي سبب پاسخ پريوديك مي

دامنه پاسخ زماني پس از شروع ناپايداري، بخش حقيقي فركانس مختلط كه به صورت نمايي سبب افزايش 
cUشود. بر اين اساس در محدوده پايدار،آيد و پاسخ ارتعاشي ناپايدار ميشود، بوجود ميمي U  بخش ،

  باشد.حقيقي فركانس صفر مي
  

 گيرينتيجه -5

بينانه و استفاده از مدل الاستيك ريلي، معادله ارتعاشي نانولوله در تحقيق حاضر، با استفاده از فرضيات واقع
غيرخطي اثر كربني حامل سيال در بستر الاستيك استخراج شد كه در آن اثر ممان اينرسي دوراني و 

  هندسي نيز لحاظ شده است. مدل بدست آمده با استفاده از روش اغتشاشات حل گرديد. 



 43                                                                                                   ... ارتعاشات غيرخطي و پايداري نانولوله كربني تحليل
 

 
 

دهد كه روش اغتشاشات با دقت بسيار مناسبي رفتار ارتعاش غيرخطي يمقايسه نتايج با حل عددي نشان م
هاي عددي امكان بررسي تأثير پارامترهاي مختلف بر رفتار بيني كرده و برخلاف روشسيستم را پيش
  گذارد.هاي كربني را در اختيار ميغيرخطي نانولوله

شود هاي طبيعي ميب كاهش فركانسهمانطور كه مشاهده شد، در نظر گرفتن ممان اينرسي دوراني سب
يابد در و با افزايش ماكزيمم دامنه ارتعاشي افزايش مي در نظر گرفتن اثر غيرخطيو ميزان اين كاهش با 

باشد. به عبارت حالي كه در مدل خطي ميزان تأثير ممان اينرسي دوراني بر فركانس طبيعي مقدار ثابتي مي
شود و واضح است كه ميزان تأثير ممان هر المان از نانولوله بيشتر مي ديگر با افزايش دامنه نوسان، دوران

  يابد.اينرسي دوراني نيز افزايش مي
كند. همچنين با افزايش ضريب سفتي بستر الاستيك، رفتار ارتعاشي غيرخطي به رفتار خطي ميل مي 

7ميزان تأثير اين ضريب براي مقادير
2

N10
m

K   باشد در حالي كه با بوده و قابل صرف نظر ميبسيار كم
  يابد.افزايش ضريب سفتي از اين مقدار، نسبت فركانسي به شدت كاهش مي

يابد. به هاي طبيعي خطي و غيرخطي كاهش ميبر اساس مطالعه حاضر با افزايش طول نانولوله فركانس
باشد و با افزايش طول نانولوله فركانس مياي كه براي نانولوله با طول كم، اثر غيرخطي كاملاً واضح گونه

شود. به عبارت ديگر به مقادير خطي متناظر همگرا مي تشديد هاي غيرخطيطبيعي كاهش يافته و فركانس
  يابد.با افزايش طول نانولوله، اثر غيرخطي كاهش مي

را كاهش هاي غيرخطي شده و نيروي محوري فشاري آن نيروي محوري كششي باعث افزايش فركانس
بعد به مقدار نيروي بي تشديداي است كه فركانس ها به گونهدهد. البته تغييرات ايجاد شده در فركانسمي

همچنين نشان داده شد كه اثر فشار در پايين دست نانولوله به صورت نيروي محوري  .محوري بستگي ندارد
 تواند ناحيه ناپايداري را افزايش دهد.و مي كنداثر مي

شود و با يش سرعت سيال عبوري از نانولوله سبب تشديد رفتار غيرخطي و كاهش فركانس طبيعي ميافزا
دهد. در اين پژوهش رسيدن سرعت سيال به مقدار بحراني، فركانس طبيعي صفر شده و ناپايداري روي مي

شده است و نتايج اي براي سرعت بحراني استخراج شده است كه اثر غيرخطي هندسي نيز در آن ظاهر رابطه
دهد. با رسيدن سرعت سيال به مقدار بحراني دهد كه رفتار غيرخطي، سرعت بحراني را افزايش مينشان مي

رود و با بوجود و صفر شدن فركانس طبيعي، پاسخ پريوديك ناشي از فركانس طبيعي موهومي از بين مي
كه در  teو به صورت مفهومي، عبارت آمدن بخش حقيقي در فركانس طبيعي مختلط، سيستم ناپايدار شده

  دهد.شود، دامنه پاسخ زماني را به شدت افزايش ميپس از شروع ناپايداري ظاهر مي آن 
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  فهرست نمادهاي انگليسي
fA سطح مقطع عبور سيال  
ntA  سطح مقطع نانولوله  

0A  جاييشرط اوليه جابه  
0A   بعدماكزيمم دامنه ارتعاشي بي  

nta  شتاب المان نانولوله  
fa  شتاب المان سيال  

cora  شتاب كريوليس  
rela  شتاب نسبي  
E  مدول الاستيسيته  

,t nf f  نيروهاي متقابل بين سيال و نانولوله  
 g t  زماني پاسخ  
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0 ( )g t   معادله خطيزماني پاسخ  
1 2( ), ( ), ...g t g t  تصحيحمعلوم توابع نا  

h  ضخامت نانولوله  
ntI  ممان اينرسي سطح مقطع نانولوله  
fJ  ممان اينرسي جرم واحد طول سيال  

ntJ  ممان اينرسي جرم واحد طول نانولوله  
K  ضريب سفتي بستر الاستيك  
L  نانولوله طول  

M  گشتاور خمشي  
fm  جرم واحد طول سيال  
ntm  جرم واحد طول نانولوله  
n   مود ارتعاشيشماره  
p  فشار سيال  
p  فشار در انتهاي پايين دست نانولوله  

Q  نيروي برشي  
 q t  پاسخ زماني  

r  نانولوله شعاع خارجي  
T  نيروي محوري  

0T  نيروي محوري خارجي  
0T   بعدنيروي محوري بي  
t  زمان  

U  سرعت سيال  
cU  سرعت بحراني سيال  

U    بعد سيالبيسرعت  
cU    سيال بعدبيسرعت بحراني  

 ,w x t  ركت عرضي نانولولهح  
x  محور مختصات طولي  
z   عرضيمحور مختصات  
  

  نمادهاي يوناني
   زمانيضريب معادله  
  ضريب معادله زماني  
  افزايش در دامنه پاسخ زماني  



 47                                                                                                   ... ارتعاشات غيرخطي و پايداري نانولوله كربني تحليل
 

 
 

  وابسته به شرط مرزي ارامترپ  
  پارامتر غيرخطي  

xx  كرنش طولي  
  دوران المان  
  نسبت پواسون  

i  ضرايب معادله زماني  
f  چگالي سيال  

nt  چگالي نانولوله  
  بعدپارامتر بي  

 x  ايتوابع مقايسه  
  بخش حقيقي فركانس مختلط  

0  فركانس طبيعي خطي  
  فركانس غيرخطي تشديد  

1 2, ,...   جملات تصحيح فركانس غيرخطي  
   بعدبي تشديدفركانس  
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Abstract 
 
In the present study, considering the geometric nonlinearity, the nonlinear vibration behavior 
of a carbon nanotube conveying fluid embedded in an elastic medium is studied. The fluid 
passing through the nanotube is considered to be inviscid and incompressible.  
Using the Rayleigh’s elastic theory, the governing equation of motion is derived. By 
considering a suitable parameter, the governing equation is converted to a form which can be 
solved by the perturbation method. Applying the Lindstedt-Poincare’ method, the time 
response, the nonlinear resonance frequencies and the fluid critical velocity of the nanotube 
are obtained. The accuracy of the results is investigated by comparing them with those 
obtained through the numerical method. Unlike previous researches, the analytical relation for 
the fluid critical velocity is obtained considering the effect of the geometric nonlinearity. The 
results indicate that, as the fluid velocity increases and reaches a critical value, the time 
response amplitude grows without limit and the nanotube loses stability. Moreover, in 
comparison with the linear and small-amplitude vibrations of nanotube, by increasing the 
amplitude of oscillations, nonlinear behavior dominates and the instability occurs at a higher 
fluid velocity. 
 
 

  


