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  هاي ضخيم هدفمند براساس تئوريكمانش ورق
  مرتبه بالاي تغيير شكل برشي و عمودي 

ساخته شده از مواد هدفمند براساس هاي مستطيلي در اين مقاله، كمانش ورق
تئوري مرتبه بالاي تغيير شكل برشي و عمودي مورد بررسي قرار گرفته است. اين 

- جابجايي را برحسب توابع لژاندر در جهت ضخامت بسط مي تئوري هر سه مؤلفه

دهد. با استفاده از اصل حداقل انرژي پتانسيل و معيار تعادل همسايگي، معادلات 
گاه ساده روي دستگاه معادلات بدست آمده با فرض تكيه آيند.دست ميپايداري ب

آيد. پس هر چهار لبه ورق با روش ناوير حل شده و بار بحراني كمانش بدست مي
از بررسي صحت نتايج ارائه شده، مقادير بار بحراني كمانش براي پارامترهاي 

خامت به عرض ورق ماده هدفمند، نسبت منظري و نسبت ض مختلفي مانند انديس
  براي انواع شرايط بارگذاري مورد بررسي قرار گرفته است.

  

شكل برشي و  هاي مستطيلي ضخيم، مواد هدفمند، تئوري مرتبه بالاي تغييركمانش، ورق: هاي راهنماواژه
  عمودي

 

 مقدمه -1

زيرا با توجه  ،يافته است امروزه استفاده تركيبي از مواد براي دستيابي به خواص مطلوب، روز به روز افزايش
تواند خواص مورد نياز صنايع هاي صورت گرفته، عملاً يك ماده به تنهايي نميبه توسعه تكنولوژي و پيشرفت

اد به اند كه در ابتدا اين موپيشرفته را برآورده سازد. بنابراين مواد مركب جايگزين مواد همسانگرد شده
هاي هاي ساخته شده معمولاً در اثر تنشاي، سازهتوجه به ساختار لايهاند. با شدهتوليد مي ايصورت لايه
، مهندسين هوا فضاي ژاپني )1984(لايه شده و داراي عمر كمي بودند. به همين منظور در سال پسماند لايه

ك لايه در لابراتور موفق به توليد موادي با ريز ساختارهاي ناهمگن به نام مواد هدفمند شدند، اين مواد از ي
كرد. با توجه به كاربرد اين صورت تابعي از يك سطح تا سطح ديگر تغيير ميتشكيل شده بودند و خواص به

ها صورت خواص مكانيكي آنشوند. در اينمواد، اجزاي تشكيل دهنده عموماً سراميك و فلز در نظر گرفته مي
  . نندكتغيير ميطور پيوسته از يك سطح تا سطح ديگر به آرامي و به
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هاي پسماند و در اين مواد عدم وجود فصل مشترك تيز و ناگهاني باعث بهبود مقاومت اتصال، كاهش تنش
گردد و از طرف ديگر شود. مؤلفه سراميكي باعث مقاومت در برابر دماهاي بالا ميها ميتوزيع يكنواخت تنش

هاي حرارتي بسيار بالا در اثر تنش پذيري و جلوگيري از رشد ترك و شكست مادهمؤلفه فلزي باعث انعطاف
حسب ها برگيرند. ورقستفاده قرار ميهاي هندسي گوناگون در صنايع مختلف مورد اها با شكلورق شود.مي

-اي قرار گيرند كه اعمال بيش از حد مجاز اين بارها ميكاربردشان ممكن است تحت بارگذاري درون صفحه

ود. بنابراين تحليل پايداري ورق يكي از مسائل مهم مهندسي به شمار تواند باعث ناپايداري و شكست ورق ش
 هايكمانش ورق ]1[جواهري و اسلامي اند. آيد. تاكنون محققين زيادي به تحليل كمانش ورق پرداختهمي

گاه ساده را براساس اي با شرايط مرزي چهار طرف تكيههدفمند تحت بارگذاري درون صفحه مستطيلي
اند. با استفاده از روش حل ناوير بار بحراني كمانش را به صورت حل دقيقي بدست ك انجام دادهتئوري كلاسي

هاي ] كمانش ورق2چن و ليو [ اند.و مقادير عددي بار بحراني كمانش براي ابعاد مختلف ورق ارائه داده آورده
ها را براساس روش غيرخطي در لبهاي توزيع شده مستطيلي ساخته شده از مواد هدفمند تحت بارهاي صفحه

گاه ساده هاي مستطيلي هدفمند با شرايط مرزي چهار طرف تكيهكمانش ورق اند.بدست آورده 1بدون المان
] مورد 3را تحت انواع شرايط بارگذاري با استفاده از تئوري برشي مرتبه سوم توسط شريعت و اسلامي [

-] با استفاده از روش المان محدود، ارتعاشات و كمانش ورق4[ بررسي قرار گرفته است. اوكويا و همكارانش

براي  3و رايزنر 2هاي نوع ميندلينها از المان. آناندهاي ساخته شده از مواد هدفمند را مورد بررسي قرار داده
ع هاي نوهاي نوع رايزنر نتيجه بهتري نسبت به المانسازي استفاده كردند و نتيجه گرفتند كه المانمدل

هاي هاي طبيعي و بار بحراني كمانش را براي ورقفركانس ]5[فر و همكارانش ميرزايي. دهندميندلين مي
اند. در اين مقاله از اولين و دومين جمله بسط سري تيلور مورد بررسي قرار داده كيزوتروپيامستطيلي 

هاي طبيعي و بار بحراني كمانش بدست آمده استفاده شده و يك روش تقريبي براي پيدا كردن فركانس
اي ساخته شده از مواد هاي ضخيم دايرهبه بررسي خمش و كمانش ورق ]6[سعيدي و همكارانش است. 

 يبرارا  يداريمعادلات پا] 8 -7[ و همكارانش يمحمد اند.هدفمند براساس تئوري برشي مرتبه سوم پرداخته
كه اين معادلات به هم  نداهبدست آورد و مرتبه اول كيكلاسهاي يبراساس تئور يليمستطهدفمند  يهاورق

معادلات وابسته را به ها با استفاده از اين تابعكه  نمودند يمعرف ديتابع جد يتعدادها وابسته بودند. آن
هاي هدفمند با استفاده از تئوري برشي مرتبه حل تحليلي كمانش ورقكردند.  ليتبد تهوابس ريغمعادلات 

براي ورق تحت انواع بارگذاري، شرايط مرزي نتايج عددي را  ] انجام شده و9[ وم توسط بداغي و سعيديس
هاي ارتوتروپيك براساس روش دقيقي براي تعيين بار بحراني كمانش ورقارائه شده است.  متقارن و نامتقارن

با  ]11[باترا و ويدولي ] بدست آمده است. 10هاي پيش كمانش توسط نادري و سعيدي [تغيير شكل
هاي هاي لژاندر، تئوري مرتبه بالاي تغيير شكل برشي و عمودي را براي ورقاياستفاده از چندجمله

مستطيل ايزوتروپ را با  يهاارتعاشات و توزيع تنش ورق ]12[اند. باترا و ايمني پيزوالكتريك ارائه كرده
اند. با استفاده از اصل كار مجازي، و عمودي بررسي كردهاستفاده از تئوري مرتبه بالاي تغيير شكل برشي 

  ] ارائه شده است.13[ناپذير توسط باترا هاي تراكمي بالا را براي ورقتئوري تغيير شكل برشي مرتبه
                                                                                                                                                                                          
1 Mesh-free method 
2 Mindlin-type element 
3 Reissner-type element 
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- هاي مستطيلي با شرايط مرزي چهار طرف تكيهبا استفاده از اين تئوري، معادلات ارتعاشات آزاد ورق ايشان

ناپذير روي هاي مستطيلي تراكم] ارتعاشات ورق14[. شيخ الاسلامي و سعيدي تعيين كرده استگاه ساده را 
كه از ها نشان دادند هنگاميناند و آبستر الاستيك براساس تئوري تغيير شكل برشي و عمودي بدست آورده

ديك به نتايج حاصل تئوري مرتبه پنج تغيير شكل برشي و عمودي استفاده شود، نتايج بدست آمده خيلي نز
 از تئوري الاستيسيته سه بعدي است. 

تئوري مرتبه بالاي  براساس هاي مستطيلي ضخيم ساخته شده از مواد هدفمنددر اين مقاله كمانش ورق
گيرد. تغييرات خواص ماده هدفمند تابعي از مختصات در مورد بررسي قرار ميتغيير شكل برشي و عمودي 
شده است. با استفاده از تئوري مرتبه بالاي تغيير شكل برشي و عمودي، با بكار  جهت ضخامت در نظر گرفته

آيند. با فرض شرايط بردن اصل حداقل انرژي پتانسيل و معيار تعادل همسايگي، معادلات پايداري بدست مي
ستفاده گاه ساده، از حل ناوير براي تعيين دقيق بار بحراني كمانش ورق مستطيلي امرزي چهار طرف تكيه

  شده است. در پايان مقادير مختلف بار بحراني كمانش براساس پارامترهاي مختلف ارائه شده است.
  

  تعيين معادلات پايداري ورق - 2
گرفته شده در نظر  ݄و ضخامت ଶ݈ ، عرضଵ݈در مختصات دكارتي با طول  )1(ورق مستطيلي مطابق شكل 

 است. 	ݕو  ݔاي در جهت . همانند شكل، ورق تحت بارهاي درون صفحهاست

هاي ميدان جابجايي را در راستاي توان مؤلفهكه ضخامت ورق نسبت به ابعاد ديگر كوچك است، ميجايياز آن
,ݔهاي جديد جابجايي فقط تابعي از اي نوشت و به اين ترتيب مؤلفهجملهبه صورت بسط چند ݖ هستند.  ݕ

جملات نگه داشته شده در بسط  دقت مسأله بستگي به تعداد شود وسازي مسأله ميكه اين كار باعث ساده
ي هاي قبلي بسط ميدان جابجايي به صورت سري تيلور بود اما در تئوري مرتبهاي دارد. در تئوريجملهچند

  شود. سري لژاندر در نظر گرفته ميبالاي تغيير شكل برشي و عمودي، بسط ميدان جابجايي به صورت 
شود. بنابراين براي تحليل هاي عمودي و برشي را شامل ميهاي قبلي تمام كرنشئورياين تئوري برخلاف ت

  :]14[شوند) تعريف مي1هاي لژاندر به صورت رابطه (ايچندجمله هاي ضخيم مناسب هستند.ورق
  

  
  ايورق مستطيلي تحت بارگذاري درون صفحه -1شكل
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)1(  න ݖሻ݀ݖ௕ሺܮሻݖ௔ሺܮ ൌ ௔௕ߜ

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

ܽ, ܾ ൌ 0,1,2, … ݇  

   است. تابع دلتاي كرونكر 	௔௕ߜمرتبه تئوري مورد استفاده و  ݇شمارنده آزاد،  ܾو  ܽكه 

  ) بدست آورد: 2توان به صورت رابطه (را مي هاي لژاندرايچندجمله

ሻݖ௡ିଵሺܮ  )2( ൌ ඨ
ሺ2݊ െ 1ሻ

݄ ௡ܲିଵሺݖሻ ݊ ൒ 1 

  آيد:) بدست مي3پذير (است كه به وسيله روابط بازگشتهاي لژاندر ايچندجمله ܲكه 

ሻݖ଴ܲሺ  الف) -3( ൌ 1

  )ب -3(
ଵܲሺݖሻ ൌ

ݖ2
݄

 

ሻݖ௡ܲାଵሺ  )ج -3( ൌ ሺ
2݊ ൅ 1
݊ ൅ 1

ሻሺ
ݖ2
݄
ሻ ௡ܲሺݖሻ െ ሺ

݊
݊ ൅ 1

ሻ ௡ܲିଵሺݖሻ 
  

را هاي ميدان جابجايي مؤلفه هاي لژاندرايباترا و ويدولي با استفاده از چندجمله ،ورقبه منظور مطالعه رفتار 
  :]11[شوند) بيان مي4مرتبه بالاي تغيير شكل برشي و عمودي به شكل رابطه (اساس تئوري بر

,ݔ௜ሺݑ  )4( ,ݕ ሻݖ ൌ ௜ݑሻݖ௔ሺܮ
௔ሺݔ, ሻݕ ݅ ൌ 1,2,3

در معادله بالا به معناي جمع روي آن از صفر تا مرتبه تئوري تغيير شكل برشي  ܽي ي تكرار شوندهشمارنده
   باشد.و عمودي مي

  هاي لژاندر چنين نوشت:ايتوان به صورت تركيب خطي از خود چندجملهاي لژاندر را ميچندجمله مشتق

௔ᇱܮ  )5( ሺݖሻ ൌ ሻݖ௕ሺܮ௔௕ܦ
به  تغيير شكل برشي و عموديماتريس ضرايب مشتق است. اين ماتريس براي تئوري مرتبه پنج ܦ كه 

  باشد:مي )6رابطه (صورت 

ܦ  )6( ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0
√3
0
√7
0
√11

			

0
0
√15
0
3√3
0

			

0
0
0
√35
0
√55

			

0
0
0
0
3√7
0

			

0
0
0
0
0

3√11

			

0
0
0
0
0
ے0
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

  
  توان چنين بيان كرد:بنابراين مشتق ميدان جابجايي را مي

,ݔ௜,௝ሺݑ  الف) -7( ,ݕ ሻݖ ൌ ௜,௝ݑሻݖ௔ሺܮ
௔ ሺݔ, ሻݕ ݅ ൌ 1,2,3 ݆ ൌ 1,2
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,ݔ௜,ଷሺݑ  ب) -7( ,ݕ ሻݖ ൌ ௜ݑሻݖ௕ሺܮ௔௕ܦ
௔ሺݔ, ሻݕ ݅ ൌ 1,2,3

  
رابطه هاي به صورت هاي كرنشجابجايي، مؤلفه -كارمن براي روابط غير خطي كرنش- فونبر اساس فرضيات 

 آيند:بدست مي ) 8(
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 با توجه به اينكه ماده مورد استفاده هدفمند در نظر گرفته شده است. مدول الاستيسيته براي اين ماده به

  ]:7[شود) تعريف مي9صورت رابطه (

ሻݖሺܧ  )9( ൌ ௠ܧ ൅ ሺܧ௖௘ െ ௠ሻሺܧ
1
2
െ
ݖ
݄
ሻே 

  
كند. به ترتيب به فلز و سراميك ورق اشاره مي ݁ܿو  ݉مدول الاستيسته ورق، زيرنويس  ሻݖሺܧكه در آن 

      شود. ميباشد كه تغيير آن باعث تغيير خواص ماده دهنده انديس ماده هدفمند مينشان ܰهمچنين پارامتر 
- تغييرات ضريب پواسون در جهت ضخامت بسيار كم است، بنابراين ضريب پواسون ثابت در نظر گرفته مي

  شود.

  هاي الاستيك براي ماده هدفمند عبارتند از:رو، ثابتاز اين

ଵଵܥ  الف) - 10( ൌ ଶଶܥ ൌ ଷଷܥ ൌ
ሻሺ1ݖሺܧ െ ሻݒ

ሺ1 ൅ ሻሺ1ݒ െ ሻݒ2
 

ଵଶܥ  ب) - 10( ൌ ଵଷܥ ൌ ଶଷܥ ൌ
ሻݖሺܧݒ

ሺ1 ൅ ሻሺ1ݒ െ ሻݒ2
 

ହହܥ  ج) - 10( ൌ
ሻݖሺܧ

2ሺ1 ൅ ሻݒ
 

  
  باشد:مي )11رابطه (هاي كرنش به صورت بنابراين، ميدان تنش بر حسب مؤلفه
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)11(  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵଵߪ
ଶଶߪ
ଷଷߪ
ଵଶߪ
ଵଷߪ
ଶଷۙߪ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵଵܥ
ଵଶܥ
ଵଶܥ
0
0
0

			

ଵଶܥ
ଵଵܥ
ଵଶܥ
0
0
0

			

ଵଶܥ
ଵଶܥ
ଵଵܥ
0
0
0

			

0
0
0
ହହܥ
0
0

			

0
0
0
0
ହହܥ
0

			

0
0
0
0
0
ےହହܥ

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵଵߝ
ଶଶߝ
ଷଷߝ
ଵଶߝ
ଵଷߝ
ଶଷۙߝ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 

  
  شوند:تعريف مي ) 12( وابطرصورت  هاي تنش بهكه منتجه

௜௝ܯ  الف) - 12(
௔ ൌ න ݖሻ݀ݖ௔ሺܮ௜௝ߪ

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

݅, ݆ ൌ 1,2,3  

௜௝ܯ  ب) - 12(
௔௕ ൌ න ݖሻ݀ݖ௕ሺܮሻݖ௔ሺܮ௜௝ߪ

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

݅, ݆ ൌ 1,2,3  

 ) 13( وابطرهاي تنش به صورت با استفاده از اصل حداقل انرژي پتانسيل، معادلات تعادل بر حسب منتجه
  آيند:بدست مي

ଵଵ,ଵܯ  الف) - 13(
௔ െ ଵଷܯ௔௕ܦ

௕ ൅ܯଵଶ,ଶ
௔ ൌ 0

ଶଶ,ଶܯ  ب) - 13(
௔ െ ଶଷܯ௔௕ܦ

௕ ൅ܯଵଶ,ଵ
௔ ൌ 0

  ج) - 13(

െ൫ܯଵଵ
௔௕ݑଷ,ଵ

௕ ൯
,ଵ
െ ൫ܯଶଶ

௔௕ݑଷ,ଶ
௕ ൯

,ଶ
൅ ଷଷܯ௔௕ܦ

௕ ൅ ଷଷܯ௖ௗܦ௔௕ܦ
௕ௗݑଷ

௖ 
				െ൫ܯଵଶ

௔௕ݑଷ,ଶ
௕ ൯

,ଵ
െ ൫ܯଵଶ

௔௕ݑଷ,ଵ
௕ ൯

,ଶ
െ ଵଷ,ଵܯ

௔ ൅ ଵଷܯ௔௕ܦ
௕௖ݑଷ,ଵ

௖  
									െܦ௖௕൫ܯଵଷ

௔௕ݑଷ
௖൯
,ଵ
െ ଶଷ,ଶܯ

௔ ൅ ଶଷܯ௔௕ܦ
௕௖ݑଷ,ଶ

௖  
െܦ௖௕൫ܯଶଷ

௔௕ݑଷ
௖൯
,ଶ
ൌ 0 

  آيند:) بدست مي14اصل حداقل انرژي پتانسيل شرايط مرزي  به شكل روابط (با استفاده از  همچنينو 

ଵݑߜ						  الف) - 14(
௔ ൌ ଵଵܯ					يا					0

௔ Ԧ݁ଵ ൅ ଵଶܯ
௔ Ԧ݁ଶ ൅ ଵܲܮ௔ሺ0ሻ Ԧ݁ଵ ൌ 0 

ଶݑߜ				  ب) - 14(
௔ ൌ ଶଶܯ				يا					0

௔ Ԧ݁ଶ ൅ ଵଶܯ
௔ Ԧ݁ଵ ൅ ଶܲܮ௔ሺ0ሻ Ԧ݁ଶ ൌ 0 

  ج) - 14(
ଷݑߜ											

௔ ൌ ଵଵܯ				يا				0
௔௕ݑଷ,ଵ

௕ Ԧ݁ଵ ൅ ଶଶܯ
௔௕ݑଷ,ଶ

௕ Ԧ݁ଶ ൅ ଵଶܯ
௔௕ݑଷ,ଶ

௕ Ԧ݁ଵ 
																		 																	൅ܯଵଶ

௔௕ݑଷ,ଵ
௕ Ԧ݁ଶ ൅ ଵଷܯ

௔ Ԧ݁ଵ ൅ ଵଷܯ௖௕ܦ
௔௕ݑଷ

௖ Ԧ݁ଵ 
		 																	൅ܯଶଷ

௔ Ԧ݁ଶ ൅ ଶଷܯ௖௕ܦ
௔௕ݑଷ

௖ Ԧ݁ଶ ൌ 0
  

هاي تنش و هاي ميدان جابجايي هستند، بنابراين مؤلفهها توابعي غيرخطي از مؤلفهجاييكه كرنشاز آن
خطي هستند. براي بدست آوردن معادلات پايداري خطي از معيار تعادل صورت غير هاي تنش بهمنتجه

هاي ميدان جابجايي داده و معادلات در كوچك به مؤلفهشود. بدين صورت كه يك نمو استفاده ميهمسايگي 
شوند. واضح است كه وضعيت ورق، بعد از جابجايي كوچك و دو شكل همسايگي قبل و بعد از نمو بررسي مي

  رو: ماند. از ايننمو بوجود آمده در معادلات همچنان در حال تعادل باقي مي
௜ݑ  )15(

௔ ൌ ത௜ݑ
௔ ൅ ෤௜ݑ

௔



  1394 پاييز، ومسسال هفدهم، شماره                               نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                        92

ത௜ݑكه 
௔  ݑمربوط به وضعيت تعادل ورق و෤௜

௔ هاي مربوط به همسايگي وضعيت تعادل است. بنابراين منتجه
 بيان كرد: )16( وابطرتوان به صورت تنش را مي

௜௝ܯ  الف) - 16(
௔ ൌ ഥ௜௝ܯ

௔ ൅ ෩௜௝ܯ
௔

௜௝ܯ		  )ب - 16(
௔௕ ൌ ഥ௜௝ܯ

௔௕ ൅ ෩௜௝ܯ
௔௕

 پايداريهاي تنش، معادلات تعادل به معادلات معيار تعادل همسايگي و جايگزيني آن در منتجهبراساس 
شرايط تعادل را ارضا كرده و از معادلات   ሺെሻهاي با بالانويسعبارتشوند. لازم به ذكر است كه تبديل مي
  نظر شده است. به دليل كوچكي صرف ሺ~ሻهاي با بالانويس ضرب عبارتشوند. همچنين حاصلحذف مي

به صورت داريم، بنابراين معادلات پايداري  	ݕو  ݔ	با توجه به اينكه در حالت تعادل فقط بارگذاري در جهت 
  آيند:بدست مي )17( وابطر

෩ଵଵ,ଵܯ  الف) - 17(
௔ െ ෩ଵଷܯ௔௕ܦ

௕ ൅ ෩ଵଶ,ଶܯ
௔ ൌ 0

෩ଶଶ,ଶܯ  ب) - 17(
௔ െ ෩ଶଷܯ௔௕ܦ

௕ ൅ ෩ଵଶ,ଵܯ
௔ ൌ 0

ഥଵଵܯെ  ج) - 17(
௔௕ݑ෤ଷ,ଵଵ

௕ െ ഥଶଶܯ
௔௕ݑ෤ଷ,ଶଶ

௕ ൅ ෩ଷଷܯ௔௕ܦ
௕  

െܯ෩ଵଷ,ଵ
௔ െ ෩ଶଷ,ଶܯ

௔ ൌ 0

سازي هاي تنش بر حسب ميدان جابجايي در معادلات پايداري و پس از سادههاي منتجهبا قرار دادن مؤلفه
  : ها خواهيم داشتآن

  الف) - 18(
න ሾܮ௔ܮ௖

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

෤ଵ,ଵଵݑଵଵܥ
௖ ൅ ෤ଵ,ଶଶݑହହሺܥ௖ܮ௔ܮ

௖ ൅ ෤ଶ,ଵଶݑ
௖ ሻ ൅ ෤ଷ,ଵݑଵଶܥௗܮ௔ܮ௖ௗܦ

௖  

						൅ܮ௔ܮ௖ܥଵଶݑ෤ଶ,ଶଵ
௖ െ ෤ଵݑହହܥௗܮ௕ܮ௖ௗܦ௔௕൫ܦ

௖ ൅ ෤ଷ,ଵݑହହܥ௖ܮ௕ܮ
௖ ൯ሿ݀ݖ ൌ 0 

  

  )ب - 18(
න ሾܮ௔ܮ௖

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

෤ଵ,ଵଶݑଵଶܥ
௖ ൅ ෤ଵ,ଶଵݑହହሺܥ௖ܮ௔ܮ

௖ ൅ ෤ଶ,ଵଵݑ
௖ ሻ ൅ ෤ଷ,ଶݑଵଶܥௗܮ௔ܮ௖ௗܦ

௖  

				൅ܮ௔ܮ௖ܥଵଵݑ෤ଶ,ଶଶ
௖ െ ෤ଶݑହହܥௗܮ௕ܮ௖ௗܦ௔௕൫ܦ

௖ ൅ ෤ଷ,ଶݑହହܥ௖ܮ௕ܮ
௖ ൯ሿ݀ݖ ൌ 0 

  

  )ج - 18(
න ሾ

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

െ ෤ଵ,ଵݑହହܥௗܮ௔ܮ௖ௗܦ
௖ െ ෤ଷ,ଵଵݑହହܥ௖ܮ௔ܮ

௖ ൅ ෤ଷݑଵଵܥௗܮ௕ܮ௖ௗܦ௔௕ܦ
௖ 

൅ܦ௔௕ܮ௕ܮ௖൫ܥଵଶݑ෤ଵ,ଵ
௖ ൅ ෤ଶ,ଶݑଵଶܥ

௖ ൯ െ ෤ଶ,ଶݑହହܥௗܮ௔ܮ௖ௗܦ
௖  

																		െܮ௔ܮ௖ܥହହݑ෤ଷ,ଶଶ
௖ ሿ݀ݖ െ ഥଵଵܯ

௔௖ݑ෤ଷ,ଵଵ
௖ െ ഥଶଶܯ

௔௖ݑ෤ଷ,ଶଶ
௖ ൌ 0

  باشند:مي) 19( شرايط مرزي به صورت روابط ،)14( بكار بردن معيار تعادل همسايگي در روابطبا 

෤ଵݑߜ	  الف) - 19(
௔ ൌ 0		 يا ෩ଵଵܯ

௔ Ԧ݁ଵ ൅ ෩ଵଶܯ
௔ Ԧ݁ଶ ൌ 0 

෤ଶݑߜ	  ب) - 19(
௔ ൌ 0			 يا ෩ଶଶܯ

௔ Ԧ݁ଶ ൅ ෩ଵଶܯ
௔ Ԧ݁ଵ ൌ 0 
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  ج) - 19(
				 ෤ଷݑߜ	

௔ ൌ 0			 يا ഥଵଵܯ
௔௕ݑ෤ଷ,ଵ

௕ Ԧ݁ଵ ൅ ഥଶଶܯ
௔௕ݑ෤ଷ,ଶ

௕ Ԧ݁ଶ 
									 																				 ൅ܯഥଵଶ

௔௕ݑ෤ଷ,ଶ
௕ Ԧ݁ଵ ൅ ഥଵଶܯ

௔௕ݑ෤ଷ,ଵ
௕ Ԧ݁ଶ 

					 																				 ൅ܯ෩ଵଷ
௔ Ԧ݁ଵ ൅ ഥଵଷܯ௖௕ܦ

௔௕ݑ෤ଷ
௖ Ԧ݁ଵ 

													 																				 ൅ܯ෩ଶଷ
௔ Ԧ݁ଶ ൅ ഥଶଷܯ௖௕ܦ

௔௕ݑ෤ଷ
௖ Ԧ݁ଶ ൌ 0 

  
. ها برابر صفر استمت ورق روي لبهگاه ساده، جابجايي در راستاي ضخاچهار طرف تكيهبراي يك ورق با 

  باشند:) مي20گاه ساده طبق روابط (بنابراين شرايط مرزي براي ورق با چهار طرف تكيه
෤ଷݑ  الف) - 20(

௔ ൌ 0			 ෩ଵଵܯ				
௔ ൌ 0 ෩ଵଶܯ

௔ ൌ 0 روي بر ݔ ൌ 0, ݈ଵ 

෤ଷݑ  ب) - 20(
௔ ൌ 0				 ෩ଶଶܯ			

௔ ൌ 0	 ෩ଵଶܯ
௔ ൌ 0 روي بر ݕ ൌ 0, ݈ଶ 

 )21رابطه (توان به صورت را مي ݔجهت اي در، بار فشاري صفحهبه منظور سادگي و با حفظ كليت تحقيق
  تعريف كرد:

)21(  ଵܲ ൌ െܲ
-بيان مي )22رابطه (به شكل  ሺܴሻبا معرفي پارامتر بار   ݔحسب بار در جهتبر  ݕ و همچنين بار فشاري

  شود:
)22(  ଶܲ ൌ ܴ ଵܲ ൌ െܴܲ

ܴكه  ൌ ܴ، ݕو  ݔدهنده بار فشاري در هر دو جهت نشان 1 ൌ بار فشاري تك محوره در  دهندهنشان 0
ܴو  ݔجهت  ൌ െ1 بيانگر بار فشاري در جهت	است. ݕو بار كششي در جهت   ݔ 

  باشد:مي )23(رابطه به صورت  ݔبا توجه به اينكه بار بحراني كمانش در راستاي 

)23(  ଵܲ ൌ න ݖതଵଵ݀ߪ

௛
ଶ

ି
௛
ଶ

 

ഥଵଵܯرا در  ሻݖ௕ሺܮو  ሻݖ௔ሺܮكمانش ابتدا بايد بسط جملات لژاندر آوردن بار بحراني در نتيجه براي بدست 
௔௕ 

هاي و توان zها به عنوان ضريب بار كمانش حساب شده و عباراتي كه شامل هاي ثابت آننوشت، فقط عبارت
  .شوندصفر ميباشند، بالاتر آن مي

درحل كنيم. گاه ساده از حل ناوير استفاده ميبراي حل معادلات پايداري براي ورقي با چهار طرف تكيه
شود تا علاوه بر ارضاي معادلات ) در نظر گرفته مي24به صورت بسط سري فوريه (ناوير توابع جابجايي 

  ساده را نيز ارضا كنند.گاه پايداري، شرايط مرزي مربوط به ورق با چهار طرف تكيه

෤ଵݑ  الف) - 24(
௖ ൌ ෍ ෍ݑ෤ଵ

௖௠௡ܿݏ݋ሺ
ݔߨ݉
݈ଵ

ሻ

ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௠ୀ଴

ሺ݊݅ݏ
ݕߨ݊
݈ଶ

ሻ 

෤ଶݑ  ب) - 24(
௖ ൌ ෍ ෍ݑ෤ଶ

௖௠௡݊݅ݏሺ
ݔߨ݉
݈ଵ

ሻ

ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௠ୀ଴

ሺݏ݋ܿ
ݕߨ݊
݈ଶ

ሻ 
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෤ଷݑ  ج) - 24(
௖ ൌ ෍ ෍ݑ෤ଷ

௖௠௡݊݅ݏሺ
ݔߨ݉
݈ଵ

ሻ

ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௠ୀ଴

ሺ݊݅ݏ
ݕߨ݊
݈ଶ

ሻ 

كه با صفر قرار  آيداي از معادلات همگن بدست مي) در معادلات پايداري، مجموعه24(با جايگذاري روابط 
 آيد. دادن دترمينان ضرايب و بدست آوردن كمترين مقدار حاصل، بار بحراني كمانش بدست مي

 
    نتايج -3

تغيير شكل براي سنجش درستي نتايج، بار بحراني كمانش محاسبه شده با استفاده از تئوري مرتبه پنج 
௖௘ܧ] مقايسه شده است. اين نتايج براي ورقي با خصوصيات مكانيكي 9برشي و عمودي با نتايج مرجع [ ൌ

420Gpa ،ܧ௠ ൌ 70Gpa  ݒو ൌ آمده است. مقايسه نشان  )1(براي انواع شرايط بارگذاري در جدول  0.3
اين اختلاف اما  ،شودگرچه اختلاف كمي مشاهده مي دهد كه نتايج از دقت قابل قبولي برخوردار هستند.مي

نظر شده است در حاليكه اين تئوري به اين علت است كه در تئوري برشي مرتبه سوم از كرنش عمودي صرف
هاي ديگر اثر كرنش عمودي را در نظر گرفته و نتايج حاصل از اين تئوري از دقت بالاتري نسبت به تئوري

  برخوردار است.

گاه ساده با نسبت ضخامت به عرض براي ورق هدفمند چهار طرف تكيه ሺMN/mሻمقايسه بار بحراني كمانش  -1جدول
݄ ݈ଶ⁄ ൌ 0.1  

يدرصد اختلاف بين دو تئور    نتايج مقاله حاضر  ]9[نتايج مرجع  ૛࢒/૚࢒  ࡾ  ࡺ

0/403 715/808 718/692 1 
1  

0  

0/296 525/308 526/861 1/5 

0/403 1431/594 1437/361 1 
0  

0/547 1519/588 1527/903 1/5 

0/952 2746/842 2772/980 1 
1-  

0/952 2746/842 2772/980 1/5 

0/311 350/034 351/124 1 
1  

1  

0/227 256/194 256/776 1/5 

0/319 700/068 702/304 1 
0  

0/418 745/801 748/920 1/5 

0/770 1361/174 1371/653 1 
1-  

0/770 1361/174 1371/653 1/5 
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هاي يك مقادير بار بحراني كمانش ورق هدفمند مستطيلي تحت بارگذاري تك محوره براي مرتبه )2(جدول 
شود، هرچه مرتبه تئوري طوريكه مشاهده ميتا پنج تئوري تغيير شكل برشي و عمودي آمده است. همان

شود، در حاليكه براي همگرايي نتايج بيشتر ميشود، مقادير بار بحراني كمانش بهم نزديك شده و بيشتر 
توان از تئوري مرتبه سه تغيير شكل برشي و عمودي استفاده كرد. با افزايش ضخامت هاي پايين ميضخامت

هاي مرتبه بالاتر تغيير شكل برشي و عمودي نتايج حاصل از تئوري مرتبه سه دقيق نبوده و بايد از تئوري
  يا پنج استفاده كرد.مانند تئوري مرتبه چهار 

ሺܴبراي ورق هدفمند تحت بارگذاري فشاري تك محوره   ሺGN/mሻبار بحراني كمانش -2جدول ൌ 0ሻهاي ، براي مرتبه
  يك تا پنج تئوري تغيير شكل برشي و عمودي

࢑ ൌ ૞  ࢑ ൌ ૝  ࢑ ൌ ૜  ࢑ ൌ ૛  ࢑ ൌ ૚   ૛࢒/ࢎ  ૛࢒/૚࢒  ࡺ

2/06013 2/06013 2/06033 2/09038 2/54064 0/1 

0/5 

0 

11/80538 11/80676 11/82078 12/29658 14/75542 0/2 

26/96495 26/98634 27/11340 28/58674 34/18618 0/3 

1/43159 1/43159 1/43162 1/44075 1/75878 0/1 

1 9/77502 9/77512 9/77735 9/98704 12/09497 0/2 

26/50460 26/50697 26/53315 27/52723 33/08037 0/3 

1/51959 1/51959 1/51963 1/53278 1/86884 0/1 

1/5 9/85700 9/85725 9/86135 10/13169 12/23337 0/2 

25/26950 25/27463 25/31883 26/44479 31/68849 0/3 

1/02088 1/02093 1/02103 1/14249 1/25656 0/1 

0/5 

1 

6/12133 6/12510 6/12972 6/77864 7/59384 0/2 

14/52512 14/56150 14/60608 15/92935 18/12080 0/3 

0/70007 0/70007 0/70009 0/77584 0/85939 0/1 

1 4/89993 4/90052 4/90138 5/40547 6/04431 0/2 

13/68003 13/68702 13/69567 15/00164 16/95889 0/3 

0/74580 0/74581 0/74585 0/83082 0/91622 0/1 

1/5 4/99269 4/99376 4/99521 5/52623 6/17022 0/2 

13/23699 13/24907 13/26368 14/53987 16/44575 0/3 
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گاه ساده تحت انواع ورق هدفمند با شرايط مرزي چهار طرف تكيه ሺGN/mሻ نتايج عددي بار بحراني كمانش -3جدول
 شرايط بارگذاري براساس تئوري مرتبه پنج تغيير شكل برشي و عمودي

ࡾ ൌ െ૚  ࡾ ൌ ૙  ࡾ ൌ ૚   ૛࢒/ࢎ  ૛࢒/૚࢒  ࡺ

74684/2  06013/2  64810/1 0/1 
5/0 

0 

74050/15  80538/11  44430/9  0/2 

2/74684 1/43159 0/71581 0/1 
1 

15/74050 9/77502 4/88751 0/2 

2/74684 1/51959 0/52531 0/1 
1/5 

15/74050 9/85700 3/73246 0/2 

36117/1  02088/1  81671/0  0/1 
5/0  

1 

16178/8  12133/6  89706/4  0/2 

1/36117 0/70007 0/35003 0/1 
1 

8/16178 4/89993 2/44996 0/2 

1/36117 0/74580 0/25619 0/1 
1/5 

8/16178 4/99269 1/85540 0/2 

0/73341 55006/0  44004/0  0/1 
5/0  

10 

3/86360 89770/2  31816/2  0/2 

0/73341 0/39291 0/19646 0/1 
1 

3/86360 2/55125 1/27563 0/2 

0/73341 0/41387 0/14501 0/1 
1/5 

3/86360 2/52240 0/99031 0/2 

  
هاي مختلف ماده هدفمند و نسبت هاي مختلف منظري، انديسنتايج عددي بار بحراني كمانش براي نسبت

  . آورده شده است )3(ضخامت به عرض ورق تحت انواع شرايط بارگذاري در جدول 
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  هاي مختلف ماده هدفمندحسب تغييرات نسبت منظري براي انديستغييرات بار بحراني كمانش بر -2شكل
 ܴ ൌ 0, ݄/݈ଶ ൌ 0.1  

 

نشان ) 2(حسب نسبت منظري ورق براي بارگذاري تك محوره در شكل تغييرات بار بحراني كمانش بر    
كه ورق تحت بارگذاري تك محوره ، زمانيتوان چنين نتيجه گرفتاين شكل ميداده شده است. با توجه به 

هاي مختلف ماده هدفمند، كمانش در مودهاي بالاتر رخ گيرد، با افزايش نسبت منظري در انديسقرار مي
 دهد.مي
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  حسب تغييرات نسبت منظري تحت انواع شرايط بارگذاريتغييرات بار بحراني كمانش بر -3شكل
 ܰ ൌ 0, ݄/݈ଶ ൌ 0.1  

  

طوركه مشاهده ، اثر شرايط بارگذاري روي بار بحراني كمانش نمايش داده شده است. همان)3(در شكل    
در تواند كششي مي -ورق تحت بار فشاري يان كرد كه با نسبت منظري مشابه،توان چنين بشود، ميمي

رق تحت بارگذاري دو محوره مودهاي بالاتري نسبت به شرايط ديگر بارگذاري كمانش كند. همچنين اگر و
 دهد.فشاري باشد، كمانش فقط در مود اول رخ مي
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هاي مختلف ماده هدفمند  حسب تغييرات نسبت ضخامت به عرض ورق براي انديستغييرات بار بحراني كمانش بر - 4شكل
ܴ ൌ 0, ݈ଵ/݈ଶ ൌ 1 

  

هاي مختلف ماده هدفمند در انديستغييرات بار بحراني كمانش در اثر تغييرات ضخامت به عرض ورق براي 
توان نتيجه گرفت كه با افزايش نسبت ضخامت به مي )4(نشان داده شده است. با توجه به شكل  )4(شكل 

يابد. تغييرات بار بحراني كمانش عرض ورق در يك نسبت منظري ثابت، مقدار بار بحراني كمانش افزايش مي
 تر است.هاي بزرگهايخيلي بيشتر از تغييرات براي انديستر ماده هدفمند هاي كوچكبراي انديس
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حسب تغييرات نسبت ضخامت به عرض ورق براي ماده هدفمند تحت انواع شرايط تغييرات بار بحراني كمانش بر - 5شكل
ܰبارگذاري   ൌ 1, ݈ଵ/݈ଶ ൌ 1.5  

  

براي انواع شرايط بارگذاري حسب تغييرات ضخامت به عرض ورق )، تغييرات بار بحراني كمانش بر5(در شكل
در يك نسبت ثابت ضخامت به عرض ورق، بيشترين مقدار بار دهد كه نشان مي )5(رسم شده است. شكل

كمترين مقدار بار بحراني كمانش  كششي است. -ي فشاريبحراني كمانش ورق مربوط به بارگذاري دو محوره
بار بحراني كمانش تحت بارگذاري تك محوره بين ي فشاري است. مقدار ورق مربوط به بارگذاري دو محوره

  اين دو بارگذاري قرار دارد.
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هاي مختلف ماده هدفمند تحت انواع شرايط بارگذاري  حسب تغييرات انديستغييرات بار بحراني كمانش بر -6شكل
	݈ଵ/݈ଶ ൌ 1, ݄/݈ଶ ൌ 0.2  

 

طوركه از شكل مشاهده كمانش است. هماندهنده اثرات خواص ماده هدفمند روي بار بحراني ، نشان)6(شكل
يابد. زيرا با شود براي همه انواع بارگذاري با افزايش انديس ماده هدفمند مقدار بار بحراني كاهش ميمي

جاييكه فلزات نسبت افزايش انديس ماده هدفمند، سهم جزء فلز در مقابل جزء سراميك افزايش يافته و از آن
  يابد.، بار بحراني كاهش ميتر هستندها نرمبه سراميك

  
  بنديگيري و جمعنتيجه -4

هاي مستطيلي ضخيم ساخته شده از مواد هدفمند براساس تئوري مرتبه بالاي در اين مقاله، كمانش ورق
گاه تغيير شكل عمودي و برشي مورد مطالعه قرار گرفت. معادلات پايداري براي شرط مرزي چهار لبه تكيه

  توان چنين نتيجه گرفت:  پايان با بررسي بار بحراني كمانش بدست آمده ميساده حل شدند. در 
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هاي ضخيم هدفمند مناسب مرتبه بالاي تغيير شكل برشي و عمودي براي تحليل كمانش ورقتئوري  - 1
شود. بنابراين مقدار بار بحراني هر دو اثر كرنش عمودي و برشي در نظر گرفته مي زيرا در اين تئوري ،است
  باشد.هاي برشي مرتبه اول و سوم ميتر از تئوريانش بدست آمده دقيقكم

در همه انواع بارگذاري بار بحراني كمانش با افزايش نسبت ضخامت به عرض ورق در يك نسبت منظري  - 2
  يابد. ثابت، افزايش مي

تغييرات براي تر ماده هدفمند خيلي بيشتر از هاي كوچكتغييرات بار بحراني كمانش براي انديس - 3
  تر است.هاي بزرگانديس

بار بحراني كمانش در حالت بارگذاري تك محوره فشاري بيشتر از حالت بارگذاري دو محوره فشاري است  - 4
  كمتر از حالت بارگذاري يك طرف فشاري و طرف ديگر كششي است. و

و طرف ديگر كششي قرار زماني ورق در حالت بارگذاري تك محوره يا تحت بارگذاري يك طرف فشاري  - 5
   .دهدگيرد، با افزايش نسبت منظري، كمانش در مودهاي بالاتري رخ مي

  دهد.زماني ورق تحت بارگذاري دو طرف فشاري قرار گيرد، كمانش فقط در مود اول رخ مي - 6

     يابد. ها با افزايش انديس ماده هدفمند مقدار بار بحراني كمانش كاهش ميدر همه انواع بارگذاري - 7
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Abstract 
  

In this paper, buckling analysis of thick functionally graded rectangular plates is investigated 
based on the higher-order shear and normal deformable plate theory. According to this theory, 
all three displacement components are expanded by Legendre function of thickness direction. 
Stability equations are obtained using the principle of minimum total potential energy and the 
adjacent equilibrium criterion. Finally the stability equations are solved analytically for a plate 
with all edges simply supported using Navier solution and the critical buckling load is 
obtained. Comparing the results shows a good accuracy of the presented solution. 
Consequently, the effects of loading conditions, aspect ratio, thickness and material properties 
on the critical buckling load are investigated in detail.  
 

 


