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ای هدفمند تحت فشار در های استوانهفلاتر پوسته

 پایه تئوری فلوگهمافوق صوت بر  جریان

( با تکی  FGMای هدفمند )ی اساااتوان ی فلاتر یک دوسااات در این مقااه  ددید 
های سااااد  تبا بار ویرندینامیکی ن ررارتی همرا  با الماش فشاااار دا لی ب  گا 

از  ی دوست دوست ، مورد مطاهع  قرار گرفت  اسا. کسر رجمی مواد تشکیل دهند 
کند. بار ویرندینامیک در سااتای ااا اما ت عیا مییک قانون توانی ساااد  در را

تبلیل بکار رفت  توسا  تووری مرت   انش دتانسیل )دیستون( ب  وور   طی ن با 
جابجایی ن معادها   -در نظر گرفتن ترم تصبیح، مش ص شد  اسا. رناب  کرنش

در  ی ملبوظهای انهی ی فلوگ  تعیین شد  ن تنشررکا بر اساا  تووری دوست 
 اند. دها  ررکا با رل معادها  تعادش بدسا ومد معا

اند. همچنین اثر با بکارگیری رنش گلرکین، معادها  راکم بر دوسااات  رل شاااد 
توزیع کسار رجمی، تیییرا  دما ن فشاار بر مرز فلاتر ن داسز زمانی سیستم مورد 

 بررسی قرار گرفت  اسا.
 

 هدفمند، مافوق وو ، فشار، ررارتیای، فلاتر، دوست  استوان :  های راهنماناژ 

 مقدمه -1
هایی با دمای بسیار باها قرار در معرض مبی  هاساز با دیشرفا ونایع جدید ن فرایندهای مدرن، بسیاری از 

 اند. دهیل مقانما در برابر ررار ، توج  زیادی را ب   ود جلب کرد   ب FGMرن مواد گیرند، از این می

شوند کار گرفت  می  ها بهای هوایی ن هوادیماهای مهندسی ن ب صوص در ساز مین این مواد در بسیاری از ز

 مواد طور سا تار میکرنسکودیدهند  ن همینکسر رجمی مواد تشکیل  دهیل تیییر تدریجی  ب .]2ن1[

یییر ت واص مکانیکی ونها )مانند مدنش اهاستیسیت ، اریب دواسون ن...( بطور دیوست  ن یکنوا ا ، هدفمند

ها در دمای باها در مبل اتصاش بین ونها، ونچنان کند. بنابراین در مواد هدفمند مشکل گسستگی بین های می

ری . بسیایابدنیز کاهش میای نجود دارد، از بین  واهد رفا ن تمرکز تنش ررارتی مواد کامپوزیا های  ک  در

، ندمند شوبتوانند از واص مطلوب این دن بهر  ک ازسرامیک ن فلز هستند  ایترکیب دیوست  FGM از مواد

ن قابلیا اتصاش باهای فلزا   ها ن دنام کششی، س تیدر برابر  وردگی ن ررار  سرامیک همچون مقانما

]3[. 
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ی نرق قرار های نازک ک  یک طرف ونها در معرض جریان هوایی موازی با وااا ب تبریک نرقنوساااان  ود

ای هها در بر ی کاربردشود. دیشگیری از نادایداری فلاتر معیار مهمی برای طراری ساز نامید  می 1دارد، فلاتر

ی شاود، در یک دوست های ت ا یا  مید  مربوط میوید. اگرچ  فلاتر معموهآ ب  نرقرسااب می  هوافضاا ب

ای ایزنترندیک ن های اسااتوان تواند رخ دهد. فلاتر مافوق وااو  برای دوساات نازک نیز می ای جداراسااتوان 

 ]4[ 2. انهساان ن فان ]7-4[ی  طی توساا  مبققان زیادی مطاهع  شااد  اسااا کامپوزیتی با مدش دوساات 

مدهسازی کردند.  3ی غیر  طی دانلهای ساد  را با است اد  از تووری دوست گا ای با تکی های استوان دوسات 

ای  ی استوان دایداری دوسات  ]5[ 4ند. بار ن اساتیرمنونها در تبلیل  ود تنها دن مود مبوری را در نظر گرفت

 ]6[ن همکاران  5قرار دادند. گاناداتی های ناشی از بارگذاری استاتیکی مورد بررسیجابجاییگرفتن  نظررا با در

  نای را با رنش اهمان مبدند مورد مطاهع  قرار دادند. یاای کامپوزیا های ی استوان فلاتر مافوق وو  دوست 

ی جریان هوا نسااا ا ب  نیز در مطاهعا   ود با اسااات اد  از رنش اهمان مبدند، اثر زانی  ]7[  6ن دیدادارتی

از  ]8[ن همکاران رداددور  های کامپوزیتی را بر فلاتر مافوق وااو  مورد بررساای قرار دادند.ها ن دوساات نرق

اند. همچنین انهسن ن کرد  است اد  ی هدفمندااستوان  یر دوست ب  منظور بررسای فلات 7ی هانتووری دوسات 

ای تبا فشااار دا لی، ی اسااتوان هابا انجام یک تسااا وزمایشااگاهی متوج  شاادند ک  در دوساات  ]4[فان  

کند. بینی میفشااار جریان وزاد ببرانی بیشااتری را دیشتبقیقا  وزمایشاای نساا ا ب   هموار  رنش تبلیلی

 اند. همچنیندردا ت  FGMبینی فلاتر در وااا ب  ت ا در مطاهعا   ود ب  دیش ]9[ 8دراکااش ن گاناداتی

ای ایزنترندیک همگن را با است اد  از رنش اهمان مبدند ن با های استوان فلاتر دوست  ]11[ 9و ری ن هاکیس

ش کمان-کمانش ن دس ]11-14[ 11در نظر گرفتن فشااار دا لی ن بار مبوری مورد بررساای قرار دادند. شاان

های استوان  ای را تبا بار فشاری ن دمایی مورد مطاهع  قرار داد  اسا. در این مقاه  فلاتر مافوق وو  دوست 

بینی شد  اسا. دوست  در دیش 11مورد بررسی قرار گرفت  ن مرزهای فلاتر FGMای ی استوان در یک دوست 

اسااا ن ا تلاف دمایی بین سااطح  معرض یک جریان مافوق وااو   ارجی ن فشااار ثابا دا لی قرار گرفت 

 تواند نجود داشت  باشد )بار دمایی(.دا لی ن  ارجی ون می

 :]15[های زیر بر وردار باشد ببرانی اسا ک  از نیژگی مرز فلاتر سرلا )فشار دینامیکی(

رمونیک هااگر سرلا )فشار دینامیک( جریان وزاد برابر با سرلا ببرانی اسا، دوست  قادر ب  نوسانا   -1

 باشد.

ی نوسانا  ممکن با لامل نمایی زمان، میرا شوند، هایی زیر سرلا ببرانی، هم ی سرلاب  ازای هم  -2

 ب  این معنی ک  دامن  با افزایش زمان بصور  نمایی کاهش دیدا کند. 

                                                                                                                                    
1 Flutter 
2 Olson and Fung 
3 Donnell 
4 Barr and Stearman 
5 Ganapathi 
6 Yang and Pidaparti 
7 Love's shell theory 
8 Prakash and Ganapathi 
9 Lakis 
10 Shen 
11 Flutter boundaries 
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ش یهای بیشتر از سرلا ببرانی نوسانا  ناگرایی نجود داشت  باشد ک  دامن  ون با افزابرای سرلا -3

مربوط  ترتیبی من ی، ک  ب زمان بصور  نمایی افزایش یابد. ب  شکل مود ارتعاشا  نامیرا ن میرا شد 

 شود.گ ت  می 1باشند، مود فلاترمی 3ن  1ب  راها 

شوند  معادها  تعادش کمک یک رنش تکراراست اد  شد  اسا. ابتدا ب  2در کار راار، از تووری دوست  فلوگ 

ها در معادها  اند. سپس این تنشهای انهی  ناشی از افزایش دما یا فشار دا لی بدسا ومد رل شد  ن تنش 

اند. ب  منظور رل معادها  ررکا، ابتدا توابعی تقری ی برای جابجایی در نظر گرفت  ررکا جایگذاری شد 

همرا   اسز ون ب ی انش ررکا در جها  مبوری ن مبیطی توس  این توابع رل شد  ن دشد  اسا. دن معاده 

ی سوم در جها شعالی بکار گرفت  شد  اسا.  واص موثر ماد  توس  یک برای رل معاده  3رنش گلرکین

های فلاتر بر رسب شود ک  این  واص تابع دما باشند. مرزمش ص شد  ن همچنین فرض می 4ی توانیرابط 

های ا گدوست  با یکی از راها  م تلف تکی  های رجمی مت ان ، ب  طور نمون  برای یکفشار دا لی ن در کسر

رسم شد  اسا. اثر تیییر دما بر مرزهای فلاتر بررسی شد  اسا. همچنین داسز زمانی سیستم، ق ل ن  ساد 

 اسا.گرفت  دس از فلاتر مدنظر قرار 

 

 بندی مسئلهفرمول -2
 (FGMs)مواد هدفمند  -2-1

واص ،  گرفت  شد  نظر ی سرامیک ن فلز درترکیب دیوست  از متشکل ایاستوان  یت سند در این تبقیق

 کسر رجمی فلز ن سرامیک ای در جها ا اما دارد.مکانیکی نیز با توج  ب  نوع ترکیب، تیییرا  دیوست 

 تشکیل دهند  را می توان بصور  تابعی از ا اما نوشا:
 

 

)1( 

𝑉𝑚 = (
−𝑧 + ℎ/2

ℎ
)𝑁 

𝑉𝑐 = 1 − (
−𝑧 + ℎ/2

ℎ
)𝑁 

سطح  ر م تصا  در راستای شعالی با م داهم مبو 𝑧نمای کسر رجمی ن  𝑁ی استوان ، ا اما دیوار  ℎک  

هستند.  واص موثر  ی فلز ن سرامیکی تشکیل دهند ب  ترتیب نمایانگر ماد  𝑐ن  𝑚نویس . زیرمیانی اسا

 نرد:توان ب  این وور  بدسا وهدفمند را میی ماد  در دوست 

)2( 𝑃𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 

 بیان کرد: 𝑧وور  تابعی از  توان برا می 𝑃efficient،  )2( ن )1(با است اد  از معاده  

)3( 
𝑃𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 = 𝑃𝑐 + (𝑃𝑚 − 𝑃c)(

−𝑧 + ℎ/2

ℎ
)𝑁 

                                                                                                                                    
1 Flutter mode 
2 Flugge 
3 Galerkin 
4 Power-law 
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، اریب هدایا ررارتی  ν، اریب دواسون  ρ، چگاهی  𝐸در ون، همان مدنش یان   𝑃ک   واص موثر ماد  

𝐾  ن اریب ان ساط ررارتیα .هستند 

ها انتظار بی گیرند ک  در این مهای با دمای بسیار زیاد قرار میهای هدفمند ب  طور معموش در مبی ساز 

ی ونها تیییرا  مهمی داشت  باشد. بنابراین ناجب اسا ک  این رند ک   واص مکانیکی مواد تشکیل دهند می

تر داسز مکانیکی در نظر گرفت  شود. فرض می شود ک  مدنش یان ، اریب دقیق نابستگی ب  دما برای ت مین

 :]16[دواسون ن اریب ان ساط ررارتی موثر، با تابع  طی زیر ب  دما نابست  باشند 

)4( 𝑃 = 𝑃0(𝑃−1𝑇−1 + 1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇2 + 𝑃3𝑇3) 

 ی تشکیل دهند  هستند.ن م تص ماد  𝑇(K)ارایب دمای  𝑃0  ،𝑃−1  ،𝑃1  ،𝑃2  ،𝑃3ک  

 

 ]FGM ]17 واص مواد  – 1جدول     

P3 P2 P1 P−1 P0 ماد   واص 

0 

0 

0 

0 

-6.534e-7 

0 

3.797e-7 

0 

3.079e-4 

8.086e-4 

-2.002e-4 

0 

0 

0 

0 

0 

201.04e+9 

12.33e-6 

0.3262 

8166 

E 

α 

ν 

ρ 

 

Stainless 

steel 

(SUS304) 

-8.946e-11 

0 

0 

0 

2.16e-7 

0 

0 

0 

-3.07e-4 

9.095e-4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

348.43e+9 

5.8723e-6 

0.24 

2370 

E 

α 

ν 

ρ 

 

Silicon 

nitride 

(Si3N4) 

 

 روابط تنش و کرنش  -2-2

γ، کرنش برشی εiکرنش های لمودی نشان داد  شد ،  (1)ای ک  در شکل ی استوان برای یک دوست 
𝑖𝑗

ن  

,𝜅ij (𝑖انبنا  𝑗 = 𝑠, 𝜃های ( را بر رسب جابجایی𝑢  ،𝑣  ن𝑤  )ب  ترتیب جابجایی مبوری، مبیطی ن شعالی(

 توان نوشا:وور  زیر میب 

 

 

)5( 

𝜀𝑠 =
𝜕𝑢

𝜕𝑠
 , 𝜀𝜃 =

1

𝑅
(

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) , 𝛾𝑠𝜃 =

1

𝑅
(

𝜕𝑢

𝜕𝜃
) +

𝜕𝑣

𝜕𝑠
 

𝜅𝑠 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
 , 𝜅𝜃 = −

1

𝑅2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
−

𝜕𝑣

𝜕𝜃
) , 𝜅𝑠𝜃 =

2

𝑅
(−

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜃
+

𝜕𝑣

𝜕𝑠
) 

𝜀𝑠
𝑁𝐿 =

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑠
)2 , 𝜀𝜃

𝑁𝐿 =
1

2
(

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)2 , 𝛾𝑠𝜃

𝑁𝐿 = (
𝜕𝑤

𝜕𝑠
) (

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
) 
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لی های کی فلوگ  کرنشی غیر  طی بودن کرنش اسا. بر اسا  تووری دوست نشان  𝑁𝐿نویس ک  در ون باها

 از:) مشی ن غشایی( ل ارتند 

 

)6( 

 

𝑒𝑠 = 𝜀𝑠 + 𝑧𝜅𝑠 ,𝑒𝜃 =
1

(1+𝑧 𝑅⁄ )
(𝜀𝜃 + 𝑧𝜅𝜃),𝑒𝑠𝜃 =

1

(1+𝑧 𝑅⁄ )
[𝜀𝑠𝜃 + 𝑧(1 +

𝑧

2𝑅
)𝜅𝑠𝜃] 

 
 ای هدفمندی استوان م تصا  دوست  -1شکل

 

 شوند:وور  زیر تعریف مینیرنهای منتج  نیز بر اسا  این تووری ب 

 

 

 

 

 

)7( 

𝑁𝑠𝑠 = ∫ 𝜎𝑠𝑠(1 + 𝑧 𝑅⁄ )𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 , 𝑁𝑠𝜃 = ∫ 𝜎𝑠𝜃(1 + 𝑧 𝑅⁄ )𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

 𝑁𝜃𝑠 = ∫ 𝜎𝑠𝜃𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 ,   𝑁𝜃𝜃 = ∫ 𝜎𝜃𝜃𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑀𝑠𝑠 = ∫ 𝜎𝑠𝑠(1 + 𝑧 𝑅⁄ ) 𝑧 𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

  ,   𝑀𝑠𝜃 = ∫ 𝜎𝑠𝜃(1 + 𝑧 𝑅⁄ ) 𝑧 𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑀𝜃𝑠 = ∫ 𝜎𝜃𝑠 𝑧 𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

  ,   𝑀𝜃𝜃 = ∫ 𝜎𝜃𝜃 𝑧 𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2
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، همرا  با قانون هوک ن با توج  ب  متقارن بودن تنسور تنش، رناب  نهایی )7(ن  )6(، )5(با است اد  از معادها  

 ویند:وور  زیر بدسا می های منتج  ب برای نیرن
 

 

 

 

)8( 

𝑁𝑠𝑠 = 𝑗1𝜀𝑠 + 𝑗2𝜅𝑠 + 𝐴12𝜀𝜃 + 𝐵12𝜅𝜃 

𝑁𝑠𝜃 = 𝐴66𝜀𝑠𝜃 + 𝑗3𝜅𝑠𝜃 

𝑁𝜃𝜃 = 𝑗4𝜀𝜃 + 𝑗5𝜅𝜃 + 𝐴12𝜀𝑠 + 𝐵12𝜅𝑠 

𝑁𝜃𝑠 = 𝑗6𝜀𝑠𝜃 + 𝑗7𝜅𝑠𝜃 

𝑀𝑠𝑠 = 𝑗8𝜀𝑠 + 𝑗9𝜅𝑠 + 𝐵12𝜀𝜃 + 𝐷12𝜅𝜃 

𝑀𝑠𝜃 = 𝐵66𝜀𝑠𝜃 + 𝑗10𝜅𝑠𝜃 

𝑀𝜃𝑠 = 𝑗11𝜀𝑠𝜃 + 𝑗12𝜅𝑠𝜃 

𝑀𝜃𝜃 = 𝑗13𝜀𝜃 + 𝑗14𝜅𝜃 + 𝐵12𝜀𝑠 + 𝐷12𝜅𝑠 

𝑗i (iارایب  = 1,2, …  ویند:وور  زیر بدسا میونرد  شد  ن سایر ارایب ب  دیوسا )اهف(در  (14

)9( (𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗 , 𝐸𝑖𝑗 , 𝐹𝑖𝑗 , 𝐻𝑖𝑗) = ∫ 𝑄𝑖𝑗(1, 𝑧, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2
 ,    𝑖, 𝑗 =

1,2,6 

وور  زیر بیان ب ک   همان ماتریس سا تاری هستندکرنش یا -های تنشها، موه   𝑄𝑖𝑗باها  یدر معاده 

 شوند:می

)11( 
𝑄11 = 𝑄22 =

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
  , 𝑄12 =

𝜈(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
  , 𝑄66 =

𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))
 

 د:نشوهای منتج  ررارتی نیز با رناب  زیر تعریف میها ن مماننیرن

 

 

 

 

 

 

)11( 

𝑁𝑠𝑠
𝑡ℎ = ∫ (𝑄11 + 𝑄12) 𝛼 ΔT (1 + 𝑧 𝑅⁄ )

ℎ/2

−ℎ/2

 𝑑𝑧 

𝑁𝜃𝜃
𝑡ℎ = ∫ (𝑄12 + 𝑄22) 𝛼 ΔT 

ℎ/2

−ℎ/2

 𝑑𝑧 

𝑀𝑠𝑠
𝑡ℎ = ∫ (𝑄11 + 𝑄12) 𝛼 ΔT (1 + 𝑧 𝑅⁄ ) 𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 𝑑𝑧 

𝑀𝜃𝜃
𝑡ℎ = ∫ (𝑄12 + 𝑄22) 𝛼 ΔT 𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 𝑑𝑧 

𝑁𝑠𝜃
𝑡ℎ = 𝑁𝜃𝑠

𝑡ℎ = 𝑀𝑠𝜃
𝑡ℎ = 𝑀𝜃𝑠

𝑡ℎ = 0 
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𝑇(𝑧)تیییر دما از راها تنش وزاد بود  ن برابر با  ΔT ک  در ون − 𝑇0  ی اسا. با ت ریق مقادیر راول

 شوند.های منتج  کلی بر نارد طوش راول میها ن ممان، نیرن)8(ی رابط  ( از مقادیر متناظر در11ی)رابط 

 

 روابط آیرودینامیک  -2-3

ای تبا یک جریان ساایاش مافوق وااو   ارجی در جها مبور دوساات  قرار ی اسااتوان چنانچ  یک دوساات 

 ی زیر بدسا ونرد:توان از رابط دوست  توس  جریان را می گیرد، فشار  ارجی الماش شد  ب 

 

)12( 
𝑃𝑎𝑒𝑟𝑜 =

−𝛾𝑎𝑃∞𝑀2

√𝑀2 − 1
[
𝜕𝑤

𝜕𝑠
+

(𝑀2 − 2)

𝑈∞(𝑀2 − 1)

𝜕𝑤

𝜕𝑡
−

𝑤

2𝑅√𝑀2 − 1
] 

 

همرا  با ترم تصبیح انبناء  ]18[ 1وور   طیب  انش دتانسیل )دیستون( یتووری مرت  این رابط  با نام 

ب  ترتیب سرلا جریان وزاد، فشار استاتیکی جریان وزاد ن  𝑀ن  ∞𝑈∞ ،𝑃شود، ک  در ون شنا ت  می ]19[

𝑀لدد ماخ هستند. در امن این رابط  برای سرلا های مافوق وو   >  .]21[کاربرد دارد  1.6

 

 تحلیل  -3
 های اولیهی تنشو محاسبه معادلات تعادل -3-1

های انهی  ناشی از بارگذاری ررارتی ن فشار اینجا هدف از بکارگیری معادها  تعادش استاتیکی مباس   تنشدر 

ن  طی ن با ایهای  طی ن غیرن در نظر گرفتن کرنشاول کار مجازی باشد. با بکارگیری دا لی دوست  می

باشند، معادها  تعادش برای های ق ل از ارتعاش، بصور  متقارن مبوری بود  ن کوچک فرض ک  جابجایی

 :]25ن  24[ ویندوور  زیر بدسا می ب ایی استوان دوست 

 

 

 

 

)13( 

𝜕𝑁𝑠𝑠
0

𝜕𝑠
= 0 

𝜕𝑁𝑠𝜃
0

𝜕𝑠
+

1

𝑅

𝜕𝑀𝜃𝑠
0

𝜕𝑠
= 0 

𝑁𝜃𝜃
0

𝑅
−

𝜕2𝑀𝑠𝑠
0

𝜕𝑠2
− 𝑁𝑠𝑠

0
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
− 𝑝𝑚 = 0 

فشار دا لی  𝑝mن  شودهای منتج  انهی  مربوط میتعاش یا تنشز ارهای ق ل اب  تیییر شکل 0باهانویس ک  

لرای اسا. ب  منظور اینک  بتوان تنش های ناشی از بار ررارتی ن فشار دا لی را ق ل از هرگون  ارتعاش 

مباس   کرد ، فرض میشود ک  دوست  در ابتدا در معرض جریان مافوق وو  قرار نگرفت  ن فق  تبا ون دن 

N𝑠𝑠توان تنش ماند  یا انهی  را مباس   کرد )قرار می گیرد. با این فرض میبار انهی  
( ک  این تنش با توج  ب  0

                                                                                                                                    
1 Linearized Potential (Piston) Theory 
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جابجایی ن با است اد  از  -مقدار ثابتی دارد. با جایگذاری رناب   طی کرنش (13)رابط  انش در معادها  

 د:نشووور  زیر ت دیل میب تعادش  ، معادها )8(ی معاده 

)14( 
𝑗1

𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
− 𝑗2

𝜕3𝑤

𝜕𝑠3
+

𝐴12

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑠
= 0 

)15( 
(𝐴66 +

𝑗3 + 𝑗11

𝑅
+

𝑗12

𝑅2
)

𝜕2𝑣

𝜕𝑠2
= 0 

 

)16( 

𝑗4

𝑅2
𝑤 +

𝐴12

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑠
− (

2𝐵12

𝑅
+ 𝑁0

𝑠𝑠)
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
− 𝑗8

𝜕3𝑢

𝜕𝑠3
+ 𝑗9

𝜕4𝑤

𝜕𝑠4
−

𝑁𝜃𝜃
𝑡ℎ

𝑅
− 𝑝𝑚

= 0 

 )15( ی. بنابراین معاده اسا )16( ن )14(لآ مستقل از معادها  کام )15(ی شود، معاده د  میهمانطور ک  دی

 وور  زیر اسا: فرم نمایی ن ب ب )16( ن )14( توان نادید  گرفا. داسز همگن معادها را می

)17( 𝑢0
ℎ = 𝐴1𝑒𝜆𝑠  ,  𝑤0

ℎ = 𝐴2𝑒𝜆𝑠 

ن  انهی  ثابا گرفتن یک مقدار ن در نظر )16( ن )14( در قسما همگن معادها  )17(ی جایگذاری معاده با 

N𝑠𝑠برای  ده وا 
غیر جواب بدسا ونردن شود. برای میتوهید  𝐴2ن  𝐴1ی ج ری  طی برای ، دن معاده 0

 یی و ر ن چهار ریش ی راول دن ریش ی مش ص تریس ارایب باید و ر شود. معاده بدیهی، دترمینان ما

 شود: وور  زیر داد  می . بنابراین شکل کامل داسز ب واهد داشا م تل غیر و ر 

 

 

)18( 

𝑢0
ℎ = 𝑓0 + 𝑓1𝑠 + ∑ 𝑓𝑖𝑒𝜆𝑖𝑠

5

𝑖=2

 

𝑤0
ℎ = 𝑔0 + 𝑔1𝑠 + ∑ 𝑔𝑖𝑒𝜆𝑖𝑠

5

𝑖=2

 

ارند ک  ( نجود د𝑔5تا  𝑔0( ن )𝑓5تا  𝑓0ثابا مجهوش ) 12ب  معنای داسز همگن اسا. در داسز فوق  hررف 

از طرفی . دادکاهش  6را ب   هاثابااین تعداد  )16( ن )14(در معادها   )18(ی ی معاده جایگذارتوان با می

𝑠باید ب  هر طرف استوان  )یعنی  زیر   مرزیایشر = 𝑠ن  0 = 𝐿:الماش شود ) 

)19( (𝑤 = 0) ,  (𝑀𝑠𝑠 = 0)  , (𝑁𝑠𝑠 = 𝑢  یا 0 = 0)      𝑠 = 0, 𝐿 

  )16( ن )14(داسز  صووی معادها   .شودمجهوش می ثابا 6ی  طی ب  ازای معاده  6ک  منجر ب  توهید 

 :ویدمیوور  زیر بدسا سادگی ب نیز ب 

 

)21( 

𝑢0
𝑝 = (

𝑁𝜃𝜃
𝑡ℎ

𝑅
+

𝑅𝑝𝑚

𝑅
) 𝑠 

𝑤0
𝑝 = 0 
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 یجابجای اد  از داسز بدسا ومد  برایراش با است باشد. در این رابط  ب  معنای داساز  صووی می pررف 

N𝑠𝑠 مقدار بدساااا ومد  برای )11(ن  )8(ی ت ریق دن معاده ن   (𝑢0 , 𝑤0کل )
 wن  u  ک   ود تابع  0

N𝑠𝑠تا همگرا شدن مقادیر  تکرار شاوند  رااین فرایند  توانشاود ن میباشاد، تجدیدنظر میمی
در یک رلق   0

N𝑠𝑠 وا  انهی  برای با این کار مقدار رد  زد  شااد  ن ده. ادام  داد
تصاابیح شااد  ن ب  مقدار ناقعی  ود  0

 اند. رسد. بنابراین تا این مررل  تنش های انهی  مباس   شد می

 

 معادلات حرکت  -3-2

ای موردنظر در معرض جریان مافوق وو  قرار گرفت  ن امکان نقوع فلاتر در ون مبتمل اسا. دوست  استوان 

 توان معادها  ررکا را بدسا ونرد:گیری اول همیلتون میبا بکار

)21( 
∫ [𝛿𝐾 − 𝛿(𝑈 + 𝑈0)] 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ ∫ 𝛿𝑊 𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

انرژی جن شی ن  𝐾)انهی (،  1انرژی کرنشی ناشی از دیش تنش 𝑈0انرژی کرنشی ارتعاشی،  𝑈در این رابط  

𝑊  هدفمند بصور  زیر ای کار نیرنهای  ارجی )ویرندینامیکی( اسا. انرژی کرنشی مجازی دوست  استوان

 شود:تعریف می

)22 ( 
𝛿𝑈 =

1

2
∫ (𝜎𝑠𝛿𝑒𝑠 + 𝜎𝜃𝛿𝑒𝜃 + 𝜎𝑠𝜃𝛿𝑒𝑠𝜃)𝑑𝑉

∀

 

 توان نوشا:ی فوق می( در معاده 6ی )های کرنش کلی از رابط با جایگذاری موه  

)23( 
𝛿𝑈 =

1

2
∭ [𝜎𝑠𝛿(𝜀𝑠 + 𝑧𝑘𝑠) + 𝜎𝜃𝛿 

1

(1 +
𝑧
𝑅)

(𝜀𝜃 + 𝑧𝑘𝜃)

+ 𝜎𝑠𝜃𝛿 
1

(1 +
𝑧
𝑅)

(𝜀𝑠𝜃 + 𝑧 (1 +
𝑧

2𝑅
) 𝑘𝑠𝜃)] (1

+
𝑧

𝑅
) 𝑅 𝑑𝜃 𝑑𝑠 𝑑𝑧 

  واهیم داشا : zی فوق نس ا ب  متییر گیری از معاده ( ن انتگراش7ی )با در نظر گرفتن رابط 

)24( 
𝛿𝑈 =

1

2
∬ 𝑁𝑠𝑠𝛿𝜀𝑠 + 𝑀𝑠𝑠𝛿𝑘𝑠 + 𝑁𝜃𝜃𝛿𝜀𝜃 + 𝑀𝜃𝜃𝛿𝑘𝜃 + 𝑁𝜃𝑠𝛿𝜀𝑠𝜃

+ (
𝑀𝜃𝑠

2
+

𝑀𝑠𝜃

2
) 𝛿𝑘𝑠𝜃 𝑅𝑑𝜃 𝑑𝑠  

                                                                                                                                    
1 Prestress 
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𝑁𝑠𝜃)برابر با  𝑁𝜃𝑠( ک  بر اسا  تووری فلوگ  بنا نهاد  شد ، 7ی )ط ق رابط  − 𝑀𝜃𝑠/𝑅) باشد )ط ق می

شود. در ادام  فق  هازم اسا ( قابل اث ا  اسا( ک  ب  همین وور  در معاده  باها جایگذاری می7ی )رابط 

جایی جاب -شود ک  رناب  کرنشگیری شود. باید توج  ها بر رسب جابجایی نوشت  شد  ن انتگراشک  کرنش

ی در نظر گرفت  شد  )در اینجا تووری فلوگ ( باید در معادها  جایگذاری شوند. با این برگرفت  از تووری دوست 

نتگراهی ی اهای انهی  ممکن اسا مقادیر بزرگی داشت  باشند، ارنری اسا ک  در رابط راش بدهیل اینک  تنش

𝛿𝑈0 ا رناب  ی دن بکار برد  شوند، این در راهی اسا ک  تنهغیر  طی ن مرت  جابجایی  -معادها  کرنش

های ل ارا  ی ترمای همگن شدن مرت  شوند. این کار بطرز شایست هباظ می 𝛿𝑈 ی انتگراهی طی در رابط 

 .]24[کند ی همیلتون تسهیل ن برقرار میدا ل انتگراش را در رابط 

 بصور  زیر اسا:انرژی کرنشی مجازی انهی  

)25 ( 
𝛿𝑈0 =

1

2
∫ (𝜎s

0𝛿𝑒𝑠 + 𝜎θ
0𝛿𝑒𝜃 + 𝜎𝑠θ

0 𝛿𝑒𝑠𝜃) 𝑑𝑉 
∀

 

 توان این رابط  را بر رسب نیرنهای منتج  انهی  نوشا:بطور مشاب  می

)26( 
𝛿𝑈0 =

1

2
∬(𝑁𝑠𝑠

0𝛿𝜀𝑠 + 𝑀𝑠𝑠
0𝛿𝑘𝑠 + 𝑁𝜃𝜃

0𝛿𝜀𝜃 + 𝑀𝜃𝜃
0𝛿𝑘𝜃)𝑅𝑑𝜃 𝑑𝑠 

 ی زیرگیری از ون رابط کرنش بر رسب جابجایی ن سپس انتگراشهای  طی ن غیر  طی با جایگذاری ترم

 شود:راول می

)27( 
𝛿𝑈0 =

−1

2
∬ (𝑁𝑠𝑠

0
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
𝛿𝑤 +

𝑁𝜃𝜃
0

𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝛿𝑤) 𝑅𝑑𝜃 𝑑𝑠 

، انرژی جن شی بر رسب جابجایی شعالی 1ای ن چر شیو ب  ننهای اینرسی درنظر کردن از ترمبا ورف 

 شود:بصور  زیر فرض می

)28( 
𝛿𝐾 =

1

2
∬ (𝜌̅ 𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2

) 𝑅𝑑𝜃 𝑑𝑠 

 وید:ی زیر بدسا میاز رابط  𝜌ک  در ون 

)29( 
𝜌 = ∫ 𝜌(𝑧)(1 +

𝑧

𝑅
) 𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 

 شود:کار مجازی نیرنهای ویرندینامیکی نیز بصور  زیر نوشت  می

)31 ( 
𝛿𝑊 = ∬ 𝑃𝑎𝛿𝑤 𝑅𝑑𝜃 𝑑𝑠 

                                                                                                                                    
1 Rotary 
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توان میجها تبلیل فلاتر راکم را دینامیکی معادها  ررکا ) 31(ن  )28(، )27(، )24(با است اد  از رناب 

 :بیان کرد وور  زیر ب 

 

 

 

 

)31( 

𝜕𝑁𝑠𝑠

𝜕𝑠
+

1

𝑅

𝜕𝑁𝜃𝑠

𝜕𝜃
= 0 

𝜕𝑁𝑠𝜃

𝜕𝑠
+

1

𝑅

𝜕𝑁𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑅2

𝜕𝑀𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑅

𝜕𝑀𝑠𝜃

𝜕𝑠
= 0 

−
𝑁𝜃𝜃

𝑅
+

𝜕2𝑀𝑠𝑠

𝜕𝑠2
+

1

𝑅

𝜕2𝑀𝑠𝜃

𝜕𝑠𝜕𝜃
+

1

𝑅

𝜕2𝑀𝜃𝑠

𝜕𝑠𝜕𝜃
+

1

𝑅2

𝜕2𝑀𝜃𝜃

𝜕𝜃2
+ 𝑁𝑠𝑠

0
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2

+
𝑁𝜃𝜃

0

𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
− 𝜌̅

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑃𝑎𝑒𝑟𝑜 = 0 

𝑁𝑠𝑠تنش های انهی 
0 𝑁𝜃𝜃ن   

( مباس   13از طریق معادها  ) ارگذاری ررارتی ن فشار دا لی ق لاًناشی از ب 0

های رسب متییرهای منتج  برشوند. با جانشینی تنش( جایگذاری می31اند ن در معادها  ررکا )شد 

، ک  بدسا ونرد وور  زیرب  هارسب این متییربر توانرا می ، معادها  ررکا)8(کمک معادها  ب  جابجایی

 :ومد  اسا )ب( در امیم  𝐿ij هایلملگر

)32( 

)33( 

)34( 

𝐿11𝑢 + 𝐿12𝑣 + 𝐿13𝑤 = 0 

𝐿21𝑢 + 𝐿22𝑣 + 𝐿23𝑤 = 0 

𝐿31𝑢 + 𝐿32𝑣 + (𝐿33 + 𝐿)𝑤 = 0 

 توان نوشا:گا  ساد  میبرای شرط مرزی تکی 
)35( 𝑤 = 0 , 𝑀𝑠𝑠 = 0 

 :]25ن  23[شوند وور  زیر فرض میتوابع جابجایی ب 

)36( 

 

)37( 

 

)38( 

𝑢 = 𝑒𝑝𝑡 cos(𝑛𝜃) [ ∑ (𝑢̃ + 𝐴𝑚cos (
𝑚𝜋𝑠

𝐿
))

𝑁𝑇

𝑚=1

] 

𝑣 = 𝑒𝑝𝑡 sin(𝑛𝜃) [ ∑ (𝑣̃ + 𝐵𝑚sin (
𝑚𝜋𝑠

𝐿
))

𝑁𝑇

𝑚=1

] 

𝑤 = 𝑒𝑝𝑡 cos(𝑛𝜃) [ ∑ (𝑤̃ + 𝐶𝑚sin (
𝑚𝜋𝑠

𝐿
))

𝑁𝑇

𝑚=1

] 

های سری فوری  جابجایی، داسز های مبوری( اسا. ترمهای سری فوری  )تعداد مودتعداد ترم𝑁𝑇 ک  در ون 

 𝐶𝑚واااور  توابعی از را ب  𝐵𝑚ن  𝐴𝑚توان ( هساااتند ن با جایگذاری ونها در این معاده  می32ی )معااده 

در نظر ، ای و ب  ننبرای ارااای شارای  مرزی در ک  هساتند یاهای ااااف جابجایی 𝑤̃ن  𝑢̃ ،𝑣̃نوشاا. 
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تنهایی شرای  مرزی را های سری فوری  بطور کامل ن ب دهیل اینک  ترمب  𝑤در تابع جابجایی . اندگرفت  شد 

ه وا  برابر و ر در نظر گرفا. راش با جایگذاری توابع ااافی باقی ماند  را بطور د 𝑤̃ توانمی ،کنندارااا می

𝑢̃  ن𝑣̃  ن𝑤̃ = ی دی رانساایل همگن بدسااا  واهد ( ، دن معاده 33( ن )32ی انش ررکا )در دن معاده  0

 :]25ن  23[وور  زیر فرض کرد توان ب ومد ک  داسز این دن معاده  را می

)39( 𝑢̃ = 𝐴𝑒𝜆𝑠 , 𝑣̃ = 𝐵𝑒𝜆𝑠 

( بصور  مجموع دن داسز  صووی ن لمومی 37) (،36بع ارتی دیگر توابع جابجایی فرض شد  در معادها  )

ب  شمار ونرد. راش  توان داسز لمومی ون دن معاده را می 𝑢̃ ،𝑣̃باشند ک  دن معاده  دی رانسیل انش ررکا می

 𝐴ی ج ری برای ارایب ا ومد ، دن معاده ی دی رانسیل همگن بدسدن معاده در ( 39) گذاری معاده یجابا 

 ی ر شود. معاده دترمینان ماتریس ارایب باید و ون، بدیهیغیر داسز  یافتن برای .بدسا  واهد ومد 𝐵ن 

را می توان  )یا همان داسز لمومی( های ااافیی م تل  دارد. بنابراین جابجاییراول چهار ریش  یمش ص 

 :]25ن  23[ وور  زیر نوشا ب

)41( 
𝑢̃ = ∑ 𝐴𝑖𝑚𝑒𝜆𝑖𝑠

4

𝑖=1

   , 𝑣̃ = ∑ 𝐵𝑖𝑚𝑒𝜆𝑖𝑠

4

𝑖=1

  

چهار  𝐶𝑚نهایتاً برای هر نتیج ،  . دربیان کرد 𝐴𝑖𝑚وور  تابعی از  ب را  𝐵𝑖𝑚توانمی λiک  ب  ازای هر 

 یافا:می توان ونها را  ایو ب  ننک  با الماش شرای  مرزی در ماند،باقی میاریب مجهوش 

 

 

 

)41( 

𝐵𝐶1:   𝑁𝑠𝑠 = 𝑁𝑠𝜃 +
𝑀𝑠𝜃

𝑅
= 0    , 𝑠 = 0, 𝐿 

𝐵𝐶2:  𝑢 = 𝑁𝑠𝜃 +
𝑀𝑠𝜃

𝑅
= 0     , 𝑠 = 0, 𝐿 

𝐵𝐶3:  𝑣 = 𝑁𝑠𝑠  = 0    , 𝑠 = 0, 𝐿 

𝐵𝐶4:  𝑣 = 𝑢 = 0   , 𝑠 = 0, 𝐿 

نش ی اشود ک  دن معاده بنابراین ب  منظور رل معادها  ررکا، ابتدا داس ی برای میدان جابجایی فرض می

ا با هشود ک  این ثاباوور  دقیق برقرار کند. این داسز در ادام  منجر ب  توهید چهار ثابا مجهوش میرا ب 

شود. ی سوم با رنش گلرکین رل میشوند، سپس معاده ( تعیین می𝐵𝐶4- 𝐵𝐶1الماش شرای  مرزی مناسب )

 یمعاده  𝑁𝑇تعداد ن سپس الماش رنش گلرکین، ( 34) در معاده  بدسا ومد جایگذاری توابع جابجایی با راش 

 زیر نوشا: کلی وور توان ون را ب توهید  واهد شد، ک  می 𝐶𝑚همگن برای 

)42( (𝑝2𝑄1 + 𝑝𝑄2 + 𝑄3) {𝐶} = 0 

 و ر شود: )39(باید دترمینان ماتریس ارایب در معاده   بدیهی،غیر برای داسز 

)43( 𝑑𝑒𝑡(𝑝2𝑄1 + 𝑝𝑄2 + 𝑄3) = 0 

 ی مقدار نیژ  استاندارد کاهش داد:وور  زیر ب  مسول توان ون را ب ک  می
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)44( 𝑑𝑒𝑡(𝑆 − 𝑝𝐼) = 0 

 :وور  زیر اساب S ماتریس ک  در ون 

)45( 
𝑆 = [

0 𝐼
−𝑄1

−1𝑄3 −𝑄1
−1𝑄2

] 

 در دیوسا پ ومد  اسا. Sرنش مباس   ماتریس 

 

 نتایج عددی -4
دهد ک  تیییرا  دامن  با ( کاملاً م تل  هسااتند. این امر نشااان می45معاده  ) در S ی ماتریسمقادیر نیژ 

دهد ک  قسما رقیقی نادایداری فلاتر هنگامی رخ می نمایی یا افزایند   واهد بود یا کاهند .وور  زمان، ب 

وغاز فلاتر )مرز فلاتر( فشاااار جریان وزادی  یاز من ی ب  مث ا تیییر للاما دهد. بنابراین نقط  𝑝مقدار نیژ  

ی ای استوان دوست  ازای ون در یک لدد موج مبیطی  اص، قسما رقیقی مقدار نیژ  و ر شود.ب  اسا ک 

( بعنوان 𝑆𝑖3𝑁4) لز در ساااطح دا لی ن سااایلیکن نیتریدبعنوان ف (SUS304)مورد نظر از فوهاد ااااد زن  

ℎسارامیک در ساطح  ارجی تشاکیل شد  اسا. ا اما استوان   = 0.001 𝑚  ن𝐿 R⁄ = بود  ن  واص  2

های سری در این بررسی رداقل تعداد مود مبوری در نظر گرفت  شد  )ترم شود.( گرفت  می1مواد از جدنش )

 باشد.مود می 21 ،فوری ( ب  جها همگرایی نتایج

 

 اعتبارسنجی  -4-1

های زیر در نظر گرفت  با نیژگی ]4[ای ایزنتردیک بکار رفت  در مرجع ی استوان سانجی، دوسات جها الت ار

𝐸  شد: = 11 × 1010 𝑁/𝑚2  ،ρ = 8900 𝐾𝑔/𝑚3 ،υ = 0.35 ،ℎ = 0.0001015 𝑚 ،

𝐿 = 0.381 𝑚 ،𝑅 = 0.203 𝑚 ،𝑀 = 3 ،a∞ = 213 𝑚/𝑠 ،T∞ = کاا    (℃48.9) ℉120

T∞ دمای ایسااتایی جریان وزاد نa∞  در مرکزشااد  ساارلا وااو  اسااا. این اطلالا  از وزمایشااا  انجام 

ای همگن با ی استوان ( مرز فلاتر برای یک دوست 2گرفت  شاد  اساا. در شاکل ) ]4[ 1ناساا امس تبقیقا 

ا الماش فشار دا لی بدسا ومد  ن با ( تب𝐵𝐶3 2ساد  ) ه   وزادگا  مشا صاا  فوق ن با شرط مرزی تکی 

مقایس  شد  اسا. هموار  داسز تبلیلی، برای فشار دا لی  ]4[ انهسان ن فان نتایج تبلیلی ن وزمایشاگاهی 

این مواوع در کار  ].4[زند متوسا  اثر دایدار کنندگی بیشاتری را نس ا ب  تبقیقا  وزمایشی ت مین می

 تر اسا.یر ون ب  تبقیقا  وزمایشی نزدیکراار نیز تایید شد  ن در مجموع مقاد

 

 تحت فشار داخلی FGMای ی استوانهبینی فلاتر برای پوستهپیش  -4-2

 رسم (4( ن )3های )، فشار ببرانی متناظر بدسا ومد  ن نتایج در شکل𝑛های مبیطی ب  ازای هر کدام از مود

ازای ون ببرانی نجود دارد ک  ب  𝑛دهند ک  برای هر مقدار فشار دا لی یک ها نشان میشد  اسا. این شکل

                                                                                                                                    
1 NASA Ames Research Center 
2 Freely supported 
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( 3وید. بعنوان مثاش در شکل )رساب میفشاار ببرانی مینیمم اساا ن این نقط  همان معیار ت مین فلاتر ب 

𝑛 = ∞Pن  26 = 5100 𝑃𝑎  در𝑝m = ، با  ترتیاب ببرانی ترین لادد موج مبیطی ن فشاااار جریان وزاد 0

د، یابشاود ک  با افزایش فشار دا لی، فشار جریان وزاد ببرانی نیز افزایش میهمچنین مشااهد  می هساتند.

 ای دارد.ی استوان این بدان معناسا ک  فشار دا لی اثر دایدار کنند  بر دوست 

 

 
 BC3دیک، ایزنترن ایاستوان  مرز فلاتر برای یک دوست  -2شکل

 
 L/R=2, R/h=2000  ،N=0 ،BC2تبا فشار دا لی FGMای استوان  دوست  بینی فلاتر برایدیش -3شکل   
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 L/R=2, R/h=2000،N=3 ،BC2 تبا فشار دا لی  FGMای بینی فلاتر برای دوست  استوان شدی -4شکل   

 

های ( مرز5ای، در شکل )بر رفتار فلاتر دوست  استوان  𝑁منظور بررسی چگونگی تاثیر اندیس کسر رجمی  ب 

های رجمی مت ان  برای یک نمون  شرط مرزی رسم شد  اسا. برای فلاتر بر رساب فشار دا لی ن در کسر

دهد ک  با افزایش کسر رجمی سایر شرای  مرزی نیز نمودار مشابهی بدسا  واهد ومد. این شکل نشان می

ار شود. همچنین با افزایش فشمیتر ای هدفمند، فشار ببرانی افزایش یافت  ن دوست  دایداری اساتوان دوسات 

𝑁ی سرامیک  اهص )یابد. این موااوع هم برای دوست دا لی نیز فشاار ببرانی افزایش می = 𝑖𝑛𝑓 ن یا فلز )

𝑁 اهص ) = افتد. همچنین لدد موج مبیطی با افزایش فشار ابتدا ات اق می FGMی ( ن هم برای دوسات 0

 یابد.کاهش ن سپس افزایش می

( ومد  اسا، 6ببرانی( بر رساب فشار دا لی در شکل ) فشااری تیییرا  فرکانس ببرانی )فرکانس در نبو 

دهد با افزایش فشااار دا لی ن همینطور افزایش کساار رجمی، فرکانس ارتعاشااا  در مرز فلاتر می نشااانک  

 یابد.افزایش می

 

 ایی استوانهاثر نسبت طول به شعاع بر مرز فلاتر پوسته -4-3

های طوش ب  شعاع مت ان  ومد  اسا. با افزایش نس ا ( مرز فلاتر برای سا  استوان  با نس ا7)در شاکل 
𝐿

𝑅
 

یابد. بع ار  دیگر با کاهش این نس ا، فشاار ببرانی کاهش یافت  ن لدد موج مبیطی ببرانی نیز کاهش می

𝐿شاود. برای نس ا دایداری دوسات  بیشاتر می

𝑅
= 𝑛شرنع فلاتر در  1 = ∞Pن  33 = 15050 𝑃𝑎 باشد، می

𝐿راهی ک  در نس ا در

𝑅
= 𝑛شرنع ون در  4 = ∞Pن  21 = 1700 𝑃𝑎 .اسا 
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 FGM ،L/R=2, R/h=2000 ،BC2ای فلاتر دوست  استوان  بر مرز Nتاثیر اندیس کسر رجمی  -5شکل        

 

 
 FGM  ،L/R=2, R/h=2000 ،BC2ای برانی )مرز فلاتر( دوست  استوان فرکانس در فشار ب -6شکل      
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pmنس ا طوش ب  شعاع بر مرز فلاتر اثر  -7شکل = 0 ،N=0 ،R/h=2000 ،BC2 

 

 

 گذاری دماییای هدفمند در معرض بارهای فلاتر پوسته استوانهبررسی مرز  -4-4

نظر قرار دادن دمای سااطح ی انتقاش ررار  هدایا دایا ن با مدتوزیع دما در راسااتای ااا اما با رل معاده 

𝑇𝑚دا لی ) = 300 𝐾( ن دمای سااطح  ارجی )𝑇𝑐 ای وااور  سااری چند جمل ( بعنوان شاارای  مرزی، ب

 :]11[وید بدسا می

 

 

 

)46( 

𝑇(𝑧) = 𝑇𝑐 +
(𝑇𝑚 − 𝑇𝑐)𝑌1

𝑌2
     

𝑌1 = ∑
𝑟(𝑁𝑖+1)

𝑁𝑖 + 1
(−

𝐾𝑚𝑐

𝐾𝑐
)𝑖   , 𝑌2 = ∑

1

𝑁𝑖 + 1
(−

𝐾𝑚𝑐

𝐾𝑐
)𝑖    

5

𝑖=0

 

5

𝑖=0

 

𝐾𝑚𝑐 = 𝐾𝑚 − 𝐾𝑐  ,  𝑟 =
ℎ−2𝑧

2ℎ
 

های ای هدفمند در دماهای ون، یک نمون  دوسات  استوان های فلاتر ن مودی اثر دما بر مرزمشااهد جها 

ای را ب  ساز  اهقا ( ک  افزایش دما، تنش انهی 𝐵𝐶2م تلف در نظر گرفت  شد  ن نتایج برای شرط مرزی دنم )

کند، زیادی فشار ببرانی را کم می شود ک  افزایش دما تا رد( ومد  اساا. مشاهد  می2کند، در جدنش )می

 شود. ب  این معنی ک  دوست  نادایدارتر می
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شود، ادام  دارد نهی دس از ون فشار ببرانی بطور غیر معموش این رفتار تا هنگامی ک  فشار ب  و ر نزدیک می

یابد. همچنین کند. همزمان با افزایش دما لدد موج مبیطی ببرانی نیز افزایش میافزایش ن کااهش دیدا می

یابد. در راهی ک  این مواوع با افزایش توان کسر رجمی فشار ببرانی افزایش می 480Kهای کمتر از در دما

( قطعی نیسا. بع ار  دیگر ممکن اسا در این 550Kهای بیشاتر ن نزدیک ب  دمای کمانش ببرانی )در دما

 ابد.ها با افزایش توان کسر رجمی لدد موج ببرانی کاهش یدما
 

 

𝐋های م تلف )دمادر  ای هدفمنداستوان دوست   های فلاترمرز  -2جدول         

𝐑
= 𝟒 ، 𝐑

𝐡
= 𝟐𝟎𝟎, 𝐡 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏) 

Tc = 500 Tc = 450 Tc = 400 

 Ref.[8] Present Ref.[8] Present Ref.[8] Present  

N Pcr n Pcr n Pcr n Pcr n Pcr n Pcr n 

170 14 255 16 465 14 300 14 67250 10 66100 10 0 

300 15 140 15 6960 10 7258 10 187600 9 187650 9 0.3 

380 12 250 12 89300 10 87900 10 429800 10 430970 10 1 

92200 11 89200 11 463900 10 465050 10 907900 9 932230 9 3 

 
 

 

 پاسخ زمانی فلاتر   -4-5

ی ن لرای کسینوس ای هدفمند ق ل ن دس از فلاتر، جابجاییی استوان داساز زمانی دوست ب  منظور بررسای 

های  ارجی مت ان  ن در یک لدد موج مبیطی ثابا، ب  ترتیب سینوسی دوست  بر رسب زمان ب  ازای فشار

𝑁فرض شد  ن  𝐵𝐶2( رسام شاد  اساا. شارط مرزی 9( ن )8های )در شاکل =  ی چهاراسا. از مقایس  1

شود ک  ق ل از فلاتر )فشار ببرانی(، دوست  دس از مدتی ارتعاش میرا شد  ن در  ود مرز راها مشا ص می

∞𝑃فلاتر ) = 6159 𝑃𝑎شود. دس از فشار ببرانی نیز دامن  بطور ( ارتعاشا  هارمونیک با دامن  ثابا دید  می

 شد  افزایش یافت  اسا. ناگهانی ن ب 

ازای توان کسار رجمی مت ان  نشاان داد  شاد  اسا. هر کدام از راها  در ( داساز زمانی ب 11در شاکل)

توان ملارظ  نمود ک  افزایش توان کسر رجمی می اند.شارای  ببرانی  ود )فشار ن مود فلاتر( مباس   شد 

𝑁  منجر ب  کاهش دامن  نوساانا  هارمونیک شاد  اساا. بع ارتی ا تلاف بین کمترین ن بیشترین جابجایی

ازای فشار دا لی مت ان  رسم شد   ( ب 11کند. همین داسز در شکل )کاهش دیدا می 𝑁لی با افزایش شاعا

دهد افزایش فشار دا لی نیز منجر ب  کاهش دامن  فلاتر شد  اسا. داسز سینوسی نیز در اسا، ک  نشان می

 هر دن مورد نتیج  مشابهی  واهد داد.
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FGM (pmای دوست  استوان  داسز زمانی کسینوسی -8شکل      = 0, Tc = 300 ,

L

R
= 2 ,

R

h
= 2000 ) 

 
FGM (pmای داسز زمانی سینوسی دوست  استوان  -9شکل        = 0, Tc = 300 ,

L

R
= 2 ,

R

h
= 2000 ) 
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pmداسز زمانی کسینوسی ب  ازای توان کسر رجمی مت ان  در مرز فلاتر ) -11شکل = 0, Tc = 300) 

 

 
Nزمانی کسینوسی ب  ازای فشار دا لی مت ان  در مرز فلاتر )داسز  -11شکل              = 1, Tc = 300) 

 

 گیرینتیجه -5
ای هدفمند در جریان مافوق وااو   ارجی در راسااتای های اسااتوان در این مطاهع  ت مین فلاتر در دوساات 

ن در سطح دا لی ن سیلیک فوهاد اد زن ای هدفمند متشکل از مبور دوست ، مورد بررسی قرار گرفا. دوست 

نیترید در ساطح  ارجی در نظر گرفت  شاد. اثر فشاار دا لی، دما ن نس ا طوش ب  شعاع استوان  بر مرزهای 

 ای بدسا ومد. ی استوان فلاتر مش ص شد  ن داسز زمانی دوست 

 ارسنجی ا التگیری رنش گلرکین انجام شد. در قسمی فلوگ  ن با بکارتبلیل راار بر اسا  تووری دوست 

 نزدیک اسا.  تبقیقا  وزمایشیهای بدسا ومد  از این تبلیل نشان داد  شد ک  مرزهای فلاتر ب  داد 
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های فلاتر مورد مطاهع  قرار گرفا. اثر فشاااار بر مرزن  ابتدا چگونگی تعیین مرز فلاتر بررسااای شاااد ادام در 

در هر کسر افزایش ون کنند  دارد ن  اثر دایدار ایی استوان بر دوسات  فشاار دا لی هموار  مشااهد  شاد ک 

کاهش نس ا طوش ب  شعاع استوان ، دوست  را شود. فرکانس ارتعاشاا  در مرز فلاتر میرجمی بالث افزایش 

ا رد زیادی دوست  را نادایدار همچنین دید  شاد ک  در مجموع، افزایش دما تکند. تر میدر مقابل فلاتر دایدار

ای وان ی استی نوساانا  دوست ب  منظور بررسای نبو  گذار اساا.مبیطی ببرانی نیز تاثیر کند ن بر مودمی

شااود ن تعاشاا  در مرز فلاتر هارمونیک میدهد ک  اراز فلاتر، داساز زمانی ون نشااان میق ل ن دس  هدفمند

افزایش توان کساار  ملارظ  گردید ک  ابد ن اثر م رب دارد. همچنینیدامن  دس از فلاتر بشااد  افزایش می

 شود.ش دامن  نوسانا  در مرز فلاتر میرجمی ن فشار دا لی بالث کاه
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 هاپیوست

 مربوط ب  نیرنها ن ممان های منتج  𝑗1 تا 𝑗14دیوسا )اهف(: ارایب 
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 های دی رانسیلی معادها  ررکادیوسا )ب(: لملگر
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 ( 45ی )دیوسا )پ(: اث ا  رابط 

 ( داریم:42ی )ط ق رابط 

 (𝑝2𝑄1 + 𝑝𝑄2 + 𝑄3) {𝐶} = 0 

 بصور  زیر نامگذاری شود: Cبردار 

  {𝐶} = 𝑋 

 کنیم:ای را بصور  زیر فرض میرابط 

  𝑌 = 𝑝𝑋 

 شود:( بصور  زیر ساد  می45ی )سپس رابط 

  𝑄1𝑝𝑌 +  𝑄2𝑌 + 𝑄3𝑋 = 0 

⇒ 𝑝𝑌 = −𝑄1
−1(𝑄2𝑌 + 𝑄3𝑋) 

 ی زیر را برقرار دانسا:توان رابط بنابراین بصور  ارب ماتریسی می

  [
𝑝𝑋
𝑝𝑌

] = [
0 𝐼

−𝑄1
−1𝑄3 −𝑄1

−1𝑄2
] [

𝑋
𝑌

] 

 توان نوشا:در نتیج  می

  𝑆 = [
0 𝐼

−𝑄1
−1𝑄3 −𝑄1

−1𝑄2
] 

 

 

  



 31                                                                                      ...       ای هدفمند تبا فشار در جریانهای استوان فلاتر دوست 

 

 ی انگلیسینمادهافهرست 
:a∞  (متر بر ثانی ) سرلا وو 

: 𝑒𝑠𝜃 , 𝑒𝜃 , 𝑒𝑠 های کلی کرنش 

:𝐸 )مدنش یان  )نیوتن بر متر مربع 

:ℎ  ای )متر(ا اما دوست  استوان 

: 𝐾𝑐 , 𝐾m )اریب انتقاش ررار  هدایتی فلز ن سرامیک )بر کلوین 

:𝐿 )طوش استوان  )متر 

:𝑚 لدد موج طوهی 

:𝑀 لدد ماخ 

: 𝑀𝜃𝑠 , 𝑀𝑠𝜃 , 𝑀𝜃𝜃، 𝑀𝑠𝑠 های منتج  بر نارد طوشممان 

:𝑀𝜃𝑠
0  , 𝑀𝑠𝜃

0 , 𝑀𝜃𝜃
0 ، 𝑀𝑠𝑠

 های منتج  انهی  بر نارد طوشممان 0

: 𝑀𝜃𝜃
𝑡ℎ ، 𝑀𝑠𝑠

𝑡ℎ ررارتی بر نارد طوش منتج  هایممان 
:𝑛 لدد موج مبیطی 

:𝑁 ماد  هدفمند توان کسر رجمی 

:𝑁𝜃𝑠 , 𝑁𝑠𝜃 , 𝑁𝜃𝜃، 𝑁𝑠𝑠 های منتج  بر نارد طوشنیرن 

: 𝑁𝜃𝑠
0  , 𝑁𝑠𝜃

0 , 𝑁𝜃𝜃
0 ، 𝑁𝑠𝑠

 های منتج  انهی  بر نارد طوشنیرن 0
:𝑁𝜃𝜃

𝑡ℎ ، 𝑁𝑠𝑠
𝑡ℎ ررارتی بر نارد طوش منتج  هاینیرن 
:𝑝 )فرکانس )هرتز 

:𝑃𝑎𝑒𝑟𝑜 )فشار ویرندینامیک )داسکاش 

:𝑃𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡  هدفمند  اویا موثر ماد 

:𝑝𝑚 )فشار دا لی دوست  )داسکاش 

: 𝑃𝑐 , 𝑃𝑚 اویا موثر فلز ن سرامیک  

:𝑃∞ داسکاش( فشار استاتیکی جریان وزاد( 

:𝑄𝑖𝑗   سا تاریهای ماتریس موه 

:𝑅 )شعاع استوان  )متر 

:𝑠  مبور م تصا  طوهی استوان 

:𝑇  توزیع دما در راستای ا اما دوست 

: 𝑇𝑐 , 𝑇m )دمای سطح دا لی ن  ارجی دوست  )کلوین 

:𝑢 )جابجایی طوهی دوست  )متر 

:𝑈∞ ) سرلا جریان وزاد )متر بر ثانی 

:𝑣 )جابجایی مبیطی دوست  )متر 

: 𝑉𝑐 , 𝑉𝑚  رجمی فلز ن سرامیک )متر مکعب(کسر 
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:𝑤 )جابجایی شعالی دوست  )متر 

:𝑧  مبور م تصا  شعالی استوان 

 

 نمادهای یونانی

𝛼اریب ان ساط ررارتی : 

:𝛾𝑎 نس ا گرمای نیژ  م صوص هوا 
: 𝛾𝑠𝜃 , 𝜀𝜃 , 𝜀𝑠  ایهای مبوری، مبیطی، برشی دوست  استوان کرنش 

:𝛾𝑠𝜃
𝑁𝐿  , 𝜀𝜃

𝑁𝐿, 𝜀𝑠
𝑁𝐿

 کرنش های غیر طی مبوری، مبیطی، برشی 

θ مبور م تصا  مبیطی استوان : 

:𝜅𝜃 , 𝜅𝑠 ای مشی )انبناء( دوست  استوان های کرنش 

:𝜅𝑠𝜃 )کرنش چر شی )انبنای لمودی 

:𝜆i  ی مش ص های معاده ریش 

νاریب دواسون : 

ρ چگاهی دوست : 

:𝜌 چگاهی منتج  دوست  بر نارد طوش 

: 𝜎𝑠𝜃 , 𝜎𝜃𝜃 , 𝜎𝑠𝑠 های لمودی ن برشی استوان تنش 
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Abstract 
 
Prediction of the flutter phenomenon of a functionally graded cylindrical shell with simply 

supported end conditions under aerodynamic and thermal loadings with considering the internal 

pressure of the shell is investigated. The volume fraction of constituent materials follows a 

simple power law in the thickness direction. The aerodynamic load is defined by linearized 

first-order potential (piston) theory incorporating a correction term. The strain-displacement 

relations and the equations of motion are written in accordance with Flugge's shell theory in 

which initial stresses are taken from solution of equilibrium equations. The Galerkin method is 

used for solving the equations of motion. The effects of volume fraction distributions, 

temperaure and pressure variations on the flutter boundary and time response of the system are 

fully discussed. 

 

 


