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تحليل كمانش الاستوپلاستيك صفحات مستطيلي 
  به كمك تئوريهاي پلاستيسيته تغييرشكل و نموي

در اين مقاله رفتار كمانشي الاستوپلاستيك صفحات مستطيلي تحت بارها و شرايط مرزي 
يل بر اساس معادلات كمانش خطي و رفتار مواد بر تحل. گيرد متنوع مورد بررسي قرار مي

روش عددي مورد استفاده  .شود اساس دو تئوري پلاستيسيته تغييرشكل و نموي انجام مي
چون در صفحات ضخيم اثر تغيير شكل برشي . روش يك چهارم تفاضلي تعميم يافته است

اگرچه در صفحات  .عرضي اهميت زيادي دارد، ازتئوري صفحات رايسنر استفاده شده است
نازك همخواني خوبي بين ضريب كمانشي بدست آمده از هر دو روش پلاستيسيته وجود 

اي ميان ضريب كمانشي بدست آمده  دارد، با افزايش ضخامت صفحه اختلاف قابل ملاحظه
اثرات ضريب ابعادي، ضريب بار، ضخامت صفحه، نوع ماده، شرايط . از دو روش وجود دارد

رفتار ماده بر تعيين بار كمانشي در دو حالت بارگذاري تك محوري و دو مرزي مختلف و 
نتايج حاصله نشان . محوري فشاري مساوي بررسي شده و نتايج حاصل ارائه گرديده است

تئوري تغييرشكل بار كمانشي كمتري را  ،دهند كه با افزايش سطح پلاستيسيته مي
(ازگود  -و ثوابت رامبرگ همچنين با افزايش ضخامت صفحه. كند پيشگويي مي

0
E وc (

  . يابد اختلاف بين نتايج حاصل از دو تئوري تغييرشكل و نموي افزايش مي
    

 ،تفاضلي چهارم يك روش ،نموي تئوري ،تغييرشكل تئوري ضخامت، نسبت ابعادي، نسبت : راهنما هاي واژه
  الاستوپلاستيك كمانش

  
 مقدمه -1

مـورد  صورت عـددي و تحليلـي   ه ب در دو حالت كمانش الاستيك و كمانش پلاستيك مساله كمانش صفحات
صفحات را معمولا به كمك تئوريهـاي  پلاستيك آنها مساله محاسبه بار كمانشي . است بوده پژوهشگرانتوجه 

ضـخامت بـه طـول    نسـبت  ميكـه  هنگا .انـد  پلاستيسيته مورد بحث و بررسي قرار دادهدر  تغييرشكل و نموي
صفحه 

20

1


a

h ـ )تئوري برشي مرتبه اول(رايسنر مانند تئوريتئوري صفحات تغييرشكل برشي  ،باشد   اره ك ـب
انجـام گرفتـه بـر اسـاس      تاكنون، اكثر مطالعـات  .منظور گرددشوند تا اثر تغييرشكل برشي عرضي  گرفته مي

برشي عرضي غافـل اسـت كـه بـا توجـه بـه افـزايش        تغييرشكل ي از اثر اين تئور. تئوري كلاسيك بوده است
در صـفحات  بـا توجـه بـه اينكـه     . شود مي ضخامت صفحه، ناديده گرفتن اين اثر باعث ايجاد اختلاف در نتايج

در تحليل كمانش در  لازم است تاافتد، اثر تغييرشكل برشي عرضي  كمانش پلاستيك اتفاق ميضخيم بيشتر 
  .ودنظر گرفته ش
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اولين تحليل كمانش صفحات توسط برايان، با استفاده از معيار پايداري انرژي براي صفحات مستطيلي تحـت  
شريواسـتاوا   .]1[با توجه به معادلات مشكل رياضي نتوانست در اين راه موفق باشـد او كه بار عرضي انجام شد

نشان داد كه كاهش ناشي  نتايج حاصل .]2[براي اولين بار مطالعه بر روي كمانش صفحات ضخيم را آغاز كرد
از اثر تغييرشكل برشي عرضي در پارامترهاي تنش كمانشي پلاستيك براي تئوري نمـوي نسـبت بـه تئـوري     

دوربان  .تا بتواند اختلاف بين دو تئوري را جبران كنداما اين اختلاف آنقدر نبود  بيشتر بوده است،تغييرشكل 
 كند گويي مي مانشي بيشتري را پيشنسبت به تئوري تغييرشكل بار ك ينمودريافت كه تئوري  شدر تحقيقات

دريافتنـد  دوربان و همكـارش  همچنين  .]3[و نتايج آزمايشگاهي با تئوري تغييرشكل همخواني بيشتري دارد
بار بحراني بدسـت آمـده از هـر دو تئـوري      ،در مورد پوسته هاي سيلندري شكل تحت بار فشاري محوري كه

دوربان و زاكرمن تحليل الاستوپلاستيك صفحات مسـتطيلي تحـت بـار كششـي      .]4[هم هستند كاملا مشابه
اما شرايط . انجام دادندي به روش جداسازي متغيرها گاه تكيهمحوري را براي چندين حالت مختلف ) فشاري(

. دود كرده استهاي بدست آمده در آن را مح داده) دار و سادهگير گاه تكيه(در اين مقاله شامل مرزي محدود 
گـزارش  را  شـرط مـرزي  بـراي هـر    يك مسير بارگذاري بهينـه تغييرشكل،  تئوريبا استفاده از همچنين آنها 

پلاستيك صـفحات ضـخيم و نـازك را بـر اسـاس تئـوري       -وانگ و همكارانش كمانش الاستيك   .]5[كردند
به اين نتيجه رسيدند كه نه تنهـا  آنها . مطالعه كردندريتز  - و بر اساس روش ريليتغييرشكل و تئوري نموي 

كند، بلكه بـا افـزايش ضـخامت و ثابـت      كمتري را محاسبه مي تئوري تغييرشكل مقدار فاكتور تنش كمانشي
وانگ و همكـارانش   ].7و 6[يابد دو تئوري پلاستيسيته افزايش ميحاصل از نتايج اختلاف بين ازگود -رامبرگ

و نظـرات وانـگ و همكـارانش را     را مورد بررسي قـرار دادنـد  كمانش الاستوپلاستيك صفحات نازك و ضخيم 
انجام شده در اين زمينـه توسـط   همچنين معادلات و نتايج حاصل از تحليلهاي  ].9و 8[مورد تاييد قرار دادند

اين مساله كه اختلاف بين نتايج بدسـت آمـده از دو تئـوري تغييرشـكل      .آمده است] 10[در مرجع محققان 
به هرحال بـراي   .باشد هنوز به صورت يك معما مي ،نموي در مطالعات قابل مشاهده استپلاستيك و تئوري 

، اخـتلاف محـدود، نـوار    اجـزاء محـدود   مثلمختلفي روشهاي عددي  ،حل مسايل كمانش پلاستيك صفحات
  . گيرندتوانند مورد استفاده قرار  تز ميري محدود و

مسـاله كمـانش   ك چهارم تفاضـلي تعمـيم يافتـه    يدر اين مقاله سعي شده است تا به كمك روش عددي 
مورد بررسي حالات مختلف شرايط مرزي كه در گذشته انجام نشده است، پلاستيك صفحات مستطيلي براي 

شرايط مرزي تاثير . ماده مورد استفاده نوعي آلومينيوم است كه در صنعت هوافضا كاربردزيادي دارد .قرارگيرد
)/(ابعادي نسبت ضريب بار،ضخامت،  ضريب ،مختلف ba،  و ثوابت رامبرگ و تئوري نمويتغييرشكل تئوري-
(ازگود

0
E وc ( سازد متمايز ميمشابه،  اين مقاله را از ساير مقالات كه سنجيده شدهبر روي ضريب كمانشي.  

  
 معادلات ديفرانسيل حاكم - 2

 a. دهـد  را نشـان مـي  و بارهاي عرضي ندسه حاكم بر صفحه مستطيلي تحت بارهاي لبه محوري ه) 1(شكل 
pyتنش به صـورت يكنواخـت   . باشند ميضخامت صفحه  hعرض و  bطول،     وpx  )   ضـريب بـار 
بـراي حالـت فشـاري دو محـوري مسـاوي       1بـراي حالـت فشـاري محـوري و      0. شود وارد مي) است

معادلات حاكم بر تحليل كمانش الاستوپلاستيك صـفحات مسـتطيلي در    .نظر گرفته شده است يكنواخت در
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  .آمده است ]6[ مرجع

  
  هندسه مساله -1شكل

  
  :باشند ذيل مي بصورتصفحات رايسنر طبق تئوري معادلات سرعت  
)1(wzz zyyxx   ,,  

  :ين نرخ تنش و نرخ كرنش در صفحات عبارت است ازرابطه ب
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و مـدول برشـي مـوثر بـه     ،،،،، .باشـند  ي موثر ميمدول الاستيك و مدول برش Gو  Eكه در آن 
ئـوري  تدو تئـوري بكـار رفتـه در ايـن مقالـه شـامل        .تئوري پلاستيسيته بكار رفته در تحليل وابسته هستند

بـا   (Deformation Theory)تغييرشـكل  تئوري ورس -نتلابا معادلات پايه پر (Incremental Theory)نموي
  .دنباش معادلات پايه هنكي مي

  
  رس -نتلابا معادلات پايه پر (IT)يتئوري نمو -1- 2

  ]:6[،از ستمعادله اساسي اين تئوري عبارت
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ijS تانسور تنش انحرافي، T  آيـد   مـي  كـرنش بدسـت  -كه با استفاده از منحني تنش مماسيمدول

و
e باشند ميش موثر تن .T  و

e آيند بصورت زير بدست مي:  
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e ضرايب . باشد ميكرنش موثر كل،،،،،  ـو مدول برشي در اين روش  صـورت زيـر بدسـت    ه ب
 :آيند مي
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 با معادلات پايه هنكي (DT)تغييرشكل تئوري  -2-2

 ]:6[،از ستمعادله اساسي اين تئوري عبارت
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ضــرايب . آيــد كــرنش بدســت مــي-تفاده از منحنــي تــنشكــه بــا اســاســت  يســكانتمــدول  Sكــه در آن 
،،،،، آيند زير بدست مي ه شكلبمدول برشي در اين روش  و:  
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  هاكه در آن
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  ]:6[باشندبه صورت ذيل مي حاكم بر كمانش ورقديفرانسيل  تمعادلاو بالاخره 
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 ـ Kاكنـون ضـريب كمـانش     .باشند ميمشتق مرتبه دوم  Bمشتق مرتبه اول و Aكه در آنها  صـورت   دينب
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  نتايج و بحث -5
  .شده است استفاده ازگود -از مدل رامبرگ و باشد مي T6-7075 آلومينيوم ماده مورد استفاده در اين تحقيق
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  .آمده است) 1(در جدول  )44(ه از معادله خصوصيات اين فلز با استفاد

  
  ]6[ازگود -براي رابطه رامبرگ AL7075-T6خواص  -1جدول 

0
E 

750 
c 2.9

2 6/5 
k 25.0

  3.0 
) 2(در شـكل c)(براي ضرايب مختلف  ، اين فلز)44( ، معادلهازگود -رامبرگمدل كرنش -تنش رابطهمنحني 

  .آمده است
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مـش بهينـه   سيزده تعداد و  گردند بررسي مينقاط نمونه و حساسيت مش  ق مساله ابتداتحليل دقي به منظور
نمونـه   نقـاط  مشخص است كه توزيـع ) 2(با توجه به جدول . )3(شكل ،در اين مساله در نظرگرفته شده است

زي با توجه به اينكـه وانـگ و همكـارانش قـبلا بـه كمـك جداسـا       . باشد داراي بالاترين دقت مي )32( معادله
مقايسه و سـپس نتـايج جديـد    ] 6[اند، ابتدا نتايج بدست آمده با مرجع متغيرها به تحليل اين مساله پرداخته

ba(منحني نسبت ابعادي . ارائه گرديده است )/((بـر حسـب ضـريب كمـانش    ) / 22 DhbK c  (  بـه ازاء
در دو  SSSSبـراي دو تئـوري تغييرشـكل و نمـوي و شـرط مـرزي        )c(ازگود -مقادير مختلف ثابت رامبرگ

بـا   حاصـل  و نتـايج  بدست آمده استبارگذاري دو محوري مساوي ) ب(بارگذاري تك محوري و ) الف(حالت، 
مقايسـه  ) 3(جـدول در ي با نتايج قبل ـنتايج بدست آمده ). 6و  5و  4( همخواني دارد، اشكال ] 6[نتايج مرجع
  .گرديده است

  
  

  كمانش يبرضنمونه براي محاسبه  نقاط دقت توزيع -2جدول
 معادله

)28(  

 معادله
)29(  

 معادله
)30(  

 معادله
)31(  

 معادله
)32(  

تئوري 
  پلاستيسيته

تعداد 
  مش

)1,011.0(  
b

h
K

شرايط     
  مرزي

2.0010 1.9997 1.9997 2.0005 2.0000IT, DT 13   حاضر حل  
SSSS    2.0000 Durban[5] 

  
  

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Number of element


chb

2 /(
2 D

)

SSSS-IT,  C=10,  E/0
=750 

SSSS,DT C=10, E/0
=750 

FCCC,IT C=20, E/0
=750 

FCCC,DT C=20, E/0
=750 

h/b=0.025
Uniaxial

  
  حساسيت مش براي شرايط مرزي مختلف -3شكل
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 SSSSمقايسه ضريب كمانش براي صفحات مربعي تحت بارتك محوري و دو محوري با شرايط تكيه گاهي  - 3جدول         

10
h

a  20
h

a
 

 
 شرايط مرزي

DT ITDTIT
 --- 3.5193 -----3.5740Handleman [13]

SSSS 
  )تك محوري(

0.9205 3.4636 2.80583.5278Shrivastava [2]
0.9144 3.1908 2.79543.4955Wang [14] 
0.9144 3.1908 2.79543.4955Aung [7] 

  حل حاضر2.79543.4955 3.1908 0.9144
0.7346 0.6661 1.86491.8713Durban [5] 

SSSS 
  )دومحوري مساوي(

0.7300 0.8084 1.86491.8713Wang [6] 
0.7300 0.8084 1.86491.8713Aung [7] 

 حل حاضر1.86491.8713 1.8084 0.7300

  
را براي دو حالت بارگذاري تك محوري و  SSSSضريب كمانش در حالت  -منحني نسبت ابعادي) 4(شكل

    و با ضرايب مختلف ثابت (DT)و تغييرشكل (IT)ده از دو تئوري نمويبا استفا ،دو محوري مساوي
با  ،نموي يا تغييرشكل هاي بكارگيري تئوري بارگذاري با در هر دو حالت. دهد نشان مي c)(ازگود-رامبرگ

بار كمانشي  ،علاوه، در شرايط مشابه به. يابد ، ضريب كمانش كاهش ميc)(ازگود -افزايش ثابت رامبرگ
در تحليل به كمك  ،محوري تكفشاري حالت  در .حاصل از تئوري تغييرشكل از تئوري نموي كمتر است

مشخص است كه نسبت ابعادي تاثير چنداني در  c)(ازگود -رامبرگ ثابتر امقدبا افزايش تئوري تغييرشكل 
ضريب كمانش  ،در بارگذاري دومحوري مساويبا افزايش نسبت ابعادي  ).الف - 4(، شكلكمانش ندارد ضريب

 در اينجا،. شوند م نزديك ميازگود به ه -در ضرايب مختلف رامبرگحاصل از دو تئوري نموي و تغييرشكل 
/20,15.1در  يكديگر نزديك و بهازگود جوابهاي حاصل از دو تئوري  -با افزايش ثابت رامبرگ  cba 

   ).ب-4(، شكلشوند ميمنطبق حل الاستيك  رنزديك و نيز ببه يكديگر كاملا 
كمانش بطور يكنواخت  ضريبديگر آنكه در حالت بارگذاري دو محوري فشاري با افزايش نسبت ابعادي  نكته

درصـورتيكه در حالـت   ). ب-4(، شـكل شـود  مود كمانشي در آن ديـده نمـي  تغييرشكل يابد و هيچ  كاهش مي
 ).الف -4(   ، شكل مودها، كاملا مشهود استشكل تغيير نسبت ابعادي تغيير بارگذاري تك محوري فشاري با

كـاملا  -الاسـتيك     حالت بارگذاري فشاري محوري هرچه رفتار فلز از حالت الاستيك به حالـت  بنابراين در 
)(پلاستيك c در  ).الـف  -4(   شـكل  ،شـد  بـا   مـي ل مشـاهده  قابودها كمتر شكل مميل پيدا كند، تغيير

)05.0/01.0(صفحات نازك bh  با افزايشc   تغييـرات ضـريب   مسـاوي  در حالت دو محـوري فشـاري ،
در حالـت تـك    بـا ايـن حـال،   ). ب-5(، شـكل دو حل نموي و تغييرشكل ناچيز اسـت بين  مقايسهدر كمانش 

با افـزايش ثابـت   ). الف -5(ف كاملا مشهود است، شكلمحوري فشاري اين اختلا
0

E     در هـر دو حالـت تـك

ــي     ــاهش مـ ــانش كـ ــريب كمـ ــاوي، ضـ ــوري مسـ ــوري و دو محـ ــد محـ ــكليابـ ــفحات ).5(، شـ   در صـ
)1.0/05.0(ضخيم  bh  با افزايشc  و

0
E نتايج حاصل از دو تئوري  اختلافاري محوري و در حالت فش

بـا   ).و ب الـف -6(، شـكل كمتر استمحوري دوالت فشاري در ح اختلافكه اين بيشتر شده  در شرايط مشابه
اختلاف ميان بار كمانشي الاستيك و بار كمانشي پلاستيك  c ازگود -ثابت رامبرگ افزايش ضخامت صفحه و
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در هـر دو حالـت بارگـذاري    و تئوري نموي و تغييرشكل ين اختلاف ميان جوابهاي حاصل از دصفحه و همچن
)/(ضريب كمانش با افزايش ضريب ضخامتدر شرايط مختلف بارگذاري،  .)6(شكل ،گردد زياد مي bh   در هـر

تغييرشـكل  شـود تئـوري    كـه مشـاهده مـي    چنانچه ).6(، شكليابد كاهش ميدو تحليل نموي يا تغييرشكل، 
 ثوابت رامبرگ ازگـود  و با افزايش ضخامت وكند  گويي مي مانشي كمتري را پيشنسبت به تئوري نموي بار ك

)
0

E وc ( قـبلا توسـط وانـگ و     نتايج كه بخشي از اين يابد بين نتايج حاصل از دو تئوري افزايش مياختلاف

   .گزارش شده است ]6[انشهمكار
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 Elastic Buckling
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
c S

S
SS


c

 
 )ب(

محوري  دو) ب(تك محوري، ) الف(در بارگذاري  SSSS شرايطنسبت ابعادي در  برحسب كمانشضريب  تغييرات - 4شكل
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 )ب(
)/(برحسب كمانشضريب  تغييرات - 5شكل 0E  در حالتSSSS دو محوري ) ب( ،تك محوري) الف( در بارگذاري
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دو محوري ) ب( ،تك محوري) الف(در بارگذاري  SSSSنسبت ضخامت در حالت  برحسب كمانشضريب  تغييرات -6شكل
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كه با افـزايش  ) گاهي مختلف در تحليل تغييرشكل و شرايط تكيه( محدوه ضريب ضخامت صفحات، )4(جدول
در حالـت بارگـذاري دو محـوري     .دهـد را نشان مـي ، يابد ضريب كمانش افزايش مي c)(ازگود -ثابت رامبرگ

)20(ازگود  -مساوي با افزايش ثابت رامبرگفشاري  c  حاصـل از حـل دو    ضـريب كمـانش  تطابق خوبي بين
اما اين تطابق براي حالت بارگذاري تك محوري كمتر است و در هر دو . غييرشكل وجود داردتئوري نموي و ت

حاصل از دو حل  ضريب كمانشاختلاف بين  cحالت با افزايش ضخامت صفحه و افزايش ثابت رامبرگ ازگود
بـه  در تحليل  .محوري بيشتر استكه اين اختلاف در حالت بارگذاري تك  شود نموي و تغييرشكل بيشتر مي

كـاملا پلاسـتيك مـاده نزديـك      -يكطرف حالت الاسته ، هر چه باين صفحاتبراي تئوري تغييرشكل كمك 
)20(شويممي cاما با افزايش ضخامت صـفحه و افـزايش ثابـت رامبـرگ    . يابد ، ضريب كمانش افزايش مي- 

)(ازگود  c 6(، شكليابد كمانش كاهش مي ضريب(.  
  

   )گاهي مختلف تحليل تغييرشكل و شرايط تكيه در(صفحاتضريب ضخامت محدوه  -4جدول                       
   .يابد ضريب كمانش افزايش مي c)(ازگود -رامبرگ كه با افزايش ثابت

  ري فشاريتك محو دو محوري فشاري  شرايط مرزي نوع بارگذاري
026.0/ bh021.0/ bhSSSS
02.0/ bh015.0/ bhSCSC 
02.0/ bh015.0/ bhSSCC 

018.0/ bh013.0/ bhSCCC 
025.0/ bh018.0/ bhSSSC 
015.0/ bh013.0/ bhCCCC 
023.0/ bh021.0/ bhFCCC 
024.0/ bh022.0/ bhFCFC 
025.0/ bh021.0/ bhFCSC 

  
)/05.0( خيمدر صفحات ض     bhازگود -با افزايش ثابت رامبرگc،  ضريب كمـانش  در تحليل تئوري نموي

و در مقابل براي تحليل تئوري تغييرشكل ضريب كمانش كـاهش   ماندو تقريبا ثابت مي ات زيادي نداردتغيير
 باشـد  ميضريب كمانش حاصل در مقايسه با ضريب كمانش صفحات نازك كمتر  ).6(، شكلقابل توجهي دارد

bYبا افزايش شرط مرزي گيردار در لبه). 6(يابد، شكل كاهش شديدتري مي cو با افزايش     ضريب كمـانش
شـرايط مـرزي، در حالـت     حـالات تمـام  در ). 7(يابـد، شـكل   افزايش مينسبت به حالت قبل در هر دو حالت 

ضرايب كمانش حاصل از تحليل دو تئوري نموي و تغييرشكل cبا افزايش ثابت بارگذاري دو محوري مساوي 
مـدول برشـي كمتـري و بنـابراين بـار      تغييرشكل شوند و با افزايش سطح پلاستيك، تئوري  به هم نزديك مي

شرط مرزي گيـردار باعـث   افزايش علاوه بر آن، . كند به تئوري نموي پيشگويي ميكمانشي كمتري را نسبت 
شود كه در شرايط يكسان اختلاف بين نتايج ضـريب كمـانش حاصـل از دو تئـوري نمـوي و تغييرشـكل        مي

به بررسي اثر نسبت ابعادي، ضخامت صـفحه  ) 12تا  10(اشكال). 9 تا 7با  6 تا 4(لاشكمقايسه اافزايش يابد، 
cازگود  -ثوابت رامبرگ و

E
,

0
بر ضريب كمانش در دو حالت بارگذاري تك محوري و دو محوري مساوي بـه   

  .پردازند مي SCSCدر حالتتغييرشكل هاي نموي و  كمك استفاده از تئوري
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دو محوري ) ب(تك محوري، ) الف(ي در بارگذار SSSCتغييرات ضريب كمانش برحسب نسبت ابعادي در حالت  - 7شكل
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دهد كه با افزايش شرط مرزي گيردار، در حالت بارگـذاري تـك    نشان مي) فال -10الف و  -4(مقايسه اشكال

همچنين در حالت بارگذاري دومحوري فشاري با اضافه شـدن  . يابد محوري فشاري ضريب كمانش افزايش مي
)0,( در لبه شرط مرزي گيردار bYY   1(در نسـبتهاي ابعـادي/( ba  ريبـا ثابـت   ، ضـريب كمـانش تق

با اضافه شدن شرط مرزي گيردار در حالـت بارگـذاري دومحـوري فشـاري، افـزايش       ه عبارت ديگر،ب. ماند مي
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بـا  . )ب -10ب و  -4(اشـكال  نسبت ابعادي تاثيري در ضريب كمانش حاصـل از دو تئـوري نخواهـد داشـت،    
كاملا -رشكل در حالت الاستيكافزودن شرط مرزي گيردار تطابق بين نتايج حاصل از دو تئوري نموي و تغيي

)20(پلاستيك c    ذاري تـك محـوري و   با ضريب كمانش حاصل از حل الاسـتيك در هـر دو حالـت بارگ ـ
  ).11و  5(اشكالمقايسه يابد،  دومحوري كاهش مي
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ــت  ــا  CCCCدر حال ــادي ب ــزايش نســبت ابع ضــريب  ري و دو محــوري فشــاري وتــك محــو در شــرايطاف
)/2(يابعاد ba  در هـر   .)13(شـود، شـكل  ميتقريبا ثابت ضريب كمانش در شرايط يكسان براي هر حالت

)/2(دو حالت فوق چنانچه ba ،شـكل مودهـاي    .بـد يا كمانش كـاهش مـي  نسبت ابعادي ضريب  با افزايش
همچنين در حالـت گيـردار، شـكل مودهـاي كمانشـي در      . كند ه آرامي تغيير ميبكمانشي نيز در اين حالت 

علاوه بـر   ،با افزايش شرايط مرزي گيردار در صفحه. شوند ضرايب مختلف نسبت ابعادي، كمتر دچار تغيير مي
كاملا پلاستيك تطابق نتايج حاصل -يابد، در حالت الاستيك آنكه ضريب كمانش در شرايط مشابه افزايش مي

بـا افـزايش   ). 14و  5(يابـد، مقايسـه اشـكال    از دو تئوري نموي و تغييرشكل با كمانش الاستيك كـاهش مـي  
با اين  .يابد هر حالت ضريب كمانش كاهش ميدر ) 20c( ازگود -ثابت رامبرگ و همچنينصفحه  ضخامت

بـار  ازگود در حالـت   -افزايش ثابت رامبرگ اختلاف بين نتايج حاصل از دو تئوري نموي و تغييرشكل با ،حال
 ،و افزايش ضخامت در شرايط يكسـان  بودن صفحه با افزايش گيردار). الف -15(، شكلمحوري مشهودتر است

  ). 15و  6(لاشكمقايسه ايابد،  افزايش مياختلاف بين نتايج حاصل از دو تئوري نموي و تغييرشكل ده محدو
قابل مشاهده ) 16(و ) 13(در مقايسه اشكالحاصل از دو تئوري ضريب كمانش  ،گاه آزاد اثر افزوده شدن تكيه

بـا  همچنـين  . آيـد  گاه آزاد، كاهش زيادي در ضريب كمانش الاستيك پديـد مـي   با اضافه شدن تكيه. باشد مي
ايش تعـداد تغييـرات   به عـلاوه، افـز  . شود كمتر مياختلاف ضريب كمانش حاصل از دو تئوري  cافزايش ثابت

، كـاملا مشـهود اسـت    CCCCنسبت به حالـت   FCCCشكل مودها در حالت بارگذاري دو محوري در حالت 
  . )ب-16و  ب-13(اشكال
دهدكه در حالت اول و سوم و شرايط بارگذاري نشان مي FCSCو  FCFCو  FCCCمقايسه سه حالت   

امـا در  . )الـف  -22الـف و   -16(اشـكال  يابـد،  يبا افزايش نسبت ابعادي ضريب كمانش كاهش م ،تك محوري
يابـد كـه بـا افـزايش      با افزايش نسبت ابعادي ابتدا ضريب كمانش افزايش و سپس كـاهش مـي   FCFCحالت 
بـا مقايسـه دو    .)الـف  -19(، شـكل گـردد  اين تغييرات بسيار كم مـي  )كاملا پلاستيك-حالت لاستيك(cثابت

شود كه در حالت بارگذاري تـك محـوري در نسـبتهاي ابعـادي مختلـف       مشاهده مي FCSCو  FCCCحالت 
  ). الف -22و  الف -16(اشكال ،شود يافت نمي هاي دو شكل بين منحنيزيادي تفاوت 

 يابد، ضريب كمانش كاهش مي ،با افزايش نسبت ابعادي FCCCدر بارگذاري دو محوري مساوي در حالت 
با افزايش نسبت ابعـادي، ضـريب كمـانش ابتـدا افـزايش، سـپس        FCFCالت در ح در حاليكه .)ب-16(شكل

با افزايش نسبت ابعادي، ضـريب كمـانش    FCSCدر حالت  .)ب-19(شكل شود، كاهش و بعد تقريبا ثابت مي
   .)ب-22(شكل يابد، ابتدا افزايش و سپس به صورت يكنواختي كاهش مي

مختلف در ضرايب 
0

E زودن شرط مرزي آزاد در هر دو حالت فشاري محـوري و فشـاري دومحـوري    با اف

محدوده تطابق ضريب كمانش حاصل از دو تئوري نموي و تغييرشـكل و همچنـين    cمساوي با افزايش ثابت 
افـزايش   همچنـين بـا   ).20و 14،17(اشـكال ، مقايسـه  يابد انطباق آنها با ضريب كمانش الاستيك افزايش مي

شـود، مقايسـه    ضخامت صفحه، اختلاف نتايج حاصل از دو تئـوري بـا افـزودن شـرط مـرزي آزاد كمتـر مـي       
   ).21و  18 ،15(اشكال
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)(اثر ضريب تصحيح برشي  - 1- 5 2 بر ضريب كمانش  
تئوري صفحات نازك و تئوري  بكارگيريدر صفحات نازك ضريب كمانش حاصل از چنانكه مورد انتظار است، 

بـا   با ايـن حـال،  . برش تاثيري بر نتايج حاصل ندارد يحو ضريب تصح دنباش ميصفحات ضخيم بر هم منطبق 
 ـ) 1951(و مينـدلين ) 1945(رايسنر .شود اين ضريب زياد ميافزايش ضخامت صفحه تاثير   مقـادير  ترتيـب ه ب

6/52   12/22و     در ) 1987(ويتريـك  ].16و 15[پيشـنهاد نمودنـد  را براي ضريب تصحيح برشـي
الاستيسيته و تئوري ميندلين بـراي صـفحات تحـت شـرايط مـرزي سـاده       براي حل دقيق معادلات  ييقتحق

ــت  ــدار ضــريب تصــحيح برشــي  درياف ــه مق 52)/6(ك    ــر اســت ــه واقعيــت نزديكت ــرت و ]. 17[ب ب
برشـي  با افزايش مقـدار ضـريب تصـحيح     ].18[ت خود نظر ويتريك را تاييد كردنددر تحقيقا) 1998(ماليك

)1000( 2   به منظـور نشـان   ). 5(شود، جدولرايسنر به تئوري كلاسيك نزديك مينتايج حاصل از تئوري
ضريب كمانش بـراي صـفحات    -دادن اثر ضريب تصحيح برشي بر ضريب كمانش صفحات، منحني ضريب بار

)/05.0(نازك bh  05.0(و ضخيم/( bh تئوري كلاسـيك صـفحات  ). 29تا  25(است، اشكال رسم شده 
)01(دومحوريدر حالت فشاري   ،  بيني  به تئوري صفحات ضخيم پيشبار كمانشي بيشتري را نسبت

، كنـد  تـر فـرض مـي    سخت اثر تغيير شكل برشي عرضي را ناديده گرفته و صفحه رانمايد، زيرا اين تئوري  مي
)5.10(فشـاري عمـودي  -در حالت كششي محـوري  اين حال،با . )29تا  25(اشكال    و  اينگونـه نيسـت

بيشترين اختلاف بين تئوريهاي نموي و تغييرشكل و همچنين نتايج حاصل از بكـارگيري معـادلات صـفحات    
  . وجود دارددر اين ناحيه نازك و ضخيم 

)/001.0(در صفحات خيلي نازك bh  در هر حاصل از دو تئوري صفحات نازك و ضخيم ضريب كمانش
امـا بـا   . )25(، شـكل بـر هـم منطبـق هسـتند    فشاري عمودي -دو حالت فشاري دو محوري و كششي محوري

)/02.0(افزايش ضخامت صفحه  bh فشاري عمودي ضريب كمـانش حاصـل از   -در حالت كششي محوري
، بيشـتر از ضـريب كمـانش    برشي در نظـر گرفتـه شـده   تئوري صفحات ضخيم كه در آن اثر ضريب تصحيح 

 ).26(، شـكل باشدميدر هر دو تحليل تئوري تغييرشكل و نموي بيني شده توسط تئوري صفحات نازك  پيش
. در اين حالت نتايج حاصل از تئوري صفحات ضخيم براي دو تئوري نموي و تغييرشكل برهم منطبق هستند

. باشـد  صفحات نازك براي تئوري تغييرشكل، كمتـر از حالـت نمـوي مـي     نتايج حاصل از تئوري با اين وجود،
0.05h/b شرايطنكته جالب آنكه در  ،         ضريب كمـانش بدسـت آمـده از تئـوري صـفحات نـازك در حالـت

امـا  . براي هر دو تئوري نموي و تغييرشكل نسبت به تئوري صفحات ضخيم بيشتر استفشاري دو محوري و 
)5.10(فشاري عمودي -ششي محوريدر حالت ك    و با استفاده از تئوري نموي ضريب كمانش حاصـل

براي حالـت تئـوري تغييرشـكل     نتيجهاز تئوري صفحات نازك نسبت به صفحات ضخيم بيشتر است كه اين 
)/1.0(با افزايش ضخامت صـفحه  . باشد مي معكوسكاملا  bh     فشـاري دو محـوري و   بـراي هـر دو حالـت

فشاري عمودي ضريب كمانش حاصل از تئوري صفحات نـازك بيشـتر از تئـوري صـفحات      -كششي محوري
0.2h/b حالـت  درهمچنـين   .)29و  28(باشـد، اشـكال   ضخيم، براي هر دو تئوري نموي و تغييرشكل، مي  

همچنـين نتـايج حاصـل از حـل معـادلات       هيچ توافقي بين نتايج حاصل از دو تئوري نمـوي و تغييرشـكل و  
 .وجود نداردصفحات نازك و ضخيم 
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)/05.0(در صفحات ضـخيم  اثر ضريب تصحيح برشي بر ضريب كمانش bh  كـاملا مشـهود   ) 5(در جـدول
و  28(، اشـكال باشد ميبر تئوري نموي بيشتر از تئوري تغييرشكل  ضريب تصحيح برشي تاثير به علاوه،. است
29(.  

  
 فشاري دو محوري مساوياثر ضريب تصحيح برشي بر ضريب كمانش صفحات مربعي تحت بار  -5جدول

  SSSSدر ضخامتهاي مختلف با شرايط تكيه گاهي 

Classical Theory
Reissner Theory 

10002   
Reissner Theory 

6/52   bh /  
 

DTIT DTITDTIT 
2.00002.0000 2.00002.00002.00002.0000 0.001  

K 
1.88301.8896 1.88301.88961.86491.8713 0.05  
1.15420.9257 1.15420.92571.14760.9127 0.075  
0.73460.8168 0.73450.81670.73000.8083 0.1  

  
 
اختلاف بين نتايج حاصل از دو تئوري و همچنين  ،با افزايش ضخامت صفحهكه  ردبيان ك توان ميبطور كلي  

تـاثير ضـريب تصـحيح    همچنـين   .شود ضخيم بيشتر مي فحات نازك ومعادلات ص استفاده ازنتايج حاصل از 
 هـاي  تئـوري تئوري نموي بيشتر است، بطوريكه با افزايش ضخامت صفحه تفـاوت نتـايج حاصـل از     دربرشي 

 . )29(، شكلگردد زك و ضخيم در حالت نموي بيشتر مياصفحات ن
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  اثر ضريب بار - 2- 5
 ـ بـا افـزايش ضـريب بـار      گـردد مشاهده مـي ) 29تا  25(ر كه در اشكالهمانطو كمـك تئـوري   ه در تحليـل ب

نازك توافق خوبي بـين  در صفحات . يابد مي ضريب كمانش كاهش ،فشاري دو محوريدر حالت تغييرشكل و 
)/05.0(اما با افزايش ضخامت صفحه . وجود داردتغييرشكل نتايج حاصل از دو تئوري نموي و  bh   نتـايج

فشاري عمودي  -و با افزايش ضريب بار در حالت كششي محوري شوند از يكديگر دور ميحاصل از دو تئوري 
بـا افـزايش    ،تئوري تغييرشكل هنگام بكارگيريدر  شود كه ه ميبه علاوه، مشاهد. شود اين اختلاف بيشتر مي

 28(اشـكال  ،تغييرات چنداني ندارد) كششي يا فشاري( فضخامت صفحه ضريب كمانش در ضرايب بار مختل
  .)29 و
  
  اثر خواص مواد - 3- 5
تحـت   SSSSبراي حالـت  برحسب نسبت ضخامت ضريب كمانش  ، تغييراتمنظور بررسي اثر خواص مواده ب

 گرفته مورد بررسي قراربا استفاده از تئوريهاي نموي و تغييرشكل مساوي  گذاري تك محوري و دومحوريبار
250ازگود  -نتايج حاصل بر اساس ثوابت رامبرگ. است

0



E     ،500با علامـت نقطـه چـين

0



E    بـا علامـت      

750خط چين و 
0



E 20,3,2مت خط پر در هر حالـت  با علاc  نشـان داده شـده   ) 31و 30( در اشـكال

حاصل از دو تئوري نمـوي و تغييرشـكل و در هـر    ضريب كمانش  cدر صفحات ضخيم با افزايش مقدار. است
تـوان   بطـور كلـي مـي    .)31و 30( ، اشكاليابد كاهش ميدو حالت بارگذاري تك محوري و دومحوري مساوي 

و بـا اسـتفاده از   تحت بارگذاري تك محـوري و دو محـوري مسـاوي    و ضخيم در صفحات نازك  بيان كرد كه
 ، با افزايشcدر شرايط يكسان ثابت  ضريب كمانشتحليل نموي و يا تغييرشكل، 

0
E يابد كاهش مي.  
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  نتيجه گيري
 هـاي  تئـوري  يك چهارم تفاضـلي تعمـيم يافتـه   كمك روش عددي ه مساله الاستوپلاستيك صفحات ضخيم ب

و  شـد  ايج حاصل با نتايج قبلي مقايسـه برخي از نتو نموي مورد تحليل قرار گرفت و تغييرشكل  پلاستيسيته
و رفتـار   ، ضريب باراثرات ضريب ابعادي، ضخامت صفحه، نوع ماده. ارائه گرديد ي نيزنتايج جديدعلاوه بر آن 

و نتايج حاصل  بررسي شدماده بر تعيين بار كمانشي در دو حالت بارگذاري تك محوري و دو محوري مساوي 
بار كمانشـي كمتـري را   تغييرشكل تئوري  ند كه با افزايش سطح پلاستيسيته،ده نتايج نشان مي .ارائه گرديد

(ازگود -و ثوابت رامبرگصفحه  با افزايش ضخامت به علاوه، .كند پيشگويي مي
0

E وc (   اختلاف بـين ضـريب

در صفحات نـازك توافـق خـوبي بـين نتـايج       .يابد كمانش حاصل از دو تئوري نموي و تغييرشكل افزايش مي
نتـايج حاصـل از دو   اختلاف  ،اما با افزايش ضخامت صفحه. وجود داردتغييرشكل حاصل از دو تئوري نموي و 

فشاري عمودي اين اخـتلاف بيشـتر   و با افزايش ضريب بار در حالت كششي محوري و  يابد  افزايش ميتئوري 
ر ضريب تصحيح برشي بر تئوري نموي بيشـتر اسـت، بطوريكـه بـا     كه تاثيمشخص گرديد همچنين . شود مي

در  .شـود  ضخيم در حالت نموي بيشتر مي افزايش ضخامت صفحه تفاوت نتايج حاصل از حل صفحات نازك و
. يابـد  ضـريب كمـانش ابتـدا افـزايش و سـپس كـاهش مـي        cازگود  -صفحات نازك با افزايش ثابت رامبرگ

  .يابد ضريب كمانش هميشه كاهش مي cتيكه در صفحات ضخيم با افزايش درصور
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  انگليسي نمادهاي فهرست
a:  طول صفحه  
b:  عرض صفحه 
ba  نسبت ابعادي  :/
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E

kc: ازگود -پارامترهاي رامبرگ  
D:  صلبيت خمشي صفحه 

DT:   پلاستيكتغييرشكلتئوري 
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E:  ضريب الاستيك 
G:   برشي موثرمدول 
h: ضخامت صفحه 
bh  نسبت ضخامت :/

IT:  پلاستيكتئوري نموي 
ijS: تانسور تنش انحرافي 

wvu   جابجاييها  :,,
K: ضريب كمانش 
)( tET:  مدول تانژانتي 
)( sES:  مدول سكانتي 

  
  

  يوناني نمادهاي
   كرنش-پارامترهاي مورد استفاده در روابط تنش  :,,,,,,

zyx   كرنشهاي نرمال   :,,
:   ضريب بار 

2:   صحيح برشيفاكتور ت 
:: نسبت ابعادي 

zyx   تنشهاي نرمال   :,,
e: تنش موثر 
c: تنش كمانش 
:  ضريب پواسون 

yx   yوxچرخشها در جهت   ::,
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Abstract  
 
In this paper the elastoplastic buckling of rectangular plates are investigated under different 
loads and boundary conditions. Load is applied in plane and in uniaxial and equibiaxial 
directions. Both incremental and deformation theories of plasticity are employed to analyze 
the problem. The Generalize Differential Quadrature method is employed as numerical 
method. For thick plates, the significant effect of transverse shear deformation on the critical 
buckling load may be accounted for by adopting the Reissner plate theory. The results 
obtained from both plasticity theories are close to each other in thin plates, however, with 
increasing the thickness of plates a considerable difference between the buckling loads 
obtained from two theories is observed. The influences of aspect ratio, loading ratio, plate 
thickness, material properties and various boundary conditions on buckling factor are 
investigated in the analysis under uniaxial and equibiaxial loads. The results show that with 
increasing the amount of plasticity, the deformation theory generally gives consistently lower 
buckling load than those of incremental theory. A large discrepancy between two theories 
occurs with increasing of plate thickness, 

0/E  and c  in the Ramberg-Osgood relations.  


