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2فرمجيد روشن

 دانشجوي كارشناسي ارشد

سرعت خارج از مركز ورقكم تحليل ضربه
اي به شيوههاي نقطهگاهساندويچي با تكيه

  نيمه تحليلي
ها در اي در گوشههاي نقطهگاهكنوني، رفتار ورق ساندويچي با تكيه پژوهشدر 

. براي اين منظور، تاريخچه است شدهخارج از مركز بررسي  سرعتكم ضربهمعرض 
هاي اهگهاي ساده معمولي با رفتار ورق روي تكيهگاهنيروي تماسي و خيز ورق با تكيه

هاي ها مقايسه شده است. اين مقايسه، تاكنون، حتي براي ورقاي در گوشهنقطه
پيشنهاد يك حل نيمه نوآوري ديگر، شامل  لايه همسانگرد انجام نشده است.تك

بندي انرژي جديد، جهت در نظر گرفتن وابستگي مكاني و تحليلي به همراه فرمول
باشد. معادلات حركت گيري عددي زماني ضمني مياستفاده از يك روش انتگرال

برپايه اكسترمم سازي انرژي پتانسيل كل، با در نظر گرفتن كار نيروهاي اينرسي، به 
. بر استاتيكي تبديل شده استو به طور ابتكاري، به فرم شبهشيوه ريتز پيدا شده 

هاي زيرين بر ضربه نيز دخالت داده شده هاي موجود، اثر سفتي لايهخلاف پژوهش
افزار اباكوس، براي حالتي ويژه انجام شده گذاري نتايج بر پايه نتايج نرماست. صحه

اه كامل)، گاي (نسبت به تكيهههاي نقطگاهاست. در بخش نتايج، تأثير چشمگير تكيه
هاي نيروي تماسي و خيز ورق، بر تاريخچه زن و نسبت منظريسرعت اوليه ضربه

  ورق، بررسي شده است. 

 
  .نيمه تحليلي روش، ياگاه نقطههيضربه خارج از مركز، تك سرعت،كم ، ضربهيچيورق ساندو :راهنما يهاواژه

  
  مقدمه -1

ف مختل يهاار متفاوت، در سازهيبس يهايبا سفت ييهاهيلا يل امكان گردآوريبه دل يچيساندو يساختارها
روزافزون  ييكاربردها يو عمران ي، ساحليياي، دريي، خودرويكي، مكانييهوافضا يها، مانند سازهيمهندس

نكه يا به شوند. با توجهياستفاده م يچشيا پي يخمشعرضي،  يتحمل بارها يها، عمدتاً بران سازهياند. اافتهي
را  هاهين لايشوند، ايها) حمل مهي(روورق ن يرين و زييرو يهاهي، بار عمدتاً توسط لايچيساندو يهادر ورق

 ينثها از صفحه خهيدوركردن رو ي(هسته) كه عمدتاً برايانيه ميلا يتوان از مواد با استحكام بالاساخته و برايم
. بهره جست ترارزانمت يقن و ييپا يتوان از مواد با سفتيشود، ميمقطع استفاده م ينرسيش ممان ايو افزا
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ا ي ارتعاشات يانرژ يراسازيت ميتوان خاصيهسته، م يتر بوده و با انتخاب مواد مناسب براياقتصاد سازه ،لذا
خورد اجسام در اثر بر ياضربه ين مواد به بارهاي]. با وجود استحكام بالا، ا3-1ش داد [يضربه ناخواسته را افزا

ا ياف يش ترك در اليدايها، پهيش لايمانند جدا يگوناگون يهابيحساس بوده و ممكن است دچار آس يخارج
 ،نينابراشوند. ب يب سطحيو تخر از ميان رفتن اتصال كامل ميان آنها ، لغزش الياف نسبت به ماتريس وسيماتر

ش مقاومت به ضربه جهت يموثر بر افزا يپارامترها يبرابر ضربه و بررسهاي ساندويچي در ورقشناخت رفتار 
  باشد. يم يچيساندو يهال ورقيمهم در تحل ي، گامياحتمال يهابيكاهش آس
ا يه يلاتك يهاها، عمدتاً متمركز بر ورقسرعت ورقل ضربه كمينه تحليانجام شده در زم يهاپژوهش

ن ياند. در اكامل، بوده يهاگاههي] با تك4مواد هدفمند [ه ساخته شده از يلاتك يهاا ورقي يتيه كامپوزيچندلا
 يهاپنل يك وزنه روي]، افتادن 5نو [يپنداشته شده است. كارپ يها، ضربه عموماً از گونه مركزپژوهش

سطح صلب قرار داده شده بود.  ي، ورق روين بررسيش كرد. در ايآزما ياستر را به طور تجربيپل/شهيش
]، 6و هانگ و فان [ يبرخورد به كار برد. ل يروين يليتحل محاسبه يجرم و فنر را برا ك مدلي ين، ويهمچن

. هراپ و كردند يبررس يرا به طور تجرب ياتحت بار ضربه يافيال يتيكامپوز يهاهيبا رو يچيرفتار ورق ساندو
ده و قرار دا يته مورد بررسيسيساده شده الاست يه تئوريرا بر پا يچيسرعت ورق ساندوكم ]، ضربه7پالازوتو [

ان يم يهندس يسازگار يري]، با بكارگ8نمودند. پالازوتو و همكاران [ يقانون تماس هرتز را بازساز ياگونه به
گاه هيه تماس در هر لحظه از زمان و فرض هسته به عنوان تكيدر ناح ييبالا هيزننده و سطح روسطح ضربه

محدود مطالعه  يه روش اجزايارائه و رفتار ورق را بر پا يچيورق ساندو يبرا ياژهيتماس و ك، رابطهيالاست
ه قانون تماس هرتز بدست آورد. يرا بر پا يچيسرعت ورق ساندوكم ضربه يكل يها]، پاسخ9[ ينمودند. بارلات

 رشيب شكل تغيير تئوري پايه بر را يفوم هسته با ساندويچي هايورق ديناميكي رفتار ،]10[ شانوي و ميونير
 صورت به را فوم-آلومينيوم پنل به تابهرپ برخورد] 11[ همكاران و هانسن. نمودند بررسي ردي، يبالا مرتبه
  . نمودند بررسيLS-Dyna  افزار تجاري نيز با بكارگيري نرم و تجربي
 به ار فوم-آلومينيوم هايپنل ساندويچ به كرويبا دماغه  پرتابه پايين سرعت برخورد] 12[ همكاران و ژائو
مرتبه بالا  يي]، تئور13زاده [و ملك يليخل. كردند ثبت را و خيز نيروزماني  تغييرات و بررسي تجربي صورت

گانه و ياشنهاد كردند. پيسرعت، پل ضربه كمياستفاده از مدل گسسته تحل ي، برايچيصفحات ساندو يبرا
 يبه برار مكان ضرييتغ-روين يضربه، نشان دادند كه منحن يك مدل گسسته براي يري] با بكارگ14همكاران [

زننده به دارد تا جرم و سرعت ضربه يضربه بستگ يسرعت تنها به انرژكم تحت ضربه يفلز-يبريف يهاورق
سرعت كم ، ضربهيبر روش انرژ يمبتن يسازهنگامك روش بهي يري] با بكارگ15رو [يو فر يصورت مجزا. اكارد

نه، شعاع ين زمينمودند. در ا يسازه مدليرو يهاورق يگزاگ برايز يتئور يريرا با بكارگ يچيورق ساندو
  د. يگرديهنگام مبه ياه تماس به صورت لحظهيناح يانحنا

 افتن معادلات حاكم بر ضربهي يمومنتم برا يو قانون بقا يانرژ ب روش موازنهي]، از ترك16فو و همكاران [
ه با ضربه خارج از ي]، رفتار ضربه ورق هدفمند تك لا17ات و فرزان نسب [يراً شرعي. اخسرعت بهره جستندكم

ه ل رفتار ضربيانگر آن است كه تحليخچه ارائه شده بيمرور تار نمودند. يمركز را به روش اجزاء محدود بررس
. در ارائه شده استه مدل گسسته يا بر پايانجام شده  يچيساندو ريغورق  يراا بي ،نيشيپ قاتيتحقدر ورق 

  شود. ين بار، ارائه مياول يبرا يانقطه هايگاههيبا تك يچيل ضربه ورق ساندوي، تحليپژوهش كنون
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برخلاف بسياري از ز وجود دارد. ي، امكان در نظر گرفتن ضربه خارج از مركز نين، در روش كنونيهمچن
حل  ارائه كنوني، بر پايه فرمولبندي،ل ضربه يتحلاند، افزارهاي تجاري انجام شدهها كه به كمك نرمپژوهش

ه استاتيكي و اصلاح مدل ضربسري جديد، روابط انرژي جديد، تبديل ابتكاري معادلات حركت به معادلات شبه
ز از ين يرگاه سراسهيتك يبجا ياگاه نقطههير استفاده از تكيثأزان تيج، ميرفته است. در بخش نتايصورت پذ

  شده است. ين دو حالت، بررسيج ايسه نتايمقا
  
 ن تماس مورد استفادهيقوان -2

نشان  )1(، در شكل يمورد بررس يانقطه يهاگاههيتك يرو يچيورق ساندو يكينماتيو س يهندس يپارامترها
، به Vو  Rاند. نشان داده شده hو  a ،bب، با ين شكل، طول، عرض و ضخامت ورق به ترتياند. در اداده شده

  باشند.يزن مه ضربهيشعاع و سرعت اولب، يترت
را سرعت ضربه كماز پژوهشگران،  ياند. برخشده يسرعت ورق بررسضربه كم يها، پاسخيدر پژوهش كنون

را آن  گر،يد يبرخ، هاي كوچكتر از حد شكست يا پلاستيكتنشپيدايش يا  ]18اندك [ يهابيمتناظر با آس
گران آن را در ارتباط با و برخي از پژوهش ]19ه [يمتر بر ثان 30از زن كمتر ه ضربهيسرعت اولمتناظر با 

نشي تو انتشار موج زن پرتاب ضربه يدر زمان ضربه برا ،در ورق يجاد حركت عرضيو اگاه بازگشت موج از تكيه
، با ߙزان نفوذ يبا م ܲتماس  يروينارتباط ميان ضربه،  يفاز بارگذار يدر ط ].21و 20[ انددانستهدر جسم 

  :]22[گردد يان مين صورت بيبد توجه به قانون تماس هرتز،
  

)1(  
  

ܲ ൌ ଷߙ݇ ଶ⁄

  تماس برابر است با: يسفت ،كه در آن
)2(  ݇ ൌ

4
3
ଵܴܧ ଶ⁄

  ند:يآي) بدست م4) و (3ب از روابط (يترت (شعاع و مدول موثر) به ܧو  ܴو 
)3 (  1

ܴ
ൌ

1
ܴଵ

൅
1
ܴଶ

 
  

  
 

  
  

  يمورد بررس يانقطه يهاگاههيتك يرو يچيورق ساندو يكينماتيو س يهندس يپارامترها -1شكل
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)4(  1
ܧ
ൌ
1 െ ଵߥ

ଶ

ଵܧ
൅
1 െ ଶߥ

ଶ

ଶܧ
 

  
انگ و يب مدول يترتبه ଶߥ، ଶܧو  ଵߥ، ଵܧهستند. در حال تماس دو جسم  يشعاع انحنا ଶܴو  ଵܴ ،كه در آن
ده يدپهستند.  ورقزننده و ضربهگر خواص انيب بيترتبه 2و  1 يهاسيرنويسون دو جسم هستند. زانسبت پو

فاده است . در اين فاز، يانگ و ساناست يمتفاوت از فاز بارگذار ياطور قابل ملاحظهه ب ،يتماس در فاز باربردار
 ]:23[ انداز تقريب زير را مناسب دانسته

)5(  ܲ ൌ ௠ܲሾሺߙ െ ௠ߙ଴ሻ/ሺߙ െ ଴ሻሿଶߙ ହ⁄

 ينفوذ دائم ଴ߙنفوذ، و ميزان  نهيشيب ௠ߙ، يتماس قبل از شروع فاز باربردار يرويمقدار ن نهيشيب ௠ܲكه در آن 
صفر خواهد با برابر  ଴ߙكمتر باشد، مقدار ௖௥ߙ يك مقدار بحرانينفوذ از  نهيشيدر صورت وجود است. چنانچه ب

௠ߙ برايبود.  ൐   م:يدار ௖௥ߙ
଴ߙ  )6( ൌ ௠ൣ1ߙ െ ሺߙ௖௥ ⁄௠ߙ ሻଶ ହ⁄ ൧

كامپوزيتي، چندلايه يا ساندويچي، تنها مدول  هايبراي ورقتوسط ديگران انجام شده ضربه هاي در تحليل
گيري شمثير چأهاي زيرين، تكشساني لايه رويين ورق در نظر گرفته شده است. با توجه به اينكه سختي لايه

ز اصلاح شود. ااي بر سفتي ناحيه تماس دارد، لازم است كه مدول الاستيسيته ظاهري ناحيه تماس به گونه
توان رابطه زير را براي اصلاح مدول الاستيسيته سطح هاي ورق تا حد زيادي سري هستند، ميآنجا كه لايه

  تماس پيشنهاد نمود:

)7(  
ሺEଵሻ௘௤ ൌ ݄/൭෍݄௜/ܧ௜

ே

௜

൱ 

  ها است.شمارنده لايه iكه در آن، 
  
   هاي زماني ضربهنيمه تحليلي براي يافتن پاسخروش   -3

هاي ارائه شده هاي متمركز در نقاط گوشه آن نگه داشته شده است، حلگاهتنها توسط تكيهاز آنجا كه ورق 
پاسخ  به يابيدستاست. لذا، رمتعارف يورق غ يط مرزيشرااي مختلف قابل استفاده نبوده و براي شرايط لبه

به ورق، به صورت  واردهضربه  يروين، نيباشد. همچنير نميپذموجود، امكان يليمه تحلين يهاورق با حل
ترده گسورق تحت بار  يموجود، برا يليمه تحلين يهاكه حليباشد؛ در حالير با زمان ميمتمركز و متغ يروين

  اند. ارائه شده ،استاتيكيعمدتاً (با توزيع يكنواخت يا غير يكنواخت) و 
يدما انجام مط هميشرادر سرعت ورق كم ل ضربهي، فرض شده است كه تحلبه شيوه كنوني افتن پاسخيدر 
ده يباشند، پديك ميها در محدوده الاستتنشن بوده و ييپا يهازننده در محدوده سرعتسرعت ضربه، رديگ

(فرض آخر  زن صلب استوجود ندارند و ضربه ايميرايي سازهدهد، ينم يروها لايها ترك خوردن يش يجدا
  .هاي بيشينه در ورق است)متناظر با آسيب

د فرم پاسخ ياابتدا باست،  يانرژ توجه به اينكه حل نيمه تحليلي پيشنهادي، در ارتباط با حل مسئله به شيوهبا 
تعيين شود. بر خلاف روشهاي تعادل نيرو، در روش انرژي لازم است كه پاسخ انتخابي شرايط هندسي  يبيتقر
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انرژي،  سازي فانكشنالي، در مسير كمينهمين نمايد ولي شرايط مرزي نيرويي، در قالب شرايط مرزي طبيعأرا ت
 هاي وزن دادهشوند. اين نكته، مزيت اصلي روشهاي حساب تغييرات بر روشهاي ماندهبه خودي خود تامين مي

  ، عبارتند از: )2(با توجه به شكل  دهد. شرايط مرزي هندسي مسئلهشده را تشكيل مي
ݓ  )8( ൌ 0	@	ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ, ሺ0, ܾሻሺܽ, 0ሻ, ሺܽ, ܾሻ

  شوند:مين ميأ)، با انتخاب حل سري زير ت8شرايط مرزي رابطه (خيز نقاط ورق است.  wكه 

,ݔሺݓ)9( ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ቂܣ௠ሺݐሻ sin
ݔߨ݉
ܽ

൅ ሻݐ௠ሺܤ sin
ݕߨ݉
ܾ

ቃ

௡

௠ୀଵ

 

در ارائه حل ياد شده، به طور ضمني، از تقريب كانترويچ (جدايش وابستگي زماني از وابستگي مكاني در هر 
توان ثابت نمود كه حل ارائه شده، نه تنها شرايط مرزي هندسي، بلكه مي شده است.جمله سري)، استفاده 

ه ها، با توجه بنمايد؛ هر چند كه شرايط مرزي برشي و گشتاوري لبهمين ميأشرايط مرزي گشتاوري را نيز ت
مين خواهد شد. بر پايه تئوري كلاسيك، أعدم وارد نمودن كار اين بارها در انرژي پتانسيل كل، به خودي خود ت

  :شوندمقادير گشتاور بر واحد طول، از رابطه زير محاسبه مي
 
௫ܯ  )10( ൌ െܦ	൫ݓ,௫௫ ൅ ߥ  ௬௬൯,ݓ

௬ܯ  )11( ൌ െܦ	൫ݓ,௬௬ ൅ ߥ  ௫௫൯,ݓ

  سختي خمشي: ܦ)، 11) و (10در روابط (
)12(  

ܦ ൌ න
ଶݖܧ

1 െ ଶߥ
ݖ݀

௛/ଶ

ି௛/ଶ
 

  :)9ضريب پواسون است. بر پايه رابطه ( ߥو 
  
)13(  

௫௫,ݓ ൌ െ ෍ ሻݐ௠ሺܣ ቀ
ߨ݉
ܽ
ቁ
ଶ
sin

ݔߨ݉
ܽ

௡

௠ୀଵ

 

)14(  
௬௬,ݓ ൌ െ ෍ ሻݐ௠ሺܤ ቀ

ߨ݉
ܾ
ቁ
ଶ
sin

ݕߨ݉
ܾ

௡

௠ୀଵ

 

 

  ساندويچيورق شرايط مرزي هندسي  -2شكل      
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مين أمرزي زير نيز تشرايط گاهي صفر شده و لذا، )، در نقاط تكيه14) و (13عبارات سينوسي روابط (كه 
  :گردندمي
௬ܯ,௫ܯ )15( ൌ 0	@	ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ, ሺ0, ܾሻሺܽ, 0ሻ, ሺܽ, ܾሻ

  كند.ين ميز تأميرا ن يگشتاور يط مرزيشراانتخابي،  ݓتابع بنابر اين،  

توان از جدايش ) بر پايه اين واقعيت ارائه شده كه تنها در حالتهاي ويژه، مي9انتخاب پاسخ (قت، يدر حق
به  yو  xهاي حالت كلي، مانند حالت ضربه خارج از مركز، وابستگيدر هاي مكاني استفاده نمود. لذا وابستگي

)، حاوي نوآوري 9صورت ضرب توابعي از اين دو در يكديگر، قابل ارائه نيستند. لذا حل ارائه شده در رابطه (
ن مانند يمع ݔ لبه با كيدر به تعبيري ديگر، ارائه شده است.  yو  xهاي اين حل به صورت جمع وابستگياست. 

ݔ يهالبه ൌ ݔو  0 ൌ   م:يريگ جدايش متغيرها بهرهكه اگر از فرم يوابسته است در حال ݕز به يورق، خ ܽ
,ݔሺݓ  )16( ሻݕ ൌ ܺሺݔሻܻሺݕሻ

 ݔبه  ሻݕሺܻرا ياد شده صفر گردد. زي يهالبه يرو ሻݔሺܺگردد كه تابع يها صفر مگاههيز در تكيخ يتنها زمان
ݕ يهالبه ين موضوع برايست. هميوابسته ن ൌ ݕو  ݋ ൌ گر، يان ديمطرح است. به ب ሻݕሺܻدر ارتباط با تابع  ܾ
رها يمتغجدايش كسان باشند، استفاده از روش ي) ييها (هر لبه به تنهانقاط لبه يز تماميكه خ يتنها زمان

  ت. سيآن قابل استفاده ن يرها برايش متغياست كه روش جدا ياز مسائل يانمونه ،ن مسئلهيمناسب است. ا
 ]:24آيد [)، از رابطه زير بدست ميП(  ل كل ورقيپتانس يانرژ

)17(
П ൌ

ܦ

2
න න ൛ൣሺݓ2׏ሻ2 െ 2ሺ1 െ ݕݕ,ݓݔݔ,ݓሻሾߥ െ ሺݕݔ,ݓሻ

2ሿ൧ൟ
ܽ

0

ܾ

0

ݕ݀ݔ݀ ൅
2݇

5
5/2ߙ

൅
1

2
ܸ݉݅

2 ൅
1

2
නߩሺݓሶ ሻ2 ݀Ω

	

ߗ

 

در فاز  انرژي پتانسيل نفوذبوده و زن و سرعت ضربه جرمورق و  ، حجمبيترتبه  ܸو ݉௜	 Ω ،، كه در آن
  از رابطه زير محاسبه شده است: ،)1، با توجه به رابطه (بارگذاري

)18(න ߙ݀ܲ ൌ
ఈ

଴
න ߙଷ/ଶ݀ߙ݇ ൌ
ఈ

଴

2݇
5
 ହ/ଶߙ

زن ضربه سرعت ) تغيير يابد.5) متناظر با رابطه (18در فاز باربرداري، لازم است كه عبارت درون انتگرال رابطه (
 شود:يز ورق مرتبط مير به خيق رابطه زياز طر

)19(	 	ܸ ൌ
߲
ݐ߲
൬ݓ|௫ୀ௫బ

௬ୀ௬బ
൅  ൰ߙ

  ه:جدر نتي

)20( 
П ൌ

ܦ

2
න න ൛ൣሺݓ2׏ሻ2 െ 2ሺ1 െ ݕݕ,ݓݔݔ,ݓሻሾߥ െ ሺݕݔ,ݓሻ

2ሿ൧ൟ
ܽ

0

ܾ

0

ݕ݀ݔ݀ ൅
2݇

5
5/2ߙ

൅ ݉݅ ൬ݓሷ 0ݔൌݔ|
0ݕൌݕ

൅ αሷ൰ ൬ݔ|ݓൌ0ݔ
0ݕൌݕ

൅ α൰ ൅ න න ሷݓߩ ݓ
ܽ

0

ܾ

0

 ݕ݀ݔ݀

همچنين، دو ) از اين نكته كه نيروي تماس يك نيروي داخلي است، استفاده شده است. 20در نوشتن معادله (
و معادل انرژي جنبشي زن در جابجايي آن ضرب نيروي اينرسي جرم ضربه)، شامل حاصل20عبارت آخر رابطه (
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اب (نيروي عباراتي به اين فرم، تنها با اين فرض كه عبارات شت. ]26و  25[ (كار نيروهاي اينرسي)هستند
اي منتشر هدر تمام پژوهش اشتباه،د. شبيه اين نانجاماينرسي) مستقل از جابجايي هستند، به نتايج درست مي

شدت بار گسترده و  ݌وجود دارد، كه  ܣ݀ݓ݌׬ در ارتباط با بيان كار نيروي خارجي گسترده با عبارت شده،
در ه كنيمبتني بر ا اشتباه است ولي با فرض اشتباه ديگر 5/0، بدون ضريب سطح تاثير آن است. اين عبارت ܣ

ارتباطي   ݌انجامد (عملاً  مستقل از خيز است، به نتيجه درست مي ݌	 نيرويمحاسبه نمو انرژي پتانسيل كل، 
  خطي با خيز دارد).  

اين نارسايي افزاييم كه ) مي9صفر است، جزيي به پاسخ (௫௬,ݓ	با توجه به اينكه براي پاسخ انتخابي،     
௫௬,ݓ( ൌ ها را بر ها و لبهگوشهخيز و گشتاور در  در نهايت، پاسخ كلي، شرايط مرزيرا برطرف ساخته و ) 0

  هم نزند:

,ݔሺݓ)21( ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ൥ܣ௠ሺݐሻ sin
ݔߨ݉
ܽ
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ݕߨ݉
ܾ

൅෍ܥ௠௡sin
ݔߨ݉
ܽ
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ݕߨ݊
ܾ

ே

௡ୀଵ

൩

ெ

௠ୀଵ

 

 هايسازي انرژي پتانسيل كل، نسبت به دامنه) و كمينه20) در رابطه (21پاسخ ( گذاريمعادله حركت، از جاي
   آيد.بدست مي مجهول پاسخ

 :)21رابطه (با توجه به 

௫ୀ௫బ|ݓ  )22(
௬ୀ௬బ

ൌ ෍ ൥ܣ௠ሺݐሻ sin
଴ݔߨ݉
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൅ ሻݐ௠ሺܤ sin
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ܾ
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଴ݔߨ݉
ܽ

sin
଴ݕߨ݊
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൩

ெ
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انرژي . براي كمينه نمودن ديآيدست م ) به20( از رابطه يريگبا انتگرالعبارت انرژي پتانسيل كل، فرم 
  ، لازم است مشتقات عبارت انرژي حاصله:پتانسيل كل

)23(  Π ൌ ݂ሺܣ௠, ,௠ܤ ,௠௡ܥ ሻߙ ; ሺ݉ ൌ 1,… ;ܯ, ݊ ൌ 1,… ,ܰሻ 

 :تز)ي(روش رصفر شوند  ߙو  ௠௡ܥ،  ሻݐ௠ሺܤ ، 	ሻݐ௠ሺܣبه  نسبت

)24(  ߲П
௠ܣ߲

	,			
߲П
௠ܤ߲

	,			
߲П
௠௡ܥ߲

	,			
߲П
ߙ߲

ൌ 0 ሺ݉ ൌ 1,… ;ܯ, ݊ ൌ 1,… , ܰሻ 

  همان گونه كه پيشتر بيان گرديد، در محاسبه مشتقات، لازم است كه به هم ارزيهاي زير توجه شود: 

ሷ௠ܣ߲  )25(
௠ܣ߲

	,			
ሷ௠ܤ߲
௠ܤ߲

	,			
ሷ௠௡ܥ߲

௠௡ܥ߲
	,			
ሷߙ߲
ߙ߲

ൌ 0 ሺ݉ ൌ 1,… ;ܯ, ݊ ൌ 1,… , ܰሻ 

باشند. محاسبات لازم براي استخراج عبارات سري، عبارات حاصله بسيار حجيم ميتعداد انتخابي از بسته به 
اين نكته ضروري است كه چون به اند. توجه انجام شده MAPLEافزار محاسبات پارامتري اين معادلات در نرم

را با يكديگر مقايسه نمود و لذا  nو  mهاي مشابه داراي انديس توان تنها عباراتبه فرم سري نيست، نمي ߙ
  ) بايد به طور همزمان در نظر گرفته شوند.21كل جملات سري پاسخ (

اي به گونه ، بايد ߙنسبت به  ହ/ଶߙ݇گيري از عبارت حاصل از مشتق ଷ/ଶߙ݇ جمله نهايي حاصله، تاعباردر 
  استاندارد زير نشان داد: ماتريسي كه بتوان رابطه را به فرمود تجزيه ش

ሷࢾࡹ  )26( ൅ ࢾሻߙሺࡷ ൌ ૙
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  بردار پارامترهاي جابجايي است: ࢾكه 
்ࢾ  )27( ൌ ଵܣ〉 ଵܤ Cଵଵ ଵଶܥ … ଶܣ ଶܤ ଶଵܥ … 〈ߙ

) غير خطي بوده و 26بنابر اين، دستگاه معادلات (نوشته شود.  ߙଵ/ଶ൯ߙ൫݇بايد به فرم  ଷ/ଶߙ݇در اين حالت، 
   حل شود. ]،27[كارديپتكرار د روش بايد به روشي ويژه، مانن

ايه سازي را بر پتوان اكسترمماي است، ميبه جاي استفاده از مسير مستقيم بالا كه داراي نكات مفهومي ويژه
  روش كار مجازي نيز انجام داد:

)28( 
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ߗ

ൌ ሷࢾࡹሾࢀࢾ ൅ ሿࢾሻߙሺࡷ ൌ 0 ࢀࢾ ് ૙
⇒

ሷࢾࡹ ൅ ࢾሻߙሺࡷ ൌ ૙ 
  : به فرم زير است )28از رابطه ( δαبراي نمونه، عبارت متناظر با 

)29( P ൌ ଷ/ଶߙ݇ ൌ െ݉௜ሺݓሷ |௫ୀ௫బ
௬ୀ௬బ

൅ ሷߙ ሻ 

شود. اين نتيجه، از اكسترمم نمودن زن، به سادگي اثبات ميكه با نوشتن قانون دوم نيوتن براي جرم ضربه
)، براي اولين بار 28) و (20آيد. فرم توابع انرژي () نيز بدست مي24) بر پايه رابطه (20مستقيم تابع انرژي (

  اند. ارائه شده
ܯሺ2حاوي حاصله، معادلات دستگاه  ൅ 1ሻܰ ൅ هاي كامپوزيتي براي ورق ساندويچي با رويه. عادله استم 1

  توان به فرم زير گسترش داد:را ميپتانسيل كل رژي ان(كه نتايج آن در اين مقاله مد نظر نيستند)، تابع 
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 كه در آن، 

)31( 
 

௜௝ܦ ൌ න ଶݖ௜௝ܥ
௛/ଶ

ି௛/ଶ
 ݖ݀

 باشند. مي jبا مولفه كرنش  iضرايب الاستيك رابط مولفه تنش  ௜௝ܥو 
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استفاده نمود، بايد دستگاه معادلات ) 26براي حل دستگاه معادلات (را روش تكرار پيكارد پيش از آنكه بتوان 
استاتيكي (بدون حذف آثار ديناميكي) نوشت. براي اين منظور، ابتدا از روشي عددي شبه  را به فرم استاندارد

ت، در اين حالتخابي اين پژوهش، روش نيومارك است. كنيم. روش انسازي حوزه زمان استفاده ميبراي گسسته
ناحيه زماني حل، به چندين زير گام زماني كه اندازه هر يك به مراتب كوچكتر از پريود طبيعي اول ورق است، 

سازي نيومارك، پاسخ هر گام زماني را به شيوه تكرار پيكارد تجزيه نموده و پس از استفاده از روش گسسته
وان تبردارهاي سرعت و شتاب انتهاي هر مرحله زماني را مي، سازي زمانيروش گسستهبر پايه م. آوريبدست مي

بر حسب بردار جابجايي انتهاي گام زماني مورد نظر و بردارهاي جابجايي، سرعت و شتاب مرحله قبل، به فرم 
  ]:28نمادين زير نوشت [

ሶࢾ )32( ௧ା∆௧ ൌ ࣡ଵଵࢾ௧ା∆௧ ൅ ࣡ଵଶࢾ௧ ൅ ࣡ଵଷࢾሶ ௧ ൅ ࣡ଵସࢾሷ ௧ ൌ ࣡ଵࢾ௧ା∆௧ ൅࣢ଵ 
ሷࢾ )33( ௧ା∆௧ ൌ ࣡ଶଵࢾ௧ା∆௧ ൅ ࣡ଶଶࢾ௧ ൅ ࣡ଶଷࢾሶ ௧ ൅ ࣡ଶସࢾሷ ௧ ൌ ࣡ଶࢾ௧ା∆௧ ൅࣢ଶ 

  
مربوط به انتهاي  ࣢ଶو  ࣢ଵدر هر مرحله زماني، كميتهاي  ].29و  28معلوم است [ ࣢و  ࣡مقدار ضرايب 

  زماني:باشند. در اولين گام مرحله زماني قبل بوده و براي گام زماني كنوني معلوم مي
ࢀࢾ  )34( ൌ ૙ ,										ࢾሶ ࢀ ൌ 〈0 0 0 0 … ܸ〉  

ها ها و شتاببا توجه به اينكه سرعت) يافت. 26) در رابطه (34با جايگزيني رابطه (توان ميهاي اوليه را شتاب
به فرم زير  )33) و (32بر پايه روابط ( توان) را مي26بر حسب پارامترهاي جابجايي قابل بيان هستند، رابطه (

  تبديل نمود:
௧ା∆௧ࢾሻߙ෡ሺࡷ  )35( ൌ ज

همان گونه كه بيان شد،  است. ࣢و  ࣡)، عمدتاً حاوي جملات مرتبط با ضرايب 35كه بردار سمت دوم رابطه (
 شمارنده تكرار باشد، اين حل تكراري i) بايد در هر گام زماني، به روش تكرار حل شود. اگر 35رابطه غيرخطي (

 شود كه:دانسته ميزماني همگرا 

)36(  ብ
ା૚࢏ࢾ
௧ା∆௧ െ ࢏ࢾ

௧ା∆௧

ା૚࢏ࢾ
௧ା∆௧ ብ ≪  ߝ

  باشد. يم 0001/0مانند  يكوچكبسيار عدد  ߝكه 
) را در نظر 21(پاسخ تنها بخش آخر سري توان ميگاه كامل)، گاه ساده (تكيههاي روي تكيهبراي ورق با لبه

  فرم سري ناوير زير انتخاب نمود: پاسخ را بهتوان ميگرفت. لذا 
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  بقيه مسير مانند قبل است.
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  جيو بحث نتا يج عددينتا -4
  يه ورق مورد بررسيمشخصات پا -4-1

متر ميلي 5/2كل ضخامت و  متريليم 100×100 ايدرون صفحه ابعادداراي ، بررسيمورد ساندويچي  ورق
با ويژگيهاي مواد  3T-2024 ومينيآلوماز  ورق هايرويهميليمتر است.  75/0ها ضخامت هريك از رويهاست. 

  زير ساخته شده:
ࡱ ൌ ૠ૛. ૝,ࢇࡼࡳ					ࣇ ൌ ૙. ૜૜,					࣋ ൌ ૛ૠૡ૙࢓/ࢍ࢑૜ 

 ي، عبارتند از:خواص هسته فومو 

ࡱ ൌ ૙. ૚ૡ,ࢇࡼࡳ					ࣇ ൌ ૙. ૛ૡ૟,					࣋ ൌ ૚૚૙࢓/ࢍ࢑૜ 

ضربه خارج از مركز،   ,଴ݔدر  ଴ݕ ൌ شده   ݉݉	25 ش انتخاب  صلي   يگاههيتك طيرااند.   يااز نوع نقطه ،ورقا
گاه ساده نيز  اي ممكن است ورق روي چهار تكيه ولي در بحثهاي مقايسه  شود يورق انتخاب م در چهار گوشه 

ܸ  با برابرزن، به ترتيب، ســرعت اوليه و شــعاع ضــربه مقادير پايه. شــود بررســي ൌ ܴو   ݏ/2݉ ൌ 26݉݉ 
  اند.  انتخاب شده

  
 يگذارو صحه ييل همگرايتحل -4-2

) يكسان انتخاب شده است. با توجه به اينكه دقت پاسخ به Nو  Mدر تحليل كنوني، تعداد جملات دو سري، (
افزايش تعداد جملات سري بررسي با ها تغييرات پاسخها وابسته است، تعداد جملات انتخاب شده از سري

ناچيزي در نتايج آشكار نموده است،  جمله از هر سري، تغيير بسيار 10اند. با وجود آنكه انتخاب بيش از شده
 440جمله اختيار شده است (در مجموع،  20براي اطمينان از دقت پاسخ در شرايط مختلف، از هر سري، 

ي عددي گيرها، از روش انتگرالهمانگونه كه در بخش پيش بيان شد، براي يافتن تغييرات زماني پاسخ ).جمله
عي تر از اولين پريود طبيزماني نيومارك استفاده شده است. در اين ارتباط، از گامي زماني كه به مراتب كوچك

در پاسخ، به طوري ناچيز آشكار شود) و برابر  مودهاي بالاتري كه ممكن است اثر آنهابه (و حتي پريود مربوط 
و محاسبات عددي با  MAPLEافزار بندي كنوني در نرممحاسبات پارامتري فرمولاختيار شده است.  1e-5sبا 

  انجام شده است. MATLABافزار كدنويسي در نرم
گذاري هنون ارائه نشده است، صحاي تاكهاي نقطهگاهبا توجه به اينكه نتايجي براي تحليل ضربه ورق داراي تكيه

اي هافزار اباكوس انجام شده است. در اين زمينه، تاريخچهسازي ضربه ورق در نرمنتايج كنوني از طريق شبيه
 افزار اباكوس بدستسازي در نرمزماني نيروي تماس ورق كه بر پايه روش نيمه تحليلي كنوني و با شبيه

افزار اباكوس، ورق به صورت مكعبي با دو سازي ضربه در نرماند. براي شبيه) مقايسه شده3اند، در شكل (آمده
اي انتخاب ها به گونهبندي شده است. تعداد الماناي الماننقطه گره 20هاي سه بعدي پارتيشن ايجاد و با المان

ج يجه، عملاً نتايشده است كه با افزايش آنها، تغييرات ناچيزي در پاسخ روي دهند (تحليل همگرايي). در نت
)، 3شكل ( اند. بر پايه نتايجبعدي (به فرم انرژي)، مقايسه شدهكنوني با نتايج حاصل از تئوري الاستيسيته سه

  دهند. اين دو نوع نتايج، سازگاري بسيار مناسبي نشان مي
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 نتايج الاستيسيته سه بعدي اباكوسمقايسه نتايج روش نيمه تحليلي كنوني و  -3شكل

  
  ايهاي ساده و نقطهگاههاي با تكيهمقايسه نتايج ورق -4-3

ه (استقرار اي سادهاي لبهگاهاي، دو حالت حدي، يعني ورق با تكيهههاي لبگاهبراي پي بردن به اثر ناكاملي تكيه
هاي لرانسمانند تگاه، به دلايلي ها روي تكيهاي (عدم استقرار لبهگاه نقطهگاه) و ورق با تكيهكل لبه روي تكيه

. مشخصات هستند) 37) و (21متناظر با روابط (به ترتيب، هاي اين دو حالت، كنيم. پاسخساخت) را بررسي مي
نيروي زماني  هايباشند. تاريخچهمي 1-4هاي بخش سينماتيكي و هندسي هر دو ورق، يكسان و طبق داده

  . اندمقايسه شده )4(تماس دو ورق در شكل 
گاههاي ورق، در حالت حدي، هاي كنوني، در اثر ناكاملي تكيهدهد كه براي دادهنشان مي )4(بررسي شكل 

نيروي تماس در اثر قابليت گريز ورق در برابر نيروي ضربه، به حدود نصف رسيده و زمان تماس، در ورق با 
ي پتانسيل بيشتر جهت پرت نمودن اي، به دليل سفتي كمتر ورق و نياز آن به جذب انرژهاي نقطهگاهتكيه
و نرمي عرضي كلي آن نسبت  زن، حدوداً دو برابر است. همچنين، به دليل زياد بودن زمان ضربه اين ورقضربه

اثر مودهاي ارتعاشي بالاتر ورق  نيز آشكارتر است (نوسانات فرعي سوار بر  گاه سراسري،به ورق داراي تكيه
خيز ايجاد شده در مركز  زماني ضربه خارج از مركز انجام شده است، تاريخچه نوسان اصلي). با توجه به اينكه

اي گاه نقطهگاه ساده و تكيههاي داراي تكيه، براي ورق )6(و  )5(هاي ورق و در محل ضربه، به ترتيب، در شكل
پديد آمده در دهد كه مقدار خيز ) نشان مي6) و (5هاي (مقايسه نتايج گزارش شده در شكلاند. رسم شده

برابر خيز ايجاد شده در ورق با  2و  3اي در مركز و محل ضربه، به ترتيب، حدود گاه نقطهورق با تكيه
  هاي ياد شده است. گاههاي ساده در مكانتكيه

پذيري بيشتر ورق در نقطه مركزي آن، اثر مودهاي ارتعاشي بالاتر، در تاريخچه همچنين، با توجه به انعطاف
زن در مسئله كنوني زياد است، ارتعاش حاصله، يز مركز ورق آشكارتر است. با توجه به اينكه جرم ضربهزماني خ

 اي، قابل توجههاي نقطهگاهكنترل بوده و زمان تماس، به ويژه در ورق داراي تكيه-كنترل تا موج–عمدتاً جرم 
اند گيري و رسم شدهثانيه قبل از برخورد اندازهميلي  3/0تر شرايط اوليه، پاسخها از است. براي اعمال مناسب

  هاي تاريخچه، جهت اشاره به اين نكته است.و عدم حذف ناحيه سكون ابتداي منحني

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

P 
(k

N
)

t (s)

Present

ABAQUS



 1397سال بيستم، شماره اول، بهار                                      نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                      36

 

 

زن، عمده انرژي جنبشي سيستم زن، پس از خاتمه تماس و پرت شدن ضربهبا توجه به جرم قابل توجه ضربه
). از سوي ديگر، با توجه 6و  5هاي دهد (شكلخود ادامه مي حذف و ورق با نوسانات جزيي ناميرا، به ارتعاش

به اينكه قوانين تماس حاكم بر فازهاي بارگذاري و باربرداري ورق يكسان نيستند، تقارني ميان بخشهاي 
  شود. ) مشاهده نمي6) تا (4هاي (هاي تاريخچه ارائه شده در شكلبارگذاري و باربرداري منحني

دهد كه خيز بيشينه، در لحظاتي پس از حصول نيروي تماس بيشينه و ) نشان مي6و ( )4هاي (مقايسه شكل
  دهد.   نه همزمان با آن، روي مي

  
  ساده يسراسرهاي گاهاي و تكيهنقطه هايگاههيتكدر دو حالت  تماس ورق يروينهاي زماني تاريخچهسه يمقا -4شكل

  

  
  ساده يسراسراي و نقطه هيگاهيتكدر دو حالت  ورق نقطه مركزيهاي زماني خيز تاريخچهسه يمقا -5شكل

  

Point supports
All-round support

Point supports
All-round support



 37                                                                                     ... هايگاهسرعت خارج از مركز ورق ساندويچي با تكيهكم تحليل ضربه

  
   ساده يسراسراي و نقطه هيگاهيتكدر دو حالت  خارج از مركز،تحت ضربه هاي زماني خيز نقطه تاريخچه -6شكل

  
 هاي پاسخ ضربهزن و نسبت ابعاد ورق بر تاريخچهاثر سرعت ضربه -4-4

ر ، بورق زن و افزايش نسبت منظريدر ارتباط با اثر سرعت اوليه ضربهدر اين بخش، دو تحليل پارامتري 
  شود. اي ارائه ميهاي نقطهگاههاي زماني نيروي تماس و خيز ورق داراي تكيهتاريخچه

هاي و تاريخچهشده در نظر گرفته  V=2, 8, 16m/sزن، سه سرعت اوليه برررسي اثر سرعت اوليه ضربه رايب
تا  )7(هاي زماني پاسخ نيروي تماس، خيز نقطه مركزي و خيز محل ضربه خارج از مركز، به ترتيب، در شكل

هاي حاصله، نه متناسب با سرعت اوليه اند. با توجه به اينكه پديده تماس خطي نيست، پاسخآورده شده )9(
  كنند.عت) تغيير ميزن و نه متناسب با انرژي اوليه آن (توان دوم سرضربه

تر مزن، كهاي اوليه بزرگتر ضربهدهد كه زمان تماس ورق در سرعتنشان مي )9(تا  )7(هاي بررسي شكل 
شكل  يابد. همچنين، اززن، زودتر به ورق انتقال مياست. به بيان ديگر، انرژي پتانسيل لازم براي پرتاب ضربه

منحني تاريخچه زماني نيروي تماس داراي نوسانات موضعي توان نتيجه گرفت كه )، مي4(مانند شكل  )7(
توان ناشي از اين موضوع دانست كه خيز يك پديده بزرگتري نسبت به منحني خيز است. دليل اين امر را مي

ن به زخيز به عنوان يك پديده كلي و نفوذ ضربهميزان نيروي تماس، به  مقداركلي در ورق است در حالي كه 
ر زن، مقادير نيروي تماس و خيه موضعي وابسته است. بديهي است كه با افزايش سرعت ضربهعنوان يك پديد

ياني مپذيري (نرمي عرضي) بيشتر ناحيه يابند. همچنين، مانند نتايج بخش گذشته، به دليل انعطافافزايش مي
ز ورق ناحيه، پاسخ خيگاه و احتمال بيشتر تشكيل موجهاي عرضي در آن تكيهبه ورق نسبت به نواحي نزديك 

  تر است.در نقطه مركزي آشوبناك
هاي بعد و توانبعد، از جمله نسبت منظري، تنها زماني پذيرفتني است كه عبارات بيانتخاب پارامترهاي بي

بعد انتخابي، عيناً از پاسخ تحليلي مسئله يا مسائل مشابه اسخراج باشند. در غير اين پارامترها در هر عبارت بي
بعد، ارزش محاسباتي نخواهد داشت، مگر آنكه مقدار تكي پارامترها نيز ، پاسخ مبتني بر آن عبارات بيصورت

  معلوم شود.

Point supports
All-round support
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  ياگاه نقطههيتك يتماس ورق روتاريخچه نيروي  برزن اثر سرعت اوليه جرم ضربه -7شكل

     

  ياگاه نقطههيتك يورق رو تاريخچه خيز نقطه مركزي برزن اثر سرعت اوليه جرم ضربه -8شكل

  
  ياگاه نقطههيتك يورق روتاريخچه خيز نقطه خارج از مركز تحت بار  برزن اثر سرعت اوليه جرم ضربه -9شكل

V=2 m/s
V=8 m/s
V=16 m/s

V=2 m/s
V=8 m/s
V=16 m/s

V=2 m/s
V=8 m/s
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شود يا طول براي بررسي اثر منظري ورق، لازم است كه مشخص شود كه آيا عرض ورق ثابت نگه داشته مي
نگه داشته شده است. لذا، با افزايش نسبت منظري ورق، سفتي كلي آن. در تحليل كنوني، عرض ورق ثابت 
در تحليل رود كه ميزان نيروي تماس كاهش و خيز ورق افزايش يابد. عرضي ورق كاهش يافته و انتظار مي

اند. براي آشكارتر شدن اثر نسبت منظري، نتايج در نظر گرفته شده a/b=0.5, 1, 1.5كنوني، سه نسبت منظري 
  اند. زن بدست آمدهضربهه يمتر بر ثان 8براي سرعت اوليه 

تر ورق در نسبت منظري بزرگتر، نوسانات ناشي از مودهاي دهد كه به دليل سفتي پايين) نشان مي10شكل (
مشابه، زمان تماس ورق با افزايش نسبت به دليلي  ارتعاشي بالاتر در تاريخچه زماني نيروي تماس بزرگترند.

) نيز كاهش آشكار سفتي عرض ورق و افزايش خيز در ازاي افزايش 11منظري ورق افزايش يافته است.  شكل (
  نمايد.نسبت منظري در محل آورد آمدن ضربه را تأييد مي

  

  
  يانقطهگاه هيتك يتماس ورق روتاريخچه نيروي  براثر نسبت منظري ورق  -10شكل

 

  
  ياگاه نقطههيتك يورق رو تاريخچه خيز نقطه زير بار براثر نسبت منظري ورق  -11شكل

a/b=0.5
a/b=1
a/b=1.5

a/b=0.5
a/b=1
a/b=1.5
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  يريگجهينت -5
نين، فرم همچ شده است. انجامدر مقاله كنوني، تحليل ضربه ورق ساندويچي به شيوه تحليلي، براي اولين بار 

ده گران ديگر پيشنهاد نشارائه شده براي عبارت انرژي پتانسيل كل ورق تحت ضربه، تاكنون توسط پژوهش
من آنكه اي عددي است. ضبه شيوه ،است. نوآوري ديگر، تبديل دستگاه ديناميكي به دستگاه شبه استاتيكي

ته زيرين بر سفتي ناحيه تماس نيز در نظر گرف هايهاي ديگر، اثر سفتي لايهدر تحليل كنوني، برخلاف پژوهش
  شده است. 

  برخي از نتايج كاربردي پژوهش كنوني عبارتند از:
 و خيز ورق، و زمان تماسمقدار نيروي ضربه به طور چشمگيري كاهش هاي ورق، گاهدر اثر ناكاملي تكيه -1

 يابند.به طور آشكاري افزايش مي

 .اثر مودهاي ارتعاشي بالاتر ورق آشكارتر استاي، هاي نقطهگاهدر ورق با تكيه -2

 .مركز ورق آشكارتر استخيز اثر مودهاي ارتعاشي بالاتر، در تاريخچه  -3

ورق با نوسانات جزيي ناميرا، به ارتعاش خود ضربه، زن، پس از خاتمه با توجه به جرم قابل توجه ضربه -4
 .دهدادامه مي

 دهد. اس بيشينه و نه همزمان با آن، روي ميخيز بيشينه، در لحظاتي پس از حصول نيروي تم -5

 زن، كمتر است. هاي اوليه بزرگتر ضربهزمان تماس ورق در سرعت  -6

ماني ه زچدر تاريخ( الاترنوسانات ناشي از مودهاي ارتعاشي بدر نسبت منظري بزرگتر، زمان تماس، خيز و  -7
  بزرگترند.  ،)نيروي تماس
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Abstract 
 
In the present research, behavior of a sandwich plate with point supports subjected to an 
eccentric low-velocity impact is investigated. In this regard, time histories of the contact force 
and lateral deflection of a sandwich plate with simply supported edges are compared with those 
of a plate resting on point supports. This comparison has not been accomplished so far, even 
for the single-layer isotropic plates. Other novelty consists of proposing a semi-analytical 
solution in conjunction with a new energy formulation to consider the spatial dependency and 
using a numerical time integration method, implicitly. The governing equations of motions are 
found based on extremizing the total potential energy, including work of the inertia forces, 
employing Ritz technique and reduced to quasi-static one through a novel approach. In contrast 
to the available researches, influence of the lower layer on the stiffness of the contact region is 
incorporated. Verification of the results has been accomplished based on results of ABAQUS 
computer code. In the results section, the significant effects of the point supports (in comparison 
to the complete edge support), initial velocity of the indenter, and the aspect ratio of the plate 
on time histories of the contact force and lateral deflection of the plate are investigated. 
 


