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 2ملکي وحيد عرب

 دانشجوی دکترا

ارائه حل تحليلي برای مطالعه رفتار دیناميکي 

های ویسکوالاستيک حامل سيال با اعمال فرم لوله

 کلي مدل ساختاری 
های های ارتعاشی لولهمشخصه ویسكوالاستیک، مدل کلی فرم ارائه در مقاله حاضر با

 دنکر لحاظ سیال مطالعه شده است. معادله حرکت حاکم باویسكوالاستیک حامل 
ویسكوالاستیک استخراج و با ارائه حل دقیق شكل مودهای  ساختاری هایمدل انواع

سیستم بدست آمده است. سپس، تأثیر پارامترهای مختلف بر مقادیر ویژه، ناپایداری 
مدل اعمال دهد که با نتایج نشان می دیورژانس و فلاتر مطالعه شده است.

 دارییسرعت ناپایستم کاهش یافته و س یعیطب یهافرکانسویسكوالاستیک، 
یابد. به عنوان یک نتیجه جدید می یشبالاتر به شدت افزا یدر مودها یورژانسد

های ویسكوالاستیک به ازای مقادیر مشخصی از پارامترها، شود در لولهمشاهده می
ه علت ب ناپایداری دیورژانس اتفاق افتد. بعلاوه، تر ازتواند سریعناپایداری فلاتر می

 یبیرکت یرفتار مودها مودهای ارتعاشی، بر یسكوالاستیکرفتار و یكسان یرعدم تأث
  .شودمیظاهر ن

 
 ، مقادیر ویژه مختلط، ناپایداری.دینامیكی، تحلیل ویسكوالاستیکرفتار لوله حامل سیال،  :های راهنماواژه

 

 مقدمه -1
ها های حامل سیال در بسیاری از کاربردهای مهندسی، پالایشگاهعاشات القائی ناشی از سیال در لولهپدیده ارت

در  ،افتد. با توجه به اهمیت موضوعها، خطوط انتقال نفت و گاز، مهندسی پزشكی و غیره اتفاق میو نیروگاه

های حامل سیال صورت پذیرفته ی لولهرفتار ارتعاشی و پایدار هزمینه مطالع رتحقیقات زیادی د اخیر هایسال

و کمک بسیار  مورد تحلیل قرار دادهرا ها های خطی و غیرخطی این سیستمپدیدهبرخی از  Paidoussis است.

های خطی بررسی رفتار ارتعاشات مدل. [3-1] بزرگی به پیشرفت تحقیقات انجام شده در این زمینه کرده است

رفتار  مطالعات،های حامل سیال استفاده زیادی در کاربردهای مهندسی داشته و در بسیاری از عرضی لوله

 قرار گرفته است. مطالعههای مختلفی مورد ها از دیدگاهارتعاشات خطی این سیستم
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 39/33/96، تاریخ پذیرش: 33/12/95تاریخ دریافت: 

mailto:vahid_maleki@tabrizu.ac.ir


 7                                                                           ... های ویسكوالاستیکارائه حل تحلیلی برای مطالعه رفتار دینامیكی لوله

 

Qian [4] با استفاده از روش عددی MQD های حامل سیال با ارتعاشی و پایداری لوله به بررسی رفتار

های ساده در دو انتها و تحت بارهای حرارتی پرداخته است. آنها با استفاده از اصل همیلتون معادله گاهتكیه

های خطی و غیرخطی های حرارتی با مدلحرکت حاکم بر سیستم را استخراج کرده و به بررسی اثر تنش

اه گهای حامل سیال با تكیهتعاشی لولهربا استفاده از روش المان محدود رفتار ا [5]و همكاران  Liاند. پرداخته

های به بررسی رفتار دینامیكی و پایداری لوله [6]و همكاران  Kheiri ند.مطالعه کردعددی  به صورتمیانی را 

خطی و  ایهستیک در دو انتها پرداختند. آنها بستر الاستیک را با استفاده از فنرهای الاگاهحامل سیال با تكیه

سازی کرده و با بكارگیری اصل همیلتون معادلات حاکم بر حرکت را به همراه شرایط مرزی پیچشی مدل

دست بآنها سرعت بحرانی سیال را به ازای مقادیر مختلفی از سفتی فنرهای بستر متناظر استخراج نمودند. 

فتار این ربه این نتیجه رسیدند که تشریح کردند و  ارگوندهای و رفتار سیستم را با استفاده از منحنیآورده 

  باشد.می 1بینیها بسیار پیچیده و در اغلب موارد غیرقابل پیشسیستم

Paidoussis  وLi [7] ،Ibrahim [89و]  وPaidoussis [213و] گسترده انجام تحقیقات  ،در مقالات مروری خود

 . اندرا معرفی کردهسیال حامل های لوله اتارتعاششده زمینه 

ب میرایی اغل مكانیزمدهد. ها رفتار دینامیكی آنها را تا حد زیادی تحت تأثیر قرار میوجود میرایی در سازه

میرایی  پارامترهای وشود ل میرایی تناسبی استفاده میبسیار پیچیده است و در اکثر کاربردهای مهندسی از مد

ال های حامل سیچند رفتار دینامیكی لوله شوند. هرهای تجربی محاسبه میاغلب با استفاده از نتایج تست

ده و مطالعات بوها با فرض رفتار الاستیک است اما اکثر این بررسی گرفتهمحققان بسیاری مورد توجه قرار  سطتو

از . [15-11] باشدحامل سیال بسیار محدود می ویسكوالاستیکهای ده در زمینه رفتار ارتعاشی لولهانجام ش

ا، مواد رفتار های حامل سیال با دما و فشار بالاز کاربردهای مهندسی مانند لوله بسیاریآنجا که در 

 .[18-16] دهنداز خود نشان می ویسكوالاستیک

 رسد. ی به نظر میرمل سیال ضروحا ویسكوالاستیکهای عاشی لولهبنابراین بررسی رفتار ارت 

Steindl  وTroger [1923و]  یكسرگیردار حامل سیال با فنر متصل به ویسكوالاستیکرفتار دینامیكی لوله 

. ردندک شناسائیرا  سیستم آن را مورد مطالعه قرار دادند. آنها با استفاده از روش کاهش منیفولد نواحی ناپایدار

Zhong  هایهمیلتون معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاشات عرضی لوله اصلبا استفاده از  [15]و همكاران 

های را استخراج کرده و به بررسی تأثیر پارامترهای مهم بر رفتار دینامیكی لوله منحنی ویسكوالاستیک

به  تجربیتئوری و  به صورت [21]و همكاران  Kruijer اند.وویت پرداخته -با مدل کلوین ویسكوالاستیک

تأثیر  تیکویسكوالاسآنها نشان دادند که رفتار  پرداختند. یاتیلنپلی هایكوالاستیک لولهسسازی رفتار ویمدل

ای تجربی هها دارد و مدل تئوری ارائه شده تطابق بسیار مناسبی با نتایج تستزیادی بر عملكرد این سیستم

 رد.های تحت فشار داخلی دابرای لوله

 Zhong  های ساده در دو گاهبا تكیهحامل سیال  ویسكوالاستیکهای رفتار ارتعاشی لوله [22]و همكاران

ت و معادلات حرک سازی کردهمدلرا با مدل ماکسول  ویسكوالاستیکانتها را مورد بررسی قرار دادند. آنها رفتار 

 را با روش تفاضلات محدود حل کردند. 

                                                                                                                                                         
1Uunpredictable 
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پارامتر  شبا افزای ،ماکسولبا مدل  ویسكوالاستیکهای دهد که سرعت دیورژانس لولهنتایج تحقیق آنها نشان می

حامل سیال  ویسكوالاستیکهای رفتار پایداری لوله 310یابد و برای پارامتر میرایی بزرگتر از میرایی کاهش می

های پایداری دینامیكی لوله Djondjorov [23]و  Vassilev باشد.ی الاستیک میهالولهتقریباً مشابه 

یكسرگیردار حامل سیال واقع بر بستر الاستیک با توزیع سفتی متغیر را مورد مطالعه قرار دادند.  ویسكوالاستیک

ت و تأثیر توزیع بستر، نسب کردهبا استفاده از روش گالرکین و شوتینگ استخراج را مسأله مقدار ویژه آنها 

 . ندسیستم مورد بررسی قرار داد ای بر رفتارجرمی و میرایی سازه

Sinir  وDemi̇r [24] های دوسرگیردار های چندگانه به بررسی رفتار ارتعاشی لولهبا استفاده از روش مقیاس

و  ر گرفتهدر نظوویت  -مدل کلوینمطابق را  ویسكوالاستیکحامل سیال پرداختند. آنها رفتار  ویسكوالاستیک

با استفاده از اصل  ها تحت بارهای حرارتی واین لولهرفتار ارتعاشی . کردند های سیستم را بررسیرزونانس

آنها پاسخ فرکانسی سیستم و . مطالعه شده استعددی به صورت  [25]و همكاران  Zhaoهمیلتون توسط 

 مورد بررسی قرار دادند. را وابستگی آن به دمای بحرانی و سرعت نوسانی سیال 

در . دشویها مسازه ینامیكیدر رفتار د یاقابل ملاحظه ییردر مواد باعث تغ یسكوالاستیکو یتوجود خاص

 دما بالا یالحامل س یفلز یهالوله یا یمریپل یهااز لوله یال،حامل س یهالوله یعمل یاز کاربردها یاریبس

 سازیمدل یدر نظر گرفت و برا یکرفتار لوله را به صورت الاست توانینم یطشرا ینکه در ا شودیاستفاده م

اضر با ح قیاساس در تحق یناستفاده نمود. بر ا یسكوالاستیکو هاییاز تئور یستیمواد با ینا یكیرفتار مكان

 ه صورتب یالحامل س یسكوالاستیکو یهالوله یرفتار ارتعاش یسكوالاستیک،و یمدل رفتار یارائه فرم کل

مورد  هاستمیس ینا یارتعاش یهابر مشخصه یسكوالاستیکو ایقرار گرفته و اثر پارامتره یمورد بررس یلیتحل

روش  و با ارائه استخراجقانون دوم نیوتن  معادلات حرکت حاکم بر سیستم با استفاده از مطالعه گرفته است.

ه شده محاسب انتهاگاهی گیردار در دو برای لوله با شرایط تكیهمقادیر ویژه و شكل مودهای مختلط تحلیلی، 

 استاندارد جامد ماکسول و مدل یت،وو -ینکلو سه مدل یسكوالاستیکو یپارامترها یرتأث نهایت، است. در

 .شده استمطالعه  یاللوله حامل س یارتعاش یهاهو مشخص یبر سرعت بحرانخطی 

 استخراج معادله حرکت -2
نشان داده شده  Pو فشار ثابت Uحامل سیال با سرعت ثابت lبه طول ویسكوالاستیکلوله  (1)در شكل 

و pAاگرباشد.  Tت دمایی سیستم برابرشود که تغییرا. فرض میاست
fA  بترتیب برابر مساحت سطح مقطع

صورت جرم واحد  در این بترتیب نشان دهنده جرم واحد حجم لوله و سیال باشد fو pلوله و سطح سیال،

pطول لوله و سیال بترتیب pA و
f fA .حرکت حاکم بر سیستم، مطابق  برای استخراج معادله خواهد بود

)که در آن شودگرفته میدر نظر  xدیاگرام نیرویی المانی از لوله و سیال به طول ب(-1شكل ) , )M x t 

)گشتاور خمشی، , )V x t ،نیروی برشی( , )F x t .نیروی اندرکنش بین لوله و سیال است  

 آید:( به دست می1نیروی اینرسی المان لوله با استفاده از رابطه )

 

(1) 
2

2p p

w
A x

t
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PA

M

M+dM

F

V

F+dF

PA+ d(PA)

V+dV

2

2p

w
m x

t






2

fm U w x
t x

  
  

  

δx

θ

θ+dθ

δx
x

w

l

U

 
 )ب(   )الف( 

 المانی از لوله )ب(لوله حامل سیال، )الف(  -1شکل

 

)که در آن , )w w x t نشان دهنده جابجایی مرکز المان در جهت محورz نیروی اینرسی المان باشد. می

 :نوشتورت زیر توان به صسیال را با توجه به مفهموم حرکت نسبی می

(2) 2( )f fA U w x
t x

 
  

 
 

 توان نوشت:می zبا استفاده از قانون دوم نیوتن در راستای محور قائم

(3 ) 2
2

2

( d )sin( d ) ( d )cos( ) sin( ) cos( )

( d ) sin( d ) sin( ) ( )f p p f f

F F V V d F V

w
P P A PA A x A U w x

t t x

          

  
           

  

 

 با توجه به اینكه

(4 ) 
2

2

d , d , d ,

sin tan , sin( d ) tan ( d ) , cos 1

F Q P
F x Q x P x

x x x

w w
x

x x

  
     
  

 
            

 

  

خواهیم  xهای بالایبا صرفنظر کردن از جملات شامل توان( و 3با جایگذاری روابط اخیر در معادله )

 داشت:

(5 ) 
2 2

2
( ) ( ) 0f f p p

w V w w
F PA A U w A

x x x x x t x t

        
      

        
 

ست زیر به دبه صورت عمود بر صفحه  یحول محور هاگشتاورمعادله تعادل با صرفنظر کردن از اینرسی دورانی 

 آید:می

(6 ) ( d ) ( d ) 0M M V V x M      

Mبه صورت Mو گشتاور خمشی Vسازی معادله اخیر، رابطه بین نیروی برشیدهسا با
V

x





به دست  

 آید:لوله حامل سیال به صورت زیر به دست میحرکت ( معادله 5. با جایگذاری این رابطه در معادله )آیدمی

(7 ) 
2 2 2 2 2

2

2 2 2 2
( ) 2 ( ) 0f f f f p p f f

M w w w w
F PA A U A U A A

x x x t x t

    
        

     
 

 باشند، فشار داخلی باعثحرکت وجود نداشته اگر دو انتهای لوله کاملاً مقید باشند و در راستای محور طولی 

2 های نازک برابرکه مقدار آن برای لوله شودمیایجاد نیروی کشش در لوله  PA  که در آن است  نسبت
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خواهد  tFاثرات دما، نیروی محوری ایجاد شده در لوله برابر گرفتنهمچنین، با در نظر  .[26] باشدپواسون می

 توان به صورت زیر نوشت:( را می7معادله حرکت )اعمالی به لوله باشد  ینیروی کشش 0F بود. اگر

(8 )  
2 2 2 2

2

02 2 2
( ) (1 2 ) 2 ( ) 0f t f p f

M w w w
m U F F PA m U m m

x x t x t

   
         

    
 

 ویسکوالاستيکاثرات  -1-2

 مود:کرنش زیر بیان ن -توان با استفاده از رابطه تنشرا می کویسكوالاستی رفتارخطی،  دبرای ماده استاندار

(9 )    

 باشد ومؤلفه محوری کرنش ناشی از خمش می تنش عمودی ناشی از خمش و  که در آن

(13 ) 
2

2

w
z

x


  


 

 شوند:یف میبصورت زیر تعر  و و اپراتورهای

 ( الف -11)     0 1a a
t


  


 

 ب(  -11)     0 1b b
t


  


 

( 1در جدول ) شند.باماده می 1تعیین کننده خواص رئولوژیكی 1b و 0a،1a،0b( ثوابت 11در معادلات )

شان داده نوویت  -، ماکسول و کلوینپوینتینگ -، تامسوناستاندارد ویسكوالاستیکهای این ثوابت برای مدل

م کلی معادلات استخراج و فرماده لوله،  ویسكوالاستیکسازی رفتار در تحقیق حاضر، برای مدل. ستاشده 

الت حدی، اگر. در حگیردقرار می مطالعهمورد های مختلف سپس مدل
1E   حاصل وویت  -لوینکمدل

حذف شود، یعنی، 2Eسفتیشود و اگر می
2 0E  آیدبدست می، مدل ماکسول برای رفتار ویسكو الاستیسیته. 

 :[27]دست آورد تفاده از رابطه زیر به توان با اسای را میضریب میرایی سازه

2Rc ج(  -11) E  

در ارتعاشات عرضی  باشد.زمان خزش می R ای یا ضریب میرایی دینامیكی وضریب میرایی سازه cکه در آن

 توان با استفاده از رابطه زیر تعیین نمود:تنش را می xایجاد شده ناشی از مؤلفه Mگشتاور خمشی

(12 ) dx

A

M z A  

 های ویسكوالاستیکپارامترهای رئولوژیكی انواع مدل -1جدول           

1b 
0b 

1a 
0a  

1 2( )E E c 
1 2E E c 2E Standard Linear Solid 

model 

1E c 
1 2E E c 1 2( )E E Thomson- Poynting 

1E c 0 c 1E Maxwell 
c 1E 0 1 Kelvin–Voigt 

 

                                                                                                                                                         
1 Rheological properties 
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 ( خواهیم داشت:13( و )9( و با استفاده از روابط )12به رابطه ) با اعمال اپراتور

(13 )    
2

2
d dx

A A

w
M z A z A I

x

 
          

 
  

با اعمال اپراتور باشد.ممان اینرسی دوم سطح مقطع لوله می Iکه در آن   ( 8) رابطهدو سمت تساوی به

 خواهیم داشت:و با استفاده از رابطه اخیر 

(14 ) 
 

2 2 2
2

02 2 2

2 2

2

( ) (1 2 )

2 ( ) 0

f t

f p f

w w
I m U F F PA

x x x

w w
m U m m

t x t

      
           

      

    
        

     

 

با جایگذاری اپراتورهای  و  ( معادله حاکم بر 11با استفاده از رابطه ) های لولهحرکت

 آید:صورت زیر به دست میه ب پوینتینگ -تامسون رفتاری حامل سیال با مدل ویسكوالاستیک

(15 ) 

 

 

5 4 3
2

1 0 0 14 4 2

3 2
2

1 0 02 2

2 3 2

0 1 03 2

( ) (1 2 )

2 ( ) (1 2 )

2 ( ) ( ) 0

f t

f f t

f p f p f

w w w
Ib Ib m U F F PA a

x t x x t

w w
m Ua m U F F PA a

x t x

w w w
m Ua m m a m m a

x t t t

  
      

    

 
      

  

  
     

   

 

 

0اگر در رابطه اخیر  1a ،1 0a ،0b E 1وb   قیقاً صورت معادله حرکت به دست آمده د باشد، در این 

 . [28]وویت خواهد بود  -دل رفتار کلوینهای حامل سیال با ممشابه معادله حرکت ارتعاشات عرضی لوله

ه پذیری است کگاه دارای انعطافکند و تكیهنمی گیردار به صورت کاملاً صلب عمل هایگاهدر عمل تكیه

و به منظور مدل کردن  ترشود. در تحقیق حاضر برای ایجاد مدل واقع بینانهنامیده می 1اصطلاحاً سفتی مرزی

و فنر  C به صورت غیرصلب و توسط فنر پیچشی با سفتی هاگاه، تكیهآل )الاستیک(شرایط مرزی غیرایده

دهند مدل شده است مقاومت نشان می لولهکه هر کدام به ترتیب در برابر شیب و خیز  K راستایی با سفتی

 با استفاده از قانون دوم نیوتن، شرایط مرزی الاستیک در دو انتهای لوله به صورت زیر به دست(. 2)شكل 

 آید: می

(16 ) 
 

 

3 2

03 2

3 2

03 2

0 : 0, 0

: 0, 0

L L

R R

w w w w
x I F K w I C

x x x x

w w w w
x l I F K w I C

x x x x

         
                         

         
                         

 

 

 باشند.گاه سمت چپ و سمت راست لوله میبه ترتیب مشخص کننده تكیه Rو Lهایکه در آن اندیس

                                                                                                                                                         
1 Boundary stiffness 
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 اثرات دمایي -2-2

1 شد و به صورتباگرمایی یک ماده، معكوس مقاومت ویژه آن ماده می ائیضریب رسان  شود تعریف می

توان به صورت زیر ا میو مقاومت ویژه ر Tمقاومت ویژه ماده است. رابطه بین تغییرات دمایی آن که در

 :بیان کرد

(17 ) 0 0 T   

های باشد. در تحقیق حاضر دو مدل خطی و غیرخطی برای تنشمقاومت ویژه در دمای محیط می 0 که در آن

های حرارتی، نیروی محوری ایجاد شده به صورت شود. در حالت خطی تنشحرارتی مورد استفاده قرار داده می

 باشد:زیر می

(18 ) 
t pF EA T  

ایجاد شده ناشی صورت نیروی محوری  های حرارتی به صورت غیرخطی باشند، در ایننشدر حالتی که ت

 :[29] آیدحرارتی به صورت زیر به دست میهای از تنش

 (19 ) 2 2

t p pF EA T A T     

 که در آن

(23 ) 2 2

1 2 3(1 2 ) 2 ( 1)        

 باشند. می 1مورناگان ثوابت 3و 1،2در معادله اخیر

 بعد سازی و شرایط مرزیبي -3-2

بعد . با تعریف متغیرهای بیشوندبعد بازنویسی می( به فرم بی15معادله حرکت ) ،به منظور مطالعه پارامتریک

 به صورت 

(21 ) 

 

1 2 1 2

2

1 2 1 2
2 2

01 1

2 2

0 0 0

, , , ,

1 1
, , , ,

f f

p f p f

p fp f

m mx w EI t
u Ul

l l m m l EI m m

bb aFl PAl I EI

EI EI a l a E a l m mE m m

   
               

   
                 

 

 بعد به صورت زیر بیان کرد:توان بر حسب پارامترهای بیمعادله حرکت را می

(22 ) 
 

 

5 4 3 3
2 1 2

4 4 2 2

2 2 3 2
2 1 2

2 3 2

(1 2 ) 2

(1 2 ) 2 0

u u

u u

       
          

     

       
         

   

 

                                                                                                                                                         
1 Murnaghan 
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 3خزشو ثابت  2، سفتی خمشی1شرهایبترتیب معرف زمان  و  ،بعددر رابطه اخیر متغیرهای بی

توان بر حسب اخیر را می(، شرایط مرزی 21بعد تعریف شده در رابطه )با استفاده از متغیرهای بیباشد. می

 بعد به صورت زیر بیان نمود:متغیرهای بی

(23 ) 
 

 

3 2

02 3 2 2

3 2

02 3 2 2

0 : 0, 0

1: 0, 0

L L

R R

I I
F K C

l l

I I
F K C

l l

           
                  

         

           
                  

         

 

 مسأله مقدار ویژه -4-2

)صورت  ( به22) با در نظر گرفتن جواب فرضی معادله حرکت , ) ( ) n

n e
 

      :خواهیم داشت 

(24 ) 

4 2
2

4 2

1 2 2 2 3

d d
( ) (1 2 ) ( 1)

d d

d
2 ( ) ( ) 0

d

n n
n n

n
n n n n n

u

u

 
          


          



 

لوله  یکوژئولرهای طبیعی به پارامترهای سرعت سیال، نیروی محوری، دما، پارامترهای وابستگی فرکانس

( به دست 24از حل عددی معادله مشخصه ) که nتوان از تعیین مقادیر ویژهرا می مشخصات هندسیو 

 آیند:مختلط زیر به دست می شكلبه  nتعیین نمود. با حل مسأله مقدار ویژه، مقادیر ویژه ،آیندمی

(25 ) Re( ) Im( )n n ni     

)Reکه در آن )n وIm( )n ه به باشند. با توجب نشان دهنده میرایی و فرکانس طبیعی سیستم میبه ترتی

ک قابل تفكیصورت زیر رفتار دینامیكی سیستم به  ،حقیقی و موهومی هایهای بخشعلامت و مقادیر ویژه

 :است

 ( اگر بخش موهومی مقادیر ویژه مخالف صفر باشدIm( ) 0n :) 

- Re( ) 0n  خواهد بود ثابتصورت لوله دارای نوسانات با دامنه  در این، 

- Re( ) 0n  صورت نمایی افزایش ه پاسخ به صورت نوسانی بوده و دامنه نوسانات سیستم ب

 ،یابد )ناپایداری دینامیكی یا فلاتر(می

- Re( ) 0n  یابد.نات سیستم بصورت نمایی کاهش میپاسخ به صورت نوسانی بوده و دامنه نوسا 

 ( اگر بخش موهومی مقادیر ویژه برابر صفر باشدIm( ) 0n :) 

- Re( ) 0n  صورت سیستم دارای نقطه بحرانی خواهد بود، در این 

- Re( ) 0n   ناپایداری استاتیكی یا یابد )صورت نمایی افزایش میه سیستم ب حرکتدامنه

 ،دیورژانس(

                                                                                                                                                         
1 Relaxation time 
2 Bending stiffness 
3 Retardation/creep time 
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- Re( ) 0n   یابد.صورت نمایی کاهش میه سیستم ب حرکتدامنه 

nxدر نظر گرفتن پاسخ به صورت و( 24با توجه به معادله )

n Ce


  ، به صورت زیر خواهد بودجواب معادله: 

(26 ) 1 2 3 4

1 2 3 4( ) ( )n n n nx x x x

n n n n nC e C e C e C e
   

      

,آن که در ( 1 4)in i   یند:آکه از حل معادله زیر به دست می ( هستند24های معادله مشخصه )ریشه 

(27 )4 2 2 1 2 2 2 3( ) (1 2 ) ( 1) 2 ( ) ( ) 0n n n n n n n n nu u                       

 باشند:های گیردار در دو انتها، شرایط مرزی به صورت زیر میگاهبرای لوله با شرایط تكیه

(28 ) (0) (0) 0, (1) (1) 0n n n n
         

 ( در شرایط مرزی اخیر، خواهیم داشت:26گذاری معادله )با جای

(29 ) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1

1 2 3 4 2

3

1 2 3 4 4

1 1 1 1

0
n n n n

n n n n

n

n n n n n

n

n n n n n

C

C

e e e e C

e e e e C

   

   

   
   
        

   
         

 

 با استفاده از روابط. ( باید دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر باشد29برای داشتن جواب غیر بدیهی معادله )

های گیردار در دو گاهه( شكل مودهای ارتعاشی مختلط لوله ویسكوالاستیک حاوی سیال با تكی29( و )26)

 آید:انتها به صورت زیر به دست می

(33 ) 

3 1 2 1

1 2 3

3 2 2 3

3 1 2 1

4

3 2 2 3

4 1 4 1
1

4 2 4 3

4 1 4 1

4 2 4 3

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
(1 )

( )( ) ( )( )

n n n n

n n n

n n n n

n n n n

n

n n n n

x x xn n n n
n n

n n n n

xn n n n

n n n n

e e e e
C e e e

e e e e

e e e e
e

e e e e

   
  

   

   


   

      
    

     

     
  

     





 

ا باشند، بنابراین پاسخ سیستم ربا توجه به اینكه شكل مودهای ارتعاشی سیستم به صورت مختلط می

 :نوشتتوان به صورت زیر می

(31 ) ( , ) ( ) ( )n n

n ne e
   

         

)که در آن )n  وn باشندبه ترتیب مزدوج مختلط تابع شكل مود ارتعاشی و مقادیر ویژه سیستم می. 

 

 بررسي نتایج -3
یرایی در م ،ویسكوالاستیکبا توجه به اینكه در معادله حرکت حاکم بر سیستم به علت سرعت سیال و رفتار 

و شكل مودهای سیستم به صورت مختلط ظاهر خواهند شد که در قادیر ویژه شود بنابراین مسیستم ایجاد می

رداخته حامل سیال پ ویسكوالاستیکهای رفتار ارتعاشی و پایداری لوله بر ادامه به مطالعه پارامترهای تأثیرگذار

بارتند ع لوله و سیالمشخصات فیزیكی و هندسی و مورد بررسی فولاد در نظر گرفته شده  لوله جنسشود. می

از: 
2 205GPaE ،9 45.97 10 mI  ،2 mL ،1.2706 kg mpm ،0.1602 kg mfm ،

4 21.6 10 mA  ،
2140E . 



 15                                                                           ... های ویسكوالاستیکارائه حل تحلیلی برای مطالعه رفتار دینامیكی لوله

 

تغییرات بخش  (3)د. در شكل شومیاستفاده  [33]نتایج تحقیق  تحقیق حاضر ازبه منظور بررسی دقت نتایج 

های ساده در دو انتها و گاهموهومی مقادیر ویژه بر حسب بخش حقیقی مقادیر ویژه لوله حامل سیال با تكیه

این نتایج برای لوله  [33] مرجع به ازای مقادیر مختلف سرعت سیال رسم شده است. مشابه تحقیق

35آسایشوویت و به ازای زمان  -با مدل کلوین ویسكوالاستیک 10   .استخراج شده است  

شود که مدل ارائه شده از دقت بسیار با مقایسه این منحنی با نتایج ارائه شده در مرجع مذکور مشاهده می

جام لازم به ذکر است که در مطالعه ان برخوردار است. سكوالاستیکویهای مناسبی در بررسی رفتار ارتعاشی لوله

مورد مطالعه قرار  های حامل سیاللولهرفتار ارتعاشات خطی هر چند  Issid [33] و Paidoussisشده توسط 

یال های حامل سبر رفتار ارتعاشی و پایداری لوله ویسكوالاستیکمترهای تأثیر پاراتاکنون  اما ،گرفته است

های مختف مقدار ویژه اول لوله ویسكوالاستیک حامل سیال به ازای سرعت (1)در جدول  است. بررسی نشده

𝜀𝛼 سیال و = 5 ×  [ مورد مقایسه قرار گرفته است. 33با نتایج مرجع ] 10−3

شان نتایج ن .دارد مزبور مرجع نتایج با خوبی بسیار تطابق شده ارائه روش ایجنت شودمی مشاهدههمانطور که 

های طبیعی سیستم هستند دهد که با افزایش سرعت سیال بخش موهومی مقادیر ویژه که معرف فرکانسمی

ز اکاهش یافته و بخش حقیقی مقادیر ویژه به علت غالب بودن اثرات نیروهای گریز از مرکز ایجاد شده ناشی 

 یابد.سرعت جریان سیال، افزایش یافته و در نتیجه میرایی سیستم افزایش می

 

 وویت -لوله ویسکوالاستيک مدل کلوین -1-3

0uوویت ابتدا حالت استاتیكی جریان، یعنی -به منظور بررسی اثر مدل کلوین  گیرد. اگر از مد نظر قرار می

رفنظر شود در اینصورت مقادیر ویژه فقط دارای بخش موهومی خواهند بود که نشان ای صاثرات میرایی سازه

 باشند. های طبیعی سیستم میدهنده فرکانس

شوند که بخش حقیقی و موهومی به ترتیب ای، مقادیر ویژه به صورت مختلط ظاهر میبا افزایش میرایی سازه

 های طبیعی سیستم است. نشان دهنده میرایی و فرکانس

 

 
های ساده در دو انتها به ازای گاهوویت با تكیه -کلوین با مدل لوله اول بعدر ویژه بیاتغییرات مقد -3شکل

0T      ، 0.5  35و 10   
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 های ساده در دو انتها گاهمقایسه مقدار ویژه اول لوله ویسكوالاستیک حامل سیال با تكیه -1جدول

𝜀𝛼به ازای  = 5 ×  [33با نتایج مرجع ] 10−3
6 5.5 4 3.25 π 2 0 u 

9.180± 11.012± 7.118± 2.801± 0.227+0.574i 0.241+7.485i 0.243+9.867i 
Present 

work 

8.317± 9.980± 7.010± 2.649± 0.247+0.164i 0.165+7.439i 0.165+9.908i 

Païdoussis 

and Issid 

[36] 

 

 بعدپارامتر بیدوسرگیردار بر حسب  لوله چهار مقدار ویژه اولهای حقیقی و موهومی بخش( 4)شكل در 

0T)به ازای      ،0.5  )دهد افزایش ضریب نشان داده شده است. همانطور که نتایج نشان می

 شود. ای باعث ایجاد بخش حقیقی مقادیر ویژه که معرف میرایی سیستم است، میمیرایی سازه

یعی های طبهای طبیعی اول و دوم دارد ولی تأثیر آن بر فرکانسانسای تأثیر کمی بر فرکوجود میرایی سازه

)Reمیرایی سیستم ) و با افزایش پارامتر استبالاتر بسیار قابل ملاحظه  )( افزایش و فرکانس نوسانات )

Im( )312.66با ای برابربعد میرایی سازهازای پارامتر بی یابد، طوری که به( کاهش می 10 ،  فرکانس

شود. هر چند در این حالت بخش موهومی مقدار ویژه همانند حالت ناپایداری برابر صفر می مطبیعی چهار

م پایدار تشود ولی با توجه به اینكه بخش حقیقی مقدار ویژه منفی است، بنابراین سیسدیورژانس صفر می

 . شودمیخواهد بود و صفر بودن بخش موهومی مقادیر ویژه لزوماً باعث ناپایداری سیستم ن

های طبیعی لوله حامل سیال، در وویت بر فرکانس -در ادامه به منظور بررسی تأثیر پارامترهای مدل کلوین

0مقادیر ویژه سیستم به ازای  (5)شكل  ،35 10    310و 10    نشان داده شده است. همانطور

عاشی های ارتای بر مشخصهشود در نظر گرفتن رفتار ویسكوالاستیک ماده تأثیر قابل ملاحظهکه مشاهده می

شود که میمشاهده  (5)های بالاتر جریان سیال دارد. با توجه به  شكل لوله حامل سیال بخصوص در سرعت

35به ازای پارامتر 10   ای دارای مقادیر ویژه بر خلاف حالت بدون میرایی سازه یالس در سرعت صفر

بخش حقیقی هستند و سه فرکانس طبیعی اول به ترتیب برابر 
1 0.244 9.867i  ،

2 3.896 39.286i    و
3 19.725 86.609i   آیند. دست میب 

وویت، وجود میرایی باعث  -های حامل سیال ویسكوالاستیک با مدل میرایی کلویندر حقیقت برای لوله

شود که این تأثیر برای شكل مودهای بالاتر بسیار های طبیعی و افزایش میرایی سیسستم میکاهش فرکانس

 شوند.ف میبیشتر بوده و اثر مودهای بالاتر به سرعت از پاسخ کل سیستم حذ
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 )ب( )الف( 

0Tبه ازای گیردار برحسب پارامترقادیر ویژه لوله حامل سیال دو سرتغییرات م -4شکل      ،0.5  و

0u  ومی و )ب( بخش حقیقی مقادیر ویژه)الف( بخش موه 

ه های حامل سیال دارد این است کبرای لوله ویسكوالاستیکدیگر از تأثیراتی که در نظر گرفتن رفتار یكی 

شود تا اولاً سرعت ناپایداری دیورژانس در مودهای بالاتر به شدت افزایش یابد و ای باعث میوجود میرایی سازه

 ای ارتعاشی، رفتار مودهای ترکیبی ظاهربر تمام موده ویسكوالاستیکثانیاً به علت عدم تأثیر یكسان رفتار 

شود مشاهده می نیز (5)همانطور که در شكل  ویسكوالاستیکشوند. معمولاً بدون در نظر گرفتن رفتار نمی

باشد در ترتیب به صورت دیورژانس مود اول، دیورژانس مود دوم و فلاتر مود ترکیبی میه ناپایداری سیستم ب

ترتیب بصورت دیورژانس مود اول، فلاتر مود اول و ه شود ناپایداری بباعث می ویسكوالاستیکحالی که رفتار 

این رفتار به خوبی قابل مشاهده  ،بعدبه ازای مقادیر بزرگتر پارامتر بیکه  افتدبیدیورژانس مود دوم اتفاق 

9.39uتا به ازاییابند های طبیعی کاهش میفرکانس ،است. با افزایش سرعت سیال  فرکانس طبیعی دوم 

باشد )منفی می ،با توجه به اینكه در این حالت بخش حقیقی مقدار ویژه .شودصفر می
2Re( ) 11.32   )

بنابراین سیستم در این حالت در مود دوم پایدار خواهد بود. افزایش جزئی در سرعت سیال به ازای
2 9.42cru  

شود تا مقدار ویژه دوم دارای بخش حقیقی مثبت شده و در نتیجه با گذشت زمان دامنه پاسخ سیستم باعث می

. با توجه به اینكه در این حالتشودمیافزایش و سیستم ناپایدار 
2Re( ) 0  بنابراین ناپایداری از نوع  است

دیورژانس مود دوم از دیورژانس خواهد بود. سرعت 
2 2cru    در نظر گرفتن رفتار در حالت بدون

به مقدار  ویسكوالاستیک
2 9.42cru   یابد. به طور خلاصه میافزایش  ویسكوالاستیکبا مدنظر قرار دادن رفتار

تأثیر  ری دیورژانس اول بسیار ناچیر بوده ولیبر سرعت ناپایدا ویسكوالاستیکتوان بیان نمود که تأثیر رفتار می

 .است مودهای بالاتر قابل ملاحظهآن بر سرعت دیورژانس 

 

 لوله ویسکوالاستيک با مدل ماکسول -2-3

 های حامل سیالهای ارتعاشی لولهدر این بخش تأثیر پارامترهای مدل ویسكوالاستیک ماکسول بر مشخصه

شود ( مشاهده می23بعد ارائه شده در رابطه )و متغیرهای بی (1)جه به جدول گیرد. با تومورد مطالعه قرار می

که برای مدل ویسكوالاستیک ماکسول،   باشد. می 
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 )الف(

 

 )ب(

 
 )ج(

با فرض  بر حسب سرعت سیال های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه مختلط لوله دوسرگیرداربخش -5شکل

0T      ،0.5   0)الف(به ازای و  ،)35 )ب 10    21 )ج(و 10   

 
های حقیقی و موهومی سه مقدار ویژه اول لوله ویسكوالاستیک حامل سیال با مدل ماکسول بخش (6) در شكل

ل دهد که در مدنتایج نشان میزای مقادیر مختلف پارامترهای مدل ویسكوالاستیک نشان داده شده است. به ا

های حامل سیال مشابه با رفتار لوله ویسكوالاستیکبسیار بزرگ باشند رفتار لوله  و ماکسول وقتی مقادیر

مثلاً در سرعت سیال برابر صفر، به ازای مقادیر بزرگتر پارامترهای مدل ماکسول )شود. الاستیک می

100   و با کاهش پارامترهای مدل ماکسول که متناظر  باشند( مقادیر ویژه به صورت کاملاً موهومی می
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ش گیرند، افزایی به خود میکه مقادیر منفباشد، بخش حقیقی مقادیر ویژه با کاهش ضریب میرایی مدل می

ه معنی و این ب شدهتر میرا پایدار سریع ناحیهشود پاسخ ارتعاشی سیستم در مقادیر منفی باعث مید. یابمی

لوله  ای ارتعاشیهمیرایی تأثیر بسیار زیادی بر مشخصه ،ماکسول در مدلباشد. افزایش میرایی سیستم می

10 به ازای شود.رانی سیستم میحامل سیال داشته و باعث کاهش سرعت بح    سرعت در، هر چند

2u   ر دباشد اما با توجه به اینكه بخش حقیقی مقدار ویژه اول فرکانس طبیعی اول سیستم برابر صفر می

4.82uسرعت  زمان دامنه ارتعاشات افزایش یافته و سیستم ، بنابراین با گذشت ب( 6)شكل شودمثبت می

رتیب تهای الاستیک بر خلاف لولههایی توان بیان نمود که در چنین سیستمبر این اساس می شود.ناپایدار می

 . استناپایداری سیستم به صورت ناپایداری فلاتر و سپس ناپایداری دیورژانس 

ستیک که اهای الها برخلاف لولهاین لولهشود تا در مدل ماکسول باعث می  و کاهش پارامترهای

ر سیستم دبر این  شده و علاوهفلاتر  از نوع ناپایداریدچار گیرند، ابتدا تحت ناپایداری دیورژانس قرار می

0.1 طوری که به ازای شودمیناپایدار های پایین سرعت     سرعت بسیار پایین درناپایداری سیستم 

1.33u  ج(-6)شكل دهدروی می . 

های بالاتر سیال مقادیر در سرعت مترهای مدل ماکسول،ادهد که با کاهش مقادیر پارنتایج نشان می همچنین

 .خواهد شدستم ایجاد نرفتار مود ترکیبی در سیویژه اول و دوم متمایز شده و بنابراین 

 

 
 )الف(

 
 )ب(
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 )ج(

 حامل سیال با رفتار ماکسول ویسكوالاستیکهای حقیقی و موهومی سه مقدار ویژه اول لوله بخش -6شکل

 ویسكوالاستیکبه ازای مقادیر مختلف پارامترهای مدل  

 

 پوینتينگ -تامسون مدلبا  ویسکوالاستيکلوله  -3-3

در رفتار سیستم تأثیرگذار   و ، بعدل سه پارامتری است که پارامترهای بیمد پوینتینگ-تامسون مدل

 -تامسونمدل حامل سیال با  های حقیقی و موهومی سه مقدار ویژه اول لولهبخش (7)در شكل هستند. 

 بعدمقادیر مختلف پارامترهای بیو به ازای  پوینتینگ    و .دهد نتایج نشان می نشان داده شده است

شود و با افزایش های الاستیک میه لولهرفتار سیستم مشاب و  ،پارامترهای کوچکبه ازای مقادیر که 

یرمقاد به ازاییابد. میکاهش مقدار این پارامترها رفتار مود ترکیبی ظاهر نشده و سرعت بحرانی سیستم 

32.4e 3      0.99و  درصد کاهش  97/5، سرعت بحرانی سیستم نسبت به لوله الاستیک حدود

 هایمقادیر، بخش موهومی مقادیر ویژه اول و دوم در سرعت بایستی توجه داشت هر چند به ازای این. یابدمی

ی بخش حقیقی آنها متفاوت است بنابراین رفتار مود ترکیب نحوه تغییرباشند اما از آنجا که بالاتر سیال برابر می

 شود.در سیستم ایجاد نمی

 
 دارد جامد خطيلوله ویسکوالاستيک با مدل استان -4-3

خطی از یک المان الاستیک که موازی با المان ماکسول قرار دارد، تشكیل شده است. این  جامد مدل استاندارد

مدل با فرض اینكه 
1E   و

2 0E  وویت و اگر  -باشد، به مدل کلوین
1 0E   و

2 0E  باشد، به مدل 

  شود.ماکسول تبدیل می

حامل سیال ویسكوالاستیک با مدل استاندارد جامد خطی  های حقیقی و موهومی سه مقدار ویژه اول لولهبخش

دهد که نشان داده شده است. نتایج نشان می (8)به ازای مقادیر مختلف پارامترهای ویسكوالاستیک در شكل 

بعد ر کم پارامترهای بیبه ازای مقادی    وباشد و با های الاستیک می، رفتار سیستم مشابه با لوله

 کند. افزایش مقدار این پارامترها رفتار سیستم به صورت کلی تغییر می
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 حامل سیال با رفتار  ویسكوالاستیکه های حقیقی و موهومی سه مقدار ویژه اول لولبخش -7شکل

 ویسكوالاستیکبه ازای مقادیر مختلف پارامترهای مدل  ینتینگپو -تامسون

 

 بعدپارامترهای بی کوچکبه ازای مقادیر     و، باشد که اولین ناپایداری سیستم از نوع دیورژانس می

0.71د. به ازای مقادیربایمیتغییر ناپایداری فلاتر  بهناپایداری سیستم  ،مقدار این پارامترهابا افزایش  ،

0.36   1و 9.3 بعد، فرکانس طبیعی اول در سرعت بیu  ایی که به شود، ولی از آنجبرابر صفر می

6.24uازای سرعت  باشد، بنابراین سیستم در این سرعت به صورت بخش حقیقی اولین مقدار ویژه مثبت می

 دینامیكی ناپایدار خواهد شد. 

 
 های مختلف ویسکوالاستيکمقایسه نتایج مدل -5-3

كوالاستیک، سه فرکانس طبیعی اول های مختلف ساختاری ویسهای ارتعاشی مدلبه منظور مقایسه مشخصه

الاستیک های ویسكوهای گیردار در دو انتها و با در نظر گرفتن مدلگاهویسكوالاستیک حامل سیال با تكیه لوله

وویت به همراه نتایج مدل الاستیک در  -ماکسول و کلوین، پوینتینگ -تامسوناستاندارد جامد خطی، 

شود که مقدار پارامترها و ار گرفته است. با توجه به نتایج مشاهده میمورد مقایسه قر (3)و  (2)های جدول

 های ویسكوالاستیک حاملهای ارتعاشی لولهای بر مشخصههمچنین نوع مدل مورد استفاده تأثیر قابل ملاحظه

 هایسیال دارد. در مقایسه با مدل الاستیک، مدل ویسكوالاستیک استاندارد جامد خطی بر خلاف سایر مدل

 کند. بینی میهای طبیعی سیستم را بیشتر پیشویسكوالاستیک، فرکانس
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اتر بر های بالهمچنین در مدل ویسكوالاستیک استاندارد جامد خطی تأثیر مدل ویسكوالاستیک بر فرکانس

شود که با تغییر نسبتباشد. با توجه به نتایج مشاهده میهای دیگر بیشتر میخلاف مدل
1 2E E روند تغییرات ،

نگ پوینتی -وویت و مدل تامسون -استاندارد جامد خطی با مدل کلوین های ارتعاشی سیستم با مدلمشخصه

وویت با افزایش نسبت -های استاندارد جامد خطی و کلوینگردد. در مدلبا مدل ماکسول یكسان می
1 2E E 

و  ینگپوینت -تامسونهای لاستیک یكسان شده و برعكس این حالت، برای مدلهای طبیعی با حالت افرکانس

باشد. همچنین، در نظر گرفتن رفتار ویسكوالاستیک باعث افزایش بخش حقیقی مقادیر ویژه ماکسول صادق می

ش هیابد و با افزایش سرعت سیال، بخش موهومی مقادیر ویژه کاشود و در نتیجه میرایی سیستم افزایش میمی

 یابد. و میرایی سیستم افزایش می

های حامل سیال ویسكوالاستیک و نوع اولین ناپایداری در آنها با استفاده سرعت بحرانی در لوله (4)در جدول 

 های مختلف ویسكوالاستیک ارائه شده است. از مدل
 

 

 

  

  
 استاندارد  مدلحامل سیال با  کویسكوالاستیهای حقیقی و موهومی سه مقدار ویژه اول لوله بخش -8شکل

 ویسكوالاستیکبه ازای مقادیر مختلف پارامترهای مدل جامد خطی 
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 های گیردار در دو انتها گاهحامل سیال با تكیه ویسكوالاستیک سه فرکانس طبیعی اول لوله -2جدول

 ینتینگپو -تامسوناستاندارد جامد خطی و  ویسكوالاستیکهای با در نظر گرفتن مدل

 یاستاندارد جامد خط  ینتینگپو -تامسون
 الاستیک

 

1 2 10E E  1 2 1E E  1 2 0.1E E   1 2 10E E  1 2 1E E  1 2 0.1E E   
-13.69+14.78i -3.64+20.27i -0.50+21.68i  -0.04+23.46i -0.7+31.60i -4.03+74.05i 22.37i 

u=0 -13.20+59.39i -4.34+60.88i -1.15+61.13i  -0.04+64.68i -0.7+87.20i -4.03+204.49i 61.67i 

-14.01+119.76i -4.41+120.50i -1.33+120.59i  -0.04+126.80i -0.7+170.97i -4.03+400.96i 120.90i 

-16.76+15.80i -5.47+18.90i -1.65+20.33i  -1.14+22.26i -1.84+30.7i -5.17+73.74i -1.10+21.10i 

u=2 -15.85+58.24i -5.70+59.36i -2.33+59.57i  -1.15+63.22i -1.83+86.14i -5.17+204.07i -1.1+60.14i 

-15.51+118.26i -5.64+118.87i -2.48+118.93i  -1.15+125.23i -1.82+169.82i -5.14+400.47i -1.1+119.25i 

-21.23+16.62i -10.12+14.89i -2.87+15.55  -2.25+18.16i -3.09+27.95i -6.39+72.67i -2.19+16.72i 

u=4 -19.49+54.42i -7.71+54.53i -3.65+54.56i  -2.27+58.60i -3.0+82.82i -6.32+202.70i -2.22+55.26i 

-17.93+113.45i -7.17+113.79i -3.71+113.80i  -2.26+120.38i -2.95+166.27i -6.28+399.01i -2.21+114.15i 

 

 های گیردار در دو انتها گاهحامل سیال با تكیه ویسكوالاستیک سه فرکانس طبیعی اول لوله -3جدول

 وویت -ماکسول و کلوین ویسكوالاستیکهای با در نظر گرفتن مدل

 ماکسول  وویت -کلوین
 الاستیک

 

1 2 1000E E  1 2 100E E  1 2 10E E   
1 2 10E E  1 2 1E E  1 2 0.1E E   

-0.89+22.36i -2.82+22.19i -8.93+20.51i  -14.02+17.43i -4.43+21.93i -1.40+22.33i 22.37i 

u=0 -6.78+61.30i -21.45+57.82i -  -14.09+60.06i -4.43+61.51i -1.40+60.65i 61.67i 

-26.07+118.06i -82.37+88.44i -  -14.02+120.09i -4.43+120.82i -1.40+120.90i 120.90i 

-1.99+21.04i -3.92+20.76i -10.23+18.60i  -16.39+17.98i -6.03+21.06i -2.67+21.15i -1.10+21.10i 

u=2 -7.89+59.63i -22.56+55.76i -  -15.82+58.92i -5.78+60.08i -2.58+60.15i -1.1+60.14i 

-27.17+116.12i -83.56+85.12i -  -15.51+118.61i -5.66+119.21i -2.55+119.25i -1.1+119.25i 

-3.08+16.58i -5.01+16.12i -11.11+12.67i  -20.31+18.10i -8.97+18.09i -4.56+17.13i -2.19+16.72i 

u=4 -9.03+54.57i -23.7+50.00i -  -19.31+55.21i -7.72+55.42i -3.96+55.32i -2.22+55.26i 

-28.28+110.61i -84.64+76.62i -  -17.90+113.83i -7.18+114.18i -3.78+114.17i -2.21+114.15i 

 

 های گیردار گاهتكیهحامل سیال با  ویسكوالاستیک سرعت بحرانی و اولین نوع ناپایداری در لوله -4جدول

 ، پوینتینگ -تامسوناستاندارد جامد خطی،  ویسكوالاستیکهای در دو انتها با در نظر گرفتن مدل

وویت به ازای  -ماکسول و کلوین
1 2 10E E  

 

 

 گيرینتيجه -4
های ارتعاشی لولههای بندی کلی رفتار ویسكوالاستیک، مشخصهبا در نظر گرفتن فرمولدر مقاله حاضر 

قانون  با استفاده از اکم بر سیستمحمعادله حرکت  ابتدا حامل سیال مورد مطالعه قرار گرفت. ویسكوالاستیک

معادله مشخصه حاکم بر سیستم شكل مودهای ارتعاشی و با ارائه حل تحلیلی،  سپس ودوم نیوتن استخراج 

های ویسكوالاستیک کاربردی استاندارد جامد خطی و با توجه به اینكه تاکنون تأثیر مدل در ادامه .بدست آمد

Kelvin–Voigt Maxwell Thomson- Poynting Standard Linear 

Solid model Elastic  

 سرعت بحرانی 6.28 6.09 1.845 0.4 6.12

 اولین ناپایداری دیورژانس دیورژانس فلاتر دیورژانس دیورژانس
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شكل  و های طبیعیفرکانسها مطالعه نشده است، رتعاشی این سیستمپوینتینگ بر رفتار ا -تامسون مدل 

 -ینکلو ویسكوالاستیکهای گیردار در دو انتها با استفاده از چهار مدل گاهحامل سیال با تكیه لوله مودهای

 شد. استخراج  پوینتینگ -تامسونوویت، ماکسول، استاندارد جامد خطی و 

های حامل سیال و نحوه تغییر رفتار لولهبر دینامیک و پایداری  والاستیکویسكتأثیر پارامترهای  در نهایت

ورت زیر توان به صنتایج حاصل از تحقیق حاضر را به اختصار می .شدمطالعه از حالت پایدار به ناپایدار سیستم 

 بیان نمود:

 کاهشآن بر یر فرکانس نوسانات شده و تأث باعث کاهش ایوجود میرایی سازهوویت  -در مدل کلوین -

 دارییتا سرعت ناپا شودیباعث م یاسازه یراییوجود م های طبیعی بالاتر بسیار قابل ملاحظه است.فرکانس

 . شودظاهر ن یبیترک یرفتار مودهاو  یابد یشبالاتر به شدت افزا یدر مودها یورژانسد

 یستمس دارییناپا یسكوالاستیکر وبدون در نظر گرفتن رفتاتوان بیان نمود که به عنوان یک نتیجه جدید می

ت تحکه  یدر حال باشدیم یبیمود دوم و فلاتر مود ترک یورژانسمود اول، د یورژانسبه صورت د یببه ترت

لاتر مود مود اول، ف یورژانسصورت ده ب یببه ترت یداریناپا شودیباعث م یسكوالاستیکرفتار وشرایط خاصی 

 د. یافتمود دوم اتفاق ب یورژانساول و د

ایداری های الاستیک به صورت ناپبا در نظر گرفتن مدل ماکسول، ترتیب ناپایداری سیستم بر خلاف لوله -

تایج نشان شود. نهای پایین ناپایدار میبر این سیستم در سرعت فلاتر و سپس ناپایداری دیورژانس است و علاوه

مقادیر ویژه اول و دوم متمایز  ،های بالاتر سیالتدهد که با کاهش مقادیر پارامترهای مدل ماکسول، در سرعمی

 شده و بنابراین رفتار مود ترکیبی در سیستم ایجاد نخواهد شد.

پوینتینگ، به ازای مقادیر کوچک پارامترهای ویسكوالاستیک رفتار سیستم مشابه  -در مدل تامسون -

م مود ترکیبی ظاهر نشده و سرعت بحرانی سیست د. با افزایش مقدار این پارامترها رفتارباشهای الاستیک میلوله

332.4یابد طوری که به ازای مقادیرکاهش می 10      0.99و  سرعت بحرانی سیستم نسبت به ،

 یابد. درصد کاهش می 97/5لوله الاستیک حدود 

ی رفتار سیستم به صورت کل ی ویسكوالاستیکابا افزایش مقدار پارامتره در مدل استاندارد جامد خطی، -

بعد کند. به ازای مقادیر کوچک پارامترهای بیتغییر می    و اولین ناپایداری سیستم از نوع دیورژانس ،

 یابد.ی فلاتر تغییر میباشد که با افزایش مقدار این پارامترها، ناپایداری سیستم به ناپایدارمی

های ای بر مشخصهملاحظه های تحقیق حاضر حاکی از این است که رفتار ویسكوالاستیک تأثیر قابلیافته

ارتعاشی و در نتیجه پاسخ دینامیكی دارد. بنابراین در کاربردهایی که لوله دارای رفتار ویسكوالاستیک است 

 سیستم مد نظر قرار داده شود.  سازیمدلوالاستیک بایستی در رفتار ویسك غیره،های پلیمری و مانند لوله

 

ین که در صورت تعیشود ، مشاهده میهای مذکور و با توجه نتایج تحقیق حاضربا در نظر گرفتن مدلضمناً، 

بسته به نوع ماده لوله و شرایط کاری، مدل ویسكوالاستیک استاندارد  مدل ویسكوالاستیک پارامترهای مناسب

  باشد. های حامل سیال میبینی رفتار دینامیكی لولهپیشترین مدل برای خطی مناسبجامد 

 

 



 25                                                                           ... های ویسكوالاستیکارائه حل تحلیلی برای مطالعه رفتار دینامیكی لوله

 

 مراجع

 
[1] Kheiri, M., Paidoussis, M.P., and Del Pozo, G.C.,  "Dynamics of a Pipe Conveying Fluid 

Flexibly Supported at the Ends", in ASME 2014 Pressure Vessels and Piping Conference, 

American Society of Mechanical Engineers, New York, (2014). 
 

[2] Paidoussis, M.P., "Fluid-structureinteractions: Slender Structures and Axial Flow", 

Academic Press, Vol. 1, (1998). 
 

[3] Weaver, D., and Paidoussis, M., "On Collapse and Flutter Phenomena in Thin Tubes 

Conveying Fluid", Journal of Sound and Vibration, Vol. 50, No.1, pp. 117-132, (1977). 

 
[4] Qian, Q., Wang, L.,  and Ni, Q.,   "Instability of Simply Supported Pipes Conveying Fluid 

under Thermal Loads", Mechanics Research Communications, Vol. 36, No. 3, pp. 413-417, 

(2009). 
 

[5] Li, Z. Y., Wang, J. J., and Qiu, M. X., "Dynamic Characteristics of Fluid-conveying Pipes 

with Piecewise Linear Support", International Journal of Structural Stability and Dynamics, 

Vol. 16, pp. 15-32, (2015). 
 

[6] Kheiri, M., "Dynamics of a Pipe Conveying Fluid Flexibly Restrained at the Ends", Journal 

of Fluids and Structures, Vol. 49, pp. 360-385, (2014). 
 

[7] Paidoussis,  M.P., and Li, G.X., "Pipes Conveying Fluid: A Model Dynamical Problem", 

Journal of Fluids and Structures, Vol. 7, No. 2, pp. 137-204, (1993).  
 

Ibrahim, R., "Overview of Mechanics of Pipes Conveying Fluids, Part I: Fundamental 

Studies", Journal of Pressure Vessel Technology, Vol. 132, No. 3, pp. 340-349, (2010). 
 

[8] Ibrahim, R., "Mechanics of Pipes Conveying Fluids Part II: Applications and Fluidelastic 

Problems", Journal of Pressure Vessel Technology, Vol. 133, No. 2, pp. 240-255, (2011). 
 

[9] Paidoussis, M., "The Dynamics of Cylindrical Conduits Containing Flowing Fluid", 10th 

International Conference on Computational Structures Technology and 7th International 

Conference on Engineering Computational Technology, Valencia, Spain, September. 

(2010). 
 

[10] Feng, Z. Y., Wang, Z. M., and Zhao, F. Q., "Dynamic Stability of Kelvin Viscoelastic 

Pipes Conveying Fluid with Both Ends Simply Supported [J]", Engineering Mechanics, 

Vol. 1, pp. 33-46, (2004). 
 

[11] Fengqun, Z., and Zhongmin, W., "Analyzing Stability of Simply Supported Kelvin 

Viscoelastic Pipe Conveying Fluid with Follower Force", Mechanical Science and 

Technology for Aerospace Engineering, Vol. 9, pp. 27-53, (2011).  
 



 1398 بهار، اول، شماره و یكم سال بیست                   سی مكانیک ایران                   نشریة پژوهشی مهند                            26

[12] Yin, Y., and Zhu, K. Q., "Oscillating Flow of a Viscoelastic Fluid in a Pipe with the 

Fractional Maxwell Model", Applied Mathematics and Computation, Vol. 173, No. 1, pp. 

231-242, (2006). 
 

[13] Yang, X., Yang, T., and Jin, J., "Dynamic Stability of a Beam-model Viscoelastic Pipe for 

Conveying Pulsative Fluid", Acta Mechanica Solida Sinica, Vol. 20, No. 4, pp. 350-356, 

(2007). 
 

[14] Zhongmin, W., "The Dynamic Behaviors of Viscoelastic Pipe Conveying Fluid with the 

Kelvin Model", Acta Mechanica Solid Sinica, Vol. 13, No. 3, pp. 262, (2000). 
 

[15] Bilgin, Ö., "Modeling Viscoelastic Behavior of Polyethylene Pipe Stresses", Journal of 

Materials in Civil Engineering, Vol. 26, No. 4, pp. 676-683, (2013) 

 

[16] Celentano, D., "Viscoelastic Mechanical Characterization of a Short-fiber Reinforced 

Polyethylene Tube: Experiments and Modelling", International Journal of Pressure Vessels 

and Piping, Vol. 134, pp. 82-91, (2015). 
 

[17] Pezzinga, G., "Two-dimensional Features of Viscoelastic Models of Pipe Transients", 

Journal of Hydraulic Engineering, Vol. 140, No. 8, pp. 153-169, (2014). 
 

[18] Steindl, A., and Troger, H., "One and Two-parameter Bifurcations to Divergence and 

Flutter in the Three-dimensional Motions of a Fluid Conveying Viscoelastic Tube with 

D4-symmetry", Nonlinear Dynamics, Vol. 8, No. 1, pp. 161-178, (1995). 
  

[19] Steindl, A., and Troger, H., "Heteroclinic Cycles in the Three-dimensional Post 

Bifurcation Motion of O(2)-symmetric Fluid Conveying Tubes", Applied Mathematics and 

Computation, Vol. 78, No. 2–3, pp. 269-277, (1996). 
 

[20] Kruijer, M., Warnet, L., and Akkerman, R.,  "Modelling of the Viscoelastic Behaviour of 

Steel Reinforced Thermoplastic Pipes", Composites Part A: Applied Science and 

Manufacturing, Vol. 37, No. 2, pp. 356-367, (2006). 
 

[21] Zhao, F. Q., "Stability Analysis of Maxwell Viscoelastic Pipes Conveying Fluid with Both 

Ends Simply Supported", Applied Mathematics and Mechanics, Vol. 22, No. 12, pp. 1436-

1445, (2001). 
 

[22] Vassilev, V.M., and Djondjorov, P.A., "Dynamic Stability of Viscoelastic Pipes on Elastic 

Foundations of Variable Modulus", Journal of Sound and Vibration, Vol. 297, No. 1, pp. 

414-419, (2006). 
 

[23] Sinir, B., and Demi̇r, D.D., "The Analysis of Nonlinear Vibrations of a Pipe Conveying an 

Ideal Fluid", European Journal of Mechanics-B/Fluids, Vol. 52, pp. 38-44, (2015).  
 

[24] Zhao, D., Liu, J., and Wu, C., "Stability and Local Bifurcation of Parameter-excited 

Vibration of Pipes Conveying Pulsating Fluid under Thermal Loading", Applied 

Mathematics and Mechanics, Vol. 36, No. 8, pp. 1017-1032, (2015). 
 



 27                                                                           ... های ویسكوالاستیکارائه حل تحلیلی برای مطالعه رفتار دینامیكی لوله

 

[25] Naguleswaran, S., and Williams, C., "Lateral Vibration of a Pipe Conveying a Fluid", 

Journal of Mechanical Engineering Science, Vol. 10, No. 3, pp. 228-238, (1968). 
 

[26] Christensen, R., "Theory of Viscoelasticity: an Introduction", Elsevier, London, (2012). 
 

[27] Zhang, Y. L., and Chen, L. Q., "External and Internal Resonances of the Pipe Conveying 

Fluid in the Supercritical Regime", Journal of Sound and Vibration, Vol. 332, No. 9, pp. 

2318-2337, (2013). 
 

[28] Je, kot, T., "Nonlinear Problems of Thermal Postbuckling of a Beam", Journal of Thermal 

Stresses, Vol. 19, No. 4, pp. 359-367, (1996). 
 

[29] Paidoussis, M.P., and Issid, N.,  "Dynamic Stability of Pipes Conveying Fluid", Journal 

of Sound and Vibration, Vol. 33, No. 3, pp. 267-294, (1974). 

 

 نگليسيادهای فهرست نما
 A مساحت سطح مقطع

 مساحت سطح مقطع لوله
pA 

 مساحت سطح سیال
fA 

 ثوابت تعیین کننده خواص رئولوژیكی
i, bia 

 c ایضریب میرایی سازه

 ثوابت شكل مود ارتعاشی
iC 

 E مدول یانگ

 F(x,t) نیروی اندرکنش بین لوله و سیال

 l طول لوله

 جرم واحد طول لوله
pm 

 حد طول سیالجرم وا
fm 

 M(x,t) گشتاور خمشی

 P فشار داخلی لوله

 I ممان اینرسی جرمی
 t زمان

 U سرعت سیال

 u بعد سیالسرعت بی
 V(x,t) نیروی برشی

 w جابجایی در راستای قائم لوله

 x, y, z های محورهای مختصاتمؤلفه

 یوناني نمادهای

 α ضریب انبساط حرارتی

 β بعدجرم بی

 Γ ر ویسكوالاستیکعملگ

 γ بعدپارامتر بی

 α ضریب انبساط حرارتی
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 εα بعد زمان آسایشپارامتر بی

 η بعدپارامتر بی

 θ زاویه المان 

 λ بعدپارامتر بی

 مقدار ویژه
nλ 

 ν نسبت پواسون

 Ξ عملگر ویسكوالاستیک

 ξ بعدطول بی
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Abstract 

 

  

In this paper, applying the general form of the viscoelastic model, vibration characteristics of 

viscoelastic fluid conveying pipes are investigated. By considering various viscoelastic 

constitutive equations, the equation governing the motion of the fluid conveying pipes is 

obtained and by introducing a new analytical method, the exact mode shapes of the system are 

derived. Then, the effect of various system parameters on the complex eigenvalues and the 

divergence and flutter instabilities are studied.  

The results show that for a pipe with viscoelastic behavior, the natural frequencies decrease and 

at the higher modes, the divergence critical fluid velocity increases dramatically. As a new 

result, it is observed the viscoelastic fluid conveying pipes with certain values of viscoelastic 

parameters, can experience the flutter instability before the divergence one. In addition, because 

the viscoelastic behavior does not affect all the vibration mode shapes in the same manner, 

therefore, the coupled-mode flutter does not take place.  
 


