
  
  
  

  

  
  كمانش خطي، ميكروتير دو پيونده، تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده واژه هاي راهنما:

  
  مقدمه  -1

خصوصيات  دليل به هاي ميكرو الكترومكانيكي كاربرد دارند. آنها اي در سيستم ميكروتيرها به شكل گسترده
  تحليل ي زمينه تحقيق در امروزه شوند. مي محسوب هوشمند ساختارهاي ميكرو جزء الكتريكي و مكانيكي

به دليل اينكه سازه در ابعاد  تيرها از اهميت فراواني برخوردار است. ميكرو نانو/ ارتعاشات، كمانش و خمش
هاي كلاسيك در اين كند نظريهكاهش پيدا مي شود و از ابعاد ماكرو به ميكروخيلي كوچك بررسي مي

كنند. به همين دليل براي بررسي و تحليل دقيق تر  اين نوع سازه ها از تئوري هاي ها صدق نميميكروسازه
 ارائه توپلن ميندلين، توسط ميلادي )60( يدهه در كوپل تنش يكنند. نظريهغير كلاسيك استفاده مي

 در بالاتر مرتبه هايتنش عنوان به نيز گشتاوري هايتنش كلاسيك، هايتنش بر علاوه نظريه اين در .]1[شد
  . اندشده گرفته نظر
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  2عليرضا نداف اسكويي

  دانشيار

  

تحليل كمانش ميكروتير دو پيونده براساس مدل 
لوينسون  با استفاده از روش تربيع  -  ردي

  ديفرانسيلي
 –بر اساس مدل ردي  پيونده دوخطي يك ميكرو تير  كمانش مقاله،در اين 

بررسي شده است. اين سيستم  لوينسون و تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده
و يك ميكروتير كامپوزيتي با خاصيت الاستيك،  ايزوتروپتير ميكرو شامل يك

باشد. اين تيرها توسط فنرهاي الاستيك كه با دو مدل  مي الكتريكي و مغناطيسي
براي اطمينان اند.  اند به يكديگر متصل گرديده وينكلر و پاسترناك شبيه سازي شده

دست آمده، نتايج كار حاضر با نتايج محققان ديگر مقايسه و از صحت نتايج ب
گردد كه تطابق بسيار خوبي بين نتايج وجود دارد. با افزايش ثوابت  مشاهده مي

وينكلر و پاسترناك بار كمانش در راستاي نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول، 
لاستيك، ايابد. همچنين افزودن ميكروتير كامپوزيتي با خواص  افزايش مي

  .همراه دارد دركنار ميكروتير همگن، كاهش بار كمانش را به الكتريكي و مغناطيسي
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 را نظريه اين از تري ساده فرم معمول، تعادل معادلات بر علاوه كلاسيك غير يمعادله يك يارائه با ]2[يانگ
 )1965(نيز در سال  گراديان كرنشي نظريه .است معروف شده اصلاح كوپل تنش ينظريه به كه كرد ارائه

در اين نظريه علاوه بر كرنش، اثر  .ي غيركلاسيك ديگر ارائه گرديدبه عنوان يك نظريه ]3[توسط ميندلين 
با درنظر گرفتن فقط مشتق اول  ]4[ مشتق اول و دوم كرنش نيز اضافه شده است. بعدها لم و همكارانش

تري از اين نظريه را ارائه كردند كه اين نظريه به فرم ساده و در نظر گرفتن معادله گشتاور كوپل ها كرنش
شيمشك و همكاران در تحقيقي به بررسي خمش استاتيكي نظريه گراديان كرنش اصلاح شده معروف شد. 

]. آنها معادلات تعادل و 5ميكروتير هدفمند تيموشنكو با استفاده از تئوري تنش كوپل اصلاح شده پرداختند[
شرايط مرزي مربوطه را به كمك اصل حداقل انرژي پتانسيل استخراج، و با استفاده از روش ناوير حل 

ميكروتير در تئوري  عرضي ناشي از خمش استاتيكي دهد كه مقادير تغيير شكل نمودند. نتايج آنها نشان مي
تحليل ارتعاشات و خمش ميكرو ورق چند لايه با د. باش كلاسيك بيشتر از تئوري تنش كوپل اصلاح شده مي

خواص ترمو، الاستيك، الكتريكي و مغناطيسي بر روي بستر ويسكوالاستيك توسط عارفي  و همكارن بررسي 
  نها با استفاده از تئوري گراديان كرنش و اصل هميلتون معادلات حركت را استخراج كردند. . آ]6[شد

افزايش پارامترهاي مربوط به  مقياس طول و بستر ويسكو الاستيك مقادير دهد با نتايج آن ها نشان مي
انصاري و سهماني به بررسي رفتارهاي خمش و كمانش نانوتيرها با  يابد.هاي طبيعي افزايش ميفركانس

هاي  مرداك را با تئوري -]. بدين منظور، تئوري الاستيسيته گرتين7درنظرگرفتن اثر تنش سطحي پرداختند[
اگون تير تركيب كرده و رابطه غير كلاسيكي براي بار بحراني بدست آوردند. در تحقيق ديگري  انصاري و گون

ترين تئوري گراديان كرنشي، رفتار كمانش، ارتعاشات و خمش ميكروتير هدفمند را  همكارانش  براساس كلي
تعادل حاصله را حل نمودند. آنها  ]. آنها با استفاده از روش كلي تربيع ديفرانسيلي معادلات8بررسي نمودند[

نشان دادند كه باركمانش بحراني و فركانس طبيعي در تئوري گراديان كرنش اصلاح شده بيشترين و در 
تئوري كلاسيك كمترين مقدار را دارد. آل طاها و همكاران تحليل استاتيكي كمانش و پايداري نانوتيرهاي 

دهد پارامتر غيرمحلي  ]. نتايج آنها نشان مي9ررسي قرار دادند[هدفمند را به كمك روش المان محدود مورد ب
  ارينگن تاثير چنداني بر روي جابجايي و باركمانش بحراني تير ندارد. 

 تيموشنكو تير الكتروترمومكانيكي آزاد ارتعاش و خمش تحليل نجف آبادي به محموديان و محمدي مهر
 شده اصلاح كوپل تنش تئوري اساس بر الاستيك بستر برواقع  بور - نيتريد  ي لوله نانو با شده تقويت

 و وينكلر ضرايب كوچك، مقياس اثر لاغري، ضريب دما، تغييرات مختلف، مواد توزيع اثر آنها .]10پرداختند[
 بررسي تير را فركانس برروي تواني تابع ضريب و ماده طول مقياس پارامتر پيزوالكتريك، ضريب پاسترناك،

زنكور به بررسي خمش ميكروتير ساندويچي با خواص الاستيك و الكتريكي با استفاده از  عارفي و .نمودند
دهد با ها نشان مينتايج آن]. 11[تئوري تغيير شكل  برشي سينوسي مرتبه بالا و گراديان كرنش پرداختند
هش هاي مرتبه بالاي ميكروتير كاافزايش ضرائب بستر پاسترناك جابه جايي عرضي، چرخش، چرخش

تحليل كمانش، ارتعاشات آزاد و خمش نانوتيرها به كمك تئوري غيرموضعي ارينگن توسط تاي يابد.  مي
هاي مختلف تير مقايسه و اعتبارسنجي گرديد. او نشان داد كه  ]. نتايج وي با تئوري12مطرح گرديد[

  غيرمحلي افزايش جابجايي و كاهش بار كمانش را در پي دارد.  گنجاندن پارامتر
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در تحقيق ديگري نيز لي و فنگ براساس تئوري گراديان كرنشي تحليل ارتعاشات و خمش ميكروتير 
]. سيمسك و ردي با استفاده از تئوري تنش كوپل اصلاح شده كمانش 13پيزوالكتريك را بررسي نمودند[

]. 14ودند[واقع در محيط الاستيك را به كمك تئوري مرتبه بالاي يكپارچه ارائه نم ميكروتير هدفمند
معادلات تعادل در تحقيق آنها از اصل حداقل انرژي بدست آمده و به كمك روش ناوير در شرايط مرزي دو 

گردد. محمد آبادي و دانش مهر در پژوهشي به تحليل كمانش ميكروتيرها براساس تنش  سر ساده حل مي
]. آنها در اين كار از روش عمومي 15كوپل اصلاح شده و تئوري مرتبه بالا در شرايط مرزي مختلف پرداختند[

تربيع ديفرانسيلي براي حل معادلات تعادل استفاده نمودند و تاثير ضخامت ميكروتير، پارامتر مقياس طول و 
ضريب پواسون را بر روي بار كمانش بحراني بررسي نمودند. آكگوز و سيوالك با استفاده از مدل مثلثاتي 

دهد كه  ]. نتايج آنها نشان مي16اده از تئوري تنش كوپل پرداختند[جديدي به كمانش ميكروتير با استف
  يابد. گردد، اهميت مي اثرات اندازه هنگامي كه ضخامت تير به مقدار پارامتر مقياس طول نزديك مي

ابراهيمي و سالاري كمانش حرارتي و ارتعاشات نانوتير هدفمند واقع در محيط حرارتي را به كمك روش 
صورت متغير با دما درنظر گرفتند. ه ]. آنها كليه خواص نانومواد هدفمند را ب17بررسي كردند[تحليلي ناوير 

غيرمحلي ارينگن وارد مسئله گرديد و تاثير آن بهمراه ضخامت نانوتير پارامتر مقياس كوچك به كمك تئوري 
زاد ميكرو ورق با هسته عارفي و همكاران  ارتعاشات آبر روي دماي بحراني و فركانس طبيعي بررسي گرديد. 

   .]18[ولايه هاي پيزو مگنتيك را با استفاده از تئوري تنش كوپل اصلاح شده مورد بررسي قرار دادند
هاي طبيعي با ها براي حل معادلات حركت از روش تحليلي ناوير استفاده كردند و نشان دادند فركانسآن

 يابند.  با افزايش پتانسيل الكتريكي كاهش ميافزايش پتانسيل مغناطيسي افزايش يافته در حالي كه 

اي را به كمك  محمدآبادي و همكاران در تحقيق ديگري كمانش حرارتي ميكروتيرهاي كامپوزيتي لايه 
تربيع  ]. آنها معادلات تعادل را با استفاده از روش عددي19تئوري تنش كوپل اصلاح شده بررسي نمودند[

ديفرانسيلي و روش تحليلي بسط سري فوريه حل نمودند و نتايج تحقيقشان را در دو روش با يكديگر مقايسه 
 مختلف دماهاي توزيع تحت هندسي نقص گرفتن نظر در با را بعدي سه تير حرارتي كمانش لاي نمودند.

 نقص الياف، حجمي درصد هندسه، پارامترهاي دما، توزيع كه داد نشان وي نتايج. ]20داد[ قرار بررسي مورد
  .گذارد مي تاثير كامپوزيتي تير رفتاركمانشي روي الياف زاويه و هندسي

هاي پيشين كمانش، ارتعاشات و يا خمش ميكروتير تنها بررسي گرديده است. در اين  در تمامي پژوهش
الاستيك، مغناطيسي و الكتريكي پژوهش كمانش خطي تير دوپيونده كه يكي از آنها كامپوزيتي با خواص 

به دليل در نظر گرفتن سه پارامتر مقياس طول و گردد.  باشد، بررسي مي بوده و ديگري ساده و همگن مي
براي رسيدن به اين  مهم از تئوري غير اثرات مشتق اول و دوم كرنش براي تئوري گراديان كرنش و 

لوينسون بهمراه روش تربيع ديفرانسيلي  -ي رديكلاسيك گراديان كرنشي اصلاح شده و مدل مرتبه بالا
  استفاده خواهد شد. 

ميكرو الكترومكانيكي  هاي نانو/ هاي هوشمند و همچنين سيستم تواند در طراحي سازه تايج اين تحقيق مين
   بكار گرفته شود.
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  ميكروتير دوپيونده تحت بارگذاري -1شكل
  
  هندسه مسئله - 2

به وسيله فنرهاي برشي و عرضي (محيط الاستيك)  bو عرض hيك ميكروتير از جنس اپوكسي به ارتفاع
به ميكروتير كامپوزيتي با خواص الاستيك، مغناطيسي و الكتريكي به همان  gaKو  waKبا ثوابت بستر

فرض گرديده است. ميكروتيرها در  Lاست. طول هر دو ميكروتير نيز برابر عرض و ارتفاع متصل گرديده
ي و يا مغناطيسي باشند. تواند از نوع حرارتي، الكتريك معرض بار خارجي محوري قرار دارد كه اين بار مي

  .دهد ) شمايي از هندسه مسئله را نشان مي1شكل (
  

  معادلات حاكم -3
  لوينسون -ميدان جابجايي براي مدل ردي  -1- 3

توانايي تحليل رفتار تيرهاي در برشي و پيچشي،  با در نظر گرفتن تغيير شكللوينسون  -رديمدل تير 
  ]:21-23گردد[ جابجايي در اين مدل به صورت زير تعريف ميمعرض بارهاي متنوع را دارد. ميدان 

     3
1 1

,
( ,z, ) , ( , ) 


    


w x t

u x t z x t c z x t
x

  )1( 

)2(  2 ( ,z, t) 0u x  

)3(  3( ,z, t) ( , )u x w x t  

iuكه در آن (i 1, 2,3)هاي بردار جابجايي در سه راستاي مولفه, , zx y بوده وw  جابجايي عرضي تير
  شود: ثابتي بوده كه به صورت زير تعريف مي 1cباشد و مي xچرخش حول محور طولي تير  باشد.  مي
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  هاي غير صفر كرنش  مولفه -2- 3

لوينسون به صورت زير  - جابجايي براي تير ردي –با داشتن ميدان جابجايي مولفه هاي غير صفر كرنش
  آيد: بدست مي
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)كه در اين روابط و از اين به بعد به دليل اختصار نويسي جمله , )x t .از معادلات حذف خواهد شد  
  
  انرژي پتانسيل كرنشي -3- 3

] ارائه 24توسط لام و همكارانش [) 2003( تئوري الاستيسيته گراديان كرنشي اصلاح شده ابتدا درسال
انرژي كرنشي براساس اين تئوري براي ميكروتير ايزوتروپيك الاستيك خطي با در نظر گرفتن ناحيه   گرديد.

  ]:25-27گردد[ بصورت زير تعريف ميپيوسته اشغال شده
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  ]:26] و[25گردد[ زير اصلاح ميمغناطيسي به صورت  -اين رابطه براي ميكروتير با خواص الكتريكي 
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كه در اين رابطه ij، i،(1)ijkوij به ترتيب تانسور كرنش، بردار گراديان گسترش پذير، تانسور گراديان
  ]:27- 28آيند[ هاي زير بدست مي انحرافي و تانسورگراديان چرخش متقارن بوده و توسط رابطهكشش 
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     ij i j j i i i  

بردار چرخش بوده و كه در آن ij باشد. بيانگر تانسور دلتاي كرونيكر ميip،(1) ijkوijm  به ترتيب تانسور
  گردد: هاي زير بيان مي باشند. توسط رابطه كوشي و تانسورهاي مرتبه بالاتر مي

2  الف)- 13(
02 i ip l  

) ب)- 13( (121) )
12 ijk ijkl  

2  )ج- 13(
22 ij ijlm  

نيز به ترتيب پارامترهاي مقياس طول وابسته به گراديان 2lو0l،1lثوابت لامه ووكه در اين روابط
  باشند. گسترش پذير، گراديان كشش انحرافي و گراديان چرخش مي

 ) پارامترهاي 8همچنين در رابطه ( iHوEi كي بوده كه بصورت هاي مغناطيسي و الكتري به ترتيب ميدان
  گردند: زير تعريف مي
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)14(  , i iE 
)15(  , i iH  
و ها در راستاي ضخامت به  هاي مغناطيسي و الكتريكي بوده كه توزيع اين پتانسيل بيانگر پتانسيل

  ]:29گردد[ تعريف ميصورت زير 

)16(  
2

(x,z, t) cos( z) (x, t)

2
(x,z, t) cos( z) (x, t)

  



  


    

E
E

H
H

zV

h
z

h

  

كه در آن  
h

,x)باشد و  مي  t)E و(x, t)H  تغييرات ميدان الكتريكي و مغناطيسي در راستاي
نيز به ترتيب  Hو EVبايست شرايط مرزي مغناطيسي و الكتريكي را ارضا نمايند. بوده كه مي xمحور

  باشد. ولتاژ الكتريكي خارجي و پارامتر مغناطيسي خارجي مي

اسي حاكم بر مواد اي قرار دارند، معادلات اس اگر فرض شود كه ميكروتيرها در شرايط تنش صفحه
  :]29[گردد ميمگنتوالكتروالاستيك به صورت زير حاصل 

)17(  

11 31 31 1

44 15 15

15 11 11

31 33 33 3

2 2
e ( sin( z) ) ( sin( z) )

e cos( z) cos( z)

e cos( z) cos( z)

2 2
e ( sin( z) ) ( sin( z) )

       

   

  

      


       

 
  

 
 

  
 


       



E H
xx xx E H

E H
xz xz

E H
x xz

E H
z xx E H

x

V
c q T

h h

c q
x x

D s d
x x

V
D s d T

h h

B q15 11 15

31 33 33 3

cos( z) cos( z)

2 2
( sin( z) ) ( sin( z) )

   

       

 
 

 


       

E H
xz

E H
z xx E H

d
x x

V
B q d T

h h

 

  
به ترتيب نشان دهنده ثوابت الاستيك،  iو ijc،ije،ijq،ijs،ij،ijd،ij،ivدر رابطه فوق

پيزوالكتريك، پيزومغناطيس، دي الكتريك، ضريب حرارتي، مگنتوالكتريك، مغناطيس، پيروالكتريك و 
  اي براي ميكروتيرها در پيوست (الف) آمده است.  ر شرايط تنش صفحهباشند كه د پيرومغناطيس مي

  شود: ) درنظر گرفته مي18تانسور كلاسيك تنش براي ميكروتير نيز بصورت رابطه (
)18(  2    ij ij kk ij  

  كه در آن:

)19(  
(1 )(1 2 ) 2(1 )

 
  

 
  

E E  
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باشند. با استفاده از  ) معرف مدول الاستيسيته و ضريب پواسون مي19) و (18در رابطه ( و Eپارامترهاي
لوينسون بصورت  -هاي غير صفر بردار گراديان گسترش پذير براي مدل ردي ) مولفه10) و (6)، (5روابط (

  آيد: زير بدست مي

)20(  
2 2 3

3
2 2 31 ( )
    

   
  

x z z
x x x

w
c  

)21(  
1

2
2

2
(3 )    

   
  

z

w
c z

x x x
  

هاي غيرصفر تانسور گراديان كشش انحرافي بصورت زير حاصل  ) مولفه11) و (6) و (5با استفاده از روابط (
  شود: مي

)22(  

2 2 3
3

2 2

2 2
2

2

2 2
2

(1)
111 1 13

(1)
333 1 2

(1) (1) (1)
113 131 311 1 2

(1) (1) (1)
313 331 1

2

33 1

2 2 6
( )

5 5 5

2 1 6

5 5 5

8

5

8

( )

( )

8 4
( )

15 15

(
5

 





 

 

  

   

   
  

   
   

   
   

   
   

   

 





   

     

 



z
x x x x

w
z

x x x x

w
z

x x x x

w w
z c c z

w
c

w
c

w
c z

2 3 2 3

2

2 3

12 3

(1) (1) (1)
122 212 221 1 12 3

(1) (1) (1) 2
322

2 3

2

2 2

2 2232 223 1

( )

(

)
5 5

2
( )

5 5 5

2

)

)
1

( ) ( 2
5 15







   

   

  


     

 
       

 

  
  

   
  

   
 
 

z

x x x x

z

x x

z w
c

w z w
c z c

w w
c z

x x

x x

x x  
صفر ) تانسورگراديان چرخش متقارن داراي مولفه هاي غير 12) در رابطه (6) و (5با جايگذاري از روابط (

  باشد: بصورت زير مي

)23(  

2 2
2

2 21

1

1
(

3
) ( )

4
3

( )
2

4

  

  

   
  

   


  

   




xy yx

yz yz

w w

x x x
c

w

z

x
c z

x  

  ) بدست خواهند آمد.13) در رابطه (23) تا (20هاي مرتبه بالاتر با جايگذاري روابط ( تنش
براي ميكروتيرها با جايگذاري روابط بدست آمده در رابطه انرژي پتانسيل كرنشي  Uانرژي پتانسيل كرنشي

  ) حاصل خواهند شد. 8) و (7(
لازم به ذكر است كه از اين جا به بعد انديس صفر بيانگر ميكروتير كامپوزيتي با خواص الاستيك، الكتريكي و 

همچنين جهت تمايز خواص مكانيكي دو تير  باشد. بيانگر ميكروتير ساده و همگن مي 1مغناطيسي و انديس 
از يكديگر از بالانويس * براي خواص ميكروتير ساده و همگن استفاده خواهد شد. روابط پتانسيل كرنشي 

  ) خواهد بود:24براي هر ميكروتير بصورت رابطه (
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)24(  

* * *(0) *(2) *(0) *(2) *(0) *(2)
1 1 3 1 3 113 1 113 322 1 322

0
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*(0) *(2) * * *(1) *(1)12 1 12 1

333 1 333 1 1 111 1 133

*(1) *
1 122 1 32

1 8 24 2 6
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2 6 3 6 24
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        
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 


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x
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2 2 3 3
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5 5 5 5

3 3 6 24 6
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5 5 5 5 5

3 ) ( 3





      

 
        

      
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T cT Q c F cT cT cT
x

w
cY c R c P

x
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(0)
0 1 3 1 3

0

4 24 3 6

5 5 15 5

1 6 3 2 3
) (

5 5 2 2 5 5

3
) }

5

1
{( 3

2

   

 
         

 
   

    
L
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x
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x
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 
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  اند. ) معرفي گرديده25صورت رابطه (ه ه ب) كليه پارامترهاي در نظرگرفته شد24كه در روابط (

)25(  
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  كار خارجي - 4- 3

ين نيروي خارجي ابراي مدلسازي اثرالاستيك بين تيرها از مدل وينكلر و پاسترناك استفاده شده است. بنابر
  از طرف محيط خارجي به تيرها برابر است با:

)26(  2( )  elastic medium w gF K w K w  
مدول برشي مربوط به مدل پاسترناك و  gaKبيانگر ثابت فنر خطي براي مدل وينكلر، waKكه در آن 

همچنين 
2

2
2

 
d

dx
) كار خارجي وارد بر هر ميكروتير به 26باشد. با توجه به رابطه ( عملگر لاپلاس مي 

  گردد: صورت زير حاصل مي

)27(  0 1

0 12
0 10

( )1
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( )2
 

               

L

wa

e
ga

K w w
V w w dx

K w w
  

تواند نيروي حرارتي، مغناطيسي و الكتريكي باشد. كار خارجي كه  وارد به ميكروتير مي Nنيروي محوري
  آيد. باشد: گردد بصورت زير بدست مي بوسيله اين نيرو به هريك از ميكروتيرها ايجاد مي

)28(  
2

0
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2




 
   


L j
external load

w
V N dx

x
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  اصل هميلتون -5- 3
براي تير دوپيونده بدست آورد. اين  مينيمم انرژي پتانسيل كلاصل  توان با بكارگيري معادلات تعادل را مي

  شود: اصل بصورت زير نوشته مي
)29(  0 1( )     e external loadU U V V 

شوند كه تعريف ضرايب  ) معادلات تعادل بصورت روابط زير حاصل مي29با جايگذاري روابط قبلي در رابطه (
  آنها در پيوست (ب) موجود  است.

)30(  

0
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     



    

w
A c I c J c l l c I

x

I c J c K c l l l A

l l l c I l l l c J
x

c K c J c l l A l 2 2
1 1

3
2 2 2 2 2 20
0 1 2 1 0 13

4 5
2 2 2 20 0
1 1 0 1 1 14 5

(1) (3) (2) (0)
31 31 131 1 15 15

(1) (3) (2)
31 1 31 1 15

12 )( )

9 4
(18 24 )( )}( ) {(2 )(

4 5

4
2 )}( ) {(2 )( )}( )

5

{ 3 }( )

{ 3



 

 



 




     


 

   
 

  






  

 E

l c I

w
l l l c J l l I

x

w
c K c J l l c K c J

x x

E E c c E E

Q c Q c Q

x

Q (0)
15 )}( 0





H

x

  

  



 63                                                                                  ن ...لوينسو -تحليل كمانش ميكروتير دو پيونده براساس مدل ردي
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11 33
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
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 



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  


E H
E H

E

E
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w

E E

X Y

x x x

Y X
x x

w

x x
Q c Q c Q Q

T

x

Y T Y
x x

  

 

)31( 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0

2
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3
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:
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
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
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w
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x x

l l A l l c I l l l c J
x

c K c l l A l l c I

4 5
2 2 2 2 2 2 20 0
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6
2 2 2 (3) (2) (0)0
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1 31 1

2

15 15 0 1 0

2
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2

9 4
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4 5
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{(2 )( )}( ) { 3 }( )

5

}( (){ 3 ) (

  



 
     

 


     






      






E

H
wa ga

w
l l l c J l l c K c J

x x

w
l l c K c E c E E

x

c Q c Q Q K w w K
x

w

x
2

0
1 2
) ( )


  


w

w N
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)33(  
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 ) درنظر گرفته36) و (35شرايط مرزي نيز در حالت دوسر ساده و دوسرگيردار به ترتيب بصورت روابط (
  شوند: مي
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)35(  
2

2
0 ,( 0, )( 0,1)  

      


i
i i E H

w
w x L i

x
  

)36(  0 ,( 0, )( 0,1)  
      


i
i i E H

w
w x L i

x
  

  
  روش حل -4
  روش تربيع ديفرانسيلي - 4-1

 معادلات ،هاي عددي است كه در آن با استفاده از ضرايب وزني از جمله روشروش تربيع ديفرانسيلي 
شوند. بدين ترتيب كه درهر نقطه، مشتق  تبديل مي خطياي از معادلات جبري  ديفرانسيل حاكم، به دسته

مجموع خطي از ضرايب وزني و مقادير تابع در آن نقطه وديگر نقاط دامنه و در جهت  به صورت يك
بعدي، به شكل زير بيان  براي حالت يك محورهاي مختصات بيان خواهند شد. رابطه اصلي اين روش

  ]:31] و [30[شود مي

)37(  
1

(x ) 1,2,....,


 
i

N

ij j
jx x

df
C f i N

dx
  

xتعداد نقاط نمونه، Nتابع مورد نظر، f(x)كه در آن iنقطه نمونهiام از بازه تابع و  ijC ضرايب وزني
  ام است.iنمونه براي بدست آوردن مشتق تابع در نقطه

  :گردد مي بعدي به صورت زير تعريف تابع در حالت يك امn، مشتق  كلي در اين روشبه طور 

)38(  ( )

1

(x ) 1,2,....,


 
i

n N
n

ij jn
jx x

d f
C f i N

dx
  

ي زيـادكاربرد در حـل مسـائل مهندسـي كه اي چبيشـو  هاي چند جمله ريشهبراي تعيين نقاط نمونه  از 
  ]:28گردد[ اين فاصله گذاري به صورت زير بيان مي شود. مي اسـتفاده دارند،

)39(  2 1
1 cos 1,2,...,

2 1
         

i

L i
x i N

N
  

  با تعريف بردار جابجايي به شكل زير:
)40(            , , ,  

T
U w  

  بيان نمود:توان به شكل زير  ) را مي34) تا (31معادلات حاكم (
)41(       K U N P U  

  توان به صورت زير بيان نمود: ) را نيز مي36) يا (35و شرايط مرزي (
)42(      0T U  

) منجر به افزايش تعداد معادلات نسبت به مجهولات خواهد شد. به منظور 42) و (41حل همزمان معادلات (
معادلات حاكم در نقاط مرزي صرف نظر خواهد شد. تعداد اين نقاط برابر با تعداد  رفع اين مشكل از ارضاي
  شرايط مرزي خواهد بود.
  توان اين رابطه را به شكل زير بيان نمود: ) در نقاط مرزي مي41با حذف معادلات حاكم (
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)43(           K U N P U  
ها در  باشد. با تفكيك ستوني ماتريس غيرمربعي متناظر ميكه در اين رابطه علامت بار بيانگر ماتريس هاي 

  توان اين دو رابطه را به شكل زير بيان نمود: ) مي43) و (42روابط (

)44(                          d b d bd b d b
K U K U N P U P U  

)45(           0 
d bd b

T U T U  

) منجر به افزايش تعداد معادلات نسبت به مجهولات خواهد شد. فرض 42) و (41حل همزمان معادلات (
شوند به  تقسيم  )domain( و نقاط مياني )boundary(ي نقاط مرزي  كنيد نقاط حل مساله به دو دسته

 wiاي كه تعداد نقاط مرزي دقيقا برابر با تعداد شرايط مرزي خواهد بود. با توجه به اين كه براي متغير  گونه
در هر طرف تير دو شرط مرزي وجود دارد، لازم است براي اين متغير از هر طرف تير دو نقطه به عنوان نقاط 

ر طرف تير يك شرط مرزي وجود داشته و در نتيجه يك نقطه مرزي انتخاب شوند و براي ساير متغيرها در ه
نقطه به عنوان نقاط  26ي حل مساله  نقطه 10Nي مرزي انتخاب خواهد شد. بنابراين در بين  به عنوان نقطه

مرزي بوده كه دقيقا با تعداد شرايط مرزي مساله برابر است. ساير نقاط حل مساله نيز به عنوان نقاط مياني 
  باشند. مي 10N-26فته خواهند شد كه تعداد آنها برابر با در نظر گر

به منظور رفع مشكل ازدياد از ارضاي معادلات حاكم در نقاط مرزي صرف نظر خواهد شد. با حذف معادلات 
  توان اين رابطه را به شكل زير بيان نمود: ) در نقاط مرزي مي41حاكم (

)46(         1 
b db d

U T T U  
  ي زير را بيان نمود: ي مقدار ويژه توان رابطه ) مي42دادن اين تساوي در معادله حاكم (و با قرار 

)47(       1 2
d d

F U N F U  
  كه در اين رابطه:

)48(  
     
     

1

1

1

2





       

       

b dd b

b dd b

F K K T T

F P P T T
  

  ) بار بحراني به عنوان مقدار ويژه بدست خواهد آمد.47ي ( با حل مساله ي مقدار ويژه

  
  عددينتايج  -5
  اعتبارسنجي نتايج - 1- 5
هاي  هاي معتبر علمي جدول ها با نتايج ارائه شده در پايگاه راي اعتبار سنجي نتايج اين پژوهش و مقايسه آنب
شماره صفر در پژوهش حاضر حذف گرديده و  ارائه گرديده است. براي نتايج هر دو جدول تير )2( و )1(

  شود.  نميهمچنين محيط الاستيك نيز در نظر گرفته 
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پارامترهاي مقياس طول در حالت تنش كوپل اصلاح شده  )1(براي بار كمانش در جدول 
0 1 2( 0, )  l l l l مورد استفاده قرار 15مهر[ محمدآبادي و دانشهاي عددي در تحقيق  همراه دادهه ب [

نيز نتايج بار بحراني بدون بعد براي تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده  )2(گرفته است. در جدول 
0 1 2( )  l l l l ]بدست آمده است. همانگونه 32مطابق  داده هاي عددي تحقيق انصاري و همكاران [

شته كه از نتايج هر دو جدول مشهود است قرابت قابل قبولي بين نتايج موجود در كار حاضر با تحقيقات گذ
  وجود دارد.

  
  نمودارها و جداول - 2- 5

براي ترسيم نمودارهاي ارائه شده در اين بخش شرايط مرزي دو سر ساده در نظر گرفته شده است. همچنين 
  ]:15گردد[ هاي عددي زير استفاده مي جهت ترسيم نمودارها از داده

)49(   
12

17.6 , 2 , 10 , 2 ,

10( ), 10 ( )

   

 ga wa

l m h l L h b h

K N K Pa
  

) در انتهاي توضيحات نمودار مربوطه آورده شده است. باتوجه به اينكه 49(هرگونه تغيير در مقادير رابطه 
درنظر گرفته شده است، لذا   BiTiO3–CoFe2O4 ارتوتروپيك كامپوزيت جنس ميكروتير شماره صفر از

از  1است. همچنين ميكروتير شماره  ] انتخاب شده29خواص كامپوزيت مذكور از جدول موجود در مرجع [
  است: آمده )3( بوده كه خواص آن در جدولجنس اپوكسي 

بررسي شده است. اين  )2(در ابتدا تاثير تعداد نقاط شبكه بر روي دقت و همگرايي حل، توسط نمودار شكل 
را براي تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده نشان  Nنمودار بار كمانش بر حسب تعداد كل نقاط گسسته

 11Nانگونه كه مشهود است، تعداد نقاط براي رسيدن به همگرايي و دقت قابل قبول نتايج دهد. هم مي
  باشد كه در ترسيم تمامي نتايج از اين مقدار استفاده شده است. مي

  
 ]15مهر[ محمدآبادي و دانشمقايسه باركمانش  در تحقيق حاضر با كار  - 1جدول                

h  مدل تيموشنكو  مدل ردي l  

  كار حاضر  1284/61  3579/60
  ]15مهر[ محمدآبادي و دانش  1279/61  3571/60

  
 ]32مقايسه باركمانش بدون بعد در تحقيق حاضر با تحقيق انصاري و همكاران[ - 2جدول                

SiC  Al مدل تيموشنكو  

  كار حاضر  0726/0  4635/0

  ]32انصاري و همكاران [  0719/0  4624/0
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دهد. اين نمودار كه  باركمانش را برحسب نسبت ضخامت به پارامترمقياس طول نشان مي )3(نمودار شكل 
براي سه تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده، تنش كوپل اصلاح شده و كلاسيك رسم گرديده است، نشان 

مقادير هاي ديگر بيشتر و اين  دهد كه مقادير بار بحراني در تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده از تئوري مي
باشد. همچنين مشاهده  در تئوري تنش كوپل اصلاح شده از تئوري كلاسيك كه مقدار ثابتي دارد، بيشتر مي

گردد كه با افزايش نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول به جز تئوري كلاسيك كه مقدار باربحراني  مي
  يابد. هاي ديگر اين مقدار كاهش مي ثابت است، در تئوري

  
  ]23خواص فيزيكي و مكانيكي اپوكسي[ -3جدول                  

   E  
0.38  31220 /kg m 1.44GPa  

  

 

  باركمانش بر حسب تعدا نقاط شبكه -2شكل

 
  هاي مختلف بر حسب نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول باركمانش به ازاي تئوري -3شكل
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  باركمانش به ازاي ثابت مختلف وينكلر بر حسب نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول - 4شكل

  
بار كمانش ميكروتير دوپيونده را بر حسب نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول به ازاي ثابت  )4(شكل 

دهد. همانگونه كه مشهود است با افزايش ثابت وينكلر مقدار بار كمانش  وينكلر فنر متفاوت نمايش مي
متر مقياس طول بار كمانش ميكروتير دوپيونده را بر حسب نسبت ضخامت به پارا )5(يابد. شكل  افزايش مي

شود با افزايش ضريب پاسترناك  دهد. همانگونه كه برداشت مي به ازاي ثابت مختلف پاسترنك فنر نمايش مي
910يابد.  مقدار بار بحراني در تئوري گراديان كرنشي افزايش مي ( )waK Pa  

ارائه گرديده  )6(ر نمودار شكل بررسي تاثير افزايش نسبت طول به ضخامت ميكروتير  بر روي باركمانش د
است. اين نمودار كه براي تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده و بر حسب ثابت وينكلر ترسيم گرديده نشان 

دهد كه با افزايش نسبت طول به ضخامت در راستاي افزايش ثابت وينكلر مقادير باركمانش كاهش  مي
(كار حاضر) و ميكروتير تنها (در صورت نبودن ميكروتير بار كمانش ميكروتير دوپيونده  )7(يابد. شكل  مي

  دهد.  هاي متفاوت نشان مي كامپوزيتي و محيط الاستيك) را براي تئوري
  

  
  باركمانش به ازاي ثابت مختلف پاسترناك بر حسب نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول - 5شكل 
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  تير بر حسب ثابت وينكلر باركمانش به ازاي ثابت مختلف نسبت طول به ضخامت -6شكل 

  
  هاي مختلف باركمانش براي سيستم هاي ميكروتيري متفاوت و تئوري - 7شكل 

  
دهد كه افزودن  اين منحني كه بر حسب نسبت ضخامت به پارامتر مقياس طول رسم گرديده نشان مي
و  )4(دهد. جدول  ميكروتير كامپوزيتي با خواص الاستيك، الكتريكي، مغناطيسي  بار بحراني را كاهش مي

اين  )4(د. جدول ده مقادير باركمانش را به ازاي شرايط مرزي مختلف و تئوري هاي متفاوت نشان مي )5(
دهد. همانطور كه  براي مدل تير تيموشنكو نشان مي )5(لوينسون و جدول  –مدل تير ردي موارد را براي
باشد. همچنين  لوينسون بيشتر از مدل تيموشنكو مي –شود مقادير بار بحراني در مدل ردي مشاهده مي
باشد. همچنين در مورد  ي را دارا ميبحران گردد كه شرايط مرزي دوسر گيردار بيشترين بار مشاهده مي

  شود. تصديق مي )2(ها نيز نتايج نمودار شكل  تئوري
دهد. نتايج هاي مختلف نشان مي مقادير بار كمانش را به ازاي ثابت وينكلر متفاوت براي تئوري )6(جدول 

بار  )7(ت. جدول دهد كه با افزايش ثابت وينكلر بار كمانش در هر سه تئوري افزايش خواهد ياف نشان مي
شود كه با  دهد. با دقت در نتايج مشاهده مي كمانش براي نسبت طول به ضخامت مختلف را نمايش مي

  افزايش نسبت مذكور، بار بحراني در همه تئوري ها كاهش خواهد يافت.
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  لوينسون -باركمانش بدون بعد براي مدل ردي -4 جدول                 
  ابتدا ساده  گيردار ساده  
  انتها  ساده  گيردار  گيردار

0291/0 0552/0 0145/0  0 1 2( 0)  l l l  
  كلاسيك

0542/0 1035/0 0269/0 0 1 2( 0, ( ))  l l l l m  
  تنش كوپل اصلاحي

1156/0 2192/0 0578/0 0 1 2( ( ))  l l l l m  
  گراديان كرنشي اصلاحي 

  

  باركمانش بدون بعد براي مدل تيموشنكو -5 جدول                 
  ابتدا ساده  گيردار ساده  
  انتها  ساده  گيردار  گيردار

0284/0 0530/0 0144/0 0 1 2( 0)  l l lكلاسيك  

0521/0 0969/0 0264/0 0 1 2( 0, ( ))  l l l l m  
  تنش كوپل اصلاحي

0970/0 1662/0 0531/0 0 1 2( ( ))  l l l l m  
  گراديان كرنشي اصلاحي 

  

  باركمانش بدون بعد بر حسب ثابت وينكلر(بر حسب پاسكال) مختلف -6 جدول                  

1010waK   910waK   810waK   نوع تئوري  

0145/0 0141/0  0136/0 0 1 2( 0)  l l lكلاسيك  

0266/0 0253/0 0236/0 0 1 2( 0, ( ))  l l l l m  
  تنش كوپل اصلاحي

0566/0 0503/0 0434/0 0 1 2( ( ))  l l l l m  
  گراديان كرنشي اصلاحي 

  

  باركمانش بدون بعد بر حسب نسبت طول به ارتفاع مختلف - 7جدول                  

15
L

h
  10

L

h
  5

L

h
  نوع تئوري  

0065/0 0145/0  0553/0 0 1 2( 0)  l l lكلاسيك  

0121/0 0269/0 1035/0 0 1 2( 0, ( ))  l l l l m  
  تنش كوپل اصلاحي

0260/0 0587/0 219/0 0 1 2( ( ))  l l l l m  
  گراديان كرنشي اصلاحي 
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  نتيجه گيري -6
لوينسون به كمك تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده و  - در اين پژوهش كمانش خطي تير دوپيونده ردي

روش تربيع ديفرانسيلي بررسي گرديد. اين سيستم شامل يك ميكروتير از جنس اپوكسي و ميكروتير 
اند،  كديگر متصل گرديدهكامپوزيتي با خواص الاستيك، مغناطيسي و الكتريكي كه با محيط الاستيك به ي

  دهد كه: شود. نتايج اين پژوهش نشان مي مي
ها بيشتر و اين مقادير در تئوري  مقادير بار بحراني در تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده از ساير تئوري -

علت اين رويداد آن است كه  باشد. تنش كوپل اصلاح شده از تئوري كلاسيك كه مقدار ثابتي دارد بيشتر مي
بيشتر از تئوري تنش كوپل اصلاحي  پارامترهاي مقياس كوچكاصلاح شده تعداد  در تئوري گراديان كرنشي

   باشد. و در آن بيش از تئوري كلاسيك مي
با افزايش نسبت ضخامت به پارامترمقياس طول، مقدار بار بحراني در تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده و  -

ماند. اين نسبت به علت وجود پارامتر مقياس طول  ي كلاسيك ثابت ميتنش كوپل اصلاحي كاهش و در تئور
در دو تئوري گراديان كرنشي اصلاح شده و تنش كوپل اصلاحي باعث كاهش مقاومت سيستم شده و در 
نتيجه كاهش بار بحراني را به همراه دارد. در تئوري كلاسيك نيز به علت صفر بودن پارامتر مقياس طول 

  بحراني ندارد.تاثيري در بار 
يابد. اين نسبت مستقيم به علت آن است كه با  با افزايش ثابت وينكلر و پاسترناك بار بحراني افزايش مي -

  يابد. افزايش ثوابت محيط الاستيك، سختي سيستم افزايش و درنتيجه بار بحراني افزايش مي
اومت سيستم كمتر شده و در نتيجه با افزايش نسبت طول به ضخامت در راستاي افزايش ثابت وينكلر، مق -

  يابد.  بار بحراني كاهش مي
افزودن ميكروتير كامپوزيتي با خواص الاستيك، مغناطيسي و الكتريكي در كنار ميكروتير همگن، باعث  -

  گردد.  كاهش مقاومت سيستم و در نتيجه كاهش بار بحراني مي
باشد. همچنين شرايط مرزي دوسر  ل تيموشنكو ميلوينسون بيشتر از مد - مقادير بار بحراني در مدل ردي -

  باشد. گيردار به دليل مقيدتر بودن بيشترين باربحراني و شرايط مرزي دوسر ساده كمترين مقدار را دارا مي
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Abstract 
 

In this paper, the linear buckling analysis of double – bonded micro beam was carried out 
based on the Reddy-Levinson model and the modified strain gradient theory. The studied 
system consists of an isotropic micro beam and a magneto-electro-elastic composite micro 
beam. The beams are connected by an enclosing elastic medium and were simulated 
according to the both Winkler and Pasternak models. In order to verify the outcomes, they 
were compared with the available published data. The comparison shows that the results are 
in a good agreement  with other research outcomes. The results show that as the Winkler and 
Pasternak constants increase, the critical buckling load decreases along the ratio of the 
thickness to the material length scale parameter. Moreover, the results confirm that the 
addition of a magneto-electro-elastic composite micro beam of the system, including 
anisotropic micro beam lead to the reduction of the critical buckling load. 

 


