
  
  

  
  

 
  . جرم متمركز، هاي كربنينانولوله، نانوكامپوزيت، ارتعاشات غيرخطي اجباري :راهنما هايواژه

 
  مقدمه -1

عملكردهاي گوناگون اين مكانيزم  با توجه به، برروي تيرهاي يكسرگيردار با جرم متصل شده به آن پژوهش
ارتعاشات و پاسخ ديناميكي تير يك سر . سابقه طولاني دارد. . . نگهدارنده مخازن و تابلوها و هايسازهمانند 
هاي از نخستين گام. دستمايه تحقيق پژوهشگران متعددي بوده است، با جرم متصل شده به انتهاي تيردرگير

 مودهاي لشكهاي طبيعي و فركانس] 1[ لـورا و همكـاران. اين موارد اشاره نمودتوان بهاين نوع پژوهش مي
هاي دقيقي ها جوابآن. ددرگيـر همگن با يك جرم متمركز در انتها را مورد مطالعه قـرار دادنـ يكسر تيـر

  . دست آوردنـد برنولي به - هاي مختلف جرم متمركز و با استفاده از مدل تير اويلربراي نسبت
گاه مقاوم در برابر چرخش بـه مطالعه ارتعاشات تير با يك جرم متمركز در مكان دلخـواه و بـا تكيه]2[ لوگـ

، وي به تأثير نسبت جرم متمركز به جرم تير. برنولي و تبديل لاپلاس پرداخته است -با استفاده از مدل اويلر
هاي طبيعي برروي تير در تحليل فركانس سختي فنرهاي دو سر تير بـه سـختي تيـر و مكـان جرم متمركز

يك -برنولي يك سر درگير - بررسي ارتعاشـات يـك تير اويلرا ب] 3[ پارنل و همكارانش. تير توجه نموده است
  . اند با يك جرم متمركز در انتهـاي ديگر آن پرداخته سر آزاد
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  1حميدرضا اسماعيلي

  دانشجوي دكترا
  

  

  

  2هادي آروين بروجني
  دانشيار

ارتعاشات غيرخطي اجباري تير يكسرگيردار كامپوزيتي 
  انتهايي با جرم متمركز هاي كربنيتقويت شده با نانولوله

كاركرد متفاوت مكانيزم تير و جرم متمركز و اهميت مواد با توجه به 
نانوكامپوزيتي، در اين مقاله به بررسي ارتعاشات غير خطي تيرهاي كامپوزيتي 
يكسرگيردار با جرم متمركز در انتها، تحت تحريك نيروي هارمونيك پرداخته 
شده است. معادلات حركت حاكم با استفاده از روش فرمول بندي دقيق 

ي استخراج گرديده است. به منظور مدل سازي خواص مكانيكي هندس
تاناكا استفاده  -هاي كربني از مدل موريكامپوزيتي تقويت شده با نانولوله

استخراج  هاي چندگانهبا استفاده از روش مقياسپاسخ فركانسي گرديده است. 
وله گرديده است. در نهايت به بررسي تأثير ميزان جرم متمركز، درصد نانول

  . كربني و نيروي هارمونيك بر پاسخ فركانسي پرداخته شده است
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شرايط مرزي و شـرايط اوليـه متغيـر بـوده ها براي يك تيـر بـا سـطح مقطـع ثابت اما بار گسترده تحليل آن
همراه  بـا اسـتفاده از روش المـان محدود به تحليل تير يك سردرگير به] 4[ يامـانهاي اخير در سال. است

معادله حاكم بر حركت تير را با ] 5[ ويشـار و فويسـت. يك جرم متمركز در انتهاي آزاد تير پرداختـه اسـت
هاي رعاشـات عرضـي محوارت ] در6[ وتا و همكارانگ. ندخمـش و پيچش ارائه نموده بـودن فرض وابسـت

اضافه  تأثير] به بررسي 7افتخاري و همكاران [. دكامپوزيتي دو تكه با شرايط مرزي مختلف را مطالعـه نمودن
كردن يك جرم متمركز برروي تيرهاي كامپوزيت لايه اي يك سر درگير در حركات ارتعاشي عرضي تير 

هاي كربني سابقه طولاني هاي تقويت شده با نانولولههاي مرتبط با كامپوزيتپژوهش از سوي ديگر. پرداختند
-هاي تقويت شده با نانولولهكامپوزيت براي تعيين خواص مكانيكي نانو، هاي كانتينيوميرهيافت اكثر. ندارد

هاي متعدد ساير پژوهشگران بر تكميل اين تئوري براي ] و تلاش9، 8هاي كربني بر نتايج تئوري اشلبي [
  . ]11، 10تكيه دارند [، سازي و كليت افزايي فرمولاسيون براي اجسام غير همگن عموميت

ها كاملا بصورت ناهمگن پخش (فاز تقويت كننده) در آنهايي كه فاز دوم گام اساسي براي مدل سازي ماده
] به 13هاي انجام شده توسط چنگ و چنگ [با پژوهش. ] برداشته شد12موري و تاناكا [شده است توسط 

به منظور  ]14هاي الياف كوتاه و همچنين پژوهش ادگارد و همكاران [منظور تعيين مدول موثر كامپوزيت
هاي كربني و همچنين پژوهش بنونيست درمورد تئوري موري ت شده با نانو لولهمدل سازي پليمرهاي تقوي

هاي ] درمورد معادلات اشلبي براي مدل سازي كامپوزيت16[را و پژوهش فرميكا و لاكاربونا ]15تاناكا [
يش از ها بتاناكا براي اين نوع كامپوزيت - موري - اعتبار و صحت مدل اشلبي، كربنيتقويت شده با نانولوله

هاي از جنس نانو كامپوزيت تقويت شده با نانولوله الهمدل شده در اين مق تير. پيش مورد تاييد قرار گرفت
خواص منحصر به ، هاي متفاوت تقويت كنندهها بر حسب درصد حجميباشد كه اين نوع كامپوزيتكربني مي

، هاي كربني به عنوان فاز تقويت كنندهنانولولهدليل استفاده از  . دهندفرد و ويژه اي را از خود بروز مي
امپوزيت مورد استفاده ماده تشكيل دهنده ماتريس نانوك. باشدهاي منحصر به فرد مواد كربني ميويژگي

چگالي ، به عنوان ماتريس اپوكسيدليل استفاده از . گيردها قرار ميباشد كه در گروه پلاستيكپوكسي ميا
فرمول  مقالهز سويي ديگر در اين ا. گرددكه باعث كاهش چشمگير جرم سازه نهايي ميباشد بسيار كم آن مي

توسط براي اولين بار آن  گيرد كه اين روش كه ابداعاساس رهيافت دقيق هندسي صورت مي بندي بر
 والتر لاكاربونارا آن را )2013(و در سال ، ]18[ ميلادي صورت گرفته 20در اوايل قرن  برادران كوزرات
براي  مقالهدر اين . آوردميهاي بزرگتر را به ارمغان امكان بررسي ارتعاشات در دامنه، ]19[ تكميل نموده
با جرم متمركز  تير نانوكامپوزيتي معادلات حركت، با استفاده از فرمول بندي دقيق هندسي نخستين بار

هاي بسيار بزرگ را فراهم روش امكان بررسي ارتعاشات در دامنه استفاده از اين. دشواستخراج مي انتهايي
هاي هندسي و اينرسي را در خطيراثر تمامي غي، آورد و همچنين اين رهيافت بدون هيچ ساده سازيمي

سپس با فرض شرايط برش ناپذيري و گسترش ناپذيري  .سازدظاهر مي، معادلات حركت و پاسخ سيستم
گردد تا معادله يابد. روش گلركين بر معادله بدست آمده اعمال ميادله كاهش ميمعادلات حركت به يك مع

هاي چندگانه بر معادله جداسازي شده به بررسي اي حاكم جداسازي گردد. سپس با اعمال روش مقياسپاره
شود. در نهايت در قسمت نتايج و بحث اثرات درصد پاسخ فركانسي در حالت تشديد اوليه پرداخته مي

  . كسرحجمي نانولوله، نيروي اعمالي و جرم متمركز به تفصيل مورد بررسي قرار خواهد گرفت
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  استخراج معادلات حركت - 2
به منظور استخراج معادلات حركت تير از تئوري غير خطي تير مبتني بر فرمولاسيون دقيق هندسي استفاده 

  . ) نشان داده شده است1در شكل ( مقالهشماتيك تير مورد بررسي در اين . ]19[شودمي
همانطور كه در شكل ديده . باشد، تعيين پيكربندي اوليه و نهايي ميگام اول در فرمول بندي دقيق هندسي

)و ثابت شود دستگاه مختصات اوليهمي 1, 2,3)k k e و دستگاه مختصات نهايي بصورت  باشدمي
( 1, 2,3)k k b  رابطه بين اين دو دستگاه بصورتشود. ميتعريفk kb Re باشدكه در آن ميR 

  . باشدميدستگاه مختصات نهايي به  مختصات اوليه انتقال از دستگاه ماتريس 
 . ]19[گردد مي اندازه حركت خطي تير بدين صورت بياننرخ با استفاده از تئوري كوزرات معادله تعادل 

 ,s t
s


 


n f l )1(                                            

)، هكه در اين رابط , )s tn منتجه نيرو ،f نيروي خارجي وl باشد كه پس از نرخ اندازه حركت خطي مي
  . ]19[، بدين صورت استخراج خواهد گرديد اندازه حركت خطي نرخ معادلات نهايي تعادل، آنمحاسبه 

         
2

2
, A( , ) , , ( , )s t s t s t s t s t

s t t

             
n f r ω ω ωi i    )2(   

)، )2در رابطه ( , )s tω زاويه اي دوران سطح مقطع تير بوده، بردارسرعتA و  جرم بر واحد طولi  بردار
) .باشدگشتاور اول اينرسي مي , ) ( , )s t s s t r u  معرف بردار مكان مركز سطح سطح مقطع پس از تغيير

نسبت به مبدا دستگاه از تغيير شكل  پيشمكان اوليه هر سطح مقطع  sاست كه در اين رابطه  شكل
)ومختصات اوليه  , )s tu  باشدمي تغييرشكلبردار .  

مطابق رابطه زير ، اي تيراندازه حركت زاويهنرخ تعادل ، معادلات ديگر با استفاده از تئوري كوزراتاز سويي 
  . ]19[خواهد بود 

( , )
( , ) ( , )

s t
s t s t

s


   


m

ν n c h )3(                                   

 
  

 
  مورد مطالعهشماتيك تير  -1شكل
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)، كه در اين رابطه , )s tmمنتجه گشتاور ،( , )
( , )

s t
s t

s





r

ν
 

 گشتاور خارجي بردار c، كلي كشيدگي بردار
معادله برداري ، حركت زاويه اي از محاسبه پارامترهاي نرخ اندازهپس . باشدمي اينرخ اندازه حركت زاويه hو

  . ]19[گردد تعادل اندازه حركت زاويه اي بدين صورت استخراج مي

              
2

2
, , , , , , ,s t s t s t s t s t s t s t

s t t


  
       

  
m ν n c r ω Ji J ω ω   )4(  

  . باشداينرسي ميگشتاور دوم  تانسور معرف Jكه در رابطه بالا
 به ترتيب اينرسيهاي بردارها و تانسورهاي غير صفر مولفه ،ربا فرض حركت صفحه اي براي تي

2 2I bi 22و 2JJ b   از سويي ديگر. ارائه گرديده است الف پيوستكه نحوه محاسبه آن در خواهد بود 
)تغييرشكل بردار  , )s tu  19[شامل دو مولفه زير خواهد بود[ .  

3 1( , ) ( , ) ( , )s t u s t v s t u e e )5(                                         

3صورت ي نيز به ترتيب بهبردار كشيدگي كلو  منتجه گشتاور، نيرومنتجه  1( , )s t N Q n b b ،
2( , )s t Mm b  3و 1( , ) ( , ) ( , )s t s t s t  ν b b اين روابطد بود كه در نخواه،N در  نيروي كششي

) و در نهايت ،2bمنتجه گشتاور در راستاي 1b ،Mمنتجه نيرو برشي در راستاي Qو  3bراستاي  , )s t

)و 3bكشيدگي كلي در راستاي , )s t  1در راستايمولفه برشي بردار كشيدگي كليb ترتيب و به دنباشمي
  . ]19[اند صورت زير قابل محاسبهبه

( , ) ( , ) cos( ( , )) (1 ( , )) sin( ( , ))s t v s t s t u s t s t     )6(                     

( , ) ( , ) sin( ( , )) (1 ( , )) cos( ( , ))s t v s t s t u s t s t     )7(                     

هاي كند مشتقهاي يكه دستگاه مختصات جاري نسبت به زمان و مكان تغيير ميباتوجه به اينكه بردار
  . ]19[نماييمزماني و مكاني آن را مطابق زير تعريف مي

1, 2, 3

1, 2, 3

k
s

k
t


  




  


k
k

k
k

b
μ b

b
ω b

 

)8(                                 

2صورت  بهاي حركت صفحه درباشد كه بردار انحنا مي μبالا  هايكه در رابطه 2

( , )s t

s

 
 


μ b b

 
)كه در آن  شودتعريف مي , )s t 2حول محور، زاويه دوران سطح مقطعb از سويي ديگر . استω  بردار

2  باشد كه در حركت صفحه اي مطابقسرعت زاويه اي مي 2

( , )s t

t

 
 


ω b bگرددتعريف مي .  

با  )8) و (4( ،)2(با استفاده از روابط  3bدر راستاي تيرنيرويي فرم مولفه اي معادله حركت بدين ترتيب 
  . گرددمي زير سادهصورت ب، اي براي آنشرط حركت صفحه
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)9(              

  . صورت زير خواهد بودنيز ب 2bدر راستاينيرويي همچنين معادله حركت 
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



)10(             

  . دوشميزير ساده بصورت  1bدر راستاي خمشي تعادل گشتاورمعادله  در نهايت

       22

2

1 2
, , , ( , ) ( , ) ,M s t Q s t s t N s t s t c J s t

s t
   

  





 )11(            

  . خواهند بودمحاسبه  قابل مطابق زيرگشتاور خمشي  جه نيروي كششي ومنت

33 1 2 22( , ) ( , )M x dA EI s t EJ s t     )12(                          

33 2( , ) ( , )N dA EA s t EI s t     )13(                            

33و  تنش در راستاي طول تير  ،33هاي پارامتر )13) و (12در روابط (     ( , ) 1s t   كرنش طولي تير
   .گرديده استارائه  الف پيوستدر  EAو 2EI ،22EJ  نحوه محاسبه.  باشدمي

، در اين راستا. شوداعمال مي اين بررسي شرط برش ناپذيري درحاضر  مقالهبا فرض تحليل تير نازك در 
)يعني شودصفر در نظر گرفته ميمساوي  كرنش برشي كلي , ) 0s t   و در نتيجه درجه آزادي دوراني تير

  . د شدخواهمنجر به رابطه زير  )6رابطه (و بدين ترتيب  شودحذف مي
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)پس از حذف , )s t  بر حسب ) منتجه نيروي برشي 11( رابطهاز نيروي برشي در پاسخ،  تأثيربه منظر لحاظ
  . گرددمطابق زير محاسبه مي خمشي نتجه گشتاورهاي اينرسي و منيرو

 
   

 

2

1 11 2, ,
,

,

M s t c J s t
s tQ s t

s t





 
 
 




 )15(                              

  شوداستخراج ميمطابق زير ، 3bمقدار منتجه نيرو در راستاي) 9( يعني رابطه از معادله حركت طولي تير 
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مساوي صفر در نظر كلي طولي  كشش، با اعمال شرط گسترش ناپذيري در معادلات حركتاز طرف ديگر 
)و بدين ترتيب شودگرفته مي , ) 1s t  عرضي  تغييرشكلطولي بر حسب  تغييرشكل خواهد شد و بنابراين

  . شوداستخراج ميتير 
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) تا 9ا استفاده از روابط (شود كه ببه تك معادله حركت عرضي تير كاسته مي، در نهايت معادلات حركت
    .گرددبصورت زير استخراج مياثر جرم متمركز  بدونمعادله نهايي و بسط تيلور مرتبه سوم  )17(

)18(    
        

 

           

           

 

23 2 2 2 3

22 3 2 2

24 3 2 4

22 2 2 2 2 2 2

4 4

22 4

, , , 2 , , ,

1
, , , , , , )

2

1
( ,

(

2

(EJ v s t v s t v s t v s t v s t v s t
s s t s s t s t s

J v s t v s t v s t v s t v s t v s t
t s s t s s s t s

EJ v s t
s s

                              

                           

 
 

 



         

         

     

2 3 2

4 3 2

3 222 2 2 21

2 2 2 0

3

2

, , 3 , , ,

1
, ) , , , ( ,

2

1
, , d 1 ,

2

s

s

v s t v s t v s t v s t v s t
s s s s

v s t v s t v s t v s t A v s t
s s s s s t

v s t v s t s v s t
s s t s

                        

                                  

            

 

   

           

       

2 2

2

222 2 3 2

222 2 2

2 23 3 2

2 3

, , )

1
, , , ( ( , , ,

2

1 1
, , ) , ,

2 2

v s t v s t
t s

v s t v s t v s t J v s t v s t v s t
s s s s t s s t

v s t v s t v s t v s t
s s t s s s

              

                                    

                       



   

           

2

2

222 2 3

2 20

, , ))d

1
, 1 , , , , d ,

2

s

v s t v s t s
s

A v s t v s t v s t v s t v s t s v s t
t s t s s t s s

  
   

                                         


  

 
  معادله حركت گسترشبي بعدسازي و  -3

  . نويسي نمودباززير بصورت بي بعد هاي توان با تعريف پارامتررا مي )18رابطه (
* * * *
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طول مشخصه و صلابت خمشي واحد  جرم بر، تيرمعرف طول  به ترتيب L ،CA ،cEJ، كه در اين روابط
  . گردندمحاسبه مي دباشميكه دو پارامتر اخير براي تيري كه تنها از جنس پليمر مشخصه 

با پارامتر انتهاي تير جرم متمركز لازم به ذكر است كه اثر اينرسي انتقالي 0 *( ) 1 ( )s s   دلاتدر معا 
)*گردد كهوارد مي حركت ) Dirac( 1)s s     باشد نرسي انتقالي تير ميبر اي، انتهاييركز اثر جرم متم

  . است 0جرم انتهايي به جرم كل تير د صدر  و گرددكه به وسيله تابع دلتا ديراك اعمال مي
صورت و افزودن ترم مرتبط با ميرايي به )18(پس از بي بعد سازي رابطه  012 ,v s t

t
  


كه در آن  

معادله غيرخطي  ]19[باشد فركانس اول تير معادل از جنس اپوكسي مي 01ميرايي واين  بعدبي ضريب
  . گرددارتعاشات تير مطابق رابطه زير حاصل مي
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  مدول يانگ معادل نانو كامپوزيت -4

 سازيهمگن بر اساس تئوري، هاي كربنيامپوزيتي تقويت شده با نانو لولهمدول الاستيسيته معادل لايه نانو ك
  . ]16[گردد هاي لاكاربونارا از رابطه زير استخراج ميي و تاناكا و پژوهشمور

1 2 3
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
)21      (                                 

 . اندپارامترهاي استفاده شده بصورت زير بدست آمده، كه در رابطه ارائه شده براي مدول يانگ معادل
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پواسون و درصد حجمي  ضريب، به ترتيب معرف مدول يانگ MVو CE، C ،CV ،ME ،M در روابط بالا
  . باشدهاي كربني و ماتريس مينانولوله
 

  گانههاي چندروش مقياس -5
معادلات در سه عموماً در اين روش . پذيردمقياس بندي زماني معادله غير خطي انجام ميبراساس اين روش 

گانه سه هايهاي مقياسو جواب نهايي بصورت حاصل جمع پاسخ شوندتند و تندتر تفكيك مي ،مقياس كند
)، خيز تير، به منظور ايجاد امكان اعمال اين روش بصورت غير مستقيم. گرددحاصل مي , )v s t ، به دو قسمت

  . گرددتابع زمان و تابع مكان تفكيك مي
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كه در اين رابطه  s  شكل مود مورد مطالعه و( )q t تعيين مختصات عمومي متناظر آن است. در s ،
براي معادله  Kو  M، سفتيهاي جرم و ابتدا ماتريستواند مورد استفاده قرار گيرد. روش گلركين مي
)، برنولي -تير اويلر هايبا استفاده از شكل مود، ارتعاش عرضي تير )s،  براي مطالعه  شودآورده ميبدست)

هاي و مقادير ويژه از ماتريس هابردارسپس با بدست آوردن  مراجعه نمود). ]20 [توان به مرجعبيشتر مي
در تشكيل شكل مود نهايي منطبق بر معادله ارتعاشي برنولي  -تير اويلراز وزن هر شكل مود ، تيجرم و سف

طبق رابطه ، برنولي - از تير اويلر با مشخص شدن ضريب وزني هر شكل مود. شودده ميآوربدست ، حاضر تير
  . گرددجداسازي معين ميحاضر براي  مقالهدر شكل مود نهايي مورد استفاده ، زير
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) و iW رابطهكه در اين  )i s وزن شكل مود و شكل مود ، به ترتيبiُو م در تشكيل شكل مود نهايي اN

  . باشديبرنولي مورد استفاده م-تعداد شكل مود اويلر
و اعمال فرآيند جداسازي گلركين، معادله جداسازي شده مورد نظر ) 20) در رابطه (26با جايگذاري رابطه (

  آيد: در حوزه زمان بدست مي
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صورت نيروي هارمونيك اعمالي به معادله حاضردر  cosF t كه  در معادله اعمال شده است  فركانس
  . اندشدهارائه  ب پيوستدر  Fو  12,3i ،11M ،13,3i ،11,3n ،11K ،11هايپارامتر باشد.تحريك مي

0Tابتدا زمان با در نظر گرفتن  )28( هاي چندگانه برمعادلهاعمال روش مقياس جهت t ،1T t و
2

2T t 21[ گرددميباشند مقياس بندي هاي زماني سريع به كند ميكه به ترتيب مقياس[ .  
   .]21[گردد بدين ترتيب مشتقات اول و دوم زماني بصورت زير ظاهر مي

2

0 1 2

2 2 2 2 2
2

2 2 2
0 0 1 0 2 1

2 ( )

d

dt T T T

d

dt T T T T T T

 

 

  
  
  

   
   
     

)29(                              

  . ]21[گردد فرض مي  هايسپس پاسخ سيستم بصورت توان

       2 3
0 1 2 0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2, , , , , , , ,q T T T q T T T q T T T q T T T     )30    (               

2Fبا فرض F ،2
11 11   با جايگذاري  گردد.تاثير نيروي تحريك و ميرايي در مرتبه سوم وارد مي

عادلات مرتبهم هاي مشابه) و درنظر گرفتن توان28يعني رابطه (روابط بالا در معادلات غيرخطي حركت 
1 ،2 ،3 تير مقياس بندي شده در معادله ارتعاشات عرضي  ترتيببدين . شودخراج ميبه ترتيب است

  . د بودنخواهبصورت زير ترتيب به دوم و سوم ،مرتبه اول
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   
2

11 0 0 1 2 11 0 0 1 22
0

, , , , 0M q T T T K q T T T
T


 


)31        (                 

     
2 2

11 1 0 1 2 11 1 0 1 2 11 0 0 1 22
0 1 0

, , , , 2 , ,M q T T T K q T T T M q T T T
T T T

 
  

  
)32(           

        

       

   

2 2
2

11 2 0 1 2 11 2 0 1 2 12,3 0 0 1 2 0 0 1 22 2
0 0

2 2

13,3 0 0 1 2 0 0 1 2 11 10 0 0 1 2 11 1 0 1 2
0 0 1 0

2 2

11 0 0 1 2 11 0 0 1 22
2 0 1

, , , , , , , ,

, , , , 2 , , 2 , ,

2 , , , ,

M q T T T K q T T T i q T T T q T T T
T T

i q T T T q T T T q T T T M q T T T
T T T T

M q T T T M q T T T n
T T T

 

  
      

   
       

 
  

  
    3

11,3 0 0 1 2 0, , cosq T T T F T 

)33(    

     
ه معادلاين حل با معادله ارتعاشات خطي مساله مورد بررسي يكسان است و بدين ترتيب  مرتبه اول معادله

  . امُ بصورت زير خواهد بودkهمان پاسخ ارتعاشات آزاد سيستم است و براي مود 

    0
0 0 1 2 1 2, , , e kT

k
iq T T T A T T CC  )34       (                          

و  kهاي سمت راست تساوي خواهد بود. مزدوج مختلط ترم CCكه در اين رابطه  1 2,kA T T  به ترتيب
  باشند. مي امkُ و دامنه نوسان در مودخطي فركانس طبيعي 

مرتبه دوم به رابطه زير  ه) معادل32) در رابطه (34يعني رابطه (، پس از جايگذاري پاسخ معادله مرتبه اول
 . شودمي ساده

      0

2

11 1 0 1 2 11 1 0 1 2 11 1 22
0 1

, , , , 2 , e ki T
k kM q T T T K q T T T iM A T T CC

T T


  
      

)35(       

0ki) ضريب35(سكولار در رابطه  ترمجهت حذف  Te   بايد صفر باشد كه بدين ترتيب
 1 2

1

, 0kA T T
T





  خواهد شد و يا به عبارتي ديگر 

   1 2 2,k kA T T A T                                               )36(  

  ) صفر خواهد شد و نتيجتاً 35خواهد شد. بنابراين سمت راست رابطه (
 1 0 1 2, , 0q T T T                                                )37(  

  بود.خواهد  
) 33() معادل مرتبه سوم يعني رابطه 37) و (36هاي (در نظر گرفتن رابطه ) و34( يهبا جايگذاري رابط

   بصورت زير قابل بازنويسي است:



    167                                                                           ... تقويت شده باارتعاشات غيرخطي اجباري تير يكسرگيردار كامپوزيتي 

 

        

           

       

  

0

0 0

2
2 2

11 2 0 1 2 11 2 0 1 2 12,3 2 22
0

2 22
11 10 2 13,3 2 2 11,3 2 2

3 32 2
11 2 12,3 2 13,3 2

2

3 3
11,3 2

, , , , [3

2 3

d
2 e [

d
]

]
1

e e
2

k

k

k k k

k k k k k k k

i T
k k k k k k

i T i T
k

M q T T T K q T T T i A T A T
T

i A T i A T A T n A T A T

iM A T i A T i A T
T

n A T F CC







   

  




 



  

 
   

 

 

)38(  

   
2رابطه  اوليهبا در نظر گرفتن تشديد 

k     براي فركانس تحريك برقرار خواهد بود كه در اين
ترم سكولار حذف باشند. بدين ترتيب امُ ميkپارامتر نزديكي فركانس تحريك و فركانس طبيعي  رابطه 

   منجر به رابطه  در اين مرحله
         2

2

1, 2 2, 2 3, 2 2 4,
2

d
2 2 3 1/ 2 e 0

d
i T

k k k k k k k k k ki A T i A T A T A T
T

           )39(         

i,خواهد گرديد كه  k  شده استارائه  پ پيوستدر ها .  
) برحسب 39حل رابطه (با  2

2

d

d kA T
T

اين  جهت حذف ترم سكولار، )38و جايگذاري آن در رابطه ( 

  آيد:رابطه به فرم زير بدست مي

   

         

      

    

0 0

0 0

0 0

0

2

11 2 0 1 2 11 2 0 1 2 1, 4, 112
0

2 22 2
12,3 2 2 1, 13,3 2 2 1,

2

11 10 2 1, 11,3 2 2 1,

2

2 2

1 1
, , , , [ e e

2 2

3e e

2 e 3e

3e

k k

k k

k

i T i T
k k

i T i T
k k k k k k k k

i T i T
k k k k k k

i T
k k

K q T T T M q T T T F M
T

i A T A T i A T A T

i A T n A T A T

A T A T

 

 



 

  

                 

   

   

   
     

 

0

0 0

0

3 3 2
3, 11 2 1, 12,3

3 33 32
2 1, 13,3 2 1, 11,3

2 2, 11 1,

e

e e

2 e ] /

k

k k

k

i T
k k k k

i T i T
k k k k k

i T
k k k k

M A T i

A T i A T n

i A T M



 









  

   

  

 )40(            

   بصورت زير بدست آورد: توانرا مي )40(جواب خصوصي رابطه 

        
     

0 0

0 0

2

2 0 1 2 1 2 2 2 2

33
3 2 4

( , , ) e e

e 1/ 2 e

k k

k

i T i T
k k k

i T i T
k

q T T T i A T A T A T

A T CC

 



 

  

 

  
)41                 (  

) و مساوي قرار دادن ضرايب هم ارز دو طرف رابطه بدست 40) در رابطه (41ها با جايگذاري رابطه (iكه 
  آيند. بدست مي ت پيوستآمده مطابق 

)در نهايت  )q t  و با مساوي يك قرار دادن 30) در رابطه (41) و (37)، (34هاي (جايگذاري رابطهبا ( 
   :آيدبصورت زير بدست مي
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                 

       

3

1 2

3

3 4

1
cos sin cos

4
1

cos 3 3 cos
4

k k k k k k k k k

k k k

q t a t t t a t t t a t t t

a t t t t

       

   

     

   
 )42  (

 	
  بررسي پايداري سيستم -6

فرم قطبي دامنه نوسان بصورت  به منظور بررسي پايداري سيستم     2

2 21/ 2 e k

k k
i TA T a T   در نظر

هاي حقيقي و شود. سپس قسمتقرار داده مي )،39، رابطه (رابطه قابليت حل پذيريشود و در گرفته مي
موهومي معادله بدست آمده از يكديگر تفكيك شده و روابط مدولاسيون براي دامنه و فاز مطابق زير بدست 

  آيند: مي

      4, 22, 2
2

2 1, 1,

sind 1

d 2
k kk k

k
k k k

Ta T
a T

T





  

 
)43(                            

       
 

2

3, 2 4, 2
2

2 1, 1, 2

cosd 3 1

d 8 2
k k k k

k
k k k k k

a T T
T

T a T


 

 
 

   
 

)44(                    

كه در اين رابطه    2 2 2k kT T T      .است  

شود و با جهت داشتن حل پاياي نهايي پس از پاسخ گذار مشتقات دامنه و فاز در رابطه بالا صفر قرار داده مي
استفاده از رابطه بديهي      2 2

2 2cos sin 1k kT T   آيد:مقدار پارامتر نزديكي مطابق زير بدست مي  

     
 

3 2 2 2 2
2 3, 2 2, 4,

1, 2

3 4 41

8

k k k k k k

k k k

a T a T

a T






     



)45(                  

) استفاده 44) و (43براي بررسي پايداري پاسخ پاياي نهايي از مقادير ويژه ماتريس ژاكوبين معادلات (   
)، با در نظر گرفتن حالت پايا براي 44) و (43هاي (، رابطهاز محاسبه ماتريس ژاكوبين مذكورشود. پس مي

پاسخ نهايي، براي محاسبه   2cos k T  و  2sin k T  حل شده و در دترمينان ماتريس ژاكوبين قرار
  آيد:شود و رابطه مشخصه زير بدست ميداده مي

2 2 4 2
2, 3, 3, 2,2 2

2 2 2
1, 1, 1, 1,

273
2 0

2 64
k k k k k k

k k k k k k

a a
   

 
    

          
 )46(                             

در آن هاياست كه ضرايب همه توانقرار اين از هورويتز شرط پايداري معادله مرتبه دوم -طبق قاعده روث
  . بدين ترتيب بايد روابط زير برقرار باشد. بزرگتر از صفر باشد

2,

1,

0 2 k

k





)47(                                                     

2 2 4 2
3, 3, 2,2

2 2 2
1, 1, 1,

273
0

2 64
k k k k k

k k k k k

a a
 

 
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)48(                             
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  نتيجه گيري و بحث -7
ش با صرف نظر كردن از اثر جرم متمركز با نتايج پژوه مقالهنتايج ، حاضر مقالهي به منظور اعتبار سنج

 ]23[ و همكاران انصاري توسط كه، ساده هايگاهتكيهبا  ر كامپوزيتيبراي تي غيرخطي اجباري ارتعاشات
معادلات حركت با استفاده ازاصل ، ]23[ در پژوهش انصاري و همكاران. شودصورت گرفته مقايسه مي

ديفرانسيلي مورد حل قرار عددي مربعات استخراج گرديده و با استفاده از روش  براي تير تيموشنكو تونهميل
5.6466cE ترتيببه هاي كربنينانولوله ، ضريب پواسون و چگاليمدول يانگ. گرفته است TPa ،

0.175c   31400و /c kg m  چگالي و ضريب پواسون  ،همچنين مدول يانگ. در نظر گرفته شده است
2.5mE ترتيبنيز بهماتريس  GPa ،0.34m   31150و /m kg m به لازم . در نظر گرفته شده است

 (UD) تها در سطح مقطع بصورت يكنواخچينش نانولولهو نوع  12 ذكر است كه نسبت طول به ضخامت
  . درنظر گرفته شده است

باشد دار ميحاضر از دقت مطلوبي برخور مقاله گردد كهمشاهده مي ،)1در جدول ( باتوجه به نتايج ارائه شده
نسبت باشد كه در ] مي23مدل تيموشنكوي مورد استفاده در مرجع [ ها به علتو تفاوت جزئي در فركانس

 . آن مرجع اين خطا نمايان شده استستفاده در مورد ا پايينطول به ضخامت 

2lطولشامل كه ابعاد فيزيكي آن  استيكسرگيردار كامپوزيتي  تير مورد بررسي در اين مقاله تيري m ،
0.1bعرض m 0.05و ضخامتh m  با خواص فيزيكي اپوكسيماتريس) از جنس ( فاز زمينه باشد.مي ،

2.8mEمدول يانگ  GPa ، 31236چگالي /m Kg m   0.3و ضريب پواسونm   و  شدهدر نظر گرفته
مدول يانگاص فيزيكي وخ شده دارايهاي كربني تشكيل فاز تقويت كننده كه از نانولولهاز سويي ديگر 

980cE GPa ،31600چگالي /c kg m  0.28 ضريب پواسون وc  ميرايي نيز ضريب  باشد.مي
0.011   شده استدر نظر گرفته .  
 

  ]23[حاضر با پژوهش انصاري و همكاران بدون بعد مقاله مقايسه فركانس طبيعي -1جدول
  خواص مكانيكي  مقاله حاضر  پژوهش انصاري و همكاران

15. 8569 

51. 8191 

93. 5513   

 مود اول 11 .16

  مود دوم 60 .53
   مود سوم 06 .95

94.9eqE GPa

31180 /eq kg m 
 

19. 2565 

64. 1797 

117. 5724   

  مود اول 63 .19
  مود دوم 35 .67
   مود سوم 92 .120

138eqE GPa

31192.5 /eq kg m 
 

23. 4954 

74. 3903 

131. 4391   

  مود او ل 87 .23
  مود دوم 78.42
   مود سوم 2 .136

244.67eqE GPa

31220 /eq kg m 
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 تير غيرخطي پاسخ فركانسي تعداد شكل مود مورد استفاده در جداسازي متغير بر تأثير -2شكل

  
 مطلوب براي ايجاد دقت مود مورد نياز در فرآيند تفكيك متغير تعداد شكل بررسي منظور درگام نخست به

 اثر نيروي تحريك بدون بعددر  پاسخ فركانسي انتهاي تير كامپوزيتي در مود اول ارتعاشي آنهمگرايي، 
 در براي تعداد مودهاي متفاوت درحالت بدون جرم متمركزدرصد حجمي نانولوله كربني،  1براي  000865/0

  شده است. رسم ) 2شكل (
 به 3 افزايش تعداد شكل مودهاي مورد استفاده از پاسخ فركانسي با، شودديده مياين شكل كه در گونه همان

ل در محاسبات از سه شك بيشتربه همين دليل به منظور ايجاد سرعت ديگر تفاوت محسوسي نداشته و  4
مقدار نيروي تحريك بر پاسخ فركانسي  تأثير درگام بعد به بررسي. شوداستفاده ميمود در تفكيك متغير 

تقويت ي نانولوله درصد 1/0پاسخ فركانسي انتهاي تير تقويت شده با ، در اين راستا. شودپرداخته ميسيستم 
در ترتيب بهمقادير مختلف نيروي تحريك دوم و سوم در حالت بدون جرم متمركز با ، هاي اولدر مودكننده 
  . استارائه شده ) 5) و (4(، )3( هايشكل

انتهاي تير براي نيروي  بيشينهباشد خيز ) قابل مشاهده مي5) و (4) و (3هاي (همانگونه كه در شكل
شود كه مقدار نيروي تحريك رابطه يابد. همچنين ديده ميبا افزايش شماره مورد كاهش مي تحريك يكسان

نيرو خيز بيشينه نيز افزايش  تير در هر سه مود دارد به نحوي كه با افزايش بيشينهمستقيمي با مقدار خيز 
تير در مود اول خود رفتار سخت ، باشد كه) اين مي5) و (4) و (3( هايبد. نكته ديگر قابل بيان در شكليامي

جهت تاييد اين نوع رفتار . دهدفتار نرم شوندگي از خود نمايش مير دوم خودوم و س هايشوندگي و در مود
] مراجعه نمود كه رفتار مشابهي براي تيرهاي گسترش ناپذير 24توان به مرجع [و صحه گذاري بر آن مي

  بدست آورده است.
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   انتهاي تير با تحريك در مود اول غيرخطي پاسخ فركانسي مقدار نيروي تحريك بر تأثير -3شكل

  )پاسخ ناپايدارچين: نقطه ؛(خط پر: پاسخ پايدار
  

 

   انتهاي تير با تحريك در مود دومغيرخطي پاسخ فركانسي  مقدار نيروي تحريك بر تأثير - 4شكل

  چين: پاسخ ناپايدار)(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه
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   انتهاي تير با تحريك در مود سوم غيرخطي پاسخ فركانسي مقدار نيروي تحريك بر تأثير - 5شكل

  چين: پاسخ ناپايدار)(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه
 

 بر پاسخ فركانسي، هاي كربني)حجمي فاز تقويت كننده (نانولوله درصد تأثيردر مرحله بعد به بررسي 
 000865/0 اثر نيروي تحريك بدون بعددر اسخ فركانسي انتهاي تير در اين راستا پ شود.پرداخته ميسيستم 

 ، دوم و سوماول هايدرصد حجمي فاز تقويت كننده با تحريك در مود 10و  5/7، 5، 5/2، 1، 5/0، 1/0 براي
  . شده استارائه  )8( و )7(، )6( هاير شكلترتيب دبهارتعاشي 

 

 با تحريك در مود اول ارتعاشي تير رانتهاي تي غيرخطي بر پاسخ فركانسي هاي كربنيلولهدرصد حجمي نانو تأثير -6شكل
 چين: پاسخ ناپايدار)(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه
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 انتهاي تي با تحريك در مود دوم ارتعاشي تير غيرخطي هاي كربني بر پاسخ فركانسيولهدرصد حجمي نانول تأثير - 7شكل
  ناپايدار) چين: پاسخ(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه

 

 با تحريك در مود سوم ارتعاشي تير رانتهاي تي غيرخطي هاي كربني بر پاسخ فركانسيولولهدرصد حجمي نان تأثير - 8شكل
  چين: پاسخ ناپايدار)(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه
  

به افزايش با توجه ، هاي كربنيلهبا افزايش درصد حجمي نانولو، گرددمشاهده ميها شكل اين همانطور كه در
خطي تير غير خطي و انس طبيعييابد و از سوي ديگر فرككاهش مي بيشينهر هر سه مود خيز سفتي تير د
  توان به عدم تغييرپذيري نوع غيرخطي با تغيير درصد حجمي اشاره نمود. از ديگر موارد مي. يابدافزايش مي
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هاي كربني كه با افزايش درصد حجمي نانولولهاين است ، شودها مشاهده ميكه در شكلديگر قابل ذكر نكته 
گردد و اين موضوع بخاطر افزايش فركانس طبيعي سيستم كم ميو همچنين روند  بيشينهروند كاهش خيز 

حال به . باشدهاي كربني ميبالاي افزايش درصد حجمي نانولولهدر مقادير ، كم شدن درصد تغيير سفتي تير
در بررسي تأثير ميزان درصد جرم متمركز بر پاسخ فركانسي غيرخطي در تحريك مودهاي اول، دوم و سوم 

  شود. ) پرداخته مي11) و (10)، (9هاي (ترتيب در شكلبه 000865/0اثر نيروي تحريك بدون بعد 

 

 غيرخطي انتهاي تير با تحريك در مود اول تأثير ميزان درصد جرم متمركز نسبت به جرم كل تير بر پاسخ فركانسي -9شكل
  چين: پاسخ ناپايدار)(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه

 

(خط پر: پاسخ پايدار؛  پاسخ فركانسي غيرخطي انتهاي تير با تحريك در مود دوم تأثير مقدار نيروي تحريك بر -10شكل
  چين: پاسخ ناپايدار)نقطه
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   غيرخطي انتهاي تير با تحريك در مود سوم فركانسيپاسخ  تأثير مقدار نيروي تحريك بر - 11شكل

  چين: پاسخ ناپايدار)(خط پر: پاسخ پايدار؛ نقطه
  

شود افزايش جرم تأثيري در نوع غيرخطي نخواهد داشت ولي با افزايش جرم همانگونه كه مشاهده مي
كه مورد آخر در يابد هاي خطي و غيرخطي بيشنه دامنه نوسان افزايش ميمتمركز ضمن كاهش فركانس

  باشد. تحريك مود اول و دوم مشهودتر مي
  

  نتيجه گيري -8
شده با  تيتقو يتيكامپوز رداريكسرگي ريت ياجباربه بررسي ارتعاشات غيرخطي تحت تحريك  مقالهدر اين 
 . معادلات حركت با استفاده از فرمولاسيون دقيقدپرداخته ش ييبا جرم متمركز انتها يكربن هاينانولوله

 تير مورد بررسيخواص مكانيكي ها بدست آمد و جهت محاسبه هندسي بر اساس تئوري كوزرات براي ميله
شكل مودهاي سازه مورد بررسي با استفاده از روش گلركين استخراج و استفاده شد.  تاناكا -از مدل موري

له چندگانه بر معادهاي سپس روش مقياسمورد استفاده قرار گرفت. معادلات حركت جهت جداسازي 
  پرداخته شود.  تشديد اوليهدر حالت  به بررسي پاسخ فركانسيتا  شد جداسازي شده اعمال

  :مهمترين نتايج به شرح زير قابل بيان است
تير مورد بررسي به دليل در نظر گرفتن شرط گسترش ناپذيري در مود اول خود داراي رفتار سخت  - 1

  باشد.داراي رفتار نرم شوندگي ميشوندگي و در مودهاي دوم و سوم خود 
  هاي كربني تأثيري در نوع رفتار غيرخطي ندارد.درصد حجمي نانوله - 2
خطي و طبيعي  هايفركانس كاهش وخيز بيشينه ، هاي كربنيبا افزايش درصد حجمي نانولوله - 3

 . ديابخطي افزايش ميغير

  گذارد.جرم متمركز تأثيري در نوع رفتار غيرخطي نمي - 4
   .يابدغيرخطي بيشنه دامنه نوسان افزايش ميهاي خطي وضمن كاهش فركانس متمركز افزايش جرمبا  - 5
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  ي انگليسينمادهافهرست 
1, 2, 3k k eختصات فيكس شده: دستگاه م  
1, 2, 3k k bدستگاه مختصات فيكس شده به سطح مقطع :  

Rماتريس دوران :  
,f cبردار نيرو و گشتاور خارجي : 

,l hاندازه حركت خطي و زاويه اي :  
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( , ), ( , )s t s tn mبردار منتجه نيرو و بردار منتجه گشتاور :  
( , )s trبردار مكان مركز سطح مقطع در دستگاه مختصات ساكن :  

( , ), ( , )s t s tω μبردار سرعت زاويه اي و بردار انحنا :  
,,A i J  جرم و ممان اينرسي بر واحد طول :  

( , )s tuبردار جابجايي :  
( , ), ( , )u s t v s tمولفه طولي و عرضي بردار جابجايي :  

( , )s tυبردار كشيدگي كلي :  
( , ), ( , )s t s t هاي طولي و عرضي بردار كشش كلي: مولفه  
( , ), ( , )N s t Q s tمنتجه نيروي كششي و برشي:  

( , )M s tمنتجه گشتاور :  
( , )s tزاويه دوران سطح مقطع :  

, ,c c cE  هاي كربنيچگالي نانولوله، ضريب پواسون، : مدول يانگ  
, ,m m mE  اپوكسيچگالي ، پواسونضريب ، : مدول يانگ  

,c mV V: اپوكسيهاي كربني و كسر حجمي نانولوله  
33 33, تنش و كرنش طولي :  

, , ,C C CA EJ L طول و فركانس مشخصه، صلبيت خمشي، : جرم بر واحد طول  
 ديناميكي: ضريب دمپينگ آئرو 

,F بزرگي و فركانس نيروي تحريك :  
,k ka دامنه و فاز ارتعاشات :  
 نزديكي: پارامتر  

1 2 3 4, , ,   هاي پاسخ معادلات مرتبه سوم: ثابت  
  
  

  هاپيوست
  حركتهاي معادلات ثابت -پيوست الف

  )1-الف( 
3

22 2,
1

12
0,e eq qJ A Ih bb h    

  
3

22 2

1
, , 0

12
eq eqEJ E bh EA E bh EI    

  
بصورت باشد كه از چگالي معادل ماده نانوكامپوزيتي ميeqعرض و ضخامت تير و  hو  b هاي بالاهبطدر را

eq
m m c cV V    آيد. بدست مي  
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  تفكيك متغير هاي فرآيندثابت - بپيوست 
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Abstract 
 
Due to the different applications of beams with attached mass and also the increment of the 
importance of nanocomposite materials, in this paper, a study on the nonlinear vibrations of 
composite cantilever beams with tip mass under the harmonic excitation is presented. The 
equations of motion are derived using the exact geometrical formulation based on the 
Cosserat theory for rods. The Mori-Tanaka’s model is implemented to formulate the 
mechanical properties of carbon nanotube reinforced beam. The Galerkin approach is 
implemented to derive the linear natural frequencies and the corresponding mode shapes of 
the beam with tip mass. The extracted mode shapes are employed to discretize the equation of 
motion. The discretized equations of motion which contain geometrical and inertial 
nonlinearities are solved using the method of multiple scales to extract the frequency 
response. The effects of the attached mass, the carbon nanotube volume fraction and the 
excitation force amplitude on the frequency response of the structure are investigated.  
 

 
 

 
 
 
 

  


