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 دهکردی2
 دانشیار

 تقویت های رویه با انحنادار ساندویچی تیر خمش تحلیل

 پذیر انعطاف هسته و مدرج کربنی لوله با نانو شده
 یتیکامپوز ه هایف پذیر و رویبا هسته انعطا انحنادار یچیساندو ریت کی یرفتار خمش یبه بررس مقاله نیدر ا
مدرج در ضخامت  یعبه صورت مواد تاب یکربن های پرداخته شده است. نانو لوله یشده با نانو لوله کربن تیتقو
 سازی مدل یکند. برا یم رییتغ رویه هاضخامت  یدر نظر گرفته شده است و خواص آنها در راستا هیرو

هسته استفاده  یبرا یشبه سه بعد تهیسیو الاست رویه ها یبرا یبرنول-لریاو یاز تئور یچیساندو ریرفتار ت
عمال شرایط از ا نیهمچن نیح نیکند. در ایهسته را فراهم م انعطاف پذیری یامر امکان بررس نیشده که ا

 جاییل جابه حاکم با استفاده از اص لیفرانسیشود. معادلات د می دهو هسته استفا رویه ها نیسازگاری ب
ر وجود دممشابه  جیبدست آمده با نتا جیدقت روش حاضر، نتا یاند. جهت اعتبار سنجاستخراج شده یمجاز

. ستاه دیحاصل گرد ناناطمی آن هاو از صحت معادلات استخراج شده و حل  سهیموضوع مقا نیا حیطه ی
 یروین ،ین مماسمکا رییتغ ز،یمقدار خ یبر رو یکربن لوله هاینانو  عیمختلف توز یالگوها ریتاث بیترت نیبد

 سهیاو مق یهسته مورد بررسدر  یو برش یمقدار تنش شعاع نیو همچن رویه هادر  یو ممان خمش یمحور
و  ویه هارنسبت ضخامت هسته به  ،یکربن نانولوله های یمقدار کسر حجم ریتاث نی. همچنگرفته اندقرار 

مکان  رییقدار تغم نیشتریکه بدهد  ینشان م جنتای. شده اند یبررس جیبر نتا ریت یانحنا هیمقدار شعاع و زاو
وط به در هسته مرب یو شعاع یمقدار تنش برش نیشتریب نیو هسته و همچن رویه هادر  یو مماس یشعاع

  . می باشد V عتوزی به مربوط هاآن نیو کمتر A عیتوز
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 یوسیله به هارویه این. اند شده تشکیل پذیر انعطاف و نرم  هسته یک و قوی و سفت  رویه دو از ساندویچی

 یهسته و شوندمی ساخته کامپوزیتی هایورق یا فلزی ورق از معمولاً هارویه[ .1]شوند می جدا ازهم هسته

 تشکیل تابعی توزیع خاصیت با مواد یا زنبوری لانه هایسازه ، هافوم سبک، پلیمرهای از تواند می مواد این

 .شود

بحث  ای در علوم به های تحقیقاتی گسترده تیشده است که فعال ، موجب(1991)ها در سال کشف نانوله

اری مورد ی این مسئله تکامل ساخت. دلیل عمده[2]نانوساختارهای کربنی و کاربردهای آنها اختصاص یابد

 10 هاآن. هاستعالی الکتریکی آنخواص و  لا، استحکام بالاانتظار آنها، اندازه کوچک، چگالی کم، سختی با

های کربنی با خواص فیزیکی . نانو لولهاست فولاد وزن ششم یک وزنشان که حالی در ،ترندمحکم فولاد از برابر

حقیقات را به خود و شیمیایی قابل تغییر مانند استحکام بالا، سختی بالا و چگالی خیلی کم، منابع بزرگی از ت

سه با فیبرهای مواد مرکب در مقایکننده به عنوان تقویت  های کربنینانولولهاستفاده از  .انداختصاص داده

 هاآن که است شده باعث داده وبه طور قابل توجهی افزایش را  هااستحکام و سفتی کامپوزیت کربنی سنتی،

نانو لوله های ر از کاربردهای دیگ .باشند فضایی های سفینه وحتی هواپیماها ها،پل ساختن برای انتخاب اولین

و ( دیواره های تکنانولوله) در صنعت الکترونیک استفاده، گرهای تشعشع میدانیاستفاده در نمایش کربنی

 .[28]باشد.ها( و... میساختار تو خالی نانولولهبا توجه ) به عنوان ذخیره کننده و پیل سوختی استفاده

به  آنهااز ، می باشدخواص مکانیکی، الکتریکی و مغناطیسی عالی دارای  یکربن نانو لوله های با توجه به اینکه

از آنجا که  اما .شود می استفادهکامپوزیت های پلیمری با مقاومت بالا  تولید تقویت کننده ایده آل برای عنوان

راکنش و تنانو لوله های کربنی به واسطه برهمکنش های واندروالس به صورت خوشه های پایدار در می آیند، 

های تقویت آرایش دادن آنها در ماتریس پلیمری بسیار دشوار است. موضوعات اصلی در زمینه تهیه کامپوزیت

راکنش و تارزیابی  و نو لوله ها در ماتریس های پلیمریراکنش موثر ناتعبارتند از ی نانو لوله های کربن اشده ب

از  .در ماتریس پلیمری چند روش وجود داردها آنراکنش تبرای که  ،آرایش و کنترل نانو لوله ها در ماتریس

اختلاط محلول، اختلاط مذاب، ریسندگی الکتریکی، پلیمریزاسیون درجا و عامل دار کردن  هااین روش جمله

 .[30-29]باشدمی لوله های کربنی شیمیایی نانو

امروزه  .دارند را برشی و بارهای کششی بارهای تحمل توانایی ترتیب به هسته و هارویه ساندویچی هایدر سازه

ای های مسابقهها ، هواپیماها ، ماشینهای ساندویچی مانند واگن قطارها ، بدنه کشتیدر انواع زیادی از سازه

ها و انحناءهایی وجود دارد. بنابراین با توجه به اینکه تیر ساندویچی مقاطع مدور، گوشهپیشرفته و مخازن با 

انحنا دار به عنوان عضوی پر کاربرد در سازه های ساندویچی مورد استفاده می باشد و تحلیل خمشی این نوع 

ت ، در این تحقیق سعی بر سازه با رویه تقویت شده با نانو لوله کربنی و هسته نرم تاکنون انجام نگردیده اس

با استفاده  آن است که تحلیل خمشی تیر ساندویچی انحنا دار با رویه تقویت شده با نانو لوله کربنی و هسته نرم

 ها انجام گردد.جهت هموار سازی هرچه بیشتر طراحی اینگونه سازه ]3[ 1از روش تئوری مرتبه بالا

های سازی و کنترل رفتار دینامیکی و استاتیکی تیرها و ورقهای اخیر مطالعات زیادی بر روی مدلدر دهه

یک بازبینی بسیار خوب  [4]ساندویچی کامپوزیتی و ایزوتروپیک هوشمند صورت گرفته است. نور و همکاران

                                                                                                                                                                                     
 

1 High order Sandwich Panel Theory 
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او کار پیشینیان  مرجع است. 800های ساندویچی انجام داده که شامل بیش از های محاسباتی سازهبر روی مدل

 [5]هایی برای کارهای بعدی ارائه کرده است. بت شکنان و همکارانها را دسته بندی کرده و ایدهمدل را آورده،

اند. ایشان برای تحلیل های ساندویچی با رویه کامپوزیت پرداختهبررسی مدل مختلط برای تحلیل ورق به

ارائه  )1CUF( کل کرراالشهای ساندویچی یک مجموعه مدل در چارچوب فرمولاسیون متحداستاتیکی ورق

استفاده  )2RMVT(اند. به منظور مدل کردن تنش نرمال و تنش برشی عرضی از قضیه تغییرات رانزیر کرده

 [7]و کاپانی [6]مواد دارد. ردی ترمومکانیکی هایویژگی بهبود در بسیاری تاثیر مدرج تابعی مواد اند.نموده

 یچیساندو ری[ رفتار ت8و باروچ] گیاند. فروستبرای صفحه کامپوزیتی چند لایه روش مرتبه بالا استفاده کرده

 ریتاث افتنی یبرا شنیو از روش سوپرپوز ندداد را مورد مطالعه قرار ریپذمتقارن و نامتقارن با هسته انعطاف

 تنش و خمش استفاده کردند. یبر رو ریپذهسته انعطاف

های ( به عنوان تقویت کننده مواد مرکب در مقایسه با استفاده از فیبر%5-2کربنی)های درصد کمی از نانو لوله

. از طرف دیگر [9]کامپوزیت را افزایش دهد تواند به طور قابل توجهی استحکام و سفتیکربنی سنتی، می

به تخریب خواص مکانیکی آن شود. بدلیل تواند منجر ها میهای کربنی در کامپوزیتافزایش درصد نانو لوله

به رفتار خمشی غیر  با توجه [10-13]ها شینهای کربنی در کامپوزیتتاثیر استفاده از درصد وزنی نانو لوله

ها را معرفی کرد. یک توزیع غیر های کربنی، استفاده از مواد مدرج تابعی در ساخت نانو لولهخطی نانو لوله

تواند کربنی در طول ضخامت صفحه قرار داده شد و مشخص شد که تقویت با این مواد میهای خطی از نانو لوله

های کربنی در آخرین مطالعات بدست آمده رفتار صفحه را تغییر دهد. روش مواد مدرج تابعی در نانو کامپوزیت

شود، تقویت شده که این مواد هوشمند با کامپوزیت آلومینیوم که از متالوژی پودر حاصل می استمحقق شده 

در رابطه با این  هابر روی خمش، ارتعاشات و کمانش سازه بسیاری های اخیر مطالعات[. در سال14است]

های کربنی تقویت غیر خطی صفحات کامپوزیتی که با نانو لوله ارتعاشات [15]است. انصاری انجام شده موضوع

اند را بررسی نموده است. او از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روابط ون کارمن استفاده کرده است. شده

یابد و همچنین فرکانس تی خمشی صفحه افزایش میفهای کربنی، ساو دریافت با افزایش کسر حجمی نانو لوله

ای بر رفتار ارتعاشاتی ها تاثیر قابل ملاحظهشود. همچنین مشاهده نمود که توزیع نانو لولهعی بزرگتر میطبی

های سازه های فوم و سفتی خمشی قابل توجه از مزایایگذارد. استحکام برشی بالا و سبکی هستهصفحات می

های ت مقاوم، رفتار خمشی صفحهنانو لوله کربنی و کامپوزی با تقویت شدهساندویچی هستند. پس رویه 

آزاد غیر خطی و آنالیز خمشی صفحات  ارتعاشات [16]شنکند. وانگ و ساندویچی با هسته فوم را بهینه می

ای مورد بررسی قرار دادند. نانو لوله را با استفاده از روش اخطلال دو مرحله با تقویت شده ساندویچی با رویه

استفاده  )FG(و مدرج تابعی  )3UD(انو لوله یعنی نانو لوله با توزیع یکنواخت ها در تحقیق خود از دو نوع نآن

دهد که رویه مدرج تابعی اند. همچنین تاثیرات دما بر رویه و هسته بررسی شده است. نتایج نشان میکرده

-استوانه پنل یک ارتعاشاتی رفتار[17] همکارانش و تقویت شده تاثیر کمی بر روی رفتار خمشی دارد. سبحانی

 [18]همکارانش و مهرآبادی . کردند مطالعه را کربنی هاینانولوله از تابعی مختلف هایتوزیع شده با تقویت ای

                                                                                                                                                                                     
 

1Carrera’s Unified Formulation 
2 Reissner Mixed Variational Theorem 
3 Uniformly Distributed 
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 دادند. انجام را جداره تک کربنی هاینانولوله با شده تقویت باز ایاستوانه هایمکانیکی پوسته کمانش تحلیل

 تأثیر و نموده استفاده هامخلوط شده اصلاح قانون از شده تقویتکامپوزیتی  پوسته خواص تعیین برای هاآن

از تئوری تغییر شکل  [19]و زوشن . کردند بررسی را بار بحرانی بر فیزیکی خواص و پوسته هندسی مشخصات

برشی مرتبه بالا برای مطالعه کمانش صفحات ساندویچی با رویه نانو کربن بر پایة الاستیک پاسترناک استفاده 

های نانو لوله و نسبت ضخامت ورق هسته به رویه دهد تغییر دما، کسر حجمی رویهاند. نتایج نشان مینموده

تحلیل ارتعاشات آزاد و  [20وو و همکاران] .گذاردقابل توجهی میبر روی بار کمانش صفحات ساندویچی تاثیر 

را انجام دادند. در این روش چهار مرتبه مشتق  1CNTRC-FGت و رویه فس هستهبارهای خمشی بر روی تیر با 

های طبیعی از طریق روش گیری جهت گسسته سازی معادله حاکم انجام شده است. بارهای خمشی و فرکانس

تحلیل کمانش غیر محلی تیر انحنادار کامپوزیتی تقویت  [21]کریمی و همکاران بدست آمده است.مقدار ویژه 

کامپوزیتی مستطیلی  ورقارتعاشات آزاد  [22]نامی و جانقربان کربنی را انجام دادند. هایشده با نانولوله

 بعدی به روش مربعات دیفرانسیلیبر پایه تئوری الاستیسیته سه ،ضخیم مدرج شده با نانولوله های کربنیتقویت

 با تقویت شده خمش تیرهای ساندویچی با هسته نرم و رویه به تحلیل [23]سلامیاخیراً  اند.را بررسی کرده

 یکنواختبه صورت  رویهدر طول ضخامت  هانانولولهنانو لوله کربنی با استفاده از تئوری مرتبه بالا پرداخته است. 

  کند.و رویه از تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی پیروی می شدهتوزیع  (FG)یا به صورت مدرج تابعی  و

یر ت خمشی رفتار شده، انجام مطالعات تمامی در تاکنون که است این از حاکی شده انجام هایبررسی

در این تحقیق  بدین ترتیباست.  نشده تحقیق کربنی هاینانولوله با شده های تقویتساندویچی خمیده با رویه

و هسته قابل انعطاف  (FG-CNTRC) های مدرج تابعیرویهتوجه ما به رفتار خمشی تیرهای ساندویچ پنل با 

 هاویهر سازیمدل برای و سه بعدی شبه الاستیسیته از حل هسته سازیمدل که برای ،متمرکز خواهد بود

ها به ها در رویهتوزیع نانو لوله .شودمی سازگاری استفاده شرایط اعمال نهایتا و کلاسیک تیر هایتئوری از

  باشد.می FG-V و FG-X، FG-O، FG-A، صورت یکنواخت

 

 تعادلحاکم بر معادلات  -2
 هندسه مسئله و روابط سینماتیکی -1-2

حاضر زیر در نظر گرفته شده است. در مطلب  b ای با پهناییک تیر ساندویچی انحنادار به صورت استوانه

 .اشاره دارند 3و رویه پایینی 2به رویه بالایی b و t هاینویس

i,هر صفحه یک سیستم مختصات منحنی الخط مختص به خود دارد ) iz sکه در آن ):  
 

(1)                                           ( , )j js r j t b    
 

 :در مدل ارائه شده فرضیات زیر در نظر گرفته شده است

Lمقدار طول تیر در حدود انحنای تیر است - R. 
                                                                                                                                                                                     

 
1 Functionally Graded Carbon Nanotube Reinforced Composite 
2 top 
3 bottom 
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داشته باشندتوانند مقادیر متفاوتی میها رویهضخامت  -
td وbd  که مقدار آنها در مقایسه با طول و انحنای

 کنند. مطابق ورق نازک و فرضیات برنولی رفتار میها رویهتیر کوچک هستند. 

هسته با ضخامت -
ct  چرا که ،های مماسی هسته صرفه نظر شده استچسبیده است. از تنشها رویهکاملاً به 

لانه ت )فلز یا کامپوزیت( و هسته با مقاومت کم مثل فوم یا فهای خیلی سهای ساندویچی مدرن از رویهسازه

بعدی  دو سفتی سلول، هندسی خصوصیت یک به عنوان لانه زنبوری،شوند. در حالت هسته ساخته می زنبوری

کوچکتر از مدول الاستیسیته  بسیارمدول الاستیسیته هسته  در حالت فومیهمچنین  .است صفر برابر ایصفحه

هسته در مقایسه  خمشیتی فتوان از سمی ،هاستضخامت رویه برابر چندضخامت هسته  . اما چونها استرویه

 ها چشم پوشی کرد.با رویه

 فت. ها در نظر گرتوان با توجه به شکل رویهشرایط مرزی گوناگونی می -

ها شعاعی تغییر مکان
tw  و

bw های مماسی و تغییر مکان
tu  و

bu شوند که گیری میها اندازهاز مرکز رویه

. نمایش داده شده است (1شکل )در  نیز انحنادار ابعاد تیرهمچنین  ( نشان داده شده است.1در شکل )

r,مختصات محلی هسته نیز به صورت قطبی است که مرکز آن در مرکز انحنای تیر قرار دارد ) .) 

 :ها به صورت ذیل هستنددر سیستم مختصات قطبی روابط سینماتیکی رویه

 

(2)                                             ( , )j oj j ju u z j t b   

 

  :برابر است با jها هستند و رویه وسط تغییر مکان مماسی در ojuکه در آن 

 

(3)            
 

 هاست.شعاع خط مرکزی هر یک از رویه jrکه در آن 

 : ها برابر است باکرنش مماسی در رویه
 

(4)                              ( ) ( ) ( ) ( , )ssj oj j jz j t b                                                                                                                       
 

     
 ()ب                                                                       )الف(                                                

 

 ها  تغییر مکان (ب  ابعاد تیر انحنادار (الف -1 شکل

,( ) ( )
( , )

oj j

j

j

u w
j t b

r

 



 
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هاست و مقدار انحنا در هر یک از رویه jها است و مقدار کرنش در مرکز هر یک از رویه ojکه در آن 

 : برابر هستند با
 

(5)                                       , ( ) ( )
( , )

oj j

o j

j

u w
j t b

r

  



  

(6)                                    , ,

2

( ) ( )
( ) ( , )

oj j

j

j

u w

r
j t b

 
 




    

 

 : روابط سینماتیکی هسته برابرند با
 

(7)                             ,( , ) ( , )rr c rr w r   

(8)                   ,

,

( , )( , )
( , ) ( , ) ( , )

cc
sr s c r

w ru r
r r u r

r r






        

(9)                                                         rr

w

r






 

 

, در آن که ,oj sr cw    برشی و کرنش نرمال  کرنش مرکز هسته ، شعاعی تغییر مکانبه ترتیب مقادیر

روابط سازگاری بر اساس فرض چسبندگی کامل هسته به صفحات همچنین  . باشد هسته میدر  شعاعی

 :هستند زیر صورت که به ،شودتعریف می
 

(10)     ,( ( ) ( ) )
( , ) ( ) ( 1) ( , )

2

j oj jk

c jc oj

j

d u w
u r r u j t b

r

 
 


     

(11)                           ( , ) ( ) ( , )c jc ojw r r w j t b    

 
 معادلات تعادل -2-2

شروع  وستگییو با استفاده از شرایط مرزی و پ دانیاز معادلات م رییگبدست آوردن معادلات حاکمه با مشتق

گردد. روابط با نوشتن معادلات های تغییر شکل هسته دنبال میدانیشود. سپس حل معادلات تنش و ممی

مرزی و  طی، شراافتهی گسترشرسد. معادلات یم انیهای آنها به پابر حسب مجهولات و جواب افتهیگسترش 

رسد، بدست آمده یبه حداقل م لیکه در آن مجموع انرژی پتانس راتییتغ از طریق اصول وستگییپ طیشرا

 :باشدیم ریاست. که روش بدست آوردن آن به صورت ز

 

(12)                                                         ( ) 0U V   
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 یانرژ لیفرانسید نیباشد. اولیعملگر تغییرات م های داخلی و خارجی و انرژی بیبه ترت Vو  Uدر آن  که

 ها برابر است با:ها و کرنشکرنش بر حسب تنش

 

(13)          ( )
top bot core

sst sst ssb ssb rs rs rr rr
v v v

U dv dv dv              

 

که در آن 
sst  و

sst بالایی،  هیتنش و کرنش در راستای مماسی در رو
ssb  و

ssb  تنش و کرنش در

،  نیییپا هیراستای مماسی در رو
rr  و

rr ها در راستای شعاعی در هسته،ها و کرنشتنش 
rs  و

rs 

و topV های برشی در هسته ،ها و کرنشتنش
botV  وcoreV های بالایی، پایینی و حجم حجم رویه تیببه تر

 دیفرانسیل حجم هستند.  dv هسته و

 آید:صورت زیر بدست می( به 12و )( 8) ،(7(، )4از روابط ) Uرابطه

 

                                                  ( )
top

sst ot t t
v

U z dv     

(14)                                            ( )
bot

ssb ob b b
v

z dv           

                       ,

, ,
core

cc
rs c r rr c r

v

wu
u w dv

r r


   
  

     
  

              

 

 : حجم برابر است با لیفرانسید مقدار
 

(15)                                                        dv bdrds 

 

 :به صورت زیر تعریف شده است نیز ها های نیروی محوری و گشتاور خمشی رویه منتجه
 

(16)                            2

2

( , )
i

i

d

dj iN b dz j t b



  

(17)                           2

2

( , )
i

i

d

dj iM b zdz j t b



  

 

 

 : باشدیم ریانرژی خارجی به صورت ز لیفرانسید نیاول
 

(18)                               
 

 

0
0

0
0

l

t t t t t t t
s

l

b t b b b b b
s

V n u q w m ds

n u q w m ds

   

  





   

  




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)که در آن   , ) , ,j j jj t b m n q به ترتیب بارهای گسترده در راستای شعاعی ، مماسی و ممان های 

)خمشی خارجی در رویه های بالایی و پایینی هستند ؛  , ) , ,j j jj t b w u های در راستای تغییر مکان

در راستای انحنای تیر طول دیفرانسیل  ds باشند ؛های بالایی و پایینی میمماسی، شعاعی و چرخش رویه

 . دهدرا نشان میهای تنش جهات منتجهو ( بارها 2شکل )باشد . می

های داخلی و نیز بدست می آید و سپس اولین دیفرانسیل انرژی V( رابطه20و ) (3)استفاده از روابط با 

( لازم است 12( قرار داده و با توجه به اینکه جهت ارضاء معادله )12خارجی که به دست آمده است را در )

,ضرایب  , , , ,c c ot ob t bu w u u w w      معادلات تعادل به صورت زیر بدست می آید:دصفر باشن ، 
 

(19)                      ,

, ( ) 1
2

t t
t rs tc tc t t t

t t

M d
N b r r r n r m

r r



 
 

       
 

 

(20)                     ,

, ( ) 1
2

b b
b rs bc bc b b b

b b

M d
N b r r r n r m

r r



 
 

       
 

 

(21)             
,

, ,( ) ( )
2

t t tc
t rr tc tc rs tc t t t

t t

M bd r
N b r r r r r q r m

r r



          

(22)             
,

, ,( ) ( )
2

b b bc
b rr bc bc rs bc b b b

b b

M bd r
N b r r r r r q r m

r r



          

(23)                                             
,

( , ) ( , ) 0rs rsr
r r r     

(24)                                           , ,
( , ) ( , ) 0rs rr r
r r r      

 

           
 ب((                                                                  )الف                              (

 های تنشجهات منتجه (ب  بارها (الف -2شکل 
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)های بالایی و پایینی و هسته در همچنین شرایط مرزی در رویه 0, )( 0,α)s l   :برابر خواهند بود با 
 

(25)                                   
00 δ 0

j

j j

j

M
N or u

r

 

    
 

 

(26)                                    ,0 δ 0j jM or w    

(27)                  ,
( ) 0 δ 0

2

j jc j

rs jc j j

j j

M r d
b r r m or w

r r

 
 

      
 

 

(28)                                1 when s l   

(29)                                1 0when s    

(30)                                ( , ) 0 δ ( , ) 0rs cr or w r    

 

، روابط مقدار تنش برشی در هسته )یب با توجه به معادلات بدست آمدهبدین ترت
rs) تنش شعاعی نرمال ،

(در هسته 
rr( تغییر مکان شعاعی هسته ،)

cw(  تغییر مکان مماسی هسته و)
cu(  زیر بدست به شکل

 آید:می 
 

(31)                                                           
2

2

( )t tc
rs

r

r

 
  

(32)                                   
, 2

( )
( )

ln( ) ln( )

bc tc

tc bc b t c
rr tc t

bc bc

tc tc

r r

r r w w E
r

r rr
r r

r r

 




   

(33)     

2

,
,

( )ln( ) ( )ln( )

, ( )

ln( ) ln( )

bc tc
b t t tc

tc t tc tc bc tc tc
c t

bc bcc
c

tc tc

r r r r
w w r

r r r r r r r
w r w

r rE r
E

r r













           

(34)   

2 2 2 2
,

, , 0 ,

0

( ) ( )
( , ) (ln )

2 2

σ ( ) ( ) ( )
(ln ) 1

2

t tct tc tc tc
c

c c tc

rr tc tc t tc t t t

t

c tc tc tc tc t

rr r r r r
u r

rG E r rr

r r r w r r d u wr r r
u

E r r r r r



  




  
    

 

     
      

   
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, در آن که ,bc tc tr r    به ترتیب مقادیر تنش برشی در نقطه اتصال هسته با رویه بالا ، شعاع نقطه اتصال

 .هسته با رویه بالا و شعاع نقطه اتصال هسته با رویه پایین می باشد

 
 خواص مواد مرکب -3-2

. لذا لازم است که خواص مکانیکی این مواد بیان شود. اندتقویت شده نانو لوله کربنی باها رویهدر این تحقیق 

 :[24]شودبه شکل زیر بیان می مواد مرکبقانون هوک برای 
 

(35)                                                      *

11xx xxc  

(36)              * 4 2 2 4

11 11 12 66 222( ) cos , sinc c m c c m n c n m n        

 

ها  ها به صورت افقی در رویه های کربنی با محور افقی است. چون که در این تحقیق نانو لوله لولهزاویه نانو 

 :شود به شکل زیر نوشته می (37)و معادله  = 𝜃 0اند، لذا  قرار گرفته
 

(37)                                                    *

11 11 11c c E  
 

 ]:  25شود] ستیسیته به شکل زیر نوشته میلاها برای خواص مکانیکی، مدول ا طبق قانون مخلوط
 

(38)                                           111 1 1

cn

cn m mήV E V EE  
 

11کسر حجمی زمینه و  mV  وکسر حجمی نانو لوله کربنی  cnVکه 

cnE ستیسیته نانو لوله کربنی ولامدول ا

mE باشد ستیسیته زمینه میلامدول ا.ή 62] پارامتر بهره وری برای خواص وابسته به مقیاس است[ . 

  UDو FG-O,FG-X-,FG-V,FG-A  حالاتو  ها به شکل نانولوله کربنی تابعی مدرج در نظر گرفته شدهرویه

های کربنی کسر حجمی نانو لوله ها آورده شده است.الگوی توزیع آن (3)اند و در شکل مورد بررسی قرار گرفته

ارتباط کسر حجمی و ضخامت بیان شده است. در ( 1-2) هاست که در جدولمدرج، تابعی از ضخامت رویه

* (1-2) جدول

CNV باشدکسر حجمی ویژه می. 

 

 

 

 

 
 

 های کربنی الگوی توزیع نانو لوله -3شکل 
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 لوله کربنی و ضخامترابطه کسر حجمی نانو  -1جدول 

 کربنی الگوی توزیع نانو لوله های (CNVالا)بکسر حجمی رویه  (CNVکسر حجمی رویه پایین)
*

CNV *

CNV UD 

*2 (1 2 ) CN

b

z
V

d
  

*2 (1 2 ) CN

t

z
V

d
  FG-O 

*4 CN

b

z
V

d
 

*4 CN

t

z
V

d
 FG-X 

*2 (0.5 ) CN

b

z
V

d
  

*2 (0.5 ) CN

t

z
V

d
  FG-V 

*2 (0.5 ) CN

b

z
V

d
  

*2 (0.5 ) CN

t

z
V

d
  FG-A 

 

 ]26شود :] ها به شکل زیر نوشته می طبق قانون مواد مرکب چگالی رویه
 

(39)                                                   ρ ρ ρCN m

CN mV V  
 

 چگالی زمینه است. ρmو  کربنی لوله نانو چگالی ρCNه ک  

 
 های کربنی های مختلف نانو لوله( برای توزیعM( و ممان خمشی)Nنیروی محوری) منتجه -4-2

زم است لا، ها تابعی از ضخامت رویه است های مختلف نانو لوله چون که کسر حجمی نانو لوله کربنی در توزیع

( 35( و )17( ، )16( ، )4روابط ) حال با استفاده ازبه طور جداگانه محاسبه شود.  𝑁و𝑀 روابط برای هر توزیع

   روابط منتجه های نیروی محوری و ممان خمشی به شکل زیر بدست می آید:
 

(40)    

, , ,

2

, , ,

2

2 2 2 2

11 11 11
2 2 2

( , )

; ;
j j j

j j j

oj j oj j

j j j

j j

oj j oj j

j j j

j j

d d d

d d dj j j j j

u w u w
N A B

r r

u w u w
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و jEbdبه ترتیب   jCو  jAبرابر صفر است،  jBیزوتروپیک با توجه به اینکه مقدار اکه در حالت 
3

12

jd
Eb  در واقع های محوری و خمشی هستند.تیفهمان سjA ،jB وjC  در حالت کلی به ترتیب
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( و با استفاده از روابط جدول 38ت که طبق رابطه )ها اس خمشی رویهکوپل و سختی  سختیکششی،  سختی

 برای هر کدام از توزیع های مختلف نانو لوله های کربنی به صورت جداگانه  بدست می آید. (1)

 
 بر تعادل آوردن معادلات حاکمبدست  -5-2

با قرار دادن روابط  چهار معادله
jN  و

jM ( و روابط 04طبق )τ rs  وσrr ( در معادلات 32( و )31طبق )

آید و معادله پنجم با استفاده از شرایط سازگاری در سطح اتصال هسته و رویه پایینی با میدان به دست می

 : آید( نیز به دست می34( و )10استفاده از روابط )
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 بر تعادل معادلات حاکم حل -6-2

طبق  از روش فرم بسته استفاده شده است. با شرایط مرزی ساده در این تحقیق برای حل مسئله تیر انحنا دار

به صورت زیر  φمتغیرهای وابسته در جهت  بیانتوان به صورت سری فوریه و با ها را میاین روش جواب

 نمایش داد:
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تعداد عبارت های سری فوریه می باشد.ضرایب  Mاندیسی برای طول موج سری فوریه و  mدر روابط بیان شده 

فوریه شامل 
τ, , , ,ut ub wt wbC C C C C  ثوابتی هستند که باید محاسبه شوند. همچنین ثوابت

mt mb, , , , ,qt qb nt nbC C C C C C  .مربوط به بارگذاری خارجی است که به توزیع بار خارجی وابسته هستند

در معادلات حاکم، مسئله به شکل ماتریسی قابل حل خواهد بود.   (51)تا  (46)بنابراین با جایگذاری روابط 

مشتقات مورد نیاز را از توزیع های فوریه فرض شده بدست آورده و با جایگذاری روابط لذا ابتدا لازم است 

( معادلات حاکم را بر حسب ضرائب فوریه بدست آورد. در نهایت شکل 45( تا )41بدست آمده در معادلات )

 مسئله به صورت زیر خواهد بود: ماتریسی
 

(52)                                                            D C F 
 

مربوط به ضرائب ثابت بارگذاری می  Fمربوط به ضرائب ثابت فوریه که مجهول بوده و ماتریس  Cکه ماتریس 

برای حل ماتریس بیان شده از نرم افزار متلب استفاده گردیده و نتایج بدست آمده در بخش بعد قابل  باشد.

 مشاهده خواهد بود.

 

  نتایج و بحث -3
 اعتبار سنجی -1-3

است. در  بررسی شدهسنجی نتایج در سه حالت  معادلات بدست آمده، اعتبارجهت اطمینان از صحت و دقت 

انحنادار با فرض  یک تیر ساندویچیبه صورت  [3] مرجع بر اساس( 4) حالت اول شرایط مسئله مطابق شکل

تحت یک بارگذاری متمرکز و  گاهی سادهتکیه شرایط با (مستقیمشعاع فیزیکی بینهایت )نزدیک به یک تیر 

با نتایج مرجع نتایج بدست آمده برخی از  .شده استگرفته در نظر ، kg 50=tPدر نقطه میانی رویه بالا برابر با 

و  (5در شکل های ) رویه بالادر  ممان خمشیو  تغییر مکان عمودی نمودار مقایسه که به ترتیب مقایسه شده

 ( قابل مشاهده است.6)

 

 

 
  [3]تیر ساندویچی مورد بررسی و مقایسه مطابق با مرجع  -4شکل 
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 [3]مرجع مستقیمتیر انحنادار با فرض انحنای بینهایت و تیر  رویه بالای تغییر مکان عمودیمقایسه  -5شکل 

 

 
 در رویه بالا [3] مرجع میممان خمشی تیر انحنادار با فرض انحنای بینهایت و تیر مستقمقایسه  -6شکل 

 

حت تو  L=500 mmبا طول  یک تیر ساندویچی خمیده به صورت [27]بر اساس مرجع  شرایط حالت دومدر 

تغییر مکان نمودار مقایسه . شده است در نظر گرفته، N/mm 13=tqیک بارگذاری گسترده بر رویه بالا برابر با 

 است. ( قابل مشاهده9( و )8در شکل های )به ترتیب نیروی محوری و رویه بالا  عمودی
 

 
 [27]تیر ساندویچی مورد بررسی مطابق با مرجع  -7شکل 
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  [27] مرجعتیر انحنادار تغییر مکان عمودی تیر انحنادار تحقیق حاضر و مقایسه  -8شکل 

 

 
 [27] تیر انحنادار مرجعنیروی محوری تیر انحنادار تحقیق حاضر و  مقایسه -9شکل 

  

در نظر های تقویت شده با نانو لوله کربنی با رویه مورد تحقیقبا توجه به اینکه تیر ساندویچی  در حالت سوم

های تقویت شده با نانو لوله کربنی بررسی با رویه مستقیمتیر ساندویچی  [23]و قبلاً طبق مرجع  گرفته شده

مطابقت داده، به طوریکه در این حالت یک تیر ساندویچی انحنادار  [23]مرجع  با گردیده، لذا شرایط مسئله را

عرض  ،L=130mmو طول  های سادهگاهتکیه دارای (مستقیمبا فرض شعاع فیزیکی بینهایت )نزدیک به یک تیر 

mm30b=ضخامت هسته ،  mm10=ch  هاضخامت رویهو  mm2.7=sh .در رویه ها در نظر گرفته شده است 

cE=217 مدول یانگ برابر  در هسته و TPa 5.6466=11E ،TPa 1.9445=12Gبرابر  هانانو لولهمدول یانگ 

MPa  وMPa 76=cG 0.137وری برابر با و پارامتر بهره=ή   و تیر تحت یک بارگذاری متمرکز در نظر گرفته شده

یر انحنادار با فرض ت تغییر مکان عمودی (10) قرار دارد. در شکل kN 10=tPدر نقطه میانی رویه بالا برابر با 
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مقایسه های مختلف نانو لوله کربنی در نقطه میانی تیر با توزیع، [23]مرجع  مستقیمانحنای بینهایت و تیر 

دهد که تطابق خوبی بین نتایج فعلی و نتایج مراجع نشان می در هر سه حالت هاشده است. مقایسه جواب

 توان از صحت محاسبات انجام شده اطمینان حاصل کرد.میوجود داشته و بنابراین 
 
 ارائه مسئله و تحلیل نتایج -2-3

های تقویت شده با نانو لوله پذیر و رویهاز تیر ساندویچی انحنادار با هسته انعطاف حالت جدیدیدر این قسمت 

هندسه تیر مورد  همچنین تعریف شده است.( 2) مشخصات تیر ساندویچی طبق جدول کربنی ارائه شده است.

بر روی رویه  kN/m 13-  نشان داده شده است. بارگذاری به صورت گسترده و با مقدار (11)بررسی در شکل 

 بالایی تیر اعمال شده است.

 

 
ضخامت  امتداد در [23] مرجع میتغییر مکان عمودی تیر انحنادار با فرض انحنای بینهایت و تیر مستقمقایسه  -10شکل 

 هستهها و رویه
 

 مشخصات تیر ساندویچی مورد بررسی -2جدول 

 هندسی تیر مشخصات خواص مکانیکی

=170 MPacE مدول الاستیسیته هسته L=500mm طول 

=66 MPacG مدول الاستیسیته عرضی هسته b=30mm عرض 

MPa 5646660 =11E 36.280=˚ مدول الاستیسیته نانو لوله کربنیα زاویه قطاع تیر 

=2500 MPamE 1= مدول الاستیسیته زمینهmmt,bd هاضخامت رویه 

* 0.12CNV  ضخامت هسته 25mmcd= کسر حجمی ویژه =

ή=0.137 800= پارامتر بهره وریmmcr شعاع انحنای خط مرکزی هسته 
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 تحقیق حاضر هندسه تیر ساندویچی مورد بررسی -11شکل 

 

 
 های کربنیهای مختلف نانو لولهرویه بالا برای توزیعتغییر مکان شعاعی تیر در  -12شکل 

 

 
 های کربنیهای مختلف نانو لولهتغییر مکان شعاعی تیر در رویه پایین برای توزیع -13شکل 

 
 بررسی نتایج اولیه -1-2-3

های مختلف بالا و پایین برای توزیع هایبه ترتیب تغییر مکان شعاعی تیر در رویه (13)و  (12)های در شکل

 های کربنی نشان داده شده است. نانو لوله
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 های کربنیهای مختلف نانو لولهدر امتداد ضخامت تیر برای توزیع α0/2تغییر مکان شعاعی تیر در زاویه  -14شکل 

 

 در امتداد ضخامت تیر نشان داده شده است. 2/0αتغییر مکان شعاعی تیر در زاویه ( نیز 14)در شکل 

کمترین مقدار و به  Vشود که، خیز در حالت توزیع نمودارهای تغییر مکان شعاعی تیر مشاهده میبا توجه به 

در سطوح ها نانو لوله یبا کاهش کسر حجم افزایش یافته است. در واقع  Aو  X ،UD ،Oترتیب در حالات 

 نیشتریب Aدر حالت توزیع  لذاشود. یم ترکم نلپ چیساندوسفتی ، هارویه بخش درونیآن در  شیو افزای رونیب

  حالات دیگر صورت گرفته است.  به نسبت ی و تغییر مکان شعاعیریپذانعطاف

 های کربنی نشان داده شده است.های مختلف نانو لولهتغییر مکان مماسی رویه بالا برای توزیع (15)در شکل 

پذیری کمتر تیر به علت انعطاف گاهقابل مشاهده است که کمترین مقدار تغییر مکان مماسی در محل تکیه

تغییرات  (16) شکل همچنین افزایش یافته است.  Aو  X ،UD ،Oو به ترتیب در حالات  Vمتعلق به حالت توزیع 

 .دهدمینشان  را های کربنیهای مختلف نانو لولهرویه بالا و پایین برای توزیع نیروی محوری در
 

 
 ی مختلف نانو لوله های کربنیهابرای توزیعتغییر مکان مماسی رویه بالا  -15شکل 
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 های کربنیهای مختلف نانو لولهها برای توزیعنیروی محوری در رویه تغییرات -16شکل 

 

های کربنی نشان داده شده های مختلف نانو لولهتغییرات ممان خمشی در رویه بالا برای توزیع( 17)شکل در 

ها در با توجه به تقارن چیدمان نانو لوله X ،UD ،Oهمان طور که قابل مشاهده است در حالات توزیع  است.

دارای  Vممان خمشی بسیار کمتر بوده و همچنین سفتی خمشی تیر در حالت  Vو  Aها نسبت به حالات رویه

  باشد.بیشترین مقدار می

در نقطه اتصال رویه  یتوزیع تنش عمودو  تنش برشیتوزیع ( به ترتیب 19( و )18)های در شکلهمچنین 

شود که بیشترین مقدار و مشاهده می های کربنی نشان داده شدههای مختلف نانو لولهبالا با هسته برای توزیع

در واقع هرچه مقدار  است. افتهی کاهش Vو  O ،UD ،Xدر حالات  بیو به ترت Aتنش مربوط به حالت توزیع 

 شود مقدار تنش کمتری در هسته ایجاد شود.سفتی رویه بیشتر باشد، باعث می

 

 
 های کربنیهای مختلف نانو لولهتغییرات ممان خمشی در رویه بالا برای توزیع -17شکل 
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 های کربنیلولههای مختلف نانو توزیع تنش برشی در نقطه اتصال رویه بالا با هسته برای توزیع -18شکل 

 

 
 های کربنیهای مختلف نانو لولهبرای توزیع در نقطه اتصال رویه بالا با هسته یتوزیع تنش عمود -19شکل 

 

 
 های کربنیهای مختلف نانو لولهبرای توزیع 3/0αتغییر مکان مماسی در امتداد ضخامت هسته و در زاویه  -20شکل 
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 های کربنیهای مختلف نانو لولهبرای توزیع α0/3تغییر تنش برشی در امتداد ضخامت هسته و در زاویه  -21شکل 

 

 
 های کربنیهای مختلف نانو لولهبرای توزیع 3/0αدر امتداد ضخامت هسته و در زاویه  یتغییر تنش عمود -22شکل 

 

در امتداد ضخامت  یتنش برشی و تنش عمود ،به ترتیب تغییر مکان مماسی (22( و )21(، )20)های در شکل

و قابل مشاهده است که های کربنی نشان داده شده های مختلف نانو لولهبرای توزیع α0/3هسته و در زاویه 

از رویه پایین به سمت رویه  در امتداد ضخامت هسته یو تنش عمود یتنش برش ی،مکان مماس رییتغمقدار 

 بالا به طور پیوسته کاهش پیدا کرده است.

 
 تاثیر کسر حجمی بررسی   -2-2-3

سه کسر حجمی برای  های کربنیبررسی تاثیر کسر حجمی نانو لوله پس از بررسی نتایج اولیه، در این قسمت

 انجام شده است.( 3)مختلف مطابق با جدول 
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 وری کسر حجمی و  پارامتر بهره -3جدول 
*کسر حجمی ویژه) (ήپارامتر بهره وری)

CNV) 

137/0 12/0 

142/0 17/0 

141/0 28/0 

 
بالا با  هیدر نقطه اتصال رو یتنش عمود عیتوزو  رویه بالا شعاعیتغییر مکان  ( به ترتیب24و ) (23) هایشکلدر 

کسر  شیافزا (23شکل )طبق ( و بر اساس سه کسر حجمی مختلف نشان داده شده است. Vبرای حالت توزیع ) هسته 

درصد و با  20در حدود  17/0به  12/0از مقدار  یکسر حجم شیداشته و با افزا زیبر مقدار خ یادیز ریتاث یحجم

 مشاهده( 24طبق شکل ) همچنین  است. افتهیکاهش  زیدرصد از مقدار خ 35در حدود 28/0به  12/0از مقدار  شیافزا

کاهش پیدا کرده بالا با هسته  هینقطه اتصال روی در تنش عمودها مقدار شود که با افزایش کسر حجمی نانو لولهمی

 های کربنی تاثیر زیادی بر مقداری سفتی تیر دارد.توان گفت کسر حجمی نانو لولهلذا میاست.  
 

 
 ( و بر اساس سه کسر حجمی مختلفVبالا برای حالت توزیع )تغییر مکان شعاعی تیر در رویه  -23شکل 

 

 
 

 
 ( و بر اساس سه کسر حجمی مختلفV) عیحالت توز یبرا بالا با هسته هیدر نقطه اتصال رو یتنش عمود عیتوز -24شکل 
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 نسبت ضخامت هسته به رویه تاثیر بررسی  -3-2-3

که حالت مختلف انجام شده است، به طورینسبت ضخامت هسته به رویه برای سه بررسی تاثیر  در این قسمت

تغییر مکان به ترتیب  (26و ) (25) هایدر شکلیابد . ضخامت هسته ثابت مانده و ضخامت رویه افزایش می

و بر اساس سه  ( Vبالا با هسته برای حالت توزیع ) هیدر نقطه اتصال رو یتنش عمود عیتوزو  رویه بالا شعاعی

دهد با افزایش ضخامت رویه، افزایش قابل نتایج نشان میاست. شده نشان داده مختلف  نسبت ضخامت

ای در مقدار سفتی تیر و بدین ترتیب کاهش مقدار خیز و همچنین تنش عمودی هسته اتفاق افتاده ملاحظه

   است.
 

 
 ( و بر اساس سه نسبت ضخامت مختلف V) عیحالت توز یبالا برا هیرو یمکان شعاع رییتغ -25شکل 

 

 
( و براساس سه نسبت ضخامت V) عیحالت توز یبالا با هسته برا هیدر نقطه اتصال رو یتنش عمود عیتوز -26شکل 

 مختلف
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 مقدار زاویه انحناء تیر تاثیر بررسی  -4-2-3

و  (27) هایدر شکلشعاع ثابت انجام شده است.  در حالتمقدار زاویه انحناء تیر بررسی تاثیر  در این قسمت

 هسته امتداد ضخامتدر  عمودیتوزیع تنش و در امتداد ضخامت  بالا هیرو یمکان شعاع رییتغبه ترتیب  (28)

نتایج است. شده نشان داده  α0/2زاویه در  مختلف مقدار زاویه انحناء( و بر اساس سه V) عیحالت توز یبرا

 اریبس شیو باعث افزا افتهیکاهش  یبه طور قابل توجه یسفت ریت یانحنا هیزاو شیافزاکه با دهد نشان می

 هسته شده است. یتنش عمود نیو همچن زیمقدار خ ادیز

 

 
 در امتداد ضخامت مختلف مقدار زاویه انحنای( و بر اساس سه V) عیحالت توز یبالا برا هیرو یمکان شعاع رییتغ -27شکل 

   α0/2و در زاویه  رویه

 

 
و  هسته امتداد ضخامتدر مختلف  مقدار زاویه انحنای( و بر اساس سه Vبرای حالت توزیع ) عمودیتوزیع تنش  -28شکل

   α0/2در زاویه 
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 مقدار شعاع انحنای تیر  تاثیر بررسی -3-2-5

در است.  شدهبررسی ، ماندمی ثابت طول تیر ی که مقدار شعاع انحنای تیر در حالتتاثیر  در این قسمت

بالا  هیدر نقطه اتصال رو عمودیتوزیع تنش و  بالا هیرو یمکان شعاع رییتغبه ترتیب  (30)و  (29) هایشکل

نتایج نشان است. شده نشان داده مختلف  یسه مقدار شعاع انحنابر اساس و  ( V) عیحالت توز یبا هسته برا

 زیمقدار خ کاهشو باعث  افتهی افزایش یسفت ،ریتو کاهش زاویه انحنای  ءمقدار شعاع انحنا شیبا افزا دهدمی

 هسته شده است. در یتنش عمودکاهش قابل ملاحظه  نیو همچن
 

 

 
 ( و بر اساس سه مقدار شعاع انحناV) عیحالت توز یبالا برا هیرو یمکان شعاع رییتغ -29شکل 

 

 
 ( و براساس سه مقدار شعاع انحناV) عیحالت توز یبالا با هسته برا هیدر نقطه اتصال رو یتنش عمود عیتوز -30شکل 
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 نتایج حاصل از اعمال بار متمرکز بررسی  -3-2-6

بر روی نقطه میانی رویه بالا انجام  1000N-در این قسمت بررسی نتایج حاصل از اعمال بار متمرکز به مقدار 

dtها شده است. مقدار ضخامت رویه ,b=2.7mm  و ضخامت هستهdc=10mm در نظر گرفته شده و بقیه 

تغییر مکان  ( به ترتیب33( و )32، )(31) هایدر شکلباشد. می( 2)مشخصات تیر مورد بررسی مطابق جدول 

تیر  مماسیتغییر مکان و  در امتداد ضخامت α0/2تغییر مکان شعاعی تیر در زاویه ، شعاعی تیر در رویه بالا

تغییر مکان  دهدنتایج نشان میهای کربنی نشان داده شده است. های مختلف نانو لولهتوزیعبرای در رویه بالا 

 قبلاً  طور کههمانافزایش یافته است.   Aو  X ،UD ،Oکمترین مقدار و به ترتیب در حالات  Vدر حالت توزیع 

سفتی ، هارویه درونی بخشآن در  شیو افزا یرونیدر سطوح بها نانو لوله ی، با کاهش کسر حجمبیان شده

به حالات دیگر صورت گرفته نسبت ی ریپذانعطاف نیشتریب Aدر حالت توزیع  لذاشود. یم ترکم نلپ چیساندو

تر نسبت به بار گسترده قابل ملاحظهبرای اعمال بار متمرکز بر نتایج  Vو  Aهای حالت است. همچنین تاثیر توزیع

 است.

 تیر ممان خمشی اتتغییر، تیر در رویه بالا نیروی محوری اتتغییر( به ترتیب 36( و )35(، )34) هایدر شکل

های مختلف نانو برای توزیع α0/3 هیدر امتداد ضخامت هسته و در زاو یتوزیع تنش عمود در رویه بالا و

مقدار قابل مشاهده است که سفتی خمشی و همچنین نشان داده شده است.  تحت بار متمرکز های کربنیلوله

تنش  مقدار دارای بیشترین مقدار بوده و بدین ترتیب در این حالت کمترین Vی در حالت توزیع ممان خمش

 .است اتفاق افتاده
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 تحت بار متمرکز های کربنیهای مختلف نانو لولهبرای توزیع تغییر مکان شعاعی تیر در رویه بالا -31شکل 
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 در امتداد ضخامت تحت بار متمرکز  α0/2 هیدر زاو ریت یمکان شعاع رییتغ -32شکل 

 

 
 تحت بار متمرکز های مختلف نانو لوله کربنیتیر در رویه بالا  برای توزیع مماسیتغییر مکان  -33 شکل

 

 

 

 پ

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 تحت بار متمرکز های مختلف نانو لوله کربنیتیر در رویه بالا و برای توزیع نیروی محوری اتتغییر -34شکل 
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 تحت بار متمرکز های کربنیهای مختلف نانو لولهتیر در رویه بالا و برای توزیع ممان خمشی اتتغییر -35شکل 

 

 
 یکربن هایمختلف نانو لوله یهاعیتوز یبرا α0/3 هیدر امتداد ضخامت هسته و در زاو یتنش عمود عیتوز -36شکل 

 تحت بار متمرکز

 

 بندی نتایججمع  -3-3
تقویت شده  هایپذیر و رویهبه بررسی رفتار خمشی یک تیر ساندویچی انحنادار با هسته انعطاف تحقیقدر این 

 های کربنی به صورت مواد تابعی مدرج در ضخامت رویهنانو لولهکه به طوری نانو لوله کربنی پرداخته شده با

ها و الاستیسیته برنولی برای رویه-سازی رفتار تیر ساندویچی از تئوری اویلربرای مدل. در نظر گرفته شده است

معادلات  .شده است ها و هسته استفادهسازگاری بین رویه شرایط اعمال از نهایتاً و بعدی برای هسته شبه سه

از روش فرم بسته استفاده شده و شرایط  هاآنبرای حل  وجایی مجازی استخراج حاکم با استفاده از اصل جابه
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های کربنی تاثیر الگوهای مختلف توزیع نانو لولهبدین ترتیب  مرزی به صورت ساده در نظر گرفته شده است.

 مقدار تنش شعاعی و برشی ،هابر روی مقدار خیز، تغییر مکان مماسی، نیروی محوری و ممان خمشی در رویه

ها و مقدار شعاع های کربنی، نسبت ضخامت هسته به رویهین تاثیر مقدار کسر حجمی نانو لوله، همچنهسته در

 و نتایج زیر بدست آمده است:و زاویه انحنای تیر بررسی شده 

 دهد که تئوری مرتبه بالا و استفاده از روش فرم بسته، توصیف دقیقی از رفتار استاتیکی نتایج نشان می

نانو لوله کربنی با شرایط مرزی  تقویت شده با هایپذیر و رویهانحنادار با هسته انعطافتیر ساندویچی 

 کند.ساده ارائه می

  توزیعتیر مربوط به  تغییر مکان شعاعی و مماسیبیشترین A  به علت بالا بودن سفتی آن و کمترین

 باشد.می V عیخمشی مربوط به توز

 عیط به توزها مربوبیشترین نیروی محوری در رویه A عیو کمترین نیروی محوری مربوط به توز V باشد. می 

 های عیمربوط به توزبه علت عدم تقارن توزیع نانو لوله کربنی، ها بیشترین مقدار ممان خمشی در رویهA 

 باشد. می O توزیعو کمترین مقدار ممان خمشی مربوط به  Vو 

 عیهسته مربوط به توز بهها ط اتصال رویهادر نق و عمودی بیشترین تنش برشی A و کمترین تنش برشی 

 باشد. می V عیمربوط به توز و عمودی

 در طول ضخامت هسته در یک زاویه  و تنش عمودی تنش برشی، تغییر مکان مماسی مقدار بیشترین

توزیع،  باشد. همچنین در همه حالاتمی V عیمربوط به توزها آنو کمترین  A عیخاص مربوط به توز

در  سمت رویه بالا به پاییناز نقطه اتصال رویه  یو تنش عمود یتنش برش ،یمکان مماس رییتغ مقدار

 یابد.می کاهشطول ضخامت هسته به طور پیوسته 

 ها باعث افزایش هیضخامت رو شیافزا و همچنین هانانو لوله دهد افزایش کسر حجمینتایج نشان می

 .شودمیهسته در  یتنش عمود نیو همچن زیمقدار خو بدین ترتیب کاهش  سفتی خمشی

 به طور قابل  یسفت اء در صورت ثابت ماندن شعاع انحنای تیر،انحن هیزاو شیبدست آمده با افزا جنتای طبق

 .شودمیهسته  یتنش عمود نیو همچن زیمقدار خ ادیز اریبس شیو باعث افزا افتهیکاهش  یتوجه

  و  افتهی شیافزا یسفت ر،یت یانحنا هیمقدار شعاع انحناء و کاهش زاو شیبا افزاهمچنین بر طبق نتایج

  .شودمیهسته  در یکاهش قابل ملاحظه  تنش عمود نیو همچن زیباعث کاهش مقدار خ
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 𝐴j(j=t,b) سفتی کششی 
𝐵j(j=t,b) سفتی کوپل 

𝐶j(j=t,b) سفتی خمشی 

c ضخامت هسته 

𝑑j (j=t,b) هاضخامت رویه 

E لاستیسیتها مدول 

L رطول تی 

𝑀 گشتاور خمشی 
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r بردار جابجایی 
U راستای طول جابجایی در 
V انرژی پتانسیل 
Vcn سر حجمی نانو لوله کربنیک 
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Abstract 

 

The present study investigated the bending behavior of a curved sandwich beam with flexible 

core and carbon nanotube reinforced face sheets. Carbon nanotubes are considered as functional 

graded material in the thickness of the face sheets and their properties change along the 

thickness of the face sheets. In order to model the behavior of the sandwich beam, the Euler-

Bernoulli theory was applied for the face sheets and the quasi 3D elasticity was applied for the 

core, which allowed us to investigate the flexibility of the core. In this regard also, the 

compatibility condition between the face sheets and the core is used. The governing differential 

equations were extracted by using the principle of virtual displacement. In order to verify the 

accuracy of the formulation and present method, the results were compared with the existing 

results in this domain and was verified the validity of the extracted and solved equations. 

Therefore, the effect of different patterns of carbon nanotubes distribution have been 

investigated and compared on the radial deflection, the tangent displacement, the axial force, 

and the bending moment in the faces and the radial and shear stresses in the core. Also, the 

effect of the volume fraction of the carbon nanotubes, the ratio of the core thickness to the faces, 

and the beam curvature radius and angle have been investigated on results. The results showed 

that the distribution of the A-shaped carbon nanotube leads to the highest values of the radial 

and tangential displacements in the faces and core and also highest values of the radial and 

shear stresses in the core and the V-shaped leads to the lowest values of them. 


