
  
  

  
  
  
  
  
  
  
 
 

  
 رفسون، شكل مود-ميكروتير چرخان، مواد هدفمند، روش المان محدود، روش نيوتن : هاي راهنماواژه

 
 مقدمه -1

هاي به سوي دنياي مدرن باز نموده است. صنعت هم به عنوان يكي از شاخههاي جديدي را كوچك سازي افق
هاي شخصي، مدرن سازي دست به كوچك سازي در طراحي و ساخت توليدات خود در مواردي همچون موبايل

ها و ديگر وسايل الكترونيكي زده است. در حال حاضر كوچك سازي از لوازم صوتي و تصويري ها، كامپيوترتبلت
ها حركت نموده است. به عنوان مثال ساخت موتوري با هايي از جمله توربوماشينسمت زمينهبه 

جديدترين توليدات يكي از  rpm800000  ميكرومتر و سرعت چرخش 220هاي گازي با ضخامت ميكروتوربين
زي را طراحي و توانستند موتوري با ميكروتوربين گا ]2[. مهرا و همكاران ]1[ها است در زمينه توربوماشين
سانتي متر مكعب حجم دارد.  1وات الكتريسيته توليد كند در حالي كه فقط  50-10تواند توليد نمايند كه مي

گردد. باشد كه به صورت ميكروتير مدل ميها ميها، پره چرخان آنهاي ميكروتوربينيكي از مهمترين بخش
ترين قدمها ها يكي از اساسيمانند فركانس طبيعي آنهاي ارتعاشي ميكروتيرهاي چرخان هلذا مطالعه ويژگي

  باشد. ها ميدر تحليل رفتار ديناميكي و ارتعاشي ميكروتوربين
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ارتعاشات آزاد ميكروتيرهاي چرخان ساخته 
  شده از مواد هدفمند

برنولي -هاي ارتعاشي ميكروتيرهاي چرخان اويلردر اين مقاله به بررسي ويژگي
ساخته شده از مواد هدفمند در محيط گرمايي بر اساس تئوري تنش كوپل 

ر گرفتن اثرات نيروي گريز از مركز شود. جهت در نظاصلاح شده پرداخته مي
براي ميكروتيرهاي چرخان هدفمند از انرژي جنبشي ميكروتير چرخان استفاده 
شده كه قادر به اصلاح اشتباه رايج در ميكروتيرهاي چرخان هدفمند بوده كه 

شود. صورت يك نيروي محوري در نظر گرفته مياثر نيروي گريز از مركز تنها به
اندازه، تغيير دما، ضريب قانون تواني ماده هدفمند و نسبت لاغري تأثير پارامتر 

  گردد. بر فركانس طبيعي اول و شكل مودهاي اول و دوم بررسي مي
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ها دارند در اين مقاله به بررسي هاي صنعتي و ديگر زمينهبا توجه به اهميتي كه ميكروتيرهاي چرخان در زمينه
برنولي ساخته شده از مواد هدفمند مدل شده بر اساس  -و تحليل ارتعاشات آزاد ميكروتيرهاي چرخان اويلر

 شود.برنولي و تئوري تنش كوپل اصلاح شده با استفاده از روش المان محدود پرداخته مي-هاي تير اويلرفرض
هاي مرتبه بالا (غيركلاسيك) توسط پژوهشگران متعددي تئوري تنش كوپل اصلاح شده به عنوان يكي از تئوري

برنولي  -هاي طبيعي ميكروتيرهاي اويلربه مطالعه فركانس ]3[قرار گرفته است. كنگ و همكاران مورد استفاده 
ارتعاشات آزاد  ]4[ايزوتروپ مدل شده بر اساس تئوري تنش كوپل اصلاح شده پرداختند. آكگوز و چيوالك 

مودند. ايشان در اين برنولي را بر اساس تئوري تنش كوپل اصلاح شده بررسي ن -يك ميكروتير مخروطي اويلر
هاي طبيعي مورد نظر را بدست آوردند و اثر مخروطي بودن ريتز فركانس-پژوهش با استفاده از روش ريلي

  هاي بدست آورده شده را بررسي نمودند. ميكروتير بر فركانس
ز تئوري گراديان ارتعاشات آزاد ميكروتيرهاي ساخته شده از مواد هدفمند را با استفاده ا ]5[انصاري و همكاران 

كرنش براي يك ميكروتير مدل شده بر اساس تئوري مرتبه بالاي ردي مورد بررسي قرار دادند. الباسيوني و 
مكان سينوسي جديد، خمش و ارتعاشات وابسته به اندازه يك ميكروتير  با ارائه ميدان تغيير ]6[همكاران 

ژيانگ  اصلاح شده مورد تجزيه و تحليل قرار دادند. ساخته شده از مواد هدفمند را بر اساس تئوري تنش كوپل
به بررسي ارتعاشات آزاد و اجباري تيرهاي تيموشنكوي چند لايه ساخته شده از مواد هدفمند با  ]7[و يانگ 

ارتعاشات آزاد يك تير ساخته شده از  ]8[ ضخامت متغير در محيط گرمايي پرداختند. الشورباقي و همكاران
ارتعاشات آزاد  ]9[ا استفاده از روش اجزا محدود مورد بررسي قرار دادند. پرادان و چاكراورتي مواد هدفمند را ب

برنولي و تيموشنكو ساخته شده از مواد هدفمند را با استفاده از روش ريلي ريتز براي شرايط  -تيرهاي اويلر
تير ساخته شده از مواد هدفمند  ارتعاشات آزاد ]10[مرزي مختلف مورد مطالعه قرار دادند. ماشات و همكاران 

چندلايه مدل شده بر اساس فرمولاسيون متحد كررا را با بكار گيري روش اجزا محدود بررسي كردند. 
هاي ساخته شده از مواد هدفمند متخلخل با به بررسي ارتعاشات تير ]11[واتاناساكولپنگ و چايكيتيراتانا 

مودند كه مشكلات فني در فرآيند ساخت مواد هدفمند باعث شرايط مرزي مختلف پرداختند. ايشان اشاره ن
 ]12[شود كه متعاقبا منجر به كاهش چگالي و استحكام اين مواد خواهد شد. رجب و حامد ايجاد تخلخل مي

برنولي و تيموشنكو ساخته شده از مواد هدفمند همراه با تخلخل درون تير را با -ارتعاشات آزاد تيرهاي اويلر
روش ماتريس انتقال بررسي كردند. ايشان تاثير ضريب لاغري، خواص مواد و شرايط مرزي مختلف  استفاده از

هاي طبيعي يك تير به بررسي فركانس ]13[بر فركانس طبيعي بدون بعد را مورد مطالعه قرار دادند. هووا 
تيموشنكوي چرخان را ارتعاشات آزاد تير  ]14[اي در انتهاي آن پرداخت. لين و هسيو چرخان با جرم نقطه

ها از اصل دالامبر و كار مجازي براي بدست آوردن معادلات حاكم استفاده نمودند. مورد بررسي قرار دادند. آن
 ]15[ هاي تواني استفاده كردند. تورهان و بولتهاي طبيعي از روش سريايشان براي به دست آوردن فركانس

  مشي تيرهاي چرخان پرداختند. به بررسي ارتعاشات آزاد و اجباري غيرخطي خ
به بررسي ارتعاشات آزاد يك تير پيش پيچيده شده چرخان ساخته شده از مواد هدفمند  ]16[رامش و رائو 

ارتعاشات آزاد غير خطي يك تير تيموشنكوي كامپوزيتي چرخان مدل  ]17[ پرداختند. آروين و بختياري نژاد
به بررسي ارتعاشات  ]18[رمن را تجزيه و تحليل كردند. آروين كا-تغيير مكان فون-شده بر اساس روابط كرنش

  آزاد ميكروتيرهاي چرخان ايزوتروپ بر مبناي تئوري گراديان كرنش و فرضيات تير اويلر برنولي پرداخت. 
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هاي طبيعي عرضي افزايش نتايج بدست آمده نشان داد كه با افزايش نسبت ضخامت به پارامتر اندازه، فركانس
گردند. كوپل اصلاح شده و كلاسيك بر يكديگر منطبق ميتنش نتايج هر سه تئوري گراديان كرنش،  يافته و
هاي طبيعي ميكروتيرهاي تيموشنكوي با استفاده از روش تبديل ديفرانسيلي به بررسي فركانس ]19[آروين 

يداري يك تير رايلي با چرخان ايزوتروپ با استفاده از تئوري تنش كوپل اصلاح شده پرداخت. ارتعاشات و پا
مورد  ]20[ گاه ساده توسط ژو و چانگحركت چرخشي حول محور تير و حركت محوري با شرايط مرزي تكيه

به بررسي ارتعاشات آزاد غيرخطي يك تير تيموشنكوي تقويت شده  ]21[تحليل قرار گرفت. حيدري و آروين 
 هايپره] به بررسي خزش اوليه ناشي از گرما در 22[ميرزايي و همكاران  هاي كربني پرداختند.با نانو لوله

نتايج نشان داد كه  بارگذاري عرضي گسترده پرداختند. تيموشنكوي چرخان هدفمند با ضخامت متغير تحت
اي در رفار ماندگار تير ناشي از خزش اندازه ذره تقويت كننده و نوع توزيع تقويت كننده ها اثر قابل ملاحظه

تنش ايجاده شده، توزيع دما و تغييرشكل ناشي از بارگذاري حرارتي و بار مكانيكي عرضي گسترده در  دارد.
و  ]23توسط ميرزايي و همكاران [به ترتيب تيموشنكوي چرخان هدفمند با ضخامت متغير  هايو پره تيرها

ابعيت دما بودن خواص ماده نشان داد كه اثر در نظر گرفتن ت] 23[ در مورد مطالعه قرار گرفت. نتايج ]24[
] نشان داده شد كه توزيع نوع 24از طرف ديگر در [ هدفمند در نتايج محاسبه شده بسيار حائز اهميت است.

A در اين مقاله ارتعاشات  گردد.براي تقويت كننده باعث وارد شدن كمترين ميزان تنش به پره چرخان مي
دفمند در محيط گرمايي مورد بررسي قرار خواهد گرفت. آزاد ميكروتيرهاي چرخان ساخته شده از مواد ه

گردد. برنولي و بر اساس تئوري كوپل اصلاح شده استخراج مي-هاي تير اويلرمعادلات حاكم با توجه به فرض
گردد رابطه تنش ناشي از چرخش و گرما كه منجر به تغييرشكل استاتيكي ميجهت وارد نمودن اثرات پيش

در ضمن اثرات نيروي گريز از مركز در انرژي جنبشي شود. كار گرفته ميكارمن به-نتغيير مكان فو-كرنش
ميكروتيرچرخان گنجانده شده تا بدين ترتيب اشتباه رايج در ميكروتيرهاي چرخان هدفمند كه اثر نيروي گريز 

محاسبه انرژي پس از شود اصلاح گردد. صورت يك نيروي محوري در نظر گرفته مياز مركز در آنها تنها به
هاي استاتيكي و ديناميكي گردد. با جداسازي تغييرمكانها اعمال ميكرنشي و جنبشي روش اجزا محدود بر آن
شود. ها به كار گرفته ميرفسون جهت حل آن-گردد كه روش نيوتنمعادلات غيرخطي استاتيكي استخراج مي

هاي گردند تا فركانسي ايجاد شده خطي سازي ميمعادلات ديناميكي باقي مانده نيز حول تغييرشكل استاتيك
طبيعي خطي حاصل گردد. اثر پارامترهاي متفاوتي همچون پارامتر اثر اندازه، دما، ضريب قانون تواني و نسبت 

  گيرد. طول به ضخامت بر روي فركانس طبيعي اول و شكل مودهاي اول و دوم مورد بررسي قرار مي
  

 هامعادلات حركت و حل آن -2

  استخراج معادلات حركت -1-2
) 1چرخد در شكل (مي Zحول محور  Rشماتيك يك ميكروتير ساخته شده از مواد هدفمند كه با سرعت 

به ترتيب شعاع روتور، ضخامت تير، عرض تير و طول تير  L و R ،h ،bنشان داده شده است. در اين شكل 
معرف موقعيت مكاني مركز هر سطح مقطع نسبت به سطح مقطع متصل به روتور باشد، با در  xاگر  باشند.مي

، ميدان تغيير مكان را  yبرنولي و صرف نظر از تغيير مكان در راستاي محور -نظر گرفتن فرضيات تير اويلر
 : ]25[) در نظر گرفت 1صورت رابطه (توان بهمي
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  نماي كلي ميكروتير هدفمند چرخان -1شكل

  
و در راستاي محورهاي  tو در زمان  xاي در موقعيت ترتيب تغييرمكان ذرهبه Wو  0U ،Vكه در اين رابطه 

x ،y  وz باشند. مي( , )u x t صفحه مياني در راستاي محور  نيز تغيير مكانx باشد. مي  
توان به صورت رابطه از طرفي انرژي كرنشي ميكروتير چرخان را بر اساس تئوري تنش كوپل اصلاح شده مي

 :]19[) در نظر گرفت 2(

0

1
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2

L

xx xx xy xyA
U m dAdx      )2(  

و تنش كوپل  xترتيب نشان دهنده تنش و كرنش در راستاي محور به xyو  xx ،xx ،xymكه در اين رابطه 
  باشند.و خميدگي مي

 :]26[) نوشت 3صورت رابطه (توان بهكرنش را مي-در حضور محيط گرمايي رابطه تنش 

           11 ( )T
xx xxQ z    )3(  

كه در اين رابطه    11Q z E z  ،سفتي الاستيك E z  مدول يانگ وT باشند كه كرنش گرمايي مي
توسط  T z T   گردد كه تعيين مي z  ضريب انبساط ماده وT باشد. تغييرات دما مي  

) محاسبه 4باشد كليه خواص آن مطابق رابطه (شايان ذكر است كه با توجه به اينكه ماده مورد نظر هدفمند مي
  گردد:و تعيين مي

( ) ( )c m f mP z P P V P   )4(  

)كه در اين رابطه  )P z  ،هر خاصيت مكانيكي و يا حرارتي از جسم شامل مدول الاستيسيته، مدول برشي
 ترتيب نمايشگر خاصيت مورد نظر براي فلز و يا سراميكبه cPو  mPتواند باشد و چگالي و ضريب انبساط مي
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 

 
ضريب قانون تواني براي ماده  nنيز نمايانگر كسر حجمي سراميك است و در اين رابطه 

كار كارمن به-تغيير مكان فون-رابطه كرنش ]26[با فرض كرنش كوچك و چرخش متوسط  هدفمند است.
  شود:   گرفته مي
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:                                            ]19[گردد ) مشخص مي6از طرف ديگر رابطه بين تنش كوپل و خميدگي توسط رابطه (

  22xy xym z l   )6(  
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
) تعيين 7باشد و خميدگي از رابطه (مدول برشي مي 
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 )7(  

  : ]19[گردند )  تعيين مي8باشند و توسط رابطه (چرخش مي yو  xكه 

1
,

2x zy

W V

y z
 

  
     

  01

2y xz

U W

z x
         

 )8(  

 )، انرژي كرنشي ميكروتير چرخان قابل محاسبه است:2) در رابطه (5حال با جايگذاري رابطه ( ببدين ترتي

0 1 0 1

0 0

1 1
( 2 ) ( 2 )

2 2

L L

xx xx xx xx xy xy xx xx xx xx xy xyA
U z m dAdx N M P dx                )9(  

گشتاور  xyP، و yگشتاور منتجه حول محور  x ،xxMنيروي منتجه محوري در جهت  xxNكه در اين رابطه 
 گردند:) تعيين مي10صورت رابطه (ترتيب بهباشند و بهمنتجه مرتبه بالا مي

/2

/2
,

h

xx xxh
N b dz


   /2
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,

h

xx xxh
M b z dz


   /2

/2

h

xy xyh
P b m dz


   )10(  

صورت رابطه ) به10) در رابطه (8) و (7)، (5)، (3هاي (ها پس از جايگذاري رابطهكه فرم ساده شده اين رابطه
 ) پيوست داده شده است. 1-(الف

 :]17[) قابل محاسبه است 11انرژي جنبشي ميكروتيرچرخان با رابطه (

  2 2 20
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 



   
 
 

   
   
  
 

   

        


  


 

  )11(  

كه در اين رابطه  
/2

/2
, 0,1, 2

h i
i h

I b z z dz i


 هاي مرتبط با اينرسي جرمي و ها ترم z  چگالي ماده
2كار گيري اصل هميلتون، يعني حال با به باشد.مي

1

( ) 0
t

t
T U dt   ]25[و 9هاي (، و اعمال آن بر رابطه (

 ) فرم ضعيف معادلات قابل دستيابي است:11(
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 
 

      





 )12(  

) قابل 13صورت رابطه () به12) سمت چپ رابطه (8) و (7)، (5هاي (شايان ذكر است كه با استفاده از رابطه
  ساده شدن است: 

2 2

2 20
LHS(Eq.(12)) ( ) (

1
)

2
2 ( )

L

xx xx xy

u w w w w
N M P dx

x x x x x
  

     
     


    

  )13(  

هاي طولي مكانباشد. بدين ترتيب تغيير روش مورد استفاده جهت حل معادلات حركت روش اجزا محدود مي
شوند كه جهت تحقق شرايط مرزي هندسي اي تقريب زده ميو عرضي هر المان با كمك توابع شكل فرض شده

استفاده  3مكان عرضي از تابع درجه  و براي تغيير 1در هر المان براي تغيير مكان طولي يك تابع شكل درجه 
) تقريب زده خواهند 14صورت رابطه (ك المان بههاي طولي و عرضي ي. بدين ترتيب تغيير مكان]27[گردد مي

  : ]28[شد 
2

1

( ) ,e
u

e u u
j j

j

u q  


  N q  
4

1

( )e w w
j j

e
w

j

w q  


  N q  )14(  

گردد ) تعيين مي15باشد و مطابق رابطه (مختصات عمومي محلي براي يك المان مي eqها كه در اين رابطه
 :]28[گردند ) تعيين مي16هاي طولي و عرضي بوده و توسط رابطه (شكل تابع wNو  uNو 

                        1 2 1 3 2

T

4
w w ue w w uq q q q q q   q  )15(  

 

1 20 0 0 0 ,u u
u     N  1 2 3 40 0w

w w w w      N  )16(  

,كه  ( )u w
i 28[باشند ) مي17صورت رابطه (ها جهت تحقق شرايط مرزي هندسي در هر المان به[: 

1 ( ) 1u     
                  2 ( )u    

 2 3
1 ( ) 1 3 2w      2 3

2 ( ) ( 2 )w
el       ، 

     2 3
3 ( ) (3 2 )w     2 3

4 ( ) ( )w
el      ، 

)17(  

اي براي فرم ضعيف معادله توان رابطه) مي13) و استفاده از رابطه (12) در معادله (14با جايگذاري رابطه (
 دست آورد: ) به18صورت رابطه (حاكم بر يك المان به

e e e e eM q K q = F  )18(  
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باشند ام ميkتي و بردار نيروي وارد بر المان فهاي جرم و سترتيب ماتريسبه eFو  eM ،eKكه در اين رابطه 
و بردار  سفتيهاي جرم و گردند. پس از سوار نمودن ماتريس) تعيين مي9-) تا (الف4-هاي (الفو توسط رابطه

 آيد:  دست مي) به19صورت رابطه (نيرو معادله حركت به

 ,NLMq K q q q = F  )19(  

M ،كه در اين رابطه  ,NLK q q  وF باشند. از طرفي با و بردار نيرو مي سفتيهاي جرم و تريب ماتريسبه
هاي مرتبه دوم كارمن ماتريسي غيرخطي داراي غيرخطي-تغيير مكان فون-توجه در نظر گرفتن رابطه كرنش

صورت باشد كه بهو سوم مي           1 2 3, ,NL  K q q = K K q K q q شود كه در نظر گرفته مي
هاي ماتريس 1K ،   2K q  و   3 ,K q q باشند.خطي، غيرخطي مرتبه دوم و سوم مي سفتيترتيب به 

با توجه به اينكه نيروي گريز از مركز ناشي از چرخش با سرعت ثابت و همچنين بار گرمايي باعث ايجاد 
صورت حاصل عمومي به گردد لذا مختصاتهاي چرخان در محيط گرمايي ميتغيير شكل استاتيكي در سازه

شود يعني، هاي استاتيكي و ديناميكي در نظر گرفته ميجمع ترم   s dt t q q q با جايگذاري اين رابطه .
هاي حركت و خطي سازي بخش ديناميكي حول مختصات ) و جداسازي بخش استاتيكي معادله19در معادله (

گردند: ) استخراج مي21) و (20ترتيب، دو معادله (عمومي استاتيكي، به
  

NL
sK q = F  )20(  

 * ,NL
d s s dMq K q q q = 0  )21(  

  باشد. بندي استاتيكي مي حول پيكره سفتيماتريس  NLK*كه در اين رابطه 
  

 حل معادلات حركت -2-2

روش تكرار  -1گردد: دو روش مرسوم در المان محدود جهت حل معادلات حركت استاتيكي پيشنهاد مي
گردد. . در روش اول ابتدا معادله استاتيكي خطي سازي شده و حل مي]27[رفسون -روش نيوتن -2مستقيم و 

گردد. در بروزرساني مي سفتيهاي مرتبه دوم و سوم ماتريس دست آمده قسمت غيرخطيسپس با پاسخ به
شويم كه مجددا اين فرآيند تا همگرايي پاسخ استاتيكي پيگيري اين حالت با يك مسأله خطي جديد مواجه مي

گردد. سپس با توجه به باقيمانده در روش دوم در گام اول مشابه روش اول حل خطي محاسبه مي گردد.مي
مماسي، يعني سفتي) و ماتريس 20عدم تحقق تساوي رابطه (
           1 2 3, 2 3 ,NL

s s s s s T q q = K K q K q qآيد. اين فرآيند تا همگرايي ، پاسخ مرحله دوم بدست مي
رفسون سرعت بالاي همگرايي آن در مقايسه با روش تكرار -وتنپذيرد. برتري روش نيپاسخ استاتيكي انجام مي

 ]27[از كتاب ردي  3-2-توانند به بخش الفرفسون مي-مستقيم است. خوانندگان جهت مشاهده روش نيوتن
  مراجعه نمايند.

) معادله خطي شده ديناميكي حول پاسخ 21پس از محاسبه پاسخ استاتيكي و جايگذاري آن در رابطه (   
و  NLK* سفتيهاي هاي طبيعي از ماتريسگردد. در اين مرحله براي محاسبه فركانستيكي حاصل مياستا

 گردد.جرمي استفاده مي
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 آناليز عددي -3

 اعتبارسنجي -1-3

هاي گردد. در ابتدا نتايج محاسبه شده براي فركانسدر اين بخش به صحت سنجي نتايج ارائه شونده پرداخته مي
برنولي -هاي تير اويلربر اساس فرض ]12[طبيعي يك تير هدفمند ثابت با نتايج ارائه شده توسط رجب و حامد 

هاي طبيعي را محاسبه اتريسي فركانسبا استفاده از روش انتقال م ]12[گردد. رجب و حامد مقايسه مي
  باشد. اند. جنس فلز مورد استفاده در اين ماده هدفمند آلومينيوم و جنس سراميك آن آلومينا مينموده

mE(GPa)70صورت ترتيب بهخواص مكانيكي و ضريب انبساط آلومينيوم و آلومينا به  ،
32702(kg m )m  ،0.3m  ،380(GPa)cE  ،33960 (kg m )c   0.3وc  باشند. اولين مي

2فركانس طبيعي بدون بعد كه توسط رابطه 
m

m

L

h E

  گردد كه محاسبه مي  در آن فركانس طبيعي

20Lباشد براي نسبت لاغري با بعد متناظر مي h   ارائه شده است. نتايج حاكي از تاييد  )1(در جدول
  باشد.  هاي طبيعي تيرهاي هدفمند ميفرمولاسيون و نتايج جاري براي فركانس

پس از تاييد نتايج فركانس طبيعي براي تيرهاي هدفمند در اين بخش به بررسي صحت نتايج حاضر براي 
هاي طبيعي با نتايج شود. بدين منظور نتايج تغيير شكل استاتيكي و فركانسميكروتيرهاي چرخان پرداخته مي

ز جنس اپوكسي و با خواص گردد. ميكروتير چرخان مورد مطالعه ا) مقايسه و صحت سنجي مي2018آروين (
E(GPa)1.4مكانيكي و هندسي   ،31220 (kg m )  ،0.3  ،17.6(μm)l  ،152.42(μm)L   ،

0.1R L   1وh l  0باشد. سرعت چرخش بدون بعد نيز توسط رابطه مي

11
R R

I
L

A
  گردد. تعيين مي

0.25Rبراي  ]19[تعيير شكل استاتيكي طولي ايجاد شده در طول ميكروتير در مقايسه با نتايج آروين  
نشان داده شده است. نتايج حاكي از تطابق بسيار خوب تغيير شكل استاتيكي ناشي از پيش تنش  )2(در شكل  

براي تغيير شكل  ]19[باشد. شايان ذكر است كه نتايج آروين واسطه چرخش ميكروتير ميايجاد شده به
همان شرايط اي تحليلي ارائه شده است. فركانس طبيعي اول ميكروتير چرخان با استاتيكي توسط رابطه

  گردد.                مشاهده مي )3(در شكل  ]19[مكانيكي و هندسي ذكر شده در مقايسه با نتايج آروين 
  
 

 ]12[برنولي هدفمند در مقايسه با نتايج رجب و حامد-فركانس طبيعي بدون بعد اول تير اويلر -1جدول

n  نتايج رجب و حامد   نتايج حاضر
  درصد اختلاف  )2017(

0.2  1.813  1.816  0.17  

1  1.503  1.504  0.07  
5  1.306  1.307  0.08  
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كار گرفته هاي طبيعي بهجهت تخمين فركانس ]19[لازم به ذكر است كه روش انتقال ديفرانسيلي در آروين 
هاي طبيعي براي ميكروتيرهاي شده است. نتايج نشان دهنده دقت مورد قبول روش حاضر در تعيين فركانس

  چرخان است.
  

 مطالعه پارامتري -2-3

گذاري بر نتايج حاضر در اين بخش تعدادي مطالعه پارامتري جهت روشن سازي اهميت پارامترهاي پس از صحه
گردد. فلز ماده هدفمند مورد هاي طبيعي و شكل مودها ارائه ميدخيل در تغيير شكل استاتيكي، فركانس

3ه شده سيليكون نيتريد كار گرفتو سراميك به 304SUSاستفاده فولاد ضد زنگ  4Si N باشد. خواص مي
mE(GPa)207.79صورت ترتيب بهمكانيكي و ضريب انبساط فولاد ضد زنگ و سيليكون نيتريد به  ،

38166(kg m )m  ،0.28m  ،1615.32 (1 )10 Km
   ،322.27 (GPa)cE  ،

32170 (kg m )c  ،0.28c   167.474و (6 )10 Kc
    29[باشند مي[ .  

 

 ]19[ )2018( تغيير شكل استاتيكي طولي ناشي از چرخش ميكرو تير ايزوتروپ در مقايسه با آروين -2شكل

 

حسب سرعت چرخش بدون بعد در مقايسه با ايزوتروپ چرخان بر فركانس طبيعي اول ميكروتير -3شكل
 ]19[)2018(آروين
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  تأثير سرعت چرخش بر جابجايي استاتيكي -1-2-3

 
  اثر سرعت چرخش بدون بعد بر تغيير شكل استاتيكي ناشي از چرخش ميكرو تير هدفمند و بار حرارتي، -4شكل

500T( تغيير شكل استاتيكي عرضي -تغيير شكل استاتيكي طولي و ب -الف    1وn (  
  

30Lصورت، خواص هندسي ميكروتير چرخان و پارامتر اثر اندازه نيز به h  ،0.1R L  ،17.6(μm)h  
1lو  h  هاي طبيعي ارائه شونده بر اساس نوع تئوري مورد استفاده باشد. شايان ذكر است كه فركانسمي

نمايش داده  CTو  MCSTصورت ترتيب بهجهت مدلسازي با در نظر گرفتن اثر پارامتر اندازه و بدون آن به
هاي بدون بعد متفاوت در ميكروتير چرخان براي سرعت چرخشتغيير شكل استاتيكي ايجاد شده  خواهند شد.

گردد با افزايش سرعت چرخش تغيير شكل نمايش داده شده است. همانگونه كه مشاهده مي )4(در شكل 
گذاري حرارتي انجام شده داراي ردليل بايابد. از طرف ديگر ميكروتير غيرچرخان نيز بهاستاتيكي نيز افزايش مي
باشد. نكته قابل مشاهده ديگر نيز هم مرتبه بودن تغيير شكل استاتيكي عرضي براي تغيير شكل استاتيكي مي

ميكروتيرهاي چرخان و غيرچرخان است در حالي كه تغيير شكل طولي دو ميكروتير مذكور بسيار متفاوت 
دليل تقارن موجود داراي تغيير زوتروپ با مقطع مستطيلي بهباشد. شايان ذكر است كه ميكروتيرهاي ايمي

  شكل عرضي نخواهند گرديد در صورتي كه در ميكروتيرهاي هدفمند تغيير شكل عرضي نيز ايجاد خواهد شد.  
  

  تأثير ضريب قانون تواني بر جابجايي استاتيكي -2-2-3
نشان داده شده  )5(ميكروتير چرخان در شكل اثر ضريب قانون تواني بر تغيير شكل استاتيكي ايجاد شده در 

باشند. حال است. دو عامل مهم در ايجاد تغيير شكل استاتيكي در شرايط يكسان چگالي و سفتي طولي مي
0.27cدليل اينكه چگالي سيليكون نيتريد به فولاد ضد زنگبه m  

  
بوده نيروي گريز از مركز ايجاد شده 

1.55cباشد و همزمان مدول يانگ سيليكون نيتريد به فولاد ضد زنگزنگ بيشتر ميدر فولاد ضد  mE E 
باشد كه باعث صلبيت طولي بيشتر سيليكون نيتريد است و لذا تغيير شكل ايجاد شده در فولاد بسيار بيشتر مي 

يش ضريب تواني و بيشتر شدن درصد فاز توان به اين نكته اشاره نمود كه با افزاباشد. علاوه بر اين ميمي
  يابد در حالي كه تغييرشكل عرضي افزايش يافته است. سراميك تغيير شكل استاتيكي طولي كاهش مي

شايان ذكر است كه همانگونه كه در بخش پيش نيز ذكر شد در صورت استفاده از مواد ايزوتروپ تغيير شكل 
  عرضي صفر خواهد گرديد.
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قانون تواني ماده هدفمند بر تغيير شكل استاتيكي ناشي از چرخش ميكرو تير هدفمند و بار حرارتي، اثر ضريب  -5شكل
500T( تغيير شكل استاتيكي عرضي -تغيير شكل استاتيكي طولي و ب -الف   0.5وR (  

  
  مودهاتأثير سرعت چرخش بر فركانس طبيعي و شكل  -3-2-3

اثر سرعت چرخش بر فركانس طبيعي اول ميكروتير چرخان ساخته شده از مواد هدفمند در اين بخش بررسي 
درجه  500هاي قانون تواني مختلف و افزايش دماي ) فركانس طبيعي اول را براي ضريب6گردد. شكل (مي

ا افزايش اين ضريب (يعني گردد در سرعت پايين مشخص، بدهد. همانگونه كه مشاهده ميكلوين نشان مي
باشد. با بيشتر شدن يابد كه دليل آن كاهش سفتي خمشي ميافزايش فاز فلز) فركانس طبيعي كاهش مي

) نيز قابل مشاهده است. بدين 5گردد كه در شكل (سرعت، تغيير شكل استاتيكي فاز فلز بسيار بيشتر مي
  د يافت.  ترتيب فركانس طبيعي با افزايش اين ضريب افزايش خواه

   

 

500Tيعي اول ميكروتير هدفمند چرخان(اثر سرعت چرخش بدون بعد و ضريب قانون تواني بر فركانس طب -6شكل ( 
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با مشاهده شكل نمايش داده شده است.  )7(اثر نوع تئوري مورد استفاده در تعيين فركانس طبيعي در شكل 
بيني شده توسط تئوري تنش باشد اختلاف فركانس طبيعي پيشزماني كه سرعت صفر ميگردد مشخص مي

درصد بوده و با افزايش سرعت چرخش اين مقدار كاهش  113كوپل اصلاح شده نسبت به تئوري كلاسيك 
0.25Rيابد و براي مي   44/8  0.5درصد و برايR  64/3  با افزايش سرعت درصد خواهد گرديد. لذا

  شود.تر شدن ميكروتير از اهميت پارامتر اثر اندازه كاسته ميچرخش و سخت
نشان داده شده است. همانگونه كه مشاهده  )8(تأثير سرعت چرخش بر شكل مود اول و دوم نيز در شكل 

  گردد.ل ميشود با افزايش سرعت چرخش گره مود دوم به سمت چپ متمايمي

 

  اثر سرعت چرخش بدون بعد و پارامتر اثر اندازه بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان -7شكل
 )1n   500وT (  

 

  دوم ميكرو تير هدفمند چرخان -اول و ب -تأثير سرعت چرخش بدون بعد بر شكل مودهاي الف -8شكل
 )1n  500وT (  
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  تأثير نسبت لاغري بر فركانس طبيعي  -4-2-3

 

  اثر نسبت طول به ضخامت و سرعت چرخش بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان -9شكل

 )1n  500وT (  

  
Lبررسي تأثير نسبت لاغري (در اين بخش به  h بر فركانس طبيعي اول ميكروتير چرخان هدفمند پرداخته (

گردد كه با افزايش اين نسبت فركانس طبيعي براي ميكروتير ثابت و چرخان مشاهده مي )9(شود. در شكل مي
باشد. البته كاهش مذكور در فركانس طبيعي براي ميكروتير تر شدن ميكروتير مييابد كه دليل آن نرمكاهش مي

  باشد.ثابت بيشتر مي
اشاره كرد كه با افزايش ضريب لاغري نوع  توان بدين نكتهمي )10(با مشاهده اثر پارامتر اندازه در شكل 

توان در مقدار تقريبا ثابت كند. دليل اين مهم را ميتئوري مورد استفاده در مدلسازي اهميت بيشتري پيدا مي
با افزايش نسبت لاغري انرژي كرنشي ناشي از اثرات اندازه و يا به عبارت ديگر گشتاور منتجه مرتبه بالا دانست. 

ماند حال آنكه انرژي كرنشي بدون اثرات اندازه ناشي از ثابت مياثرات اندازه تقريبا مربوط به انرژي كرنشي 
گردد كاهش تنش كوشي و كرنش نرمال كه شامل انرژي كرنشي نيروي محوري و گشتاور خمشي منتجه مي

نسبت به انرژي رات اندازه اثشود. لذا درصد انرژي كرنشي وابسته به تر مييابد و يا به عبارت ديگر سازه نرممي
كوپل اصلاح شده و تنش كرنشي كل افزايش خواهد يافت. بدين ترتيب تفاوت تئوري هاي وابسته به اثر اندازه 

 تئوري كلاسيك بيشتر خواهد شد. 

گردد كه با نشان داده شده است. مشاهده مي )11(اثر ضريب قانون تواني در كنار نسبت لاغري در شكل 
افزايش نسبت لاغري و افزايش فاز فلز فركانس طبيعي اول به ميزان كمتري نسبت به ميكروتيري كه فاز 

يابد و فركانس طبيعي ميكروتيري از جنس فلز و يا سراميك به يكديگر سراميك آن بيشتر است كاهش مي
  تواند اين مهم را توضيح دهد.      ذكر شده مي 3-2-3آنچه در بخش گردند كه دليلي مشابه نزديكتر مي
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  اثر نسبت طول به ضخامت و پارامتر اثر اندازه بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان -10شكل
 )1n   ،0.5R  500وT (  

  

گردد با نشان داده شده است. همانگونه كه مشاهده مي )12(تأثير نسبت لاغري در كنار افزايش دما در شكل 
يابد كه دليل آن افزايش نسبت لاغري اختلاف موجود بين فركانس طبيعي با و بدون افزايش دما افزايش مي

تر شدن ميكروتير و افزايش نيروي محوري ايجاد شده توسط دما بوده كه متعاقبا باعث افزايش طول ضعيف
 گردد. بيشتر ميكروتير مي

  

 

   اثر نسبت طول به ضخامت و ضريب قانون تواني ماده هدفمند بر فركانس طبيعي اول ميكروتير هدفمند چرخان -11شكل
)0.5R  500وT (  
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1n( اثر نسبت طول به ضخامت و تغيير دما بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان -12شكل  0.5وR (  

 

  تأثير افزايش دما بر فركانس طبيعي  -5-2-3
يك سر گيردار سبب ايجاد نيروي محوري -افزايش دما در ميكروتيرهاي چرخان و غيرچرخان يك سر آزاد

گردد كه اين مطلب در شكل گردد كه باعث ايجاد كششي طولي در راستاي ميكروتير ميكششي طولي مي
شكل استاتيكي بيشتر براي ميكروتير غير چرخان قابل مشاهده است. لذا با افزايش بيشتر دما تغيير الف) -4(

 گرددميتر سفتنسبت به حالت پيش از افزايش دما  ميكروتيربا افزايش تغييرشكل استاتيكي  حالگردد. مي
 توان در مقايسه ميكروتيرهاي غيرچرخان و چرخان نيز مشاهده نمود كه به دليل تغييركه اين مطلب را مي

 باشد و لذاتر از ميكروتير غيرچرخان ميتفير چرخان سنيروي گريز از مركز ميكروتشكل استاتيكي ناشي از 
فركانس  بدين ترتيب با افزايش دماهاي طبيعي ميكروتيرهاي چرخان از غيرچرخان بيشتر است. فركانس
  قابل رؤيت است. )13(هاي مختلف در شكل يابد كه براي ضريب توانيافزايش ميميكروتير چرخان طبيعي 

  
  قانون تواني بر فركانس طبيعي و شكل مودهاتأثير ضريب  -6-2-3

گردد. در ميكروتيرهاي غيرچرخان اين موضوع باعث كم با افزايش ضريب قانون تواني فاز فلزي ماده بيشتر مي
. با افزايش سرعت چرخش الف)-14(يابد شكل شدن صلبيت خمشي شده و لذا فركانس طبيعي كاهش مي

كند. از طرفي با توجه به اينكه با توجه به مقايسه چگالي ه توسعه مينيروي گريز از مركز ايجاد و شروع ب
0.27cسراميك و فلز،  m   اين نيرو مقدار براي فاز فلز بيشتر است و در عين حال صلبيت طولي سراميك ،

1.55cباشد نيز بيشتر از فلز مي mE E  گردد كه زايش فاز فلز بسيار بيشتر ميلذا تغيير شكل استاتيكي با اف
  گردد. هاي بالا ميتر شدن ميكروتير در سرعتمنجر به سخت

يابد. لذا براي هر سرعت خاص در يك ضريب در نهايت فركانس ميكروتير چرخان با افزايش فاز فلز افزايش مي
فركانس طبيعي احتمال ايجاد مقداري كمينه در نمودار فركانس طبيعي وجود دارد كه   تواني خاص در نمودار

     اين موضوع قابل مشاهده است. ب) -14(در شكل 
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0.5Rاثر تغيير دما و ضريب قانون تواني ماده هدفمند بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان( -13شكل ( 

 

 

  ميكروتير ثابت-يعي اول ميكروتير هدفمند، الفاثر ضريب قانون تواني ماده هدفمند بر فركانس طب -14شكل
)500T 0.5ميكروتير چرخان ( -)، بR  500وT (  

  
نشان داده شده است. شايان ذكر است كه در  )15(تأثير ضريب قانون تواني بر شكل مود اول و دوم در شكل 

شكل  دهد و تغييردليل اينكه تغيير شكل استاتيكي ناشي از چرخش رخ نميميكروتيرهاي غيرچرخان به
هاي مختلف شامل فازهاي فلزي و استاتيكي ايجاد شده توسط دما بسيار كم است شكل مودهاي جنس

نكه مقدار ضريب تواني در شكل مود ميكروتير چرخان تأثيرگذار گيرند حال آسراميكي بر روي يكديگر قرار مي
  باشد.مي
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دوم ميكرو تير هدفمند غيرچرخان و  -اول و ب -تأثير ضريب قانون تواني ماده هدفمند بر شكل مودهاي الف -15شكل
0.5Rچرخان (  500وT (  

  
  تأثير پارامتر اثر اندازه بر فركانس طبيعي  -7-2-3

) نمايش داده شده 16در شكل ( بر فركانس طبيعي اول ميكروتير چرخان و غيرچرخانتأثير پارمتر اثر اندازه 
يابد. دليل اين امر گردد با افزايش اين پارامتر تأثير سرعت چرخش كاهش ميياست. همانگونه كه مشاهده م

باشد كه بدين ترتيب انرژي كرنشي كل افزايش يافته و تأثير افزايش انرژي كرنشي گشتاور منتجه مرتبه بالا مي
     گردد.غيرچرخان به يكديگر نزديك مييابد و نتايج ميكروتير چرخان و انرژي جنبشي كاهش مي

تأثير پارمتر اثر اندازه همراه با ضريب قانون تواني ماده هدفمند بر فركانس طبيعي اول ميكروتير چرخان در 
گردد در ابتدا كه اين پارامتر داراي مقدار كمي ) نشان داده شده است. همانگونه كه مشاهده مي17شكل (

الي فولاد بسيار بيشتر از سيليكون نيتريد است باشد انرژي كرنشي ناشي از اثرات اندازه كم بوده و چون چگمي
شود و ميكروتير چرخان با افزايش فاز فلز نيروي محوري گريز از مركز بيشتري به ميكروتير چرخان وارد مي

گردد. لذا افزايش فاز فلز با افزايش فركانس طبيعي همراه تر ميكشيدگي استاتيكي بيشتر، سفتبه دليل پيش
ايش پارامتر اثر اندازه با توجه به بيشتر بودن مدول برشي سيليكون نيتريد نسبت به فولاد خواهد شد. با افز

گردد. بدين ترتيب ضد زنگ با افزايش فاز سراميك انرژي كرنشي ناشي از گشتاور منتجه مرتبه بالا بيشتر مي
  يابد.   با افزايش فاز سراميك فركانس طبيعي ميكروتير چرخان افزايش مي

  
 گيرييجهنت -4

در اين مقاله به ارائه فرمولاسيوني جهت مدلسازي ميكروتيرهاي هدفمند چرخان در محيط گرمايي بر مبناي 
تغييرمكان فون -برنولي و تئوري تنش كوپل اصلاح شده پرداخته شد. رابطه كرنش-هاي حاكم بر تير اويلرفرض

حرارتي و چرخش مورد استفاده قرار گرفت.  كارمن جهت وارد نمودن تغييرشكل استاتيكي ناشي از بارگذاري
كار گرفته شد. معادلات استاتيكي غيرخطي روش المان محدود جهت گسسته سازي معادلات در حوزه مكان به

  رفسون حل گرديد. -استخراج شده با استفاده از روش نيوتن
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500T(بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان پارامتر اثر اندازه و سرعت چرخش اثر  -16شكل (  

 

  و ضريب قانون تواني ماده هدفمند بر فركانس طبيعي اول ميكرو تير هدفمند چرخان پارامتر اثر اندازه اثر  -17شكل
)0.5R  500وT ( 

 
  دست آمده به شرح زير است:بهمهمترين نتايج 

  تأثير افزايش دما در تغييرشكل استاتيكي طولي نسبت به سرعت چرخش كمتر است در حالي كه
 تأثيري هم مرتبه در تغييرشكل عرضي دارد.  

 يابد در حالي كه تغيير شكل با افزايش ضريب تواني (بيشتر شدن فاز فلز) تغيير شكل طولي افزايش مي
 يابد.حالت غيرايزوتروپ) كاهش ميعرضي (براي 
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  با افزايش ضريب تواني در ميكروتير غيرچرخان و چرخان با سرعت پايين تا متوسط فركانس طبيعي
يابد اما براي ميكروتيرهاي با سرعت چرخش متوسط و بالا افزايش در يك سرعت مشخص كاهش مي

 دهد. اين ضريب فركانس طبيعي را افزايش مي

  هاي پايين و ضريب لاغري بيشتر محسوس تر اثر اندازه بر فركانس طبيعي در سرعتتأثير پارامتر
 است.

  با افزايش ضريب لاغري اختلاف بين فركانس طبيعي ميكروتير چرخان داراي فاز فلز خالص و سراميك
 يابد.خالص كاهش مي

 گردد.افزايش دما باعث افزايش فركانس طبيعي مي 

  يابد اما در يك ضريب هاي خاص در ابتدا فركانس طبيعي كاهش ميسرعتبا افزايش ضريب تواني در
شود و كند. اين پديده در ميكروتير ثابت ديده نميتواني خاص فركانس طبيعي شروع به افزايش مي

 گردد.در ميكروتيرهاي ثابت افزايش ضريب تواني پيوسته باعث كاهش فركانس طبيعي مي

 دهد حال آنكه در ميكروتير چرخان باعث روتير چرخان را تغيير نميتغيير ضريب تواني شكل مود ميك
 تغيير شكل مود خواهد شد.
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Abstract 
 
The free vibration features of rotating functionally graded microbeams in thermal environment 
are presented in this paper. The governing equations are extracted on the basis of the Euler-
Bernoulli beam assumptions beside the modified couple stress theory. The finite element 
method is applied on the weak form of the strain and the kinetic energies to extract the natural 
frequencies and the associated modeshapes. The nonlinear static equations of motion due to the 
rotation and the thermal environment are treated employing the Newton-Raphson technique. 
Moreover, the natural frequencies are estimated from the linearized equations of motion about 
the static configuration. After the validation of the present results, the rotation speed, the 
material length scale parameter, the temperature change, the power law exponent and the 
slenderness ratio impacts on the fundamental natural frequency and the first and the second 
modeshapes are examined. The outcomes indicate the increment of the natural frequency after 
a threshold value of the power law exponent depends on a given rotation speed for the rotating 
microbeams in comparison with the stationary microbeams. Furthermore, the modeshapes of 
rotating functionally graded microbeams vary by the power law exponent while for stationary 
functionally graded microbeams the modeshapes are invariant with respect to the power law 
exponent even in the presence of the thermal environment. 


