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[، برای 2پور و همکاران ]خواجه اند.اند و با استفاده از آن چند پیکربندی مختلف عملگر را تحلیل نمودهنموده

 ـچرخشی  ،ایهای موازی کابلی صفحهترل در رباتحل مساله مودهای غیر قابل کن با افزودن دو عملگر اینرسی 

ای که ارتعاشات مجری نهایی را به طور موثر تنظیم اند. به گونهحلی پیدا کردهبه مجری نهایی راه1متعادلنا

یک های ساختاری سیستم یک ربات کابلی موازی برای تطبیق عدم قطعیت [،3تقی راد و همکاران ] اند. نموده

 یروهاین ساختار یکه در آن حلقه داخلاند پیشنهاد داده ی،ساختار آبشار توپولوژی کنترل مناسب بر اساس

کنترل  کیکند. همچنین را ردیابی می دقیق مجری نهایی تیموقع خارجیو حلقه  کندرا کنترل میکابل 

 کنندهبرای طراحی کنترلبا یک تحلیل پایداری بر اساس روش مستقیم لیاپانوف  2مود لغزشی مقاومده کنن

کردن نیروها و گشتاورهای خارجی بر برای متعادل[، 4نژاد و همکاران ]عباس اند.نموده ارائهی خارجی، حلقه

ها برای مجدد با مسیر حرکت بهینه، از کابلای افزونه قابل پیکربندی ربات موازی صفحه روی اندام هدف در

 . انداستفاده نمودهی راه رفتن های عضو، در چرخهتمام حالت

 روش نیهمچن و قطب یریقرارگ یخط یهاروش یهیپا بر ییهاکنندهکنترل، [5] همکاران و فر یدیجمش

های تناشی از صلبیت پایین مکانیزم ربا نامطلوب ارتعاشات یسازنهیکم به منظور ،LQR یخط دوم درجه

[، یک 6لاموری و گوتفارد ] .اندنموده یطراحها، ی آننرسیا تیقطع عدم و عملکرد بهبودموازی کابلی افزونه، 

ر اساس فصل بهای موازی کابلی با دو درجه افزونگی الگوریتم توزیع تنش با قابلیت زمان واقعی برای ربات

های کششی به قیدهای نامساوی بر روی مقادیر کشش کابل و فضای آفین، راه حل مشترک بین مجموعه

 ند. اهپلتفرم متحرک، در تعادل استاتیکی یا دینامیکی، پیشنهاد نمود

های ساختاری و پارامتری، با در نظر گرفتن نامعینیای برای کنترل ربات صفحه[، 7]تقی راد و همکاران 

[، 8و همکاران ] ن ژانگاژائوک . اندسازی کردهگیر مقاوم پیادهگیر و انتگرالمشتق، الگوریتم کنترلی تناسبی

جهت تحریک جفت کابل موازی  3 دارای فضای کاری بزرگ با قابلیت شتاب بالا ازطراحی یک ربات  به منظور

کشش  جهت درشود، یک فنر منفعل که پارامترهای آن با در نظر گرفتن شتاب و نیروی کابل معین می آن و

ها کردن نیاز فضای کاری و شرایط محدودیت[، برای برآورده9یائو و همکاران ]. اندآن استفاده نموده تننگهداش

 500سازی ابعادی ربات موازی کابلی جهت تلسکوپ رادیویی با دیافراگم از نظر کشش و سختی کابل، به بهینه

و برای تحلیل سختی و  3سازی زنجیریش کابل از سادهاند و برای تنظیم معادلات تعادل کشمتر پرداخته

 . اندبدست آوردن مقدار سفتی از یک روش تجربی با استفاده از قضیه باکینگهام استفاده کرده

های موازی در حضور موانع استاتیک و ریزی حرکت برای ربات[، یک مساله برنامه11نوین و همکاران ] صباغ

ترین مسیر به عنوان تابع هدف، الگوریتمی پیشنهاد اند و با استفاده از کوتاهداده دینامیک، مورد بررسی قرار

راد و تقیباشد. اند که دارای مزایایی مانند عدم افتادن در نقاط بهینه محلی و سرعت بالای محاسباتی میداده

ا عدم قطعیت در پارامترهای ، به طراحی و اجرای کنترل تطبیقی بر روی یک ربات موازی کابلی ب[12]همکاران 

پردازند و برای توسعه این ایده، ابتدا تطبیق بر روی پارامترهای دینامیکی و سپس دینامیکی و سینماتیکی، می

شود. کنترلر پیشنهادی در تحقیق مذکور علاوه هم بر روی پارامترهای دینامیکی و هم سینماتیکی انجام می

 گیری شتاب مجری نهایی ندارد.نظر محاسباتی ساده است و نیازی به اندازه ها، ازبر در کشش نگهداشتن کابل

                                                                                                                                                         
1 Unbalanced-rotational-inertia 
2 Robust sliding mode controller 
3 Catenary 
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، ]15[بارت و گوسلین  پذیر پیچش کابل ارائه نمود.، روشی تحلیلی بر مبنای مرزهای فضای امکان[13] بوسچر

مساوی و  هایسازی با قیدکابلی به عنوان یک مساله بهینهموازی های افزونگی در ربات تحلیلنشان دادند 

[، برای کاربردهایی که نیاز به سرعت بالا در مقیاس بزرگ 16مندز ] .گیردتواند مورد بررسی قرارنامساوی می

، ای تجزیه و تحلیل تنش کابل، سفتیدارند یک ربات موازی کابلی کاملا مقید طراحی نموده و در آن روشی بر

 نماید. ها، ارائه میش مثبت همه کابلفضای کاری و مساله کنترل برای حل افزونگی با شرط تن

بعنوان یک مساله مسیریابی با ارائه دو  را توزیع نیروی عملگرها در یک ربات کابلی[، 17]حسن و خواجه پور 

ی کو یویژ مطالعه کردند. ها و عضوهای اضافیها یا کابلدر تنها کابلرا مینیمم کردن نرم دوم نیروها  ،راه حل

سازی توزیع بهینه در الگوریتم پیشنهادی خود جهتها برای تعیین چند ضلعی تنش کابل[، 18و همکاران ]

ژینیو ژنگ و  اند.از روش اسکن گراهام استفاده نموده تنش در یک ربات موازی کابلی با دو درجه افزونگی،

با استفاده از گیری جدید شانگر اندازه، یک نها به صورت تحلیلیی تنشی دامنه[، برای محاسبه19همکاران ]

نرم دوم نیروها،  می درجه دوگذاری آن از برنامهاند که برای صحهپیشنهاد نموده1الگوریتم نگاشت ابر کره

 اند.استفاده کرده

های سفتی ربات موازی افزونه یک مدل، معادل چهار فنر [، برای بیان ماتریس20پور ]بهزادی پور و خواجه

های چند سازی عمومی از ربات[، با استفاده از ماتریس مسیریابی یک مدل21پیشنهاد دادند. لاو و همکاران ]

 است.اند که این مدل روی هر عضو متحرک، توسط کابل اعمال شدهیابی اختیاری، توسعه دادهعضوی با مسیر

ها با استفاده ودیاند که در آن ورپیشنهاد داده [، الگوریتمی عددی برای تحلیل افزونگی22اوه و آگراوال در ]

ال به و به صورت نیروی کششی در نرم مینیمم قابل اعم شوندمثبت می عملیجواب از توزیع فضای پوچی 

  ربات هستند.

استفاده  KKT2بر پایه تئوری تحلیلی ـ تکرار به جای روشهای عددی از روشی  [32راد و بدوستانی در ]تقی

باشد، سازی که محاسبه نیروی عملگرها مینموده و بهبود قابل توجهی در سرعت دستیابی به جواب مساله بهینه

ها و حد بالای گرفتن حد پایین برای در کشش ماندن کابل[ ، با در نظر25گری ]احمدی و فعله .بوجود آوردند

ارائه، طراحی  یک الگوریتمتاور قابل تولید توسط موتورها(،ها یا حداکثر گشاشباع عملگرها )حد گسیختگی کابل

ها و نیروهای قیود مساوی که رابطه بین نیروی کشش کابل [25و 23، 22]مراجع در  اند.سازی نمودهو شبیه

انهاده ژاکوبین ربات حذف کند، با استفاده از فضای پوچی ماتریس تروارد شده به پلتفرم متحرک را بیان می

  .استشده

 KKTای با بکارگیری تئوری سازی محدب، بر روی ربات موازی کابلی صفحهی بهینهدر این مقاله، یک مساله

بردار نیرویی عملگرها که زمان و حجم محاسباتی کمتری  و روش تحلیلی ـ تکرار، جهت دستیابی به کمینه

سازی به ترتیب، برای اطمینان ی متغیرهای بهینهو بالا پاییناست که در آن حدود بندی شدهباشد، فرمولهداشته

ها )هر کدام کمتر باشد(، ها و در نظر گرفتن حد اشباع عملگرها یا حد گسیختگی کابلاز در کشش ماندن کابل

ل ورودی کنتر 3از نرم انرژیهای موازی کابلی در بیشتر تحقیقات صورت گرفته در زمینه رباتاست. اعمال شده

 شودشود به طور گسترده استفاده میکه به روش حداقل مربعات نیز شناخته می)با تابع هزینه دو مجذوری( 

                                                                                                                                                         
1 Hypersphere 
2 Karush–Kuhn–Tucker 
3 Energy-norm 
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 یدر مساله ربات کابل، بودن ریپذمشتق مانند صاف و هموار و اما در کنار مزایای این روش  ،[25و 23، 22]

کشش  یروین موعدارد استفاده از مج یکیزیافزونه حاضر که ساختار کابل فقط در محدوده مثبت، مفهوم ف

تابع هزینه مجموع با بکارگیری روش تحلیلی یک در این مقاله  .کندیم تیکفا نهیها به عنوان تابع هزکابل

به )سازی محدب، با قیود نامساوی ی بهینهورودی کنترلی مسالهبردار ها به عنوان کابلکشش نیروی بردار 

برای بیان )و قیود مساوی  (هاها و عدم تجاوز از حد گسیختگی کابلماندن کابلمنظور اطمینان از در کشش 

در حقیقت است. پیشنهاد گردیده KKT، به کمک تئوری (ها و پلتفرم متحرکرابطه بین نیروی کشش کابل

جای تابع  بهه شده، ئدر حل تحلیلی اراد با این تفاوت که باشمی [25و 23، 22]ای به مراجع این مقاله توسعه

به کار گرفته  (ها( تابع هزینه خطی )مجموع نیروی کابلهاکابل کشش نیروی 2-)نرم هزینه دو مجذوری

زمان صرف شده جهت  نیانگیدر مبرابری  3کاهش حدود افزار متلب در نرم یسازهیشب جینتا .استشده

، را یدو مجذور نهیبا تابع هز یلینسبت به روش تحلدر روش تحلیلی پیشنهادی  ، نهیبه پاسخ به یابیدست

باشد. اما تفاوت زیادی در میبرابر  80حداقل های عددی که این میزان نسبت به روشدهد در حالینشان می

  های عددی وجود ندارد.زمان حل مساله با تابع هزینه خطی و دو مجذوری در روش

حاضر )مقدمه(، در بخش دوم به تشریح مکانیزم  است که پس از بخشساختار کلی مقاله حاضر به این صورت

. در بخش سوم استدهنده آن پرداخته شدهمورد بررسی در این تحقیق و عناصر تشکیلای ربات کابلی صفحه

 قسمت ابتداییکه در  استتشریح گردیده ،شده جهت حل مساله افزونگی ربات کابلی مورد بررسیرهیافت ارائه

روابط سینماتیکی و دینامیکی بین مجری  جهت بیاناله بر اساس ماتریس ژاکوبین مس بندیفرمول این بخش،

. در ادامه این بخش شرایط گرددارائه میها تابع هزینه بر مبنای مجموع نیروی کابل سپس ،نهایی و مفاصل

ارائه  ،حل مسالهشده در این مقاله برای پیشنهادتکرار  –تحلیلی بر تابع هزینه اعمال و الگوریتم  KKTتئوری 

از طریق اثبات  ،شرط کافی برای بهینگی فراگیروجود هم این بخش انتهایی  قسمت. در گرددو تشریح می

زی اختصاص دارد سازی نتایج شبیهساگردد. بخش چهارم به پیادهبررسی میمساله محدب بودن تابع لاگرانژ 

، نمودار نیروهای عملگرها و پلتفرم متحرک سازیشبیهکه شامل بلوک دیاگرام کنترل، نمودار ردیابی مسیرهای 

در شده نمودار و جدول مقایسه میانگین زمان صرف شده جهت اجرای حل افزونگی تحلیلی ارائهو در نهایت 

بندی گیری و جمعبخش پنجم و پایانی به نتیجه ردازد.پسازی عددی و تحلیلی میبا چند روش بهینهمقایسه 

 دارد.نتایج اختصاص 

  

 و تشریح مکانیزم  عناصر سیستم -2
چهار  با  RPR4صفحه ای کابلی ربات موازی دهد که یک مدل مورد بررسی را نشان می شماتیک (1شکل )

سازی هر یک از عضوها هر مفصل کشویی جهت مدل [.24]است  ی سینماتیکی کاملا یکسانعضو با زنجیره

رود. به منظور جلوگیری از تکینگی در موقعیت محرک کابل به کار میبه صورت سیلندر ـ پیستون و بعنوان 

درجات آزادی سیستم به صورت سه درجه . [24]گیرند مرکز ربات، عضوها به صورت ضربدری قرار می

= 𝑋آزادی  [𝑥𝐺  , 𝑦𝐺  , 𝜑]  در این آنالیز بردار گرانش در جهت  باشد.به همراه یک درجه اضافی در عملگرها می

Z سازی عددی در جدول و جرمی مورد استفاده در شبیه مقدار پارامترهای هندسی شده است.در نظر گرفته

 است.( آورده شده1)
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 [(42)]پیکربندی سینماتیکی )b( طرح شماتیک مدل )RPR4 )a منیپولیتور موازی صفحه ای -1شکل 

 
   RPR4ربات موازی مورد استفاده در پارامترهای هندسی و جرمی   -1جدول   

 

 تحلیل افزونگی -3
و کنترل سیستم  استفاده  حل مشکل تکینگیهای موازی کابلی، از افزونگی در عملگرها جهت معمولا در ربات

باتوجه باشد. ها یا همان نیروی عملگرها میهای موازی کابلی کشش کابلشود. ورودی کنترلی در اغلب رباتمی

امکان محاسبه باید لگوریتم تحلیل افزونگی توانند تحت کشش قرار گیرند، اها تنها میبه این موضوع که کابل

ها به عنوان در این مقاله مجموع بردارکشش کابل .باشدرا داشتهها ترین توزیع نیروی کششی در کابلبهینه

 است.سازی شدهتابع هزینه بهینه

 

 فرمول بندی مساله -3-1
رابطه بین  .کندرا بیان می مجری نهایی و سرعت مفاصل بین سرعت ارتباط علاوه بر اینکهماتریس ژاکوبین 

 .[24] کندبیان می( 1معادله )و نیروهای پلتفرم متحرک را به صورت  (τ)نیروهای عملگرها 
 

(1) 𝑞̇ = 𝐽𝑋   ̇ ,             𝐹 = 𝐽𝑇𝜏 

 واحد مقدار توصیف پارامتر 

𝑅𝐴  شعاع نقاط مبنای ثابتiA  500 𝑚 

𝑅𝐵  شعاع نقاط پلتفرم متحرکiB  6 𝑚 

𝜃𝐴𝑖
−]  iAزوایای نقاط مبنای ثابت   

𝟑𝝅

𝟒
 , −

𝜋

4
 ,

𝝅

𝟒
 ,

𝟑𝝅

𝟒
] 𝑑𝑒𝑔 

𝜃𝐵𝑖
−]  iBزوایای نقاط پلتفرم متحرک  

𝝅

𝟒
 , −

3𝜋

4
 ,

𝟑𝝅

𝟒
 ,

𝝅

𝟒
] 𝑑𝑒𝑔 

𝑀 1800 جرم پلتفرم متحرک 𝑘𝑔 

𝐼𝑚 2.25 ممان اینرسی پلتفرم متحرک × 105 𝐾𝑔. 𝑚2 

𝜌𝑚 0.215 چگالی کابل بر طول 𝑘𝑔 𝑚⁄  
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𝑞 متغیرهای( 1)در رابطه  ∈ ℝ𝑚  و𝜏 ∈ ℝ𝑛 و مفصلی،دهنده حرکت و نیرو در فضای ترتیب نشانه ب 𝑋 ∈ ℝ𝑚 

𝐹و  ∈ ℝ𝑛  و در فضای کاری حرکت و نیرو𝐽  با توجه به مکانیزم مورد بررسی هستند. ماتریس ژاکوبین ربات

𝑚 مقالهدر این  = 𝑛و ( )تعداد عملگرها 4 = بنابراین ماتریس باشد. می)تعداد درجات آزادی سیستم(  3

 .ژاکوبین غیر مربعی است

 یروهای عملگر بانکمینه کردن اندازه بردار  چالش اصلی در این مساله،ها با توجه به ساختار فیزیکی کابل

پذیری و شدن آن موجب عدم کنترلشدن کابل و از مدار خارجزیرا شل .ها استتضمین در کشش ماندن کابل

سازی ی بهینهیک مساله (2)ی ق معادلهی حل افزونگی طبمسالهشود. رفتن درجات آزادی ربات میاز دست

ی دوم ی اول قیود مساوی متاثر از دینامیک مطلوب ربات، دستهباشد، که دستهکه شامل سه دسته قید می

گرفتن حد ی سوم قیود نامساوی جهت در نظرها و دستهماندن کابلکشش قیود نامساوی جهت تضمین در

ت تابع هزینه حل مساله افزونگی بر مبنای مجموع با این توضیحا ها است.گسیختگی کابلاشباع عملگرها یا حد

  .گرددسازی تشکیل میجهت بهینه( 2طبق معادله )ها و قیود بیان شده، نیروی کابل
 

(2) min ∑ 𝜏𝑖

𝑚

𝑖=1

       𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 {
  𝐹 = 𝐽𝑇𝜏

𝜏𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏𝑚𝑎𝑥
 

 

و  (... و sqp ، 2نقطه داخلی ،1عددی )به صورت تکرار برمبنای گرادیان مانند مجموعه فعالچندین روش 

سازی این قبیل جهت بهینهورودی کنترل )نرم انرژی(  تابع هزینه دو مجذوریبر مبنای متداول روش تحلیلی 

 روش تحلیلیمساله ربات کابلی حاضر یک در لیکن  است.مسائل با قیدهای مساوی و نامساوی توسعه داده شده

 .سازیاست و نتایج شبیهارائه و حل شدهورودی کنترلی بعنوان ها نیروی کشش کابلمجموع بر مبنای تکرار  ـ

 است. مقایسه گردیدهها نیروی کشش کابلهای تحلیلی بر مبنای نرم انرژی و روشهای عددی با روش

ها کنند. برای استفاده از این تکنیکبسته اجرا می ـافزونه توزیع نیرو را در یک بلوک حلقه  تحلیلهای طرح

سازی در مدت زمان ثابت و کوتاهی به جواب همگرا شود. برای در یک حلقه بسته، لازم است که جریان بهینه

های تحلیلی ممکن از جواب سازی و دستیابی بهجهت آنالیز مساله بهینه مقالهدر این دستیابی به این هدف 

سپس از یک الگوریتم تکرارکننده و قابل ردیابی برای دستیابی به جواب  .استاستفاده شده KKT تئوری

 انجام ی قیود مساوی و نامساویبا لحاظ نمودن همه سازیبهینه مساله بندیفرموله است.استفاده شده

گرفته  ایجنتاین است، های بعدی اثبات آن آورده شدهبودن مساله که در بخش 3است. با توجه به محدبشده

باشند و از حل معادلات علاوه بر شرط لازم، شرط کافی برای بهینگی را هم دارا می KKTشرایط  شود،می

ی فراگیر ی بهینهی بدست آمده از نوع نقطهبهینگی نقطه ، همچنینآیدی بهینه بدست میمربوطه نقطه

 باشد.می

 

                                                                                                                                                         
1 Active set 
2 Interior - point 
3 Convexity 
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 KKT اعمال شرایط -2-3

 شود.بیان می (3)کند به صورت معادله ( را ارضا می2)هایی که معادله مجموعه همه جواب
 

(3) 

min 𝑓(𝜏) = ∑ 𝜏𝑖

𝑚

𝑖=1

= 𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3 + 𝜏4

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜     {

ℎ(𝜏) = 𝐽𝑇𝜏 − 𝐹 = 0
𝑔(𝜏) = 𝜏𝑚𝑖𝑛 − 𝜏 ≤ 0

𝑤(𝜏) = 𝜏 − 𝜏𝑚𝑎𝑥 ≤ 0

 

 

به صورت   𝐿(𝜏)تابع لاگرانژ (،3ی )ی معادلهبهینهپیدا کردن جواب  به منظور KKTشرایط  اعمال جهت 

μشود. در این معادله میتشکیل ( 4معادله ) = [𝜇1  𝜇2 … 𝜇𝑚]𝑇  وλ = [𝜆1  𝜆2 … 𝜆𝑚]𝑇  ضرایب به ترتیب

ν وهستند که همواره باید نامنفی باشند  لاگرانژ مرزهای پایین و بالا = [𝜈1  𝜈2 … 𝜈𝑛]𝑇  ضرایب قیود مساوی

 که در باشندتعداد درجات آزادی سیستم می 𝑛و ها همان تعداد کابل یاتعداد عملگرها  𝑚همچنین  .باشندمی

𝑚 ربات مورد بررسی در این مقاله = 𝑛و  4 =  باشند.می 3
 

(4) 

𝐿(𝜏) =  𝑓(𝜏) + 𝜈𝑇  ℎ(𝜏) + 𝜇𝑇  𝑔(𝜏) + 𝜆𝑇  𝑤(𝜏) 

                       = ∑ 𝜏𝑖

𝑚

𝑖=1

+ ∑ 𝜈𝑗{(∑ 𝐽𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝜏𝑖) − 𝐹𝑗} + ∑ 𝜇𝑖(

𝑚

𝑖=1

𝜏𝑚𝑖𝑛𝑖
− 𝜏𝑖) 

                                 + ∑ 𝜆𝑖(

𝑚

𝑖=1

𝜏𝑖 − 𝜏𝑚𝑎𝑥𝑖
) 

 
 .آیدبدست می (6( و )5معادلات ) KKT شرایط لازمبا اعمال 

 

 (6) 
𝜕𝐿

𝜕𝜐𝑖

= ∑ 𝐽𝑖𝑗𝜏𝑖 − 𝐹𝑗 = 0      , ∀𝑗 = 1,2, … , 𝑛     (𝐸𝑞𝑢𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑠)

𝑚

𝑖=1

 

 

 8شرط دوم  با نوشتن مجهول می باشد. که 15خطی با اسکالر جمعا شامل هفت معادله  (6و ) (5)ت معادلا

 )شرط مکمل( KKTاز شرایط لازم  بعلاوه، شرط دوم و دستگاه معادلات قابل حل خواهد شد.حذف  مجهول

  .ی اسکالر غیرخطی استمعادله 8که شامل باشد می (7)ی به صورت معادله

(5) 

𝜕𝐿

𝜕𝜏𝑖
= 1 + ∑  𝐽𝑖𝑗𝜈𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝜇𝑖 + 𝜆𝑖 = 0               ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑚 

(𝐺𝑟𝑎𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡  𝐶𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠) 
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(7) 
𝜇𝑖𝑔𝑖(𝜏𝑖) = 𝜆𝑖𝑤𝑖(𝜏𝑖)    و    0 = 0,   ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑚      𝜆𝑖 ≥ 0     𝜇𝑖 ≥ 0  

(𝑆𝑤𝑖𝑡𝑐ℎ𝑖𝑛𝑔  𝐶𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠) 

 

 7معادله و  7عدد کاسته شده و دستگاه معادلات خطی با  8( از مجهولات 7بنابراین با استفاده از معادله )

یا باید  ،هر حالتکه در دو حالت دارد  (7)معادله هر یک از معادلات مستخرج از مجهول قابل حل خواهدشد. 

 یا 𝜇𝑖) قید نامساوییا ضریب ، باشد(1عملیجواب قید فعال و روی مرز یعنی صفر باشد ) نامساوی مقدار قید

𝜆𝑖 )( عملی قید داخل مرز ناحیه جواب یعنی صفر باشد)باشد. 

 

(8) {
𝜆𝑖 = 𝑤𝑖(𝜏𝑖)  برای   0 < 0

𝜆𝑖 ≥ 𝑤𝑖(𝜏𝑖)  برای   0 = 0
}       و       

𝜇𝑖 = 𝑔𝑖(𝜏𝑖)  برای   0 < 0

𝜇𝑖 ≥ 𝑔𝑖(𝜏𝑖)  برای   0 = 0
 

   

 هایتمام وضعیت ها و ترکیب شد. کاسته خواهداز معادلات خطی مجهول  8با این استدلال در هر حالت 

از ایده آل ترین حالت، که همه نیروها  ،به ترتیب( 2) حاصل از آن، همچنین بررسی امکان تحقق آنها در جدول

با توجه  .استبررسی شده ،تا بدترین حالت، که همه نیروها روی مرز بالا قرار گیرند ،روی مرز پایین واقع شوند

 .بهینه رسیدیم پاسخیک به شود در هر حالت که به محدب بودن مساله که در بخش بعدی بررسی و اثبات می

ها سایر وضعیت نیازی به بررسی بنابراینیابد برنامه خاتمه می و بلافاصلهباشد نیز میفراگیر بهینه جواب  این

 روی حد پایین، ما بین حد پایین و بالا و روی حد ی کاری برای هر یک از عملگرها بصورتسه نقطه  .نیست

ی عملگرهایی که در سه نقطههای ممکن از لحاظ تعداد وضعیتبر این اساس، تعداد  در نظر می گیریم.بالا 

 15ای مورد مطالعه برای ربات کابلی صفحهکه  است( آمده2در جدول )گیرند توانند قرارکاری مذکور می

34شد که تمام وضعیت خواهد = را ( 2)در جدول های مندرج وضعیت دهد. حالت ممکن را پوشش می 81

 توان به سه دسته تقسیم نمود.می

 یا اشباع بالا یا پایین )هایی که هر چهار نیروی عملگر همزمان روی حدهای توضعیی نخست دسته

ها چون مقدار هر چهار نیرو (. در این حالت15و  11، 10، 9، 1های ترکیبی از این دو( هستند )وضعیت

 ه است. جواب بهین ((، نیروهای مفروض3ت قیود مساوی )معادله )در صورت برقراری معادلااست، معلوم

 قیود معادله که در است هایی حالتشامل (، 14و  13، 7، 4، 5، 3، 2های نخست )وضعیتدوم ی دسته

باشند. بنابراین تنها در صورتی دارای ((، تعداد معادلات از تعداد مجهولات بیشتر می8ی )مساوی )معادله

:𝐽𝑇]ی ماتریس افزوده و رتبه [𝐽𝑇]ماتریس ضرایب 2یباشند که رتبهجواب می 𝐹](، 8ی )، در معادله

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇]) باشند )برابر  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])گرفته در این مقاله، این سازی صورت( که در شبیه

                                                                                                                                                         
1 Feasible region 
2 Rank deficiency 



       1401رم، شماره سوم، پاییز ل بیست و چهاسا    نشریة مهندسی مکانیک ایران                                                                   36

هر دو وابسته به تراژکتوری ربات هستند شاید نتوان  𝐽و  𝐹است. )از آنجا که ها اتفاق نیفتادهوضعیت

 (.د پاسخ هستنددهند و فاقها همیشه دستگاه معادلات ناسازگار نتیجه میادعا کرد که این وضعیت

 بنابراین  .ت(، که در آنها تعداد معادلات و مجهولات برابر اس12و  8، 4های ی سوم )وضعیتاما دسته

ژ مجهول ی نیروها و ضرایب لاگرانتوان با تشکیل دستگاه معادلات خطی مربوطه و حل آنها به محاسبهمی

مینیمم  ی مجاز از نظر ماکزیمم ودستگاه در محدودهآمده از حل که نیروهای بدستصورتیاقدام نمود. در

ر این صورت، قبول خواهند بود. در غیداشتند و ضرایب قیدهای نامساوی بدست آمده، نامنفی شدند، قابلقرار

  یابد.ی تکرار ادامه میتکرارها تا آخرین مرحله

 

 (لاگرانژ)محدب بودن تابع  افی برای بهینگی فراگیربررسی شرط ک -3-3
 

 

)  (7)قسمت اول معادله 
𝜕𝐿

𝜕𝜏𝑖
= تابع  1که هسیانصورتیاما درنقاط مینیمم محلی است. شرط لازم برای (  0

𝐻(𝜏∗)لاگرانژ  = [
𝜕2𝐿

𝜕𝜏𝑖
𝜕𝜏𝑗

](𝑚×𝑚) و باشدمحدب می ژتابع لاگران .باشد3یا معین مثبت2نیمه معین مثبت 

. در مساله بیان شده در این مقاله چون تابع لاگرانژ خطی نمایدمیفراهم را  4فراگیرمینیمم شرط کافی برای 

𝐻باشد بنابراین می = بنابراین تابع لاگرانژ محدب  .باشدکه واضح است نیمه معین مثبت می شودمی 0

این مقدار بهینه فراگیر بوده و نیاز به ادامه حل  .آمدای که یک مقدار بهینه بدستدر هر مرحلهو باشد می

  باشد.نمی

 

 سازی نتایج پیاده -4
 (2)که جزئیات آن در بخش  RPR4 روی مدل ربات موازی صفحه ای سازی بر در این قسمت نتایج شبیه

 شود.بسته ارزیابی می -است و عملکرد آن در سیستم کنترل حلقه بیان گردید، انجام شده
 

 

 
 

 بلوک دیاگرام جانمایی )توپولوژی( کنترل حلقه ـ  بسته - 2شکل 

                                                                                                                                                         
1 Hessian matrix 
2 Positive semidefinite 
3 Positive definite 
4 Global minimum 

− 

𝑭 𝝉 𝑿 
𝑿𝑑 + 

PD  
Controller 

Redundancy 
Resolution 

Robot 
Dynamics 
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 هتکرار ارائه شد -یلیو مراحل تکرار روش تحل هاتیوضع تعداد –2جدول 

 امکان پذیری
های  تعدد حالت

هر وضعیت درتکرار   

قیدهای تعداد  

ت
عی

ض
ه و

ار
شم

 

ی 
رو

ل 
عا

ف
الا

ز ب
مر

 

رز
ل م

اخ
 د

ی 
رو

ل 
عا

ف
ن

یی
 پا

رز
 م

𝐹به شرط برقراری قید مساوی  = 𝐽𝑇𝜏   ، پاسخ مساله این حالت

 .است
(

4

4
) = 1 0 0 4  (1)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

 .پاسخ مساله است
(

4

3
) = 4 0 1 3 (2)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

) .پاسخ مساله است
4

2
) = 4 0 2 2 (3)  

دستگاه معادلات قیدهای  با جاگذاری نیروی فعال روی مرز پایین در

𝐹مساوی  = 𝐽𝑇𝜏 ،  در صورتیکه نیروهای بدست آمده از حل

 باشد.دستگاه در محدوده مجاز باشند پذیرفتنی می
(

4

1
) = 4 0 3 1 (4)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

) .پاسخ مساله است
4

2
) × (

2

1
) = 12 1 1 2 (5)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

) .پاسخ مساله است
4

1
) × (

3

2
) = 12 1 2 1 (6)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

) .استپاسخ مساله 
4

1
) × (

3

1
) = 12 2 1 1 (7)  

در این حالت همه ضرایب قیدهای نامساوی صفر شده و دستگاه 

شود که با مجهول تشکیل می 7معادله و  7معادلات خطی، شامل 

که نیروهای بدست آمده از حل دستگاه در محدوده در صورتیحل آن، 

 باشد.میمجاز و ضرایب قیدهای نامساوی، نامنفی باشند. پذیرفتنی 

(
4

4
) = 1 0 4 0 (8)  

𝐹به شرط برقراری قید مساوی  = 𝐽𝑇𝜏   ، پاسخ مساله این حالت

) .است
4

3
) = 4 1 0 3 (9)  

𝐹به شرط برقراری قید مساوی  = 𝐽𝑇𝜏   ، پاسخ مساله این حالت

) .است
4

2
) = 6 2 0 2 (10)  

𝐹به شرط برقراری قید مساوی  = 𝐽𝑇𝜏   ، پاسخ مساله این حالت

) .است
4

1
) = 4 3 0 1 (11)  

با جاگذاری نیروی فعال روی مرز بالا در دستگاه معادلات قیدها ی 

𝐹مساوی  = 𝐽𝑇𝜏  در صورتیکه نیروهای بدست آمده از حل ،

 باشد.دستگاه در محدوده مجاز باشند پذیرفتنی می
(

4

3
) = 4 1 3 0 (12)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

) .استپاسخ مساله 
4

2
) = 6 2 2 0 (13)  

𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇])به شرط برقراری  = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐽𝑇: 𝐹])  ، این حالت

) .پاسخ مساله است
4

1
) = 4 3 1 0 (14)  

𝐹به شرط برقراری قید مساوی  = 𝐽𝑇𝜏   ، پاسخ مساله این حالت

 .است
(

4

4
) = 1 4 0 0 

(15)  
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 1تناسبی -گیر یک کنترلر مشتق آنکه در  .است نشان داده شده (2) بسته در شکل –بلوک دیاگرام حلقه 

 است. شده لحاظبسته  -نامتمرکز برای سیستم حلقه 

برای دستیابی به ردیابی مسیر مجری نهایی، بردار موقعیت مرکز جرم مجری نهایی که در مختصات مبنای 

= 𝑋) ه استثابت زمین بیان شد  [𝑥𝐺  , 𝑦𝐺  , 𝜑]). پیروی کند. جهت دستیابی به  2ر مطلوبباید از مقدا

نامتمرکز  PDگیر ـ تناسبی موثر بر مجری نهایی، با یک قانون کنترل مشتق 3این هدف سه نیروی تعمیم یافته

 شوند.محاسبه می

های افزونگی با طرحها( کشش کابل مجموع نیروی)بر اساس  این مقالهدر روش تحلیلی ارائه شده جهت مقایسه 

، 6(sqpی درجه دوم متوالی )برنامهو  5نقطه داخلی ،4مجموعه فعالمختلف، این روش با سه روش عددی 

ی انجام هاسازیشبیهاست. ها( مقایسه شدهکشش کابلانرژی نیروی  روش تحلیلی )بر اساس نرم یک همچنین

 Core(TM) i3-6100با پردازنده  ایهرایانو در  R2017aنسخه  MATLABنرم افزار  با  شده

(3.70GHz)  وRam-8GB تابع هر سه روش عددی از در سازی به منظور بهینه است.شده نجاماfmincon 

سازی یک مسیر مربع شکل و یک مسیر سینوسی برای جهت شبیه است.شدهاستفاده  MATLABدر محیط 

و تغییرات دکارتی در مختصات متر  80طول  به یمربعشبیه سازی اول، مسیر در  است.شدهربات در نظر گرفته 

ردیابی مسیر  .استبرای ربات جهت شبیه سازی در نظر گر فته شدهثانیه  200درجه در  45زاویه ای حدود 

 .است( نشان داده شده3در شکل )حرکت ربات در حلقه بسته مطلوب 
 

 

  یاصفحه یمطلوب ربات موازمربعی  ریمس یابیرد -3شکل 
                                                                                                                                                         
1 PD 
2 Desired Value 
3 Generalized forces 
4 active-set 
5 interior-point 
6 Sequential quadratic programing 
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 جهت ردیابی مسیر مربعی ها(ابلنیروهای عملگرها )کشش در ک -4شکل 

 

است. ( نشان داده شده4در شکل ) ، جهت طی مسیر مربعی(ها)نیروی کابل هانیروی عملگرسازی نمودار شبیه

 به ترتیبسازی های فرایند بهینهسازی، در شبیههاشده برای عملگردر نظر گرفتهکمینه و بیشینه بردار نیروهای 

𝜏𝑚𝑖𝑛برابر = [5  5  5  5]𝑇 و𝜏𝑚𝑎𝑥 = [380  380  380  380]𝑇  گونه که در همانباشد. مینیوتن

و شکل مانند ها در کشش باقی مینمودارها دیده می شود همه نیروها در محدوده تعیین شده قرار دارند و کابل

بنابراین روشن است که روش تحلیل افزونگی دهد. را نشان می نیروها و گشتاورهای وارد به پلتفرم متحرک( 5)

 باشد. ها را دار می پیشنهادی توانایی تصویر نیروهای دکارتی به نیروهای کشش در کابل

کردن شده در این مقاله که توسط کمینه( مقایسه زمان صرف شده جهت محاسبه طرح حل افزونگی ارائه6شکل )

گونه که در شکل دهد. همانهای مختلف عددی و تحلیلی را نشان میروش کند، باها عمل میمجموع نیروی کابل

که به مراتب است.  0.17msمقاله  نیا یشنهادیروش پمراحل تکرار زمان صرف شده در  نیبدتر .شودیمشاهده م

له میانگین زمان صرف شده که برای اجرای روش پیشنهادی در هر مرح همچنین باشد.می کمتر گرید یهااز روش

های تحلیل افزونگی مختلف هاست. میانگین زمان صرف شده که در روشلازم است بسیار بهتر از سایر روش

ثانیه، میانگین زمان  200است. برای دنبال کردن مسیر مطلوب در زمان ( داده شده3است در جدول )استفاده شده

برابر از روش  276و  sqpبرابر  از روش  80است، که  0.041msصرف شده در روش پیشنهادی این مقاله 

Interior-point انرژی  کند. همچنین این روش در مقایسه با روش تحلیلی که بر اساس نرمتر عمل میسریع

 باشد.تر به جواب بهینه همگرا میسریع برابر 5/3کند، ها عمل مینیروی کابل
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  جهت ردیابی مسیر مربعی متحرکبه پلتفرم  شده نیروها و گشتاورهای وارد -5شکل 
 

 
 

 هایروش ریشده و ساارائه یلیتحل یدر روش حل افزونگ نهیبه یروهایمحاسبه ن یکل زمان صرف شده برا -6شکل 
 جهت ردیابی مسیر مربعی مراحل تکرار یدر همه یسازنهیبه
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و  سازی عددیدر این مقاله با چند روش بهینهحل تحلیلی یانگین زمان صرف شده جهت اجرای قایسه مم -3جدول 
جهت ردیابی مسیر مربعی تحلیلی  

 

 

 

  یاصفحه یمطلوب ربات موازسینوسی  ریمس یابیرد -7شکل 

 

ی بسته با باشد. حرکت ربات در حلقهربات، یک مسیر سینوسی میسازی شده دوم برای حرکت مسیر شبیه

 دهد.( ردیابی مسیر مطلوب ربات در این مسیر را نشان می7) مسیر مطلوب قابل ردیابی است. شکل

. بردار دهدرا نشان میها(، جهت طی مسیر سینوسی سازی نیروی عملگرها )نیروی کابلنمودار شبیه( 8شکل )

به ترتیب  این مسیر های سازیشده برای عملگرها، در شبیهمینه و بیشینه در نظر گرفتهنیروهای ک

𝜏𝑚𝑖𝑛برابر = [5  5  5  5]𝑇 و𝜏𝑚𝑎𝑥 = [50  50  50  50]𝑇  نمودارها در کشش ماندن باشد. مینیوتن

 دهد. ها همچنین در محدوده مجاز قرار داشتن نیروها را نشان میکابل

 مقایسه سرعت
میانگین زمان صرف شده در هر 

 تکرار )میلی ثانیه(
 الگوریتم

1 040866/0 
بر مبنای  در این مقاله پیشنهادیتحلیلی روش 

 هانیروی کابلمجموع کردن کمینه

5/3 14424/0 
کردن نرم انرژی کمینه بر مبنای یلیروش تحل

 [25]مرجع  هانیروی کابل

 sqpروش عددی  2744/3 80

 Active - set یروش عدد 3787/4 107

 Interior - point یروش عدد 2897/11 276
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 ها( جهت ردیابی مسیر سینوسینیروهای عملگرها )کشش در کابل -8شکل 

 

سبه ( زمان صرف9نمودارهای شکل ) سینوسی، جهت محا ی طرح حل افزونگی از شده برای طی این مسیر 

شان میطریق روش شترین های مختلف عددی و تحلیلی را ن شده دهد. بی صرف  سیر بازمان  روش  در این م

( میانگین 4جدول) باشد و می هاسایر روشاز کمتر که به مراتب است،  ms21/0 حدود مقاله  نیا یشنهادیپ

ثانیه، میانگین  200دهد . برای طی این مسیر در زمان زمان صرف شده برای این طی این مسیر را نشان می

صرف ضر زمان  شنهادی مقاله حا ی برنامهتر از روش برابر کوتاه 107گردید، که  ms024/0 شده در روش پی

تر برابر سریع 450های شبیه سازی عددی و ترین روش در میان روش(، بعنوان سریعsqpدرجه دوم متوالی )

سازی عددی عمل مینقطه داخلی از روش  شبیه  سه بعنوان کندترین روش  کند. همچنین این روش در مقای

ساس نرم تر به جواب بهینه همگرا سریع برابر 6/2کند، ها عمل میرژی نیروی کابلان با روش تحلیلی که بر ا

 باشد.می

ی مراحل تکرار، با تابع هزینه خطی و ( زمان طی شده جهت حل مساله افزونگی در همه10) نمودارهای شکل

گونه که از نمودارها پیداست کند. همانهای مختلف عددی را با هم مقایسه میتابع هزینه دو مجذوری، در روش

تابع هزینه خطی و دو مجذوری وجود  بین یعدد یهابا روش یسازنهیدر زمان حل مساله به یمحسوستفاوت 

شود حل تحلیلی با تابع ( مشاهده می4و  3های )( و جدول9و  6های )که از نمودارهای شکل. در حالیندارد

 گردد.تر از تابع هزینه دو مجذوری به جواب بهینه همگرا میهزینه خطی حدود سه برابر سریع
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و  سازی عددیاجرای حل تحلیلی در این مقاله با چند روش بهینهمقایسه میانگین زمان صرف شده جهت  -4جدول 

 تحلیلی جهت ردیابی مسیر سینوسی
 

 

 
 

 هایروش ریارائه شده و سا یلیتحل یدر روش حل افزونگ نهیبه یروهایمحاسبه ن یکل زمان صرف شده برا -9شکل 

 جهت ردیابی مسیر سینوسی مراحل تکرار یدر همه یسازنهیبه

 مقایسه سرعت
میانگین زمان صرف شده در هر 

 تکرار )میلی ثانیه(
 الگوریتم

1 023538/0 
در این مقاله بر مبنای  پیشنهادیتحلیلی روش 

 هانیروی کابلکمینه کردن مجموع 

6/2 062097/0 
بر مبنای کمینه کردن نرم انرژی  یلیروش تحل

 [25]مرجع  هانیروی کابل

 sqpروش عددی  5251/2 107

 Active - set یروش عدد 3906/3 144

 Interior - point یروش عدد 6021/10 450
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، بین مراحل تکرار یدر همهعددی  یسازنهیبه هایدر روش نهیبه یروهایمحاسبه ن یکل زمان صرف شده برا -10شکل 
 خطیتابع هزینه دو مجذوری و 

 

 نتیجه گیری -5 

های سازی رباتشود به طور گسترده در مسائل بهینهکه به روش حداقل مربعات نیز شناخته می روش نرم انرژی

اما پذیری را دارند که مزایای قابل توجهی از قبیل صاف و هموار بودن و مشتقشود میموازی کابلی استفاده 
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نظر گرفته ها به عنوان تابع هزینه در بردار نیروی کابل مجموعها، به جای نرم انرژی نیروی کابلمقاله در این 

گردیده و پیشنهاد ای افزونه بر روی ربات کابلی صفحهمساله افزونگی حل یک روش تحلیلی برای  و استشده

این امر روی یک مساله است. سازی استخراج گردیدهروی ربات کابلی افزونه با جزئیات اجرا و نتایج شبیه

حد روی نامساوی و نیز قیدهای )رابطه بین نیروی عملگرها وپلتفرم متحرک( مساوی سازی با قیدهای بهینه

ها و در نظر گرفتن حد تحمل )جهت اطمینان از شل نشدن کابل هابالای نیروی کشش کابلو پایین  اشباع

برای آنالیز و دستیابی  KKTخطی بخصوص تئوری نویسی غیربرنامههای تکنیک .استبندی شدهفرمول ها(کابل

تا دستیابی است. متعاقب آن یک الگوریتم جستجوی مناسب جهت بررسی شرایط به پاسخ تحلیلی استفاده شده

های حل مساله افزونگی ربات هایهدف از انجام این تحقیق توسعه و بهبود روش است.به جواب پیشنهاد شده

سازی استفاده های عددی برای حل مساله بهینهباشد عمدتا در تحقیقات گذشته از روشمیموازی کابلی 

تابع هزینه دو است که عمدتا از است در سنوات اخیر هم چندین روش تحلیلی در این زمینه ارائه شدهشده

ی عملگرها(، به عنوان تابع هزینه در نظر ها )نیرونیروی کابلمجموع در این مقاله  اند امامجذوری بهره گرفته

با استخراج نتایج  است که علاوه بر سهولت انجام محاسبات، بهبود سرعت همگرایی را به همراه دارد.گرفته شده

روش تحلیلی پیشنهادی توانایی تصویر شد که نشان دادهدر دو مسیر مجزا )مربع شکل و سینوسی( سازی شبیه

جهت دستیابی به شده میانگین زمان صرفها را داراست بعلاوه نیروهای دکارتی به نیروهای کشش در کابل

کمتر از  برابر 80حداقل  بسته –در ساختار حلقه ، برای هر دو مسیر در روش تحلیلی مطرح شدهپاسخ بهینه 

، با تابع [25پیشنهاد شده در مرجع ]تحلیلی برابر کمتر از روش  3دود حو  سازی عددیبهینههای روشسایر 

 .گیردقراراستفاده مورد  تواندمی و برای کاربردهای آنلاین استهزینه دو مجذوری 
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Abstract 

 
In most research on parallel cable robots, control input energy norm (with two-squared cost 

function), also known as the least-squares method is widely used, but in addition to the 

advantages of this method, such as smoothness and differentiable, in the case of the current 

cable robot, where the cable structure has a physical meaning only in the positive range, using 

the linear cost function is sufficient in terms of mathematical modeling. With this replacement, 

without compromising the convexity, the optimization problem on the robot is solved with the 

low tensile limit and the high rupture limit, and the equal constraint tensile strength of the cables 

and the moving platform. The simulation results show that while the mentioned the alternative 

in the cost function does not have a significant effect on solving the optimization problem with 

numerical methods, the reduction in the average elapsed time to achieve the optimal solution is 

about 3 times, compared to the analytical method with the two-squared cost function, and is 

obtained at least 80 times that of numerical methods. 

 

 


