
 

 
 

 

 

 

، محدود ءاجزاتوسعه یافته تیر ساندویچی، آزمایش تجربی خمش سه نقطه، تئوري مرتبه بالا : راهنما هاي واژه

 آباکوس، چاپگر سه بعدي

 

 مقدمه -1
 .]1[ توسط طبیعت ایجاد شد هانی کامب یتوسط انسان، مفهوم پانل ساندویچ ها ساختن سازه زمدتها قبل ا

مدل اولیه از یک تیر سه لایه در قاب ، براي اولین بارچی است. پانل ساندوییک زنبور عسل نمونه اولیه  کندوي

استفاده شد، که با یک قاب سفت و سخت از چوب مقطع  1830در سال  ]2[ هاي لوکوموتیو استفنسون

این ترکیب مؤثر . مستطیل شکل بین صفحات آهنی به علاوه زیر قاب هاي فرعی آهنی ساخته شده بود

به عنوان ساختار کاربردي یک نمونه  ،همچنین و ري قابل توجهی را به ارمغان آوردانعطاف پذی استحکام توأم با

 .]3[ اولیه تیر ساندویچ براي مدت طولانی شناخته شده است

محکم  رویهاز دو  ساختار ها. این ]6-4[ که از سه لایه اصلی ساخته شده باشد است ساختاري ،ساندویچی سازه

 که به طور یک هسته سلولی ضخیم اما سبک وزن متصل شده اند هنازک اما سفت تشکیل شده است که بو 
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 یخمش سه نقطه ا یو تجرب یعدد ،یلیتحل یبررس

 یساخته شده با چاپگر سه بعد یچیساندو یها ریت
   
 ریتمرکز دارد. سه ت يتحت خمش سه نقطه ا یچیساندوهاي  ریت یابیارز يرو قیتحق نیا

 يبعد چاپ سه کسانی هیکامب، بتا و آلفا با ضخامت رو یهان يمتشکل از هسته ها یچیساندو
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نظور مپژوهش بکار گرفته شده است. به  نیبار توسط ا نیاول يبرا مذکورها  ریت ينقطه ا
ام شد. انج یتجرب شاتیدر نرم افزار آباکوس و آزما يعدد يساز هیشب ،يتئور جینتا سهیمقا
 يها کند. دستاورد یم يرویپ یتجرب شاتیدرصد از آزما 5کمتر از  يبا خطا يتئور جینتا

 ریت کیرفتار الاست ینیب شیپ يرا در راستا دیجد ینشیب قیمطالعه دق نیبدست آمده از ا
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 و پیچیده )ترکیبی از خارج از صفحه ايصفحه اي،  ساختارهاي ساندویچی دسته کلی می توان آنها را در

 .]11-7[ هسته آنها طبقه بندي کرد قرارگیري ( به دلیل موقعیتو خارج از صفحه اي صفحه اي

پیکربندي هاي دو بعدي ساخته می  که معمولاً با اکسترود (عرضی) خارج از صفحه ايساندویچی  سازه هاي

هسته در مسائل خاصی مانند . ]15-12[ چند ردیفی ساخته شده اندیا  از یک هسته مشبک سلولی تک ،شوند

هاي  رویه، از سوي دیگر .]18-16[ و به ویژه مقاومت برشی نقش کلیدي ایفا می کند نیرو، میرایی چگالش

 با در نظر گرفتن این حقیقت کهاستفاده می شوند،  یساندویچ تیر به طور خاص براي سفت تر کردن یک توپر

 چگالیبه در مجموع  تا این، این سه لایه اصلی ادغام شده اندعلاوه بر  .به اندازه استحکام ضروري است یسفت

تیرهاي ساندویچی شامل . ]21-19[کل ساختار ساندویچ برسند بالاتري براي جذب انرژي و سفتی خمشی

سون آ)با نسبت پو فوق موادساختارهاي معمولی )با نسبت پوآسون مثبت( تا  باطیف وسیعی از اشکال مختلف 

منفی( هستند و به دلیل خواص چند منظوره مانند مقاومت در برابر خستگی عالی، چگالی نسبی  یاصفر 

صنایع پیشرفته مانند هوافضا، خودرو و ایمپلنت هاي پزشکی  در استحکام به وزن بالاو مطلوب و نسبت سختی

افقی و  هانی کامبسه بعدي مانند  هندسه هاي متنوعاز این تیرها معمولاً هسته  .]24-22[استفاده می شوند

 تشکیل می شوند. کتت و ایزومکس، مکعبی، اُآکستیکعمودي، 

مسائل یکی از  اي تیر هاي ساندویچی تحت خمش سه و چهار نقطه غیر خطیخطی و  بررسی رفتار مکانیکی

تا به حال مورد توجه محققان می باشد و همچنین تئوري  اوایل قرن هجدهمکه از  استاصلی حوزه مهندسی 

توسط  یکی از معروف ترین آن ها است که تئوري تیر تیموشنکو شده است.  ارائههاي معتبري در این زمینه 

در نظر هاي برشی را  تغییر شکل تئورياین . ]25[ معرفی شده استاوایل قرن بیستم  استفان تیموشنکو در

)تئوري  برنولی-تیر اویلر تئوريکند، در حالی که رفتار تیرهاي ضخیم مناسب می ارزیابیو آن را براي  می گیرد

تیر به بی نهایت نزدیک شود، تیر در برش اگر مدول برشی ماده  .]26[ گیردها را نادیده می آنتیر کلاسیک( 

، بنابراین .همگرا می شود برنولی-اویلر به سمت تئوري تیر تیموشنکو تنها در این حالت است کهصلب می شود و

کو با در نظر علاوه بر این، تئوري تیر تیموشنخاص از تیر تیموشنکو است.  حالتبرنولی یک -تیر اویلر تئوري

رفتار تیرهاي  تحلیلاي مطلوب براي  تئوريبه عنوان  شکل بررشی و ممان پیچشیگرفتن همزمان تغییر 

 ساندویچی شناخته می شود.

 ولی توزیع کرنش برشی در راستايدر نظر گرفته را تئوري تیر تیموشنکو تاثیرکرنش هاي برشی از سوي دیگر، 

در سطوح  شرایط مرزي تنش برشی صفر قادر به برآورده کردناز این رو  ،فرض می شودثابت را تیر  ضخامت

و مثلثاتی در  ]28-27[ با در نظر گرفتن این موضوع، تئوري هاي مراتب بالاتر. بالا و پایین تیر نمی باشد

معروف تئوري هاي اصلاح شده عنوان معرفی شده اند که به  سی دقیق تر عملکرد تیر هاي مذکورراستاي برر

براي تیر با  جمع آثارمبتنی بر روش  هاي چند لایه تئوريیکی از  ساندویچیتئوري مرتبه بالا تیر  .می باشند

 .]92[ و همکاران ارائه شده است ه نود میلادي توسط فراستیگمی باشد که در دههسته انعطاف پذیر عرضی 

تئوري تیر تیموشنکو ظر گرفته شده، به نحوي که رویه و هسته به صورت بخش هایی مجزا در ن در این مدل،

در بیشتر مقالاتی که از تئوري  و هسته بکار گرفته شده است.ها دو بعدي به ترتیب براي رویه  و الاستیسیته

 که است، نادیده گرفتن تنش هاي طولی در هسته یک فرض رایج است مرتبه بالا تیر ساندویچی استفاده شده

 پایین هسته نرم در مقایسه با مقادیر متناظر براي رویه هاي می سفتی خمشیدلیل آن مدول الاستیک و 
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در همه  تر اخیراً، کارلسون و کاردومتز تئوري مرتبه بالا تیر ساندویچی را براي دستیابی به نتایج دقیقباشد. 

تیر ساندویچی را توسعه یافته مرتبه بالا  هایی با سفتی بالاتر ارتقاء داده و تئوريبه ویژه براي هسته شرایط 

نرمال  هاي صفحه اي هسته است و می تواند توزیع تنش سفتی دروناین تئوري شامل  .]30[معرفی کرده اند 

در هسته متشکل از  . در این رویکرد، سه مختصات کلیکند پیش بینیدر هسته را درون صفحه اي و برش 

این به علاوه،  هسته درنظر گرفته شده است.تار خنثی  دورانهمچنین صفحه اي و عرضی،  درون تغییر شکل

 اي صفحهدرون هاي عرضی و  تغییر مکانبه ترتیب داراي توابع چند جمله اي مربعی و مکعبی براي  تئوري

 .در ضخامت هسته است

دقیقی از رفتار  پیش بینیمرتبه بالاي توسعه یافته تیر ساندویچی  تئوريد با استفاده از راین مطالعه قصد دا

که تا کنون در هیچ مرجع  ارائه دهد ،شده اند ساختهسه بعدي  چاپگرهاي ساندویچی که توسط  الاستیک تیر

می  ساختهبه صورت یکپارچه از یک پلیمر  هاهسته و رویه این گونه از تیر  از آنجاکه نشده است. معرفیعلمی 

نسبت به سازه هاي ساندویچی  با سفتی خمشی و برشی بالاترشوند، از این رو داراي هسته اي به مراتب 

می باشند. تحلیل عملکرد سه تیر ساندویچی با هسته هاي متفاوت هانی کامب، بتا و آلفا تحت کامپوزیتی 

 مذکور تئوريبررسی دقت  این انتخاب، دلیل عمدهپژوهش پیشرو می باشد. اصلی هدف  ،اي خمش سه نقطه

این . می باشدتیر هاي ساندویچی چاپ سه بعدي شده با سفتی هسته بالا  در تحلیل خمش سه نقطه اي

و  3/6 انیکی تیر هاي مورد بحث با خطاي کمتر ازکرفتار م تئوريتحقیق، رویکرد جدیدي در راستاي تحلیل 

 و تئوري با تجربی ارائه می دهد. با تجربی درصد به ترتیب بین نتایج عددي 5

 

 ها مواد و روش -2
 استفاده شدهخواص مکانیکی پلیمر  -2-1

به صورت تئوري، چاپ سه بعدي شده تحلیل رفتار مکانیکی سازه هاي ساندویچی  هدف اصلی این پژوهش،

 به منظور اجراي تحلیل عددي، خواص مکانیکی پلیمر مورد استفادهعددي و تجربی است. از این رو محاسبه 

 سه خمش آزمون، خواص مکانیکی غیر خطی ماده پلیمري مذکوردر راستاي استخراخ ضرروري می باشد. 

به صورت   ASTM D790-15 اساس استاندارد برچاپ سه بعدي شده  تیرنمونه  روي نقطه شبه استاتیکی

 به دستیابی براي ( نشان داده شده است و1در شکل ) دستگاه تست به همراه نمونهاجزاي انجام شد. تجربی 

در شکل  کرنش-تنش منحنی هاي صورت به نتایج آناست که  شده انجام نمونه سه روي تست معتبر، نتایج

 (1) جدولدر ( پوآسون )( و ضریب Eشامل مدول یانگ )مکانیکی  خواص .باشد می مشاهده قابل (2)

 است. داده شده نشان

 
 

 تیر های ساندویچی چاپ سه بعدی شده -2-2

 ابعاد کلی تیر های خارج از صفحه -2-2-1

یک تیر ساندویچی خارج از صفحه از سه لایه اصلی ساخته شده است که شامل یک هسته مشبک سلولی تکرار 

 یکسان می باشد. موقعیت قرارگیري این هسته )هسته باز( موازي جهت رویه هاي می باشد.شونده و دو رویه 

با هسته هانی کامب، بتا و آلفا با تعداد سلول یکسان به در این پژوهش، تیر هاي ساندویچی خارج از صفحه 
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به ( 3کل )در شتیر ساندویچی سه لی این ابعاد کمی باشد.  zو  xعدد در راستاي محورهاي  6و  18ترتیب 

) ضخامت هسته صورت گرافیکی نشان داده شده است. این ابعاد شامل
ct،)  رویه )ضخامت

ft،) طول ( تیرL) 

لبه ي در ( z,y,x) مختصاتدستگاه ذکر شده است. ( 2)در جدول  مقادیر آن ها که می باشد (Bتیر ) عرضو 

 قرار گرفته است. ساندویچیتیر هر  سمت چپ

 
 

 
 انجام آزمایش از بعد )ب(و  بارگذاري از قبل : )الف(نمونه تیر نازک چاپ سه بعدي شده خمش سه نقطه آزمون -1شکل 

 

 
 کرنش آزمون خمش سه نقطه-منحنی هاي تنش -2شکل 

 

 ABSپلیمر خواص مکانیکی ماده  -1جدول 

 کرنش تسلیم (MPa) تسلیم تنش (GPa) یانگمدول  آزمون

 0/0±001/023 0/87±1/5 0/3±03/67 خمش سه نقطه

 باشد. می 35/0 برابر و شده محاسبه شکست از بعد ضریب پوآسون
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 ابعاد داخلی واحد سلول ها -2-2-2

شده  به تصویر کشیده (4) به صورت شماتیک در شکل ، بتا و آلفاهانی کامب یسلولواحد هندسه هاي یک 

(، طول tه )نشان دهنده ضخامت دیوار انگلیسی حروف، همانطور که در این طرح ها نشان داده شده. است

و شعاع ، (c)مورب ی دیواره داخل طول (،b، فاصله عمودي بین دو دیواره مورب )(aداخلی دیواره عمودي )

هاي انحنا )
1r و

2r .داده شده است.نشان  (3) جدولدر سلول هاي داخلی این ابعاد ( می باشند 

 

 
 آلفاو )پ(  بتا، )ب( هانی کامب: )الف( ساندویچیتیرهاي  -3شکل 

 

 (mmچاپ سه بعدي شده )ابعاد کلی تیرهاي ساندویچی  -2 دولج

 عرض طول ضخامت رویه ضخامت هسته ردیفتعداد  تیرساندویچی

 10 286/134 4 766/38 18 در 6 هانی کامب

 10 286/134 4 766/38 18در  6 بتا

 10 286/134 4 766/38 18در  6 آلفا
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 آلفاو )پ(  بتا، )ب( هانی کامب)الف( واحد سلول:  نماي کلی -4شکل 
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 (mmپارامتر هاي هندسی واحد سلول هاي ) -3 دولج

 a b c 1r هسته
2r t 

 1/2 - - 3/614 1/385 10 هانی کامب

 1/2 - - - - - بتا

 2/888º 1/805º 1/2 - - - آلفا

 

 
فشار تک محوري در ، )ب( zفشار تک محوري در راستاي )الف( : شرایط مرزيو  هانی کامبهسته دو بعدي  -5شکل 

 zدر راستاي  یبرشنیروي و )پ(  xراستاي 

 
 خواص مکانیکی هسته ها -2-3

 مدل سازی هسته ها -2-3-1

 z و xعدد ردیف سلول در راستاي  6در  6رفتار مکانیکی سه هسته هانی کامب، بتا و آلفا که به ترتیب شامل 

. عملکرد هر مدل در سه حالت )شرایط مرزي( مورد بررسی قرار گرفت. می باشند به صورت عددي تحلیل شد

( اختصاص 5در شکل )با رنگ زرد یک نقطه مجازي به عنوان نقطه مرجع تعریف و به لبه هاي مشخص شده 

براي هسته هانی گیردار داده شد، همچنین در این شکل، جهت هاي اعمال تغییر مکان، بارگذاري و تکیه گاه 

 ن داده شده است.کامب نشا

 
 ریب پوآسونمدول الاستیک، مدول برشی و ضمحاسبه  -2-3-2

فشاري تک  بجاییجاتحت ، بتا و آلفا( هانی کامببه منظور محاسبه خواص مکانیکی هسته ها، هر سه مدل )

در نیروي برشی و  1621ASTM D-16بر اساس استاندارد  x محور راستايدر ، z محور در راستاي محوري

 مدول هاي الاستیکبراي بدست آوردن  به ترتیب 273ASTM C-00بر اساس استاندارد   zراستاي محور 

) طولی و عرضی
33E و 

11E )عرضی برشی مدولو (
13G )قرار گرفتند. علاوه بر این، مقادیر ضریب  ،هسته ها

)   پوآسون
13)  کتاب مکانیک مواد کامپوزیت جونزارائه شده در مطابق دستورالعمل هستهبراي هر سه، 

( به ترتیب براي محاسبه مدول الاستیک عرضی، مدول الاستیک 4( و )3(، )2(، )1. معادلات )]31[شدند تعیین 

 بکار گرفته می شوند.طولی، مدول برشی عرضی و ضریب پوآسون هسته 
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که 
xP  و

zP هسته،  طولی و عرضی نیرو هاي عکس العمل
xD  و

zD می باشند. متناظر تغییر شکل هاي 

hA  و
vA 6ازاست که  هسته به ترتیب کمترین مساحت مقطع عرضی افقی و عموديhA tW و 

6vA bWد. نقابل محاسبه می باش
zF  و

zL  نقطه  عرضی تغییر مکانبه ترتیب نیروي برشی اعمالی و

xx/. همچنین، پ( مشاهده شود(-5) می باشد )شکل Aبه  B نسبت x cD l   و/zz z cD t  .می باشد 

 .استقابل مشاهده ( 4خواص مکانیکی استخراج شده در جدول )

 
 فرایند چاپ سه بعدی -2-4

هندسه حتی  اي، براي ساخت هر سازه دقیقاخیر روش چاپ سه بعدي به عنوان یک تکنیک  سال هايدر 

به صورت سه بعدي  3Prusa i نمونه ها توسط دستگاه، پژوهش این درمی شود. پیچیده در نظر گرفته  هاي

 همه نمونه ها با رشته آکریلونیتریل می باشد.میلی متر  3/0در آن داراي قطر  نازل اکسترو کهاند ه چاپ شد

 ه اند. به منظور ساخته شد 2همیلی متر از طریق مدل سازي رسوب ذوب شد 75/1 با قطر 1بوتادین استایرن
 

                                                                                                                                                                                     
1 Acrylonitrile butadiene styrene (ABS) 
2 Fused deposition modeling (FDM) 

(1) 33
z c

h z

P t
E

A D
   

(2) 11
x c

v x

P l
E

A D
   

(3) 13
z c

v z

F l
G

A L
   

(4) 13
zz

xx





   

(5) 13 33
31

11

E

E


    

 (MPaمکانیکی هسته هاي مشبک سلولی )خواص  -4 دولج

 هسته
11E  

33E  
13G  

13  

 843/0±001/0 6/63±2/0 907±5 686±5 هانی کامب

 680/0±001/0 1/46±2/0 1096±5 559±5 بتا

 599/0±001/0 7/71±2/0 1721±5 673±5 آلفا
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 ک،یزوتروپیچاپ شده به ماده ا يتر شدن خواص نمونه ها کینزد يبرا یخال يفضاها شتریکاهش هرچه ب

شد. سرعت  انتخابدرصد  100درجه و  45 ،میلی متر 1/0به ترتیب چگالیو درصد  چاپزاویه ه، رتفاع هر لایا

 230میلی متر بر ثانیه ،  70میلی متر بر ثانیه ،  50، دماي نازل و دماي بستر به ترتیب حرکتچاپ، سرعت 

 .شد تنظیمدرجه سلسیوس  70درجه سلسیوس و 

 

 تحلیل اجزاء محدود -2-5

 خمش مرزي شرایط تحتمحدود براي پیش بینی رفتار تیرهاي ساندویچ  ءتجزیه و تحلیل اجزا ،بخشدر این 

، بتا و هانی کامبساندویچی ) هايتیرتغییر شکل پذیر  مدلآباکوس انجام شد.  نرم افزار تجاري ه درسه نقط

در یک سیستم مختصات دو بعدي شبیه  صفحه ايو شرایط بارگذاري  اکسترود شدهبه دلیل پیکربندي  آلفا(

ش یافته و کاه یگره اي، ادغام چهاردو خطی  اي، عناصر چهار ضلعی تنش صفحه توسط که سازي شدند

با  اي دایره منحنیسه . بندي شدند ، المانمیلی متر 3/0 ( با اندازه کلی مشR4CPS) کنترل ساعت شنی

نقاط مرجع به آنها اختصاص ند و ایجاد شد سادهدو تکیه گاه و میلی متر به عنوان یک دماغه بارگذاري  10قطر 

 اثر هندسی غیر خطی ،شد، بعلاوهعمومی به عنوان روش حل انتخاب /ستاتیکیداده شد. حالت ا

(NLGEOM) تماس ، تعاملدر بخش . فعال شد بزرگ هاي به عنوان وسیله اي براي مشاهده تغییر شکل

مقدار  ،همچنین .شدبرقرار  مدل لبه هاي داخلی بین مدل و باها  تکیه گاه و سطح به سطح بین سر بارگذاري

به نقطه مرجع   zمحور  مثبتدر راستاي  مکان محدودیک تغییر . شد در نظر گرفته 8/0ضریب اصطکاک 

 ثابت ،(ENCASTREگیردار )شد و دو نقطه مرجع دیگر با انتخاب شرایط مرزي  عمالدماغه بارگذاري ا

 .شدند

 

 قطه شبه استاتیکینآزمایش خمش سه  -2-6

ی بار تک محوره شبه استاتیک تحتخمش به عنوان یک آزمایش مناسب براي ارزیابی عملکرد تیر هاي  مونآز

 خمش آزمون تحت شده چاپ سه بعدي یتیرهاي ساندویچ رفتار مکانیکی ،پژوهششناخته شده است. در این 

 ) 150STM( یونیورسالازدستگاه تست . تمورد بررسی قرار گرف 393ASTM Cمطابق استاندارد سه نقطه 

 5دماغه اعمال کننده نیرو با سرعت استفاده شد.  نیوتنکیلو  10 سنسور اندازگیري نیرو با قابلیت تشخیصبا 

هاي ساده با  به عنوان تکیه گاه صلب فیکسچرو دو جابه جا شد   zمحور  مثبتدر راستاي  میلی متر بر دقیقه

 میلی متر قرار داده شد. 90دو تکیه گاه برابر . فاصله سفت و محکم شدندمیلی متر  10قطر 

 
 تئوریمطالعه  -2-7

 رویه ها تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول برای -2-7-1

بالا و پایین به شرح  هاي رویه تغییر مکانهاي ، مولفه)FSDT( بر اساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول

 .شوندزیر توصیف می

 

(6) 0( , ) ( ) ( )i i i

iu x z u x z x   
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(7) 
0( , ) ( )i iw x z w x  

 
،هاي بالا و پایین اشاره می کند رویهبه  iبالانوشت که 

0

iu 0و

iw  هت در ج تغییر مکانمولفه هاي به ترتیب

با توجه به میدان هاي هد. را نشان می د میانی صفحه دررخش خط عرضی چزاویه  i،هستند z و x هاي

 .می شوند صورت زیر نوشته، کرنش ها به تغییر مکان

 

(8) 
, 0, ,( , ) ( , ) ( ) ( )i i i i

xx x x xx z u x z u x z x      

(9) 
, , 0,( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )i i i i i

xz z x xx z u x z w x z x w x      

 

آن ها  کرنش براي-روابط تنشبه صورت ایزوتروپیک فرض شده اند، هاي بالا و پایین  رویهاز آنجا که 

 .دردمی گتعریف صورت به این براساس رفتار الاستیک خطی 

 

(10) 

i i

xx xx

i i

xz xz

E

G

 

 




 

/) و برشی( مشاهده شود( 1)جدول )الاستیک  هاي لبه ترتیب مدو Gو  E که 2(1 )G E   ) رویه

ییر شکل برشی مرتبه اول بر اساس تئوري تغ ها رویهخمشی و نیروي برشی حاصل از  گشتاورها می باشند. 

 .آیدمی بر روي ضخامت به شرح زیر بدست  خمشی و برشی تنش مؤلفه هايبر اساس ادغام 

 

(11) 

2

2

2

2

i

i

i

i

h
i

hxxi xx

h
i

hxxi s xz

M z dz

Q K dz




















 

 
 که

sK  5 صورتضریب تصحیح برشی است و به / 6sK  در نظر گرفته شده است. 

 
 هسته برای بالاتئوری تغییر شکل برشی مرتبه  -2-7-2

اي درجه دوم و مکعبی در جهت عرضی تقریب جمله هسته به صورت چند عمودي طولی و تغییر مکانتوزیع 

 .شده است
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که در آن
0
( )cw x  و 

0
( )cu x اي، عرضی و صفحه هاي تغییر مکان به ترتیب 

0
( )c x میانی شیب در صفحه 

بنابراین، شرایط  .متصل است رویه هاساندویچی کنونی، هسته به طور کامل به  تیردر تئوري  هسته است.

/( در رابط هاي بالا صفحه ايسازگاري عرضی و  2z c ( و پایین) / 2z c(  شوند اقناعباید به صورت زیر. 

 

(14) ( , )  ( )
2

c tc
w x w x   

(15) 
0( , )  ( ) ( )

2 2

c t ttc h
u x u x x    

(16) ( , )  ( )
2

c bc
w x w x  

(17) ( , )  ( ) ( )
2 2

c b bbc h
u x u x x   

 

 

 ،(71تا  21) ( و7( و )6) تبا استفاده از معادلا
1
( )cw x، 

2
( )cw x، 

2
( )cu x، 

3
( )cu x  به صورت تحلیلی بر

) صفحه میانی تغییر مکانهاي ، مولفهرویه ها تغییر مکانهاي حسب مولفه
0
( )cu x و 

0
( )cw x)  شیب در

) هسته میانیصفحه 
0
( )c x)  به شرح زیر است. 

 
 

(18) 

0 0 0

2

0 0 02

1
( , ) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) 2 ( )

c c b t

c

t b c

c

w x z w x w x w x z
c

w x w x w x z
c

     

   

 

 

(19) 

0 0

2

0 0 02

3

0 0 03

( , )  ( ) ( )

2
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 2

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

c c c

c

t b c t bt b
c

t t b b ct b
c

u x z u x x z

h h
u x u x u x x x z

c

h h
u x x u x x c x z

c



 

  

  

  
      

  

  
      
  

 

(12) 2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )c c c c

c cw x z w x w x z w x z     

(13) 2 3

0 0 2 3( , )  ( ) ( ) ( ) ( )c c c c c

c c cu x z u x x z u x z u x z      
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 .محاسبه می شوند صورت زیرکرنش خطی به  تغییر مکانمولفه هاي کرنش هسته بر اساس روابط 

(20) 

,

, ,

,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

c c

xx x

c c c

xz z x

c c

zz z

x z u x z

x z u x z w x z

x z w x z









 



 

کرنش بر -تغییر مکانجبري روابط  انجام محاسبات( و 20معادله ) در( 19( و )18) تپس از جایگزینی معادلا

  .دست آوردباین طور اساس متغیرهاي مستقل را می توان 

 

(21) 
11 13

31 33

55

0

0

0 0

c c c c

xx xx

c c c c

zz zz

c c c

xz xz

C C

C C

C

 

 

 

     
     

     
     
     

 

 

) که , 1,3,5)c

ijC i j  و از روابط زیر قابل محاسبه می باشند. مواد ارتوتروپیک استب سختی براي ضرای 

 

(22) 

11
11

13 31

13 33
13 31

13 31

33
33

13 31

55 13

1 ( )

1 ( )

1 ( )

c

c c

c

c

E
C

E
C C

E
C

C G

 



 

 




 







  

 

 ی، تماماین رو زا( بیان کرد. 12) کرنش در معادله-تغییر مکانرا می توان با درج روابط تنش  تغییر مکانروابط 

 .بدست می آیند تغییر مکانکرنش و تنش بر حسب  مؤلفه هاي

 

 معادلات حاکم -2-7-3

براي استخراج معادلات حاکم بر تعادل از تابع انرژي پتانسیل کل تیر ساندویچی اتخاذ شده است.  Ritzروش 

 .است )W (و پتانسیل نیروهاي خارجی )U (یشامل انرژي کرنش  )Π (یانرژي پتانسیل کل
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(32) U W    

 

( رویه هاانرژي کرنش شامل دو بخش است: انرژي کرنشی 
fU( و انرژي کرنشی هسته ) cU(  به شرح که

 .]23[ ر تعریف می شودزی

 

(24) f cU U U    

 

به  که ها و هسته است،رویه  هاي کرنشحاصل ضرب تنش ها در انرژي کرنش تیر ساندویچی که متشکل از 

 .صورت زیر بیان می شوند

 

 الف( 52)   
t b

t t t t b b b b

f xx xx s xz xz t xx xx s xz xz b

V V

U d K d dv d K d dv                  

 ب( 52) 
c

c c c c c c

c xx xx zz zz xz xz c

V

U d d d dv            

 
 
 
 

 

 

 

در معادلات  (12( و )10)ت و هسته را می توان با جایگزین کردن معادلا رویه هاانرژي کرنش الاستیک براي 

. روابط حاصل را می توان به صورت زیر ردادغام ک ،شرایط کرنشبا درنظر گرفتن و سپس  دست آوردب( 52)

 .توصیف کرد
 

(62) 

2 2 2 2

11 55 11 55

2 2 2

11 33 13

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

t b

c

t t t t b b b b

f xx s xz t xx s xz b

V V

c c c c c c c c c

c xx zz xx zz xz c

V

U C K C dv C K C dv

U C C C G dv

   

    

   

   

   
   
   

 
 
 

 



  

هاي بالا و پایین و هسته اشاره دارد. پس از درج روابط  رویههاي حجمی  ناحیهبه ترتیب به  cV و tV ،bV که

 .به دست می آیداینطور  تغییر مکانانرژي کرنش الاستیک بر اساس اجزاي (، 62کرنش در معادلات ) تغییر مکان
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(27) 

 2 2

11 0, , 55 0,

2 2

11 0, , 55 0,

11 0, 0, 0, 0, 0, ,2

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

2 2

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

2 2

1 2
( ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) (

2 2

t

b

f t t t t t t

x x s x t

V

b b b b b b

x x s x b

V

c c c t b c tt

c x x x x x x

U C u x z x K C x w x dv

C u x z x K C x w x dv

h
U C u x x u x u x u x

c

 

 

 





   

  

     

 
 
 

 
 
 





2

,

3

0, , 0, , 0,3

2

33 0 0 0 0 02

13 0, 0, 0,2

) ( )
2

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1 4
( ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) )

2

2
( ( ) ( ) ( )

c
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 :برابر است باهاي خارجی نیرو  پتانسیل کارانرژي 
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 که در آن
xn، zp و 

xzm  و گشتاورهاي خمشیخارجی  عمودي و اي صفحهدرون گسترده به ترتیب بارهاي 

. هاي هستند رویهبر روي اعمال شده  گسترده
xN ،

zP و 
xzM  اي صفحه درون متمرکزبه ترتیب بارهاي، 

هاي در نقطه رویهاعمال شده بر روي متمرکز  و گشتاورهاي خمشیخارجی  عمودي
kx x هستند. 
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 KLT  وKLB  هاي بالا و پایین هستند و رویهتعداد بارهاي متمرکز روي ( )d kx x   دلتايتوابع Dirac 

باید بر اساس ارضاي شرایط مرزي  تغییر مکان، توابع Ritzبر اساس روش  .مکان بارهاي متمرکز هستند در

و ي مؤلفه هاي تغییر مکان برا ]33[بر اساس توابع مثلثاتی متعامد فرض شوند و می توان آنها را  ،ضروري

 دوران در رویه هاي بالا، پایین و

 .به صورت زیر نوشتهسته  
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x,0در لبه هاي تیر ) شرایط مرزي l)  در نظر گرفته می شوند صورت زیربه. 
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دو انتهاي تیر ) طولی و عرضی در تغییر مکانمؤلفه هاي  شرایط مرزي خمش سه نقطه اي، با توجه به
0

iw  و

0

iu علاوه بر این،. دمی باش تکیه گاه سادهنشان دهنده  که( برابر صفر بوده M  مجهول  تغییر مکانتعداد شرایط

ها و هسته اي است که باید براي اطمینان از همگرایی توابع سري انتخاب شود و مقدار آن بسته به نوع  رویه

که نشان  ]43[ انجام شده است ییبالا رویههمگرایی بر روي انحراف عرضی  همطالعشرایط مرزي متغیر است. 

تکیه گاه ساده و گیر دار می براي شرایط مرزي  7و  9برابر با  M زمانی همگرا می شوند که نتایجمی دهد، 

 .]53[ به شرح زیر است یکه انرژي پتانسیل کل رداستنباط ک پس می توان اینطور باشد.
 

(13) c fU U W     

 

و هسته به دست  رویهمجهول  تغییر مکانرا می توان به عنوان تابعی از ضرایب  یبنابراین، انرژي پتانسیل کل

آورد. علاوه بر این، وابستگی متغیرهاي مجهول به مختصات مکانی در معادلات به دست آمده حذف می شود. 
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الاستیک را می توان  تحلیل( در معادلات لاگرانژ تعمیم یافته، معادلات حاکم بر 13در نهایت با درج معادله )

 .]53[ به صورت زیر استخراج کرد
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است. مجموعه معادلات ماتریسی را می توان به  M9 ( سیستمی از معادلات23معادلات به دست آمده از )

 .صورت زیر نوشت

 

(33)  [ ] [ ]iK Q F   

 
 ذکر در پیوست ]F [و ]K [بردار نیرو است. تعاریف کامل ]F [ماتریس ضریب )یا ماتریس سختی( و ]K [که

( تعیین می شود. بنابراین، جایگزینی 33از طریق حل مجموعه معادلات ) تغییر مکانضرایب  .]53[ شده است

و هسته را نشان می دهد. مولفه هاي  رویه هاهاي عمودي و طولی  تغییر مکان ،(29معادله ) دراین ضرایب 

 شده،کرنش تشکیل -را می توان بر اساس روابط متناظر تنش یساندویچ تیرتنش و کرنش براي هر قسمت از 

 .آورد دستب

 
 بحث و نتایج -3

 مطالعه مقایسه ای -1-3

چاپ  تیر هاي ساندویچیدر این بخش، مطالعه مقایسه اي بین نتایج تئوري، عددي و تجربی انجام می شود. 

با سه هسته متفاوت )هانی کامب، بتا و آلفا( و ضخامت رویه یکسان به منظور بررسی تاثیر  دي شدهعبه س

تغییر شکل تیر  قرار گرفته اند. تحلیلمورد سه نقطه اي خواص مکانیکی هسته بر رفتار تیرها تحت خمش 

محاسبه شده  تغییر مکان عرضی ،علاوه بر اینو شبیه سازي عددي،  آزمایش تجربیهاي ساندویچی تحت 

( 6در شکل ) میلی متر دماغه بارگذاري 5/1 جابه جاییدر  پایینیرویه تحلیل تئوري براي ددي و حل عتوسط 
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 تغییر مکان-العمل با توجه به منحنی هاي نیروي عکسذکر است،  لازم به همچنین نشان داده شده است.

، سه تیر ساندویچی مذکور در ( مشاهده شود(7)شکل ) تجربی خمش سه نقطه اي اتبدست آمده از آزمایش

( مقایسه شده 5علاوه بر این، مقادیر سفتی خمشی تیر ها در جدول )ناحیه الاستیک در نظر گرفته شده اند. 

 است.

 

 
 

 آلفاو )پ(  بتا، )ب( هانی کامب)الف( و تئوري:  عددي، تجربیمقایسه نتایج  -6شکل 

 

 
 تجربی براي سه تیر ساندویچی تغییر مکان -منحنی هاي نیروي عکس العمل -7شکل 
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 مقایسه مقادیر سفتی خمشی براي تیرهاي ساندویچی -5جدول 

 تیر

 ساندویچی
 

 تجربی

(KN/mm) 
 

 عددي

(KN/mm) 

اختلاف عددي و 

 )%( تجربی
 

 تئوري

(KN/mm) 

اختلاف تئوري 

 )%( و تجربی
 

  6/2 637/0  1/3 64/0  621/0  هانی کامب

  5 761/0  2/3 748/0  725/0  بتا

  3/4 072/1  3/6 093/1  028/1  آلفا
 

 

( مشاهده 6در شکل )رویه پایینی  عرضیتغییر شکل هاي  منحنی شبیه سازي هاي عددي و همانطور که در

تغییر مکان  مقداربیشینه افزایش تیر،  تغییر مکان عرضی معادله دیفرانسیل منحنی الاستیکمطابق می شود، 

همچنین، افزایش مدول الاستیک هسته در جهت اعمال بارگذاري دارد.  با عکسرابطه  براي رویه پایینی عرضی

 بین نتایج به ترتیب درصد 5و  3/6با خطاي کمتر از  عالیباق ط(، ان5انجام شده در جدول )با مشاهده مقایسه 

تجربی و  اتتحلیل عددي منطبق با آزمایش مشاهده می شود که دلالت بر تجربیبا  تئوريو با تجربی  عددي

بینی رفتار  مرتبه بالا توسعه یافته تیر ساندویچی براي پیشبکارگیري مناسب و دقیق تئوري  مهم تر از آن

 در محدوده الاستیک اند، چاپ سه بعدي شده نرم که با هسته هاي چند ردیفهمکانیکی تیر هاي ساندویچی 

که  هناشی از برخی عوامل تأثیرگذار بود نتایجهاي جزئی بین  ، باید توجه داشت که تفاوت وجوداین با  دارد.

 :به شرح زیر تفسیر می شوند

 از ماده پلیمري نمونه ها (ABS)  از آنجا که ]63[اند مکانیکی وابسته به زمان ساخته شده  خواصبا .

عددي و  تئوري، ، تفاوتهاي جزئی بین نتایجنشده اند چاپ سه بعديبه طور همزمان ی تیرهاي ساندویچ

 .قابل مشاهده است تجربی

  آنها به دلیل تخلخل بین درحالیکه در نظر گرفته شدند. ایزوتروپیکبه صورت مدل ها در شبیه سازي ها ،

نبودند. این شکاف هاي کوچک با کاهش ارتفاع لایه و افزایش  )ایزوتروپیک( همگن چاپ شدهلایه هاي 

 ند.درصد، به میزان قابل توجهی کاهش یافت 100میلی متر و  1/0درصد چگالی به ترتیب تا 

  مکانیکی سازه هاي چاپ سه بعدي بر خواص ملاحظه ايشرایط محیطی مانند رطوبت و دما تأثیرات قابل 

 .]73[ند د که در این تحقیق تا حد ممکن به حداقل رسیدندار شده

 
 عرضی در راستای ضخامت تیر تغییر مکان -2-3

. منحنی گرفت ساندویچی مورد مطالعه قرار يعرضی در تیر ها تغییر مکانتاثیر تغییر خواص مکانیکی هسته بر 

( 8، در شکل )تیرنیوتن در وسط  400عرضی در راستاي ضخامت تیر با اعمال بار متمرکز  تغییر مکانهاي 

عرضی  تغییر مکاندر نگاه اول می توان این موضوع را متوجه شد که بیشترین مقادیر نمایش داده شده است. 

با سفتی به ترتیب داراي هسته هاي که نشان می دهد  می باشدآلفا  سپس انی کامب، بتا وبه تیر همتعلق 

در نواحی پایینی هسته و رویه پایینی تقریباً برابر بوده که از موازي عرضی  تغییر مکانمیزان می باشند.  بالاتر

 قابل استنباط است.با خط عمودي در محل اتصال هسته به رویه پایینی،  تغییر مکانشدن شیب منحنی 
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 عرضی در راستاي ضخامت تیر تغییر مکانمنحنی ها و خطوط  -8شکل 

 

 منتجه های نیروی برشی و گشتاور خمشی -3-3

x/منحنی منتجه هاي نیروي برشی و گشتاور خمشی بر حسب فاصله نسبی بین دو تکیه گاه ) l در محل )

( نمایش داده شده 9اتصال هسته به رویه پایینی براي هر سه تیر ساندویچی )هانی کامب، بتا و آلفا( در شکل )

شاهده می شود، بیشترین مقادیر این منتجه به ترتیب است. همانطور که در نمودار منتجه نیروي برشی م

 9/13متعلق به تیرهاي هانی کامب، بتا و آلفا می باشد و مقادیر حداکثر این منتجه براي تیر هانی کامب تقریباً 

درصد نسبت به آلفا بیشتر می باشد که به دقت تاثیر سفتی بالاتر هسته آلفا نسبت به دو هسته دیگر را نشان 

  د.می ده

/همچنین، ذکر این نکته حائز اهمیت است که مقادیر منتجه نیرو بررشی در تکیه گاه ها ) 0,1x l  برابر )

صفر است که گویاي ارضاي شرایط مرزي می باشد. علاوه بر این، به دلیل تقارن در بارگذاري و شرایط مرزي، 

/مقادیر این منتجه در وسط تیر ) 0.5x l  نیز در تمامی تیر ها برابر صفر می باشد. افزایش مدول الاستیک )

درصدي منتجه گشتاور خمشی در هسته آلفا نسبت به هانی کامب  43هسته تاثیر به سزایی در کاهش حدوداً 

ی باشد. با توجه به دارد که با مشاهده کاهش مقدار حداکثر منتجه گشتاور خمشی در وسط تیر قابل تفهیم م

منحنی هاي منتجه نیروي برشی و گشتاور خمشی، توزیع بار گسترده غیر یکنواخت در رویه پایینی استنباط 

 می شود.

 

 مؤلفه تنش نرمال عرضی در محل اتصال رویه ها به هسته -4-3

در لبه پایین رویه هاي بالایی و لبه بالاي رویه پایینی )محل اتصال رویه به هسته( مؤلفه تنش نرمال عرضی 

در محل اتصال رویه بالایی به هسته در  مؤلفه تنش نرمال عرضی( نشان داده شده است. مقادیر 10در شکل )

باشد که به وضوح مگا پاسکال براي هانی کامب، بتا و آلفا می  39/12و  29/6، 17/2وسط تیر به ترتیب برابر 

  رابطه مستقیم این مؤلفه را با افزایش مدول الاستیک عرضی هسته تبیین می کند.
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( مشاهده می شود، توزیع تنش متعادل تري را در محل اتصال رویه پایینی به هسته 10همانطور که در شکل )

به واسطه نزدیکتر شدن مقادیر  براي تیر هاي بتا و مخصوصاً آلفا نسبت به هانی کامب می توان مشاهده کرد که

و کاهش قابل ملاحظه شیب منحنی این مؤلفه در نواحی مؤلفه تنش نرمال عرضی حداکثر و حداقل نسبی 

اطراف مرکز تیر، به ویژه در محل اتصال رویه پایینی به هسته، قابل تفهیم است. همچنین این نکته قابل ذکر 

/)و تکیه گاه است که مقادیر مؤلفه تنش نرمال عرضی در د 0,1x l  اقناع ( برابر صفر می باشد که نشانگر

 ي است.مرز طیشرا

 

 
هاي  منتجهدر محل اتصال هسته به رویه پایینی: )الف( منحنی  نیروي برشی و گشتاور خمشی نمودار منتجه هاي -9شکل 

 بین دو تکیه گاهفاصله نسبی  -گشتاور خمشی هايبین دو تکیه گاه و )ب( منحنی منتجه فاصله نسبی  -نیروي برشی

 
 

 
بین دو تکیه گاه: )الف( محل اتصال رویه بالایی به فاصله نسبی در محدوده  نرمال عرضی تنش منحنی هاي مؤلفه -10شکل 

 هسته و )ب( محل اتصال رویه پایینی به هسته
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 نتیجه گیری -4
هستند به  ي عرضیشامل طیف وسیعی از انواع هسته هاامروزه، تیر هاي ساندویچی چاپ سه بعدي شده که 

جذب  قابلیتواسطه خواص چندگانه اي )نسبت سفتی و استحکام به وزن بالا، چگالی نسبی بهینه شده و 

انرژي مناسب( که دارند، در صنایع مهم مانند هوافضا، مهندسی پزشکی و اتومبیل سازي به صورت گسترده 

بسیار  استاتیکیگذاري هاي تار مکانیکی این سازه ها تحت بار. از این رو، تحلیل رفقرار می گیرندمورد استفاده 

بینی  ساندویچی براي پیش تیروري مرتبه بالا توسعه یافته با اهمیت می باشد. این پژوهش براي اولین بار از تئ

شرایط بارگذاري خمش دقیق عملکرد سه تیر ساندویچی با هسته هاي متفاوت )هانی کامب، بتا و آلفا( تحت 

با شبیه سازي اجزاء محدود در  تئوريعلاوه بر این، نتایج بدست آمده از این  استفاده کرده است. سه نقطه اي،

به  دقیقنرم افزار آباکوس و آزمایشات تجربی مقایسه شده است. دستاورد هاي استخراج شده از این تحقیق 

 صورت زیر شرح داده می شود:

 تجربیبا  تئوريبا تجربی و  عددي به ترتیب بین نتایج درصد 5و  3/6با خطاي کمتر از  تطابق بسیار خوب 

 دیده می شود.

  و برشی عرضی الاستیک هاي افزایش مدول عرضی در راستاي ضخامت تیر، تغییر مکانمنحنی هاي در 

 در وسط تیر شده است. تغییر مکان عرضی منجر به کاهش چشمگیر مقدارهسته 

  در  به رویه بالایی تا رویه پایینیعرضی در راستاي ضخامت هسته از محل اتصال هسته  تغییر مکانمیزان

 عرضی که تاثیر افزایش مدول الاستیک کاهش داشته هسته هانی کامب درصد نسبت 3/6هسته آلفا تقریباً 

 نشان می دهد.را  بر کاهش تغییر مکان عرضیهسته 

 کیلو نیوتن  82و  90، 93براي تیر هانی کامب، بتا و آلفا به ترتیب برابر منتجه نیروي برشی  مقدار حداکثر

 بر متر می باشد که به وضوح تاثیر سفتی بالاتر هسته آلفا نسبت به بتا و هانی کامب نشان می دهد.

  نیروي منتجه هاي براي  دقیقبالاي توسعه یافته تیر ساندویچی، نمودار هاي  تئوري مرتبهبا استفاده از

 رشی و گشتاور خمشی ارائه شده است.ب

 17/2در محل اتصال رویه بالایی به هسته در وسط تیر به ترتیب برابر  نرمال عرضی تنش مؤلفه مقادیر ،

 تاثیر مستقیم افزایش مدول الاستیکمگا پاسکال براي هانی کامب، بتا و آلفا می باشد که  39/12و  29/6

 بر این کمیت را نشان می دهد. هسته عرضی

  مقادیر منتجه هاي نیروي برشی، گشتاور خمشی و مؤلفه تنش نرمال عرضی در دو سر تیر برابر صفر بوده

نیز برابر صفر می باشد که به درستی نشانگر و همچنین مقادیر منتجه نیروي برشی در وسط هر سه تیر 

 اقناع شرایط مرزي می باشد.
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 ی انگلیسینمادها فهرست
 

ijC ضریب سختی 

E پلیمر مدول الاستیک 

11E طولی هسته مدول الاستیک 

33E هسته مدول الاستیک عرضی 

13G  برشی هستهمدول 

sK ضریب تصحیح برشی 

l فاصله بین دو تکیه گاه 

xxiM گشتاور خمشی در رویه 
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xzM متمرکز گشتاور خمشی 

xzm گسترده گشتاور خمشی 

xN اي صفحهمتمرکز درون  بار 

xn اي صفحهگسترده درون  بار 

zP خارجی عموديمتمرکز  بار 

zp خارجی عموديگسترده  بار 
i

jQ ضریب مجهول 

xxiQ نیروي برشی در رویه 

yS پلیمر تنش تسلیم 

U یانرژي کرنش 

u عرضی لفه تغییر مکانمؤ 

V ناحیه حجمی 

W  پتانسیل نیروهاي خارجیانرژي 

w طولی لفه تغییر مکانمؤ 

 

 نمادهای یونانی
 

Π یانرژي پتانسیل کل 

xz  کرنش برشیمؤلفه  

xx  کرنش طولیمؤلفه  

y کرنش تسلیم 

zz عرضی مؤلفه کرنش 

xx  تنش نرمال طولیمؤلفه 

xz  تنش برشیمؤلفه 

  سونآپوضریب 

  صفحه میانیدر چرخش خط عرضی زاویه 
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Abstract 

 

This study focuses on evaluating the performance of sandwich beams under three-point bending 

test. Three sandwich beams consisting of transverse cores of Honeycomb, Beta, and Alpha with 

the same face sheets thickness are fabricated by employing a 3D printer. The extended high 

order sandwich beam theory has been used to carry out the static analysis of three-point bending 

behavior of the beams for the first time by this work. In order to compare the theoretical results, 

numerical simulations were implemented in ABAQUS software and experimental tests were 

performed. The theoretical results with less than 5% error follow the experimental ones. The 

tremendous achievements of the current investigation provide a novel insight into 

prognosticating the performance of the 3D printed sandwich beams. 

 

 

 

 

 

 


