
 

  
 
 

 

 پیزوالکتریک اثر کمانش مکانیکی، ،حرارتی کمانشگرافن،  تئوری تنش کوپل اصلاح شده، های راهنما:واژه
 

   مقدمه -1
عملگرها تنها موضوعی برای تحقیقات نیستند -ها و میکروکنندهتشدید-ها از جمله میکروسازه-اخیرا میکرو

اند. از سوی دیگر، گسترده مورد استفاده قرار گرفته بلکه در صنایع مختلف مانند صنعت هوافضا به صورت

 نمودنجهت کارآمدتر  ،های سازهاست که برای بهبود بخشیدن به خواص مهندس گرافن یک ماده تقویت کننده

به دلیل کاربرد وسیع این بنابراین  شود.های حرارتی و مکانیکی به کار گرفته میسازه میزبان از نظر ویژگی

پیزوالکتریک تقویت شده با صفحات  ورق-میکروبررسی رفتار کمانش در این مقاله به ها در صنایع مختلف، سازه

 .های پیشین در این زمینه صورت گرفته استدر ادامه مروری بر پژوهش .شودپرداخته میگرافن 

های مدرج تابعی با در نظر گرفتن یک ورقالکترومکانیکی -حرارتیبه بررسی پس کمانش  [1]و همکاران  لیو

نشان دادند که ولتاژ منفی سازه  ایشان میدان الکتریکی ثابت در راستای ضخامت لایه پیزوالکتریک پرداختند.

کمانش حرارتی ورق مدرج  [2]دهد. ماتسونگا تر کرده و متعاقبا اختلاف دمای بحرانی را افزایش میرا نرم

شکل برشی مرتبه بالا دو بعدی مورد مطالعه قرار داد. او نشان داد که مدل تابعی را با استفاده از تئوری تغییر 

های تانسور تنش ورق هدفمند را دمای بحرانی، توزیع میدان جابجایی و مولفه توسعه یافته دقیقا اختلاف
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ه با گرافن با ورق تقویت شد-بررسی کمانش میکرو

 های پیزوالکتریکلایه
 عی تقویت شده با صفحات کوچک گرافن با لایهورق مدرج تاب-در این مقاله کمانش میکرو

گیرد. تغییرات های پیزوالکتریک بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده مورد بررسی قرار می
ر بصورت یکنواخت و میدان الکتریکی خارجی ثابتی در راستای ضخامت،  حرارت بهدرجه 
ای خارجی به صورت یکنواخت بر ه است. نیروی مکانیکی درون صفحهورق اعمال شد-میکرو

ه است. خواص هر لایه کامپوزیت تقویت شده با صفحات ورق توزیع شد-های میکرو روی لبه
اثر  تسای محاسبه گردیده است.-ل میکرومکانیکی هالپینکوچک گرافن، با استفاده از مد

ورد بررسی مورق مدل شده -پارامترهای مختلف هندسی و کسر وزنی گرافن بر کمانش میکرو
 قرار گرفته است. 
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های پیزوالکتریک را تحلیل [ کمانش حرارتی ورق مدرج تابعی با لایه3میرزاوند و اسلامی ]کند. محاسبه می

اثرات شاخص کسر حجمی مواد مدرج تابعی، ولتاژ عملگر و ابعاد ورق بر رفتار کمانش  در نتایج ارائه شدهکردند. 

های مدرج مکانیکی ورق ساندویچی با رویه-رفتار کمانش حرارتی [4]کیانی و همکاران  ورق نشان داده شد.

انش ورق ساندویچی رفتار کم نشان دادند که ایشانتابعی بر بستر الاستیک پسترناک را مورد بررسی قرار دادند. 

[ کمانش، خمش 5کی و همکاران ] ثر از ابعاد ورق، پارامترهای بستر الاستیک و شاخص قانون توان است.متأ

دریافتند هنگامی که نسبت  ایشانای مدرج تابعی را مورد مطالعه قرار دادند. دایره ورق-میکروو ارتعاشات آزاد 

 ورق-میکرواست، اثر اندازه بر رفتار کمانشی و ارتعاشاتی  10کمتر از  اثر اندازهبه پارامتر  ورق-میکروضخامت 

با به کارگیری یک  [6]کمانش حرارتی ورق ساندویچی مدرج تابعی توسط کتاف و همکاران قابل توجه است. 

اثر کسر حجمی، نوع بارگذاری  ایشانمورد بحث و بررسی قرار گرفت.  ،مدل جابجایی برشی هایپربولیک جدید

کمانش  های مدرج تابعی بر رفتار کمانش حرارتی ورق ساندویچی مدرج تابعی را بررسی کردند.و ضخامت لایه

و همکاران توسط انصاری بر اساس تئوری گرادیان کرنش مدرج تابعی مستطیلی میندلین  ورق-میکروحرارتی 

و شرایط مرزی بر اختلاف دمای بحرانی کمانش مورد  اثر اندازهاثرات پارامتر . مورد مطالعه قرار گرفت[ 7]

های پیزوالکتریک با های مدرج تابعی با لایهکمانش حرارتی ورق [8]یعقوبی و همکاران  بررسی قرار گرفت.

پیزوالکتریک  هایاثر نسبت منظری، نسبت ضخامت لایه ایشانقرار دادند.  مطالعهه به دما، را مورد تخواص وابس

به ضخامت لایه مدرج تابعی، شاخص قانون توان و ولتاژ عملگر را بر اختلاف دمای بحرانی کمانش مورد بررسی 

بر مستطیلی  ورق-میکروعددی جهت تحلیل کمانش وابسته به اندازه  ی[ حل9محمدی و ماهانی ] قرار دادند.

های اثر حالت ایشانارائه دادند. لاح شده های تنش کوپل اصلاح شده و گرادیان کرنش اصاساس تئوری

[ 10انصاری و همکاران ] را بر رفتار کمانش ورق مورد بررسی قرار دادند. اثر اندازهبارگذاری، ابعاد و پارامتر 

را بر اساس تئوری الاستیسیته گرادیان میندلین مدرج تابعی  ورق-میکروتحلیل کمانش، خمش و ارتعاشات آزاد 

، اثرات وابسته به اثر اندازهبه پارامتر  ورق-میکرودریافتند که با نزدیک شدن ضخامت  ایشانکرنش ارائه دادند. 

های کامپوزیتی تقویت شده با [ کمانش و پس کمانش حرارتی ورق11وو و همکاران ] اندازه مشهود تر است.

اهمیت نحوه توزیع گرافن  ایشانمورد مطالعه قرار دادند. سای ت-هالپینیکرومکانیکی بر اساس مدل مگرافن را 

های [ کمانش و پس کمانش ورق12شن و همکاران ] در  کمانش و پس کمانش حرارتی را نشان دادند.

ستحکام نتایج نشان داد که نیروی بحرانی کمانش و ا کامپوزیتی چندلایه تقویت شده با گرافن را بررسی کردند.

[ رفتار 13و همکاران ] یبراتهای تقویت شده با گرافن تحت تاثیر نحوه توزیع گرافن هستند. پس کمانش ورق

 یرخطیغ یتفس ی باشده با گرافن و قرار داده شده بر بستر تیتقو یمتخلخل ناقص هندس ریپس کمانش ت

 وبیگرافن، ع یگرافن، کسرحجم عیتخلخل، توز عیتخلخل، توز بضری اثر . ایشانمورد مطالعه قرار دادند

[ به بررسی 14یانگ و همکاران ] کردند. یمتخلخل بررس ریبستر را بر رفتار کمانش ت یو پارامترها یهندس

نشان  ایشانکمانش و ارتعاشات آزاد نانوورق کامپوزیتی متخلخل تقویت شده با گرافن مدرج تابعی پرداختند. 

آقازاده و همکاران  دهد.بار بحرانی کمانش و فرکانس طبیعی را کاهش می ،دادند که افزایش نسبت ضخامت

دیان کرنش مورد مدرج تابعی را با به کار گیری تئوری گرا ورق-میکروارتعاشات آزاد و کمانش حرارتی  [15]

 اندازهاثر ر اندازه، زمانی که ضخامت ورق نسبت به پارامت اثر . نتایج حاصل نشان داد کهبررسی قرار دادند

های کامپوزتی چندلایه مدرج اثر ترک ماتریس بر تحلیل کمانش ورق کند.تری ایفا میکوچکتر است، نقش مهم
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بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول مورد  [16]توسط لی و ژانگ  ،تابعی تقویت شده با نانولوله کربنی

چودری و جانا  بررسی شد. نانولوله کربنی بر رفتار کمانشاثرات شرایط مرزی و نحوه توزیع . گرفتمطالعه قرار 

ها را ای در لبهگاه ساده در معرض نیروهای درون صفحهموقعیت برش بر روی ورق اورتوتروپیک با تکیه [17]

تنها نه جهت بیشینه کردن بار بحرانی کمانش، بهینه ساختند. نتایج حاصل نشان داد که موقعیت بهینه برش 

کمانش، پس کمانش  [18]جیانگ و همکاران بلکه به شکل هندسی و لایه چینی بستگی دارد.  ،ادیبه خواص م

ای کامپوزیتی در محیط حرارتی را با استفاده از المان محدود های ذوزنقهو ارتعاشات اجباری غیرخطی ورق

سانگ اثرات درجه حرارت و زاویه الیاف بر نتایج حاصل مورد بررسی قرار گرفت.  در این پژوهش،تحلیل کردند. 

با  نشان داد که تایج حاصلنمورد مطالعه قرار دادند. های گرافن را خمش و کمانش ورق [19]و همکاران 

افزایش یافته و در نتیجه  گیریصورت چشمبه بحرانی کمانش بارگرافن،  تقویت فاز ماتریس با مقدار کمی

 ورق کامپوزیتی تقویت شده با گرافن نانو رفتار کمانش [20]و همکاران  جوانی خمش کمتری رخ خواهد داد.

 .افزایش درصد حجمی گرافن سبب افزایش بار کمانش خواهد شدکه نتایج عددی نشان داد را بررسی کردند. 

های ساندویچی با هسته لانه زنبوری کامل/ ناقص نلبه بررسی پس کمانش پا[ 21و همکاران ] شاهوردی

پس از حل تحلیلی معادلات حاکم و استخراج نیروی پس گرافن پرداختند. تقویت شده با های رویه وهندسی 

ها، ضخامت هسته، ضخامت رویه، نحوه توزیع گرافن در رویه ان داده شد که بار پس کمانش متاثر ازنش ،کمانش

های [ پاسخ دینامیکی پوسته22میرجوادی و همکاران ] است. هسته دیواره سلولی ضخامتنقص هندسی و 

افزایش درصد گرافن  نشان داد کهتقویت شده با گرافن مدرج تابعی را مورد بررسی قرار دادند. نتایج حاصل 

نانوکامپوزیتی ارتعاشات آزاد تیر [ 23براتی و شاهوردی ]سبب افزایش فرکانس تشدید پوسته خواهد شد. 

نشان داد از روش المان محدود  حاصل بررسی کردند. نتایج عددیرا  در محیط حرارتی تقویت شده با گرافن

که انحراف دینامیکی به طور قابل توجهی متاثر از تغییرات دما، نحوه توزیع گرافن، بستر الاستیک، کسر وزنی 

 گرافن و فرکانس تحریک است. 

های با لایه کوچک گرافنصفحات های تقویت شده با ورق-میکرویق ارائه شده، رفتار با توجه به پیشینه تحق

از این رو در این مقاله به بررسی و تحلیل کمانش هنوز مورد مطالعه و بررسی قرار نگرفته است.  ،پیزوالکتریک

حاکم بر پایه فرضیات تئوری معادلات پرداخته خواهد شد.  هاورق-میکرواین نوع الکتریکی -مکانیکی و حرارتی

سای به منظور تعیین ت-هالپینورق کیرشهف و تئوری تنش کوپل اصلاح شده هستند. مدل میکرومکانیکی 

همچنین تابع پتانسیل  شود.تقویت شده با گرافن به کار گرفته می ورق-میکروهای کامپوزیتی خواص لایه

شود در در نظر گرفته میهای پیزوالکتریک الکتریکی به صورت یک توزیع کسینوسی در راستای ضخامت لایه

های پیزوالکتریک در معرض لایه ای نیز وابسته است.های درون صفحهحالی که به صورت نامشخص به جهت

-ات دما در راستای ضخامت ورق، یکنواخت فرض میگیرند. تغییریک میدان الکتریکی خارجی ثابت قرار می

 یکنواخت توزیع شده به صورت ورق-میکروهای ای اعمالی خارجی در راستای لبهنیروهای درون صفحهشود. 

شود. بعلاوه های کرنش و جنبشی به منظور دستیابی به معادلات حرکت اعمال میاصل همیلتون بر انرژیاند. 

های مدرج تابعی تقویت شده با گرافن با لایه ورق-میکروتحلیل کمانش  عددینتایج  روش ناویر برای استخراج

های گرافن مدرج تابعی، یک تحلیل تعدیل توزیع لایه به منظور شود.گاه ساده استفاده میپیزوالکتریک با تکیه

های گرافن برای داشتن یک توزیع پیوسته از خواص مکانیکی در شود تا تعداد مورد نیاز لایهعددی انجام می
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در نهایت، اثر الگوی توزیع گرافن، کسر حجمی گرافن، نسبت  را نشان دهد. ورق-میکروراستای ضخامت 

به ضخامت لایه اثر اندازه های پیزوالکتریک به ضخامت لایه مدرج تابعی میزبان و نسبت پارامتر ضخامت لایه

 گیرد.  مورد بررسی قرار می ورق-میکروالکتریکی -حرارتیتابعی بر رفتار کمانش مکانیکی و  میزبان مدرج

 

  معادلات حاکم -2
 مقدمات -2-1

دازه در معادلات حاکم استفاده در این پژوهش تئوری تنش کوپل اصلاح شده به منظور لحاظ کردن اثرات ان

به صورت رابطه  ،انحرافی تانسور تنش کوپل متقارنشود. بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده، قسمت می

 [24] .شود( تعیین می1)

(1) 
𝑚𝑖𝑗 = 2𝜇𝑙2𝜒𝑖𝑗 

تانسور  ، مدول برشی و تانسور انحنای متقارن هستند.اثر اندازهبه ترتیب نشان دهنده پارامتر  𝜒𝑖𝑗 و 𝑙 ،𝜇که 

 [24] .شود( تعریف می2انحنای متقان به صورت رابطه )
 

(2) 𝜒𝑖𝑗 =
1

2
(𝜃𝑖,𝑗 + 𝜃𝑗,𝑖) 

 

 [24] .شود( بیان می3بیانگر بردار چرخش بوده و به صورت رابطه ) 𝜃𝑖که در آن 
 

(3) 𝜃𝑖 =
1

2
𝑒𝑖𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑗 

 

 تانسور جایگشت است. 𝑒𝑖𝑗𝑘های میدان جابجایی ونشان دهنده مولفه 𝑢𝑘 که

( 4، به صورت رابطه )هستند ∀ حجمدارای که شامل اثرات پیزوالکتریک هایی سازه-انرژی کرنش برای میکرو

 [25، 24] .قابل بیان است

(4) 𝑈 =
1

2
∫ (σ𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗 − 𝐷𝑖𝐸𝑖)𝑑V
∀

 

های تانسور تنش، تانسور کرنش، بردار جابجایی الکتریکی و بردار به ترتیب بیانگر مولفه 𝐸𝑖و  σ𝑖𝑗 ،𝜀𝑖𝑗 ،𝐷𝑖که 

های پیزوالکتریک را های تانسور تنش برای لایهای، مولفه. با فرض شرط تنش صفحهالکتریکی هستندمیدان 

 [25] .نمود( بیان 5توان به صورت رابطه )می
 

(5) {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

} = [
𝑄11 𝑄12 0
𝑄12 𝑄22 0
0 0 𝑄66

] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑦

} − [
0 0 𝑒31
0
0

0
0

𝑒32
0
] {

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

} − [
𝑄11 𝑄12 0
𝑄12 𝑄22 0
0 0 0

] {
𝛼11∆𝑇
𝛼22∆𝑇
0

} 

 سازگارثوابت الاستیک اصلاح شده نشان دهنده  𝑄𝑖𝑗ثوابت پیزوالکتریک هستند. همچنین 𝑒32و  𝑒31که در آن 

 بوده بیانگر ضرایب انبساط حرارتی 𝛼22 و 𝛼11 تعریف شده اند. پیوستای هستند که در با شرط تنش صفحه

های کرنش لاگرانژ، مولفه-با به کار گیری روابط کرنش جابجایی گرین نشان دهنده تغییرات دما است. 𝑇∆و 

 [25] .شوند( تعیین می6به صورت رابطه )
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(6) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
[𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖 + 𝑢𝑘,𝑖𝑢𝑘,𝑗] 

 [24] .شود( تعریف می7بردار جابجایی الکتریکی نیز به صورت رابطه )
 

(7) {

𝐷𝑥
𝐷𝑦
𝐷𝑧

} = [
0
0
𝑒31

0
0
𝑒32

0
0
0
] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑦

} + [

𝑘11 0 0
0 𝑘22 0
0 0 𝑘33

] {

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

} + [

𝑝1 0 0
0 𝑝2 0
0 0 𝑝3

] ∆𝑇 

ثوابت گذردهی دی الکتریک هستند. همچنین بردار میدان  ها𝑘𝑖𝑖ضرایب پایروالکتریک و  ها𝑝𝑖که در آن 

 [25] .( بیان کرد8توان به صورت رابطه )الکتریکی مربوط به پتانسیل الکتریکی را می
 

(8) 𝐸𝑖 = −𝜑,𝑖 

 

 تقویت شده با گرافنمدرج تابعی  ورق-میکروخواص مکانیکی موثر  -2-2
در معرض ولتاژ اعمالی  ℎو ضخامت کلی  𝑏، عرض 𝑎مستطیلی سه لایه به طول نازک  ورق-میکرویک 

قابل ذکر است که لایه میزبان یک لایه ( نشان داده شده است. 1، در شکل )های پیزوالکتریکدر لایه 𝑉خارجی

به ترتیب در راستای طول و عرض  𝑦و  𝑥محورهای  است. کوچک گرافنصفحات مدرج تابعی تقویت شده با 

 مبدا سیستم مختصات است. ورق-میکرودر امتداد ضخامت  zاند در حالی که محور قرار داده شده ورق-میکرو

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ،𝑂 الکتریک بالا و وزپی هایضخامت لایهقرار داده شده است.  ورق-میکرو، در گوشه صفحه میانی

به  کوچک گرافنصفحات لایه میزبان از جنس اپوکسی ساخته شده که با هستند.  ℎ1و  ℎ3پایین به ترتیب 

گرافن مدرج  های ساخت، لایهلازم به ذکر است که به دلیل محدودیتصورت مدرج تابعی تقویت شده است. 

های متفاوت گرافن در هر از این رو به صورت یک هسته چند لایه با کسر وزنیتابعی قابل دستیابی نیست. 

های گرافن، دقیقا به صورت یک لایه گرافن مدرج پس از آن با افزایش تعداد لایه شود.تقریب زده می ،لایه

های مورد دستیابی به تعداد لایهبه منظور  ،1-2-4نشان داده شده در بخش تحلیل عددی  کند.تابعی عمل می

 گرفته است.  انجام یک هسته گرافن مدرج تابعی پیوستهمعادل برای داشتن یک هسته چند لایه، نیاز 
  

 
 

های پیزوالکتریکمدرج تابعی تقویت شده با گرافن با لایه ورق-میکروهندسه  -1شکل   
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هسته چند لایه تقویت شده با گرافنالگوی توزیع مدرج تابعی برای  -2شکل   

 

( 2های گرافن مدرج تابعی فرض شده که در شکل )در تحلیل مورد نظر، چهار الگوی توزیع متفاوت برای لایه

 نشان داده شده است.  

های متفاوت یک هسته مدرج های گرافن با کسر وزنی( نشان داده شده است، لایه2همانطور که در شکل )

 بالاتری است(.  گرافن کسر وزنی  دارای تردهند )لایه با رنگ تیرهگرافن را تشکیل میتابعی از 

𝑉𝐺𝑃𝐿ام،  𝑘کسر وزنی گرافن در لایه 
(𝑘) وندشمی تعیین(12)-(9)، برای الگوهای توزیع متفاوت به صورت روابط. 

[11 ،26] 
 

(9) 𝑈 − 𝑃𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟𝑛: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)
= 𝑉𝐺𝑃𝐿

∗  

(10) 𝑋 − 𝑃𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟𝑛: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)
= 2𝑉𝐺𝑃𝐿

∗ |2𝑘 − 𝑁𝐿 − 1|/𝑁𝐿 

(11) 𝑂 − 𝑃𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟𝑛: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)
= 2𝑉𝐺𝑃𝐿

∗ (1 − |2𝑘 − 𝑁𝐿 − 1|/𝑁𝐿) 

(12) 𝐴 − 𝑃𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟𝑛: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)
= 𝑉𝐺𝑃𝐿

∗ (|2𝑘 − 1|/𝑁𝐿) 

 

𝑉𝐺𝑃𝐿های ورق میانی و تعداد کل لایه 𝑁𝐿که 
کسر وزنی کلی گرافن در ورق میانی است و به صورت رابطه  ∗

 [11] .شود( تعریف می13)

(13) 
𝑉𝐺𝑃𝐿
∗ =

𝑊𝐺𝑃𝐿

𝑊𝐺𝑃𝐿 + (
𝜌𝐺𝑃𝐿

𝜌𝑚
) (1 −𝑊𝐺𝑃𝐿)

 

به ترتیب کسر وزنی گرافن، چگالی جرمی گرافن و چگالی جرمی ماتریس  𝜌𝑚و  𝑊𝐺𝑃𝐿 ،𝜌𝐺𝑃𝐿که در آن 

 هستند.

 [11] .استمرتبط ( با کسر وزنی گرافن 14از سوی دیگر، کسر وزنی ماتریس به صورت رابطه )
 

(14) 𝑉𝐺𝑃𝐿 + 𝑉𝑚 = 1 

( و 15، ضریب پواسون و ضریب انبساط حرارتی گرافن به ترتیب به صورت روابط )هامخلوطبر اساس قانون 

 [11]شوند می تعریف (16)
 

(15) 𝜈 = 𝑉𝐺𝑃𝐿𝜈
𝐺𝑃𝐿 + 𝑉𝑚𝜈

𝑚 

(16) 𝛼 = 𝑉𝐺𝑃𝐿𝛼
𝐺𝑃𝐿 + 𝑉𝑚𝛼

𝑚 

ضریب انبساط حرارتی  ترتیب بیانگر ضریب پواسون گرافن و ماتریس و به 𝛼𝑚و  𝜈𝐺𝑃𝐿 ،𝜈𝑚 ،𝛼𝐺𝑃𝐿که در آن 

 گرافن و ماتریس هستند. 
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 باشدمی (17های گرافن به صورت رابطه )مدول یانگ موثر لایه جهت تعیین سایت-هالپینمدل میکرومکانیکی 

[11] 

(17) 𝐸 =
3

8

1 + 𝜉𝐿𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿
1 − 𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑚 +
5

8

1 + 𝜉𝑇𝜂𝑇𝑉𝐺𝑃𝐿
1 − 𝜂𝑇𝑉𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑚 

( 18به صورت رابطه )ضرایب نیز  یانگ گرافن و ماتریس هستند و سایربه ترتیب مدول  𝐸𝑚 و 𝐸𝐺𝑃𝐿که در آن 

 .آیندبدست می

(18) 

𝜉𝐿 = 2
𝑎𝐺𝑃𝐿
𝑡𝐺𝑃𝐿

, 𝜉𝑇 = 2
𝑏𝐺𝑃𝐿
𝑡𝐺𝑃𝐿

 

𝜂𝐿 =
𝐸𝐺𝑃𝐿/𝐸𝑚 − 1 

𝐸𝐺𝑃𝐿/𝐸𝑚 + 𝜉𝐿
, 𝜂𝑇 =

𝐸𝐺𝑃𝐿/𝐸𝑚 − 1 

𝐸𝐺𝑃𝐿/𝐸𝑚 + 𝜉𝑇
 

 

 طول، عرض و ضخامت گرافن هستند.به ترتیب معرف  𝑡𝐺𝑃𝐿 و 𝑎𝐺𝑃𝐿، 𝑏𝐺𝑃𝐿 در این رابطه که

 

 استخراج معادلات حاکم -۳-2
به در این بخش های گرافن، محاسباتی به کار گرفته شده برای خواص مکانیکی لایه از معرفی روشپس 

های با در نظر گرفتن فرضیات تئوری ورق کیرشهف برای ورق د.شومیپرداخته استخراج معادلات حرکت 

 [25] .( قابل بیان است19میدان جابجایی به صورت رابطه )کلاسیک، 
 

(19) 

𝑢1 = 𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝑢2 = 𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 

𝑢3 = 𝑤(𝑥, 𝑦) 
 

و جابجایی عرضی   𝑦 و  𝑥 های درون صفحه ای در راستای محورهایبه ترتیب بیانگر جابجایی 𝑤و  𝑢0 ،𝑣0که 

-کرنش گرین در رابطه ،(19)ا جایگذاری روابط میدان جابجایی، رابطه ب هستند.  ورق-میکروصفحه میانی 

 (کارمن-فون)فرضیات کرنش جابجایی های متوسط های کوچک و چرخشو با فرض کرنش(، 6) رابطه ،لاگرانژ

 .آیند( بدست می20به صورت رابطه )های کرنش مولفه ،[25]
 

(20) 

𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0 + 𝑧𝜀𝑥𝑥

1 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝜀𝑦𝑦 = 𝜀𝑦𝑦
0 + 𝑧𝜀𝑦𝑦

1 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

𝜀𝑥𝑦 = 𝜀𝑥𝑦
0 + 𝑧𝜀𝑥𝑦

1 =
1

2
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥
) +

1

2

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
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های بردار چرخش از به ترتیب معرف انحنا و کرنش غشایی هستند. مولفهصفر و یک  هادر این رابطه که

 .گردداستخراج می( 21ورت رابطه )به ص (3رابطه )در  ،(19) ، رابطهجایگذاری روابط میدان جابجایی
 

(21) 𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 , 𝜃𝑦 = −

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 , 𝜃𝑧 =

1

2
(
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

) 

 

 .شوند( محاسبه می22های تانسور انحنای متقارن به صورت رابطه )(، مولفه21( و )2) هایرابطهبا استفاده از 
 

(22) 

𝜒𝑥𝑥 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 , 𝜒𝑥𝑦 = 𝜒𝑦𝑥 =

1

2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) , 𝜒𝑥𝑧 = 𝜒𝑧𝑥 =

1

4
(
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥𝜕𝑦

) 

 

𝜒𝑦𝑧 = 𝜒𝑧𝑦 =
1

4
(
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

) , 𝜒𝑦𝑦 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 , 𝜒𝑧𝑧 = 0 

 

های با لایه کوچک گرافنصفحات تقویت شده با  ورق-میکرو(، انرژی کرنشی برای 4) رابطهدر نهایت بر اساس 

 .( بازنویسی شود23)به صورت رابطه تواند می ،پیزوالکتریک
 

(23) 

𝑈 =
1

2
∫ (σ

𝑥𝑥
𝜀𝑥𝑥 + σ𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦 + 2σ𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦 +𝑚𝑥𝑥𝜒𝑥𝑥 +𝑚𝑦𝑦𝜒𝑦𝑦 + 2𝑚𝑥𝑦𝜒𝑥𝑦

∀

+ 2𝑚𝑦𝑧𝜒𝑦𝑧 + 2𝑚𝑥𝑧𝜒𝑥𝑧 − 𝐷1𝑥𝐸1𝑥 − 𝐷1𝑦𝐸1𝑦 − 𝐷1𝑧𝐸1𝑧 − 𝐷3𝑥𝐸3𝑥

− 𝐷3𝑦𝐸3𝑦 − 𝐷3𝑧𝐸3𝑧) 𝑑∀ 

 

( در 25( و )24به صورت روابط ) ،در معرض ولتاژ خارجیهای پیزوالکتریک رابطه میدان الکتریکی برای لایه

 [27] .شودنظر گرفته می
 

(24) 
𝜑1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙1(𝑧)𝜓1(𝑥, 𝑦) + 𝑉𝑓1(𝑧) 

(25) 
𝜑3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙3(𝑧)𝜓3(𝑥, 𝑦) + 𝑉𝑓3(𝑧) 

 

توزیع پتانسیل الکتریکی به ترتیب معرف  𝑓3(𝑧)و  𝜙1(𝑧) ،𝜙3(𝑧) ،𝑓1(𝑧)ولتاژ اعمالی خارجی است و  𝑉که 

با در نظر گرفتن یک پتانسیل . هستندپایین و بالا های پیزوالکتریک ولتاژ خارجی در راستای ضخامت لایهو 

الکتریکی خارجی خطی در راستای ضخامت لایه پیزوالکتریک، به منظور ارضای معادله ماکسول و با فرض 

 این پارامترها به صورت پیزوالکتریک، هایآزاد لایه ، سطوح میانی وپتانسیل الکتریکی صفر در لایه میانی

𝜙1(𝑧) = −cos (𝜋 (
2𝑧+ℎ2+ℎ1

2ℎ1
)) ،𝜙3(𝑧) = −cos (𝜋 (

2𝑧−ℎ2−ℎ3

2ℎ3
))   ،𝑓1(𝑧)  =

(2𝑧+ℎ2)

2ℎ1
𝑓3(𝑧)و   =

(2𝑧−ℎ2)

2ℎ3
,𝜓1(𝑥. همچنین شوندتعریف می  𝑦)  و𝜓3(𝑥, 𝑦) ای پتانسیل به ترتیب نمایانگر توزیع درون صفحه

 های پیزوالکتریک پایین و بالا هستند. الکتریکی لایه

∫به صورت  در غیاب کار خارجی و انرژی جنبشی [(28)] اصل همیلتون (𝛿𝑈)𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1
، منجر به استخراج 

 .( خواهد شد30)-(26معادلات حرکت غیرخطی ورق به صورت معادلات )
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(26) 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁𝑥𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑁𝑦𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 2𝑁𝑥𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑌𝑥𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝑌𝑦𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝑌𝑥𝑦

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑌𝑥𝑦

𝜕𝑥2
= 0 

(27) 𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑦

𝜕𝑦2
+
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

= 0 

(28) 𝜕𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
−
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑥
𝜕𝑥2

= 0 

(29) 

∫ (−𝜙3
2 (𝑘11

(3) 𝜕
2𝜓3
𝜕𝑥2

+ 𝑘22
(3) 𝜕

2𝜓3
𝜕𝑦2

) + 𝑘33
(3)
𝜙3,𝑧 (𝜙3,𝑧𝜓3 + 𝑉𝑓3′(𝑧))

𝑧4

𝑧3

− 𝑝3
(3)
𝜙3,𝑧∆𝑇)𝑑𝑧 −

1

2
(𝐸31

(3) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝐸32
(3) (

𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

)

− (𝐸31
(3) 𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝐸32

(3) 𝜕𝑣0
𝜕𝑦
) + (𝔼31

(3) 𝜕
2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝔼32

(3) 𝜕
2𝑤

𝜕𝑦2
) = 0 

(30) 

∫ (−𝜙1
2 (𝑘11

(1) 𝜕
2𝜓1
𝜕𝑥2

+ 𝑘22
(1) 𝜕

2𝜓1
𝜕𝑦2

) + 𝑘33
(1)
𝜙1,𝑧 (𝜙1,𝑧𝜓1 + 𝑉𝑓1′(𝑧))

𝑧2

𝑧1

− 𝑝3
(1)
𝜙1,𝑧∆𝑇)𝑑𝑧 −

1

2
(𝐸31

(1) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝐸32
(1) (

𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

)

− (𝐸31
(1) 𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝐸32

(1) 𝜕𝑣0
𝜕𝑦
) + (𝔼31

(1) 𝜕
2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝔼32

(1) 𝜕
2𝑤

𝜕𝑦2
) = 0 

 

𝑧1که در آن  = −
ℎ2

2
− ℎ1 ،𝑧2 = −

ℎ2

2
 ،𝑧3 =

ℎ2

2
𝑧4و   =

ℎ2

2
+ ℎ3  .است𝑁𝑖𝑗  و𝑀𝑖𝑗  به ترتیب معرف

مرتبه بالا بوده که گشتاور های نشان دهنده منتجه 𝑌𝑖𝑗هستند. همچنین  گشتاورهای نیروی محوری و منتجه

ها پایین، ( به ترتیب بیانگر پارامترهای منتسب به لایه3( و )2(، )1های ). بالانویساندتعریف شده پیوستدر 

E3𝑖میانی و بالایی هستند. 
(𝑗)  و 𝔼3𝑖

(𝑗)( تعریف 31های پیزوالکتریک بوده که به صورت رابطه )ثوابت مرتبط با لایه

 .شوندمی
 

(31) (E3𝑖
(𝑗)
, 𝔼3𝑖

(𝑗)
) = ∫ 𝑒3𝑖

(𝑗)(1, 𝑧)𝜙𝑗,𝑧𝑑𝑧
𝑧4

𝑧3

 

 

 حل معادلات با روش ناویر -۳

 معادلات پایداری -۳-1

معادلات پایداری مورد نیاز با به گیرد. تجزیه و تحلیل پایداری بر اساس بررسی معادلات پایداری صورت می

های جابجایی و متغیرهای پتانسیل بنابراین مولفه. [4] گرددکار گیری معیار تعادل همسایگی استخراج می

 [4] .شوند( در نظر گرفته می32ای به صورت رابطه )الکتریکی درون صفحه
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 بالانویس صفر مربوط به حالت تعادل و بالانویس یک مربوط به شرایط پایداری است.

(، و خطی سازی معادلات نهایی، معادلات 30)-(26( در معادلات حاکم، معادلات )32)رابطه با جایگذاری 

 .آیند( بدست می37)-(33پایداری به صورت معادلات )
 

(33) 

𝜕2𝑀𝑥𝑥
1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

1

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
1

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁𝑥𝑥

0
𝜕2𝑤1

𝜕𝑥2
+ 𝑁𝑦𝑦

0
𝜕2𝑤1

𝜕𝑦2
+ 2𝑁𝑥𝑦

0
𝜕2𝑤1

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑌𝑥𝑥

1

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑌𝑦𝑦

1

𝜕𝑥𝜕𝑦

−
𝜕2𝑌𝑥𝑦

1

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑌𝑥𝑦

1

𝜕𝑥2
= 0 

(34) 
𝜕𝑁𝑥𝑥

1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

1

𝜕𝑦
+
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑦
1

𝜕𝑦2
+
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑥
1

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 

(35) 
𝜕𝑁𝑦𝑦

1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

1

𝜕𝑥
−
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑦
1

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1

2

𝜕2𝑌𝑧𝑥
1

𝜕𝑥2
= 0 

(36) 

∫ (−𝜙3
2 (𝑘11

(3) 𝜕
2𝜓3

1

𝜕𝑥2
+ 𝑘22

(3) 𝜕
2𝜓3

1

𝜕𝑦2
) + 𝑘33

(3)
𝜙3,𝑧 (𝜙3,𝑧𝜓3

1 + 𝑉𝑓3′(𝑧))
𝑧4

𝑧3

− 𝑝3
(3)
𝜙3,𝑧∆𝑇)𝑑𝑧 − (𝐸31

(3) 𝜕𝑢0
1

𝜕𝑥
+ 𝐸32

(3) 𝜕𝑣0
1

𝜕𝑦
)

+ (𝔼31
(3) 𝜕

2𝑤1

𝜕𝑥2
+ 𝔼32

(3) 𝜕
2𝑤1

𝜕𝑦2
) = 0 

(37) 

∫ (−𝜙1
2 (𝑘11

(1) 𝜕
2𝜓1

1

𝜕𝑥2
+ 𝑘22

(1) 𝜕
2𝜓1

1

𝜕𝑦2
) + 𝑘33

(1)
𝜙1,𝑧 (𝜙1,𝑧𝜓1

1 + 𝑉𝑓1′(𝑧)) − 𝑝3
(1)
𝜙1,𝑧∆𝑇)

𝑧2

𝑧1

𝑑𝑧

− (𝐸31
(1) 𝜕𝑢0

1

𝜕𝑥
+ 𝐸32

(1) 𝜕𝑣0
1

𝜕𝑦
) + (𝔼31

(1) 𝜕
2𝑤1

𝜕𝑥2
+ 𝔼32

(1) 𝜕
2𝑤1

𝜕𝑦2
) = 0 

 

𝑁𝑥𝑥که در آن 
0 ،𝑁𝑦𝑦

𝑁𝑥𝑦و  0
نمایانگر نیروهای پیش کمانش هستند و برای تحلیل کمانش حرارتی با توجه به  0

 .شوند( بیان می38به صورت رابطه )، پیوستدر  (1-معادله )پ
 

(38) 𝑁𝑥𝑥
0 = −𝑁𝑥𝑥

𝑇 + 𝑉(Ê31
(1) + Ê31

(3)), 𝑁𝑦𝑦
0 = −𝑁𝑦𝑦

𝑇 + 𝑉(Ê32
(1)
+ Ê32

(3)
) , 𝑁𝑥𝑦

0 = 0 

 

𝑁𝑥𝑥در این رابطه  که
𝑇 و 𝑁𝑦𝑦

𝑇 ( 39گسترده به صورت رابطه ) های نیروی حرارتی هستند که در فرممنتجه

 .شوندتعریف می
 

(39) 

𝑁𝑥𝑥
𝑇 = ∫ (1 + 𝜈(1))Q11

(1)𝛼(1)Δ𝑇
𝑧2

𝑧1
𝑑𝑧 + ∫ (1 + 𝜈(2)(𝑧))Q11

(2)(𝑧)𝛼(2)(𝑧)Δ𝑇
𝑧3

𝑧2
𝑑𝑧 +

∫ (1 + 𝜈(3))Q11
(3)𝛼(3)Δ𝑇

𝑧4

𝑧3
𝑑𝑧,  

𝑁𝑦𝑦
𝑇 = ∫ (1 + 𝜈(1))Q22

(1)𝛼(1)Δ𝑇
𝑧2

𝑧1

𝑑𝑧 + ∫ (1 + 𝜈(2)(𝑧))Q22
(2)(𝑧)𝛼(2)(𝑧)Δ𝑇

𝑧3

𝑧2

𝑑𝑧

+ ∫ (1 + 𝜈(3))Q22
(3)𝛼(3)Δ𝑇

𝑧4

𝑧3

𝑑𝑧 

(32) 𝑢0 → 𝑢0
0 + 𝑢0

1  , 𝑣0 → 𝑣0
0 + 𝑣0

1  , 𝑤 → 𝑤0 + 𝑤1 , 𝜓1 → 𝜓1
0 + 𝜓1

1 , 𝜓3 → 𝜓3
0 + 𝜓3

1 
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 و همچنین

(40) 
(Ê3𝑖

(𝑗)
, 𝔼̂3𝑖

(𝑗)
) = ∫ 𝑒3𝑖

(𝑗)(1, 𝑧)𝑓𝑗′(𝑧)𝑑𝑧
𝑧4

𝑧3

 

 

𝑁𝑥𝑥برای تحلیل کمانش مکانیکی 
0 = −𝑁0  و𝑁𝑦𝑦

0 = −𝑁0  است که در آن𝑁0 ای اعمالی درون صفحه ینیرو

همچنین  ورق گسترده شده است.-میکروهای که به صورت یکنواخت در امتداد لبه بوده بر واحد طولخارجی 

 در پیوست ارائه شده است.  شرایط مرزی استخراج شده،
 

 روش ناویر اعمال -۳-2

مدرج تابعی تقویت  ورق-میکروالکتریکی برای یک -به منظور استخراج نتایج عددی کمانش مکانیکی و حرارتی

  شود.های پیزوالکتریک از روش حل ناویر استفاده میلایها ب شده با گرافن

و تنها الگوی توزیع متقارن گرافن ثابت شرایط مرزی به صورت  الکتریکی ارائه شده،-در تحلیل کمانش حرارتی

تحلیل کمانش دیگر، در  از سوی د.فرض خواهد شنیروی محوری خارجی صفر شود. بعلاوه، می در نظر گرفته

شود. همچنین تغییرات مینشرایط مرزی متحرک و هیچ محدودیتی در الگوی توزیع در نظر گرفته  مکانیکی،

 .فرض خواهد شددما و ولتاژ اعمالی صفر 

 

 الکتریکی-تحلیل کمانش حرارتی -۳-2-1

، به منظور اعمال عدم تحرک در شرایط پیوستبر اساس فرم کلی شرایط مرزی ارائه شده در  در این حالت

-(41به صورت روابط ) 𝜓3و  𝜓1ای های میدان جابجایی و توزیع پتانسیل الکتریکی درون صفحهمولفهمرزی، 

 .( قابل تعریف هستند45)

(41) 𝑢0(𝑥, 𝑦) =∑∑U𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) cos(

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

(42) 𝑣0(𝑥, 𝑦) =∑∑V𝑚𝑛 cos (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin(

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

(43)  𝑤(𝑥, 𝑦) =∑∑W𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

(44) 𝜓1(𝑥, 𝑦) =∑∑𝛹1𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

(45) 𝜓3(𝑥, 𝑦) =∑∑𝛹3𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

 ای وهای درون صفحهجابجایی دامنه به ترتیب معرف 𝛹3𝑚𝑛 و U𝑚𝑛 ،V𝑚𝑛 ،W𝑚𝑛 ،𝛹1𝑚𝑛که در روابط فوق، 

  ای هستند.الکتریکی درون صفحهتوزیع پتانسیل دامنه عرضی و 
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که اختلاف  ایروش ناویر، مساله مقدار ویژهاعمال ( و 37)-(33( در معادلات )45)-(41) هایرابطهبا جایگذاری 

 .گردد( حاصل می46دهد به صورت رابطه )دمای بحرانی کمانش را ارائه می
 

(46) [
K𝑢𝑢 K𝑢𝜓
K𝜓𝑢 K𝜓𝜓

] (
u
ψ) = Δ𝑇 [

K𝑢𝑢
G 0
0 0

] (
u
ψ) 

  

uکه  = (U𝑚𝑛, V𝑚𝑛,W𝑚𝑛)
T  وψ = (𝛹1𝑚𝑛, 𝛹3𝑚𝑛)

T  است. همچنینK𝑢𝑢
G ماتریس سفتی  نشان دهنده

ماتریس  K𝑢𝜓ماتریس الاستیک،  K𝑢𝑢علاوه بر این،  است. کارمن-فونهندسی حاصل از فرضیات روابط 

K𝜓𝑢 ، کهپیزوالکتریک = K𝑢𝜓
T ، وK𝜓𝜓 .ماتریس گذردهی است 

در حالت شوند. مدار باز و مدار بسته در نظرگرفته می حالتدو جهت بررسی اثرات شرایط مرزی الکتریکی، 

ψ( به صورت 46در ابتدا دامنه پتانسیل الکتریکی از سطر دوم معادله )مدار باز،  = −K𝜓𝜓
−1 × K𝜓𝑢u 

(، مساله مقدار ویژه 46ادله )با جایگذاری دامنه پتانسیل الکتریکی حاصل در سطر اول مع گردد.استخراج می

 .شود( تبدیل می47مذکور به رابطه )
 

(47) (K𝑢𝑢 − K𝑢𝜓K𝜓𝜓
−1K𝜓𝑢)u = Δ𝑇K𝑢𝑢

G u 

 د.دهمیلاف دمای بحرانی کمانش حرارتی در حالت مدار باز را نتیجه که اخت

پتانسیل الکتریکی  های پیزوالکتریک است. بر این اساس،ناشی از اتصال کوتاه سطح لایه شرط مرزی مدار بسته،

 :( قابل بازنویسی است48ت معادله )( به صور46شود. در نتیجه معادله )های پیزوالکتریک صفر میسطح لایه

(48) K𝑢𝑢u = Δ𝑇K𝑢𝑢
G u 

 کند.را حاصل می حالت مدار بسته کمانش حرارتی در اختلاف دمای بحرانیکه 

 

 تحلیل کمانش مکانیکی -۳-2-2

ای به صورت معادلات های میدان جابجایی درون صفحهمنظور اعمال شرط تحرک، مولفهدر این حالت، به 

 .شوند( در نظر گرفته می50( و )49)
 

(49) 𝑢0(𝑥, 𝑦) =∑∑U𝑚𝑛 cos (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) sin(

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

(50) 𝑣0(𝑥, 𝑦) =∑∑V𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) cos(

𝑛𝜋𝑦

𝑏
)

𝑚𝑛

 

مانند بخش کمانش حرارتی در نظر  ،ایالکتریکی درون صفحهدر حالی که جابجایی عرضی و توزیع پتانسیل 

تغییرات دمای بحرانی  ارائه شده جهت محاسبه شوند. بار بحرانی کمانش مکانیکی از روش مشابهگرفته می

 شود.حاصل می
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 بحث و نتایج -۴

مراجع مرتبط صحت شود. در ابتدا نتایج عددی فعلی با نتایج موجود در ارائه می بخشنتایج کمانش در این 

 ،گرافن تأثیر کسر وزنی و نوع توزیعشود. پس از آن، چند نمونه مطالعه موردی جهت نشان دادن سنجی می

مکانیکی و همچنین اثر ولتاژ خارجی بر تغییرات دمای بحرانی کمانش و بار  ورق-میکروهای هندسی ویژگی

 بحرانی کمانش ارائه شده است. 

 

 صحت سنجی نتایج -۴-1
منظور صحت سنجی نتایج کمانش حرارتی، یک ورق مربعی کامپوزتی چند لایه تقویت شده با گرافن با  به

 غیرخطیابط کرنش ری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روشرط مرزی تکیه گاه ساده ثابت که بر اساس تئو

تغییرات  [ برای11] ارائه شده در مرجع نتایج. [11]شود مدل سازی شده است، در نظر گرفته می کارمن-فون

ماتریس کامپوزیت از جنس  دمای بحرانی کمانش بر اساس به کار گیری روش مربعات دیفرانسیلی است.

𝑁𝐿برابر  هافن تقویت شده است. تعداد لایهاپوکسی ساخته و با گرا = مدول  در نظر گرفته شده است. 10

، (GPa) 3یانگ، چگالی جرمی، ضریب پواسون و ضریب انبساط حرارتی ماتریس به ترتیب برابر 

1200 (kg/m3) ،0.34  60و × 10−6 (1/K)  است. همچنین مدول یانگ، چگالی جرمی، ضریب پواسون و

5و  1062.5 (kg/m3) ،0.186، (GPa) 1010ضریب انبساط حرارتی گرافن به ترتیب برابر  × 10−6 (1/K) 

𝑎به صورت  ،(1های هندسی ورق مطابق شکل )ست. دادها = 𝑏 ،𝑎/ℎ = ℎو  45تا  25 = 0.01 (m)  فرض

𝑎𝐺𝑃𝐿 صورتبهشوند. خواص گرافن می = 2.5 (𝜇𝑚) ،𝑏𝐺𝑃𝐿 = 1.5 (𝜇𝑚) ، و𝑡𝐺𝑃𝐿 = 1.5(𝑛𝑚)  و𝑊𝐺𝑃𝐿 =

سه توزیع متفاوت برای  ،[11] مرجع تغییرات دمای بحرانی کمانش فعلی در مقایسه با نتایجنتایج است.  0.3%

حتی با وجود این که مدل سازی حاضر بر اساس تئوری ورق کیرشهف  ارائه شده است. (1گرافن در جدول )

برای همه الگوهای توزیع گرافن، درصد اختلاف  𝑎/ℎاست، نتایج از مطابقت خوبی برخوردار هستند و با افزایش 

 است. کمتر 35/0 از

 
اختلاف دمای بحرانی کمانش برای یک ورق مربعی تقویت شده با گرافن با مقادیر معادل گزارش شده در مقایسه  -1جدول 

 (K) [11] مرجع
 

𝒂/𝒉 = 𝟒𝟓 𝒂/𝒉 = 𝟑𝟓 𝒂/𝒉 = 𝟐𝟓   

 پژوهش حاضر 40.738 20.785 12.574

𝐗-[11]مرجع  40.261 20.660 12.528 الگو 

 اختلافدرصد  1.18 0.6 0.35

 پژوهش حاضر 32.849 16.760 10.138

𝐔-[11]مرجع  32.539 16.679 10.109 الگو 

 درصد اختلاف 0.95 0.48 0.28

 پژوهش حاضر 24.997 12.753 7.715

𝐎-[11]مرجع  24.817 12.707 7.698 الگو 

 درصد اختلاف 0.72 0.36 0.22
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ZrO2/Tiاعتبار سنجی دیگر برای یک ورق چهار لایه با هسته مدرج تابعی دو لایه ساخته شده از  − 6Al −

4V   های پیزوالکتریک در بالا و پایین سازه از جنس لایهکه استPZT − 5A در مرجع . [8] اندقرار داده شده

برای توسعه معادلات  کارمن-فون غیرخطیتئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول به همراه رابطه کرنش [ 8]

حل لوی به منظور دستیابی به اختلاف دمای بحرانی کمانش اعمال شده است.  اند وبه کار گرفته شدهحاکم 

Tiو  ZrO2خواص مادی  − 6Al − 4V به صورت رابطه 𝑃 = 𝑃0(𝑃−1𝑇
−1 + 1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇

2 + 𝑃3𝑇
3) ،

از سوی . اند( ارائه شده2در جدول ) 𝑃𝑖بر حسب کلوین بوده و ضرایب  𝑇 که در این رابطه وابسته به دما هستند

PZTدیگر، خواص  − 5A دمای مرجع، کهایگونهتند بهتوابع خطی از اختلاف دما نسبت به دمای مرجع هس 

𝑇0 = 300 (K) ،𝐸(𝑧) = 𝐸110(1 + 𝐸111∆𝑇) ،𝛼(𝑧) = 𝛼110(1 + 𝛼111∆𝑇) ،𝐸110 = 63 (GPa) ،

𝐸111 = −0.0005 (1/K) ،𝛼110 = 0.9 × 10
−6 (1/K)  و 𝛼111 = 0.0005 (1/K) ضریب پواسون  .است

 شوند.در نظر گرفته می 0.3و  0.29 ثابت و به ترتیب برابر های پیزوالکتریکبرای هسته مدرج تابعی و لایه

𝑎صورت به مشخصات هندسی ورق = 𝑏 ،𝑏/ℎ = 20 ،ℎ𝑝 = 0.0001 (m)  وℎℎ = 0.001 (m) .هستند 

شود. ورق در معرض سه اختلاف پتانسیل در نظر گرفته می یکشاخص قانون توان برای هسته مدرج تابعی برابر 

𝑉 متفاوت = −500 (Volt) ،𝑉 = 0 (Volt)  و𝑉 = 500 (Volt)  .نتایج حاضر با نتایج گزارش شده از است

با توجه به اند. مقایسه شده (3)در جدول  ،(TD) و وابسته به دما (TID) برای حالت مستقل از دما [8]مرجع 

 .طابق بسیار خوبی قابل مشاهده استتدرصد،  4/1و درصد اختلاف کمتر از (، 3جدول )
 

Ti و  ZrO2ضرایب ترموالاستیک وابسته به دما برای  -2جدول  − 6Al − 4V[8] 

𝑃3 𝑃2 𝑃1 𝑃−1 𝑃0  ماده 

−3.681e − 10 1.214e − 6 −1.371e − 3 0 244.27e + 9 𝐸 (Pa) 
ZrO2 

−6.778e − 11 1.006e − 5 −1.491e − 3 0 12.766e − 6 𝛼 (1/K) 

0 0 −4.586e − 4 0 122.56e + 9 E (Pa) 
Ti − 6Al − 4V 

0 −0.3147e − 6 6.638e − 4 0 7.5788e − 6 𝛼 (1/K) 

 

برای یک ورق مربعی با هسته  [8]مقایسه تغییرات دمای بحرانی کمانش با نتایج مرتبط گزارش شده در مرجع  -۳جدول 
 (K)های پیزوالکتریک با لایه مدرج تابعی دو لایه

 
 

 مستقل از دما
(TID) 

 وابسته به دما 
(TD) 

 ولتاژ )ولت( 

 پژوهش حاضر 160.452  240.260

 [8]مرجع  159.0321  236.9330 500-

 درصد اختلاف 0.89  1.4

 پژوهش حاضر 158.371  236.068

 [8]مرجع  156.9634  232.8218 0

 درصد اختلاف 0.89  1.39

 پژوهش حاضر 156.271  231.876

 [8]مرجع  154.8778  228.7106 500

 درصد اختلاف 0.9  1.38
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 مطالعه پارامتری و بحث -۴-2

 بررسی همگرایی -۴-2-1
های کامپوزیتی مدرج تابعی تقویت شده با گرافن با لایه ورق-میکروچند مطالعه موردی برای یک در این بخش، 

به جز مواردی که دقیقا ذکر شده نتایج ارائه شده مربوط  ،از این پس است. ساده ارائه شدهگاه زوالکتریک با تکیهیپ

حالت نتایج حاضر برای به منظور مشاهده اثر پیزوالکتریک در تحلیل کمانش حرارتی  ،به حالت مدار بسته است

𝑙1صورت ورق مورد بررسی به-ندسی میکروپارامتر اثر اندازه و مشخصات ه .ارائه شده است مدار باز = 𝑙2 =

𝑙3 = 𝑙 ،𝑎/𝑏 = 1 ،𝑏/ℎℎ = 25، ℎℎ = 17.6 𝜇𝑚 ، ℎℎ/𝑙 = ℎ𝑝و  1 = ℎℎ/8  در نظر گرفته

PZT از جنس های پیزوالکتریکبا لایهبا گرافن تقویت شده لایه میزبان متشکل از ماتریس اپوکسی  شوند.می −

5A  مدول یانگ، چگالی جرمی، ضریب پواسون و ضریب انبساط حرارتی اپوکسی به است.  در سطوح بالا و پایین

60و  1200 (kg/m3)  ،0.34،(GPa) 3صورت بهترتیب  × 10−6 (1/K)  همچنین مدول  .[11]است

 ،(GPa) 1010صورت بهیانگ، چگالی جرمی، ضریب پواسون و ضریب انبساط حرارتی گرافن به ترتیب 

1062.5 (kg/m3)، 0.186 5 و × 10−6 (1/K)  صورتبههای هندسی گرافن نیز ویژگی .[11]است 

𝑎𝐺𝑃𝐿 = 2.5 (𝜇𝑚) ،𝑏𝐺𝑃𝐿 = 1.5 (𝜇𝑚)  و𝑡𝐺𝑃𝐿 = 1.5(𝑛𝑚) همچنین کسر وزنی گرافن  .[11] است

𝑊𝐺𝑃𝐿صورت به = 𝐺12صورت های برشی برای لایه میزبان بهمدول. [11] در نظر گرفته شده است 0.3%
(2) =

𝐺13
(2) = 𝐺23

(2) =
𝐸(2)

2(1+𝜈(2))
مدول یانگ، مدول برشی، چگالی جرمی، ضریب پواسون و . [11] شوندفرض می 

PZT ضریب انبساط حرارتی − 5A  63صورت بهبه ترتیب (GPa) ،24.2 (GPa) ،7600 (kg/m3) ،

0.9 و  0.35 × 10−6 (1/K) صورتنیز بهضرایب پیزوالکتریک  .[29] شونددر نظر گرفته می 𝑒31 =

𝑒32 = −7.209 (C/m
2) ،𝑒24 = 𝑒15 = 12.322 (C/m

2)،  𝑘11 = 𝑘22 = 1.53 ×

10−8 (W/mK)  و  𝑘33 = 1.5 × 10
−8 (W/mK)[29] هستند. 

های گرافن به کار رفته در لایه میزبان جهت دستیابی به با بررسی همگرایی در تعداد لایه تجزیه و تحلیل عددی،

-میکروبرای یک اختلاف دمای بحرانی کمانش  شود.آغاز می ،تقویت شده با گرافن مدرج تابعی میزبان ورق-میکرو

( بر اساس 4های پیزوالکتریک در شرایط مدار باز و مدار بسته در جدول )مربعی تقویت شده با گرافن با لایه ورق

به  6ها از توان دریافت که هنگامی که تعداد لایهبه راحتی میمیزبان ارائه شده است.  ورق-میکروهای تعداد لایه

𝑁𝐿 یابد، تغییرات نتایج به اندازه کافی کوچک است و بنابراین باافزایش می 10 = همگرایی مورد نیاز برای  10

بوط ر، از این پس نتایج ارائه شده مبنابراینمیزبان مدرج تابعی هموار قابل دستیابی است.  ورق-میکروداشتن یک 

 ای گرافن است.پیزوالکتریک با هسته ده لایه ورق-میکروبه 

Vگردد که هنگامی که ولتاژ اعمالی خارجی منفی باشد،همچنین مشاهده می = −50 (Volt) همه  ، در

ذکر است که در  قابلشود. الگوهای توزیع مدرج تابعی، شرط مدار باز منجر به اختلاف دمای بحرانی بیشتری می

کاهش ولتاژ اعمالی خارجی، اختلاف ، ولتاژ اعمالی خارجی برابر صفر است. از سوی دیگر با شرط مرزی مدار بسته

یابد. علت این امر نیروی محوری حاصل از ولتاژ خارجی است. میدان الکتریکی دمای بحرانی کمانش افزایش می

که در اینجا  𝑒32و  𝑒31( و علامت38) رابطهخارجی اعمالی، برای مقادیر منفی )مثبت( ولتاژ خارجی، بر اساس 

متعاقبا منجر به افزایش )کاهش( اختلاف دمای بحرانی  کند که)فشاری( تولید می منفی هستند، یک نیروی کششی

 نشان  ،نتایج در مورد اثر الگوی توزیع مدرج تابعی بر اختلاف دمای بحرانی شود.می

 است.   Xو O ،U کمترین تا بیشترین اختلاف دمای بحرانی کمانش به ترتیب متعلق به الگوهای توزیع دهد کهمی
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های با لایه تقویت شده با گرافن مربعی با هسته مدرج تابعی ورق-میکرو تغییرات دمای بحرانی کمانش برای یک -۴جدول 
 (K)پیزوالکتریک 

 

𝑵𝑳 = 𝟏𝟎 𝑵𝑳 = 𝟔 𝑵𝑳 = 𝟐 

 مدار حالت
الگوی 

 مدرج تابعی
𝑽 = −𝟓𝟎 

(𝐕𝐨𝐥𝐭) 

𝑉 = 0 

(Volt) 

𝑉 = 50 

(Volt) 

𝑉 = −50 

(Volt) 

𝑉 = 0 

(Volt) 

𝑉 = 50 

(Volt) 

𝑉 = −50 

(Volt) 

𝑉 = 0 

(Volt) 

𝑉 = 50 

(Volt) 

891.176 818.566 
745.95

6 
 مدار باز 745.956 818.566 891.176 745.956 818.566 891.176

𝐔 
 مدار بسته 818.566 818.566 818.566

899.235 826.586 
753.93

8 
 مدار باز 745.956 818.566 891.176 753.346 825.992 898.637

𝐗 
 مدار بسته 818.566 825.992 826.586

884.103 811.454 
738.80

6 
 مدار باز 745.956 818.566 891.176 739.336 811.981 884.627

𝐎 
 مدار بسته 818.566 811.981 811.454

 

 های پیزوالکتریکضخامت لایه -۴-2-2

𝑇𝑐𝑟∆) ختلاف دمای بحرانی کمانش بر اساس تئوری کلاسیکا
𝐶𝑇) و تئوری تنش کوپل اصلاح شده (∆𝑇𝑐𝑟

𝑀𝐶𝑆𝑇) 

شود که به مشاهده می ب( نمایش داده شده است.-3الف( و )-3های )به ترتیب در شکل ℎ𝑝/ℎℎ بر حسب

از طرفی  یابد.دلیل اثر سفت کنندگی افزایش ضخامت پیزوالکتریک، اختلاف دمای بحرانی کمانش افزایش می

بوده و نتایج تئوری کلاسیک دیگر کاربرد ندارند. بعلاوه،  اثر اندازهحت تاثیر پارامتر نتایج به طور قابل توجهی ت

 در نتایج تئوری کلاسیک بیشتر قابل توجه است. کار گرفته شدهبه اثر الگوی توزیع گرافن مدرج تابعی

 

 پارامتر اثر اندازه -۴-2-۳

دمای بحرانی کمانش تئوری تنش کوپل اصلاح شده اثر نسبت ضخامت هسته به پارامتر اثر اندازه بر اختلاف 

(∆𝑇𝑐𝑟
𝑀𝐶𝑆𝑇( در شکل ،)شود که با افزایش نسبت ( نمایش داده شده است. مشاهده می4ℎℎ/𝑙اختلاف دمای ، 

نسبت  یابد. بعلاوه با افزایش اینبحرانی کمانش به دلیل اثر استحکام بخشی پارامتر اثر اندازه در سازه، کاهش می

 شود. متعاقبا تضعیف سازه، تمایز بین نتایج الگوهای توزیع گرافن مدرج تابعی به کار گرفته شده بیشتر میو 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

، بر ℎ𝑝/ℎℎهای پیزوالکتریک به ضخامت لایه میانی، اختلاف دمای بحرانی کمانش بر حسب نسبت ضخامت لایه -۳شکل 

با  مدرج تابعیتقویت شده با گرافن مربعی  ورق-میکروتئوری تنش کوپل اصلاح شده برای  -تئوری کلاسیک و ب -اساس الف
 (K) پیزوالکتریک هایلایه
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، بر اساس تئوری ℎℎ/𝑙، اثر اندازهاختلاف دمای بحرانی کمانش بر حسب نسبت ضخامت لایه میانی به پارامتر  -۴شکل 

 (K) پیزوالکتریکهای با لایهمربعی تقویت شده با گرافن مدرج تابعی  ورق-میکروتنش کوپل اصلاح شده برای یک 

 
 ضخامت لایه میانی طول ورق به نسبت  -۴-2-۴

بر اختلاف دمای بحرانی کمانش برای تئوری کلاسیک و تئوری  ،ضخامت لایه میانیبه  طول ورقاثر نسبت 

 𝑎/ℎℎافزایش نسبت ب( نشان داده شده است. -5) الف( و-5های )به ترتیب در شکلتنش کوپل اصلاح شده 

. اگر چه تاثیر شده استاختلاف دمای بحرانی منجر به کاهش  که نتیجتاً ،که با افت سفتی سازه همراه است

الگوی توزیع گرافن مدرج تابعی در نتایج تئوری تنش کوپل اصلاح شده قابل تشخیص نیست، در نتایج تئوری 

 کم، بیشتر قابل مشاهده است.  𝑎/ℎℎهای کلاسیک خصوصا در نسبت

 

 کسر وزنی گرافن -۴-2-5

گونه ( نشان داده شده است. همان6، بر اختلاف دمای بحرانی کمانش در شکل )𝑊𝐺𝑃𝐿اثر کسر وزنی گرافن، 

𝑇𝑐𝑟∆، با کاهش اختلاف دمای بحرانی کمانش )𝑊𝐺𝑃𝐿گردد افزایش که مشاهده می
𝑀𝐶𝑆𝑇 .دلیل این( همراه است 

𝑁𝑥𝑥شود، ولی نیروهای حرارتی محوری تر می، سفت𝑊𝐺𝑃𝐿امر این است که اگر چه لایه میانی با افزایش 
𝑇  و

𝑁𝑦𝑦
𝑇 ( ( و به پیروی از آن بار بحرانی کمانش حرارتی کاهش می39افزایش یافته )با توجه به معادله) یابد. به

رود، سهم الگوی توزیع گرافن بعلاوه، همانطور که انتظار می یابد.بیان دیگر استحکام کمانش حرارتی کاهش می

تر است. از سوی دیگر، اختلاف بین نتایج الگوهای توزیع متفاوت گرافن در یک با افزایش کسر وزنی، مشهود

ماند. اثر کسر وزنی گرافن بر بار کسر وزنی مشخص، مستقل از مقدار ولتاژ اعمالی خارجی، ثابت باقی می

𝑁̂0کانیکی بحرانی کمانش بی بعد، م =
𝑁0𝑎

2

𝐸𝑚ℎℎ
دهد که با ( نمایش داده شده است. نتایج نشان می7، در شکل )3

   یابد.افزایش کسر وزنی به دلیل اثر سفت کنندگی کسر وزنی، بار بحرانی مکانیکی کمانش افزایش می
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-بر اساس الف، 𝑎/ℎℎ، به ضخامت لایه میانی ورق-میکروطول اختلاف دمای بحرانی کمانش بر حسب نسبت  -5شکل 
های با لایهمربعی تقویت شده با گرافن مدرج تابعی  ورق-میکروبرای  ،تئوری تنش کوپل اصلاح شده-تئوری کلاسیک و ب

   (K)پیزوالکتریک 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
 

، بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده برای 𝑊𝐺𝑃𝐿گرافن،  وزنیکسر اختلاف دمای بحرانی کمانش بر حسب  -۶شکل 

𝑉-پیزوالکتریک الفهای با لایهمربعی تقویت شده با گرافن مدرج تابعی  ورق-میکرو = 50 (Volt)ب ،-𝑉 = 0 (Volt)  و

𝑉-ج = −50 (Volt) (K) 
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، بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده 𝑊𝐺𝑃𝐿گرافن،  وزنیکسر بحرانی کمانش بی بعد بر حسب مکانیکی بار  -۷شکل 

𝑉پیزوالکتریک های با لایهبا گرافن مدرج تابعی مربعی تقویت شده  ورق-میکروبرای  = 0 (Volt) 

 

 بندیگیری و جمعنتیجه -5
مربعی تقویت شده با گرافن مدرج تابعی  ورق-میکروالکتریکی یک -کمانش مکانیکی و حرارتیپژوهش  نیدر ا

بر اساس فرضیات تئوری ورق  یمرز طیقرار گرفت. معادلات حاکم و شرا یمورد بررسهای پیزوالکتریک با لایه

جهت  ریونا حل . روشدیاستخراج گرد لتونیبا استفاده از اصل هم کیرشهف و تئوری تنش کوپل اصلاح شده،

با  حاضر پژوهشبدست آمده از  جی. نتابه کار گرفته شد گاه سادهشرط مرزی تکیهبرای  ،دستیابی به نتایج

پارامترهایی  . اثرشدمشاهده  جیدر نتا یمناسب یهمخوان و گردید یموجود در مقالات مشابه اعتبارسنج جینتا

، نسبت طول ورق به ضخامت لایه اثر اندازه پارامتر ضخامت پیزوالکتریک، نسبت ضخامت لایه میزبان به نظیر

قرار  ارزیابیمورد بحرانی کمانش  مکانیکی و کسر وزنی گرافن بر اختلاف دمای بحرانی کمانش و بار میزبان

 توان به صورت موارد زیر بیان کرد:های حاصل از این پژوهش را مییافته. گرفت

های پیزوالکتریک به ضخامت لایه میانی، اختلاف دمای بحرانی کمانش با افزایش نسبت ضخامت لایه -

 یابد.افزایش می

 اختلاف دمای بحرانی کمانش، با نسبت ضخامت لایه میانی به طول ورق ارتباط مستقیمی دارد.  -

 .یابداختلاف دمای بحرانی کمانش با کاهش ولتاژ اعمالی خارجی افزایش می -

خواهد اختلاف دمای بحرانی کمانش  کاهشسبب  ،اثر اندازهافزایش نسبت ضخامت لایه میانی به پارامتر  -

 .شد

 ولتاژ اعمالی خارجی بر نقش الگوی توزیع گرافن مدرج تابعی در نتایج کمانش حرارتی، اثری ندارد.مقدار  -

اثر الگوی توزیع گرافن مدرج تابعی بر نتایج کمانش حرارتی در حالت استفاده از تئوری کلاسیک و نسبت  -

 تر است.بالاتر، مشهود اثر اندازهضخامت لایه میانی به پارامتر 

یابد در حالی که بار مکانیکی بحرانی بحرانی کمانش با افزایش کسر وزنی گرافن، کاهش می اختلاف دمای -

 یابد.افزایش می

 با افزایش کسر وزنی گرافن، اثر الگوی توزیع گرافن مدرج تابعی بر نتایج ارائه شده بیشتر مشهود است. -
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یی نظیر گرافن سبب سفت شوندگی سازه هاکه اگر چه استفاده از تقویت کننده نمودتوان بیان در پایان می -

کاهش استحکام کمانش حرارتی  از سوی دیگر منجر بهد، شوو متعاقبا بهبود پتانسیل حمل بار مکانیکی می

 خواهد شد.  
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𝐾𝑢𝜓 :ماتریس پیزوالکتریک  
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𝐾𝑢𝑢
𝐺 : ماتریس سفتی هندسی  

𝑁𝑐𝑟 :بار بحرانی کمانش  

 
 پیوست

 های نیرو و ممان به صورت زیر قابل بیان هستند.منتجه
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+ Ê31

(3)
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(1),(3) = Q22

(1),(3) =
𝐸(1),(3)

1−(𝜈(1),(3))
2 ,Q12

(1),(3) = 𝜈(1),(3)
𝐸(1),(3)

1−(𝜈(1),(3))2
,Q66

𝑏,𝑡 =
𝐸(1),(3)

2(1+𝜈(1),(3))
, 
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Q11
(2)(𝑧) = Q22

(2)(𝑧) =
𝐸(2)(𝑧)

1 − (𝜈(2)(𝑧))2
,Q12

(2)(𝑧) = 𝜈(2)(𝑧)
𝐸(2)(𝑧)

1 − (𝜈(2)(𝑧))2
,Q66

(2)(𝑧)

=
𝐸(2)(𝑧)

2(1 + 𝜈(2)(𝑧))
 

 شوند.های ممان مرتبه بالا به صورت زیر تعریف میمنتجه
 

 (5-)پ

{
 
 

 
 
𝑌𝑥𝑥
𝑌𝑦𝑦
𝑌𝑥𝑦
𝑌𝑥𝑧
𝑌𝑦𝑧}

 
 

 
 

=∑∫

{
  
 

  
 𝑚𝑥𝑥

(𝑘)

𝑚𝑦𝑦
(𝑘)

𝑚𝑥𝑦
(𝑘)

𝑚𝑥𝑧
(𝑘)

𝑚𝑦𝑧
(𝑘)
}
  
 

  
 

𝑑𝑧
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

3

𝑘=1

 

 

 که به فرم زیر قابل بازنویسی هستند. 
 

(6-)پ  
𝑌𝑥𝑥 = 𝐶1 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
),  𝑌𝑦𝑦 = −𝐶1 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
), 𝑌𝑥𝑦 =

1

2
𝐶1 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
), 𝑌𝑦𝑧 =

1

4
𝐶1 (

𝜕2𝑣0

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
), 𝑌𝑥𝑧 =

1

4
𝐶1 (

𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

 که در رابطه فوق داریم

𝐶1 (7-)پ = 2∑∫ 𝜇𝑘(𝑧)𝑙𝑘
2𝑑𝑧

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

3

𝑘=1

 

 

𝑥های شرایط مرزی در لبه = 0, 𝑎  .از ورق به صورت زیر استخراج گردید 
  

 (8-)پ
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑌𝑥𝑦

𝜕𝑥
−
1

2

𝜕𝑌𝑥𝑥
𝜕𝑦

+
1

2

𝜕𝑌𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 𝛿𝑤  یا  0 = 0 

𝑁𝑥𝑥− (9-)پ −
1

4

𝜕𝑌𝑥𝑧
𝜕𝑦

|
𝑥 = 0, 𝑎

= 𝛿𝑢0  یا  0 = 0 

𝑁𝑥𝑦− (10-)پ +
1

4

𝜕𝑌𝑦𝑧

𝜕𝑦
+
1

2

𝜕𝑌𝑥𝑧
𝜕𝑥

|
𝑥 = 0, 𝑎

= 𝛿𝑣0  یا  0 = 0 

∫ (11-)پ (𝑘11
(3)
𝜙3

2 (
𝜕𝜓3
𝜕𝑥

) − 𝑝1
(3)
𝜙3∆𝑇)𝑑𝑧

𝑧4

𝑧3

|
𝑥 = 0, 𝑎

= 𝛿𝜓3  یا  0 = 0 

∫ (12-)پ (𝑘11
(1)
𝜙1

2 (
𝜕𝜓1
𝜕𝑥

) − 𝑝1
(1)
𝜙1∆𝑇)𝑑𝑧

𝑧2

𝑧1

|
𝑥 = 0, 𝑎

= 𝛿𝜓1  یا  0 = 0 

𝑀𝑥𝑥 (13-)پ + 𝑌𝑥𝑦 |𝑥 = 0, 𝑎
= 𝛿  یا  0

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 

𝑀𝑥𝑦 (14-)پ −
1

2
𝑌𝑥𝑥 +

1

2
𝑌𝑦𝑦 |𝑥 = 0, 𝑎

= 𝛿  یا  0
𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0 

𝑌𝑥𝑧 (15-)پ |𝑥 = 0, 𝑎
= 𝛿  یا  0

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= 0 

𝑌𝑦𝑧 (16-)پ |𝑥 = 0, 𝑎
= 𝛿  یا  0

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0 

𝑌𝑥𝑧 (17-)پ |𝑥 = 0, 𝑎
= 𝛿  یا  0

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

= 0 
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𝑦های شرایط مرزی در لبه = 0, 𝑏   .از ورق به صورت زیر استخراج گردید 
 

 (18-)پ

𝜕𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−
𝜕𝑌𝑥𝑦

𝜕𝑦
−
1

2

𝜕𝑌𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
1

2

𝜕𝑌𝑦𝑦

𝜕𝑥
|
𝑦 = 0, 𝑏

= 𝛿𝑤 یا  0

= 0 

𝑁𝑥𝑦− (19-)پ +
1

4

𝜕𝑌𝑥𝑧
𝜕𝑥

−
1

2

𝜕𝑌𝑦𝑧

𝜕𝑦
|
𝑦 = 0, 𝑏

= 𝛿𝑢0 یا 0 = 0 

𝑁𝑦𝑦− (20-)پ −
1

4

𝜕𝑌𝑦𝑧

𝜕𝑥
|
𝑦 = 0, 𝑏

= 𝛿𝑣0 یا  0 = 0 

∫ (21-)پ (𝑘22
(3)
𝜙3

2 (
𝜕𝜓3
𝜕𝑦

) − 𝑝2
(3)
𝜙3∆𝑇)𝑑𝑧

𝑧4

𝑧3

|
𝑦 = 0, 𝑏

= 𝛿𝜓3 یا  0 = 0 

∫ (22-)پ (𝑘22
(1)
𝜙1

2 (
𝜕𝜓1
𝜕𝑦

) − 𝑝2
(1)
𝜙1∆𝑇)𝑑𝑧

𝑧2

𝑧1

|
𝑦 = 0, 𝑏

= 𝛿𝜓1 یا  0 = 0 

𝑀𝑦𝑦 (23-)پ − 𝑌𝑥𝑦 |𝑦 = 0, 𝑏
= 𝛿 یا  0

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0 

𝑀𝑥𝑦 (24-)پ −
1

2
𝑌𝑥𝑥 +

1

2
𝑌𝑦𝑦 |𝑦 = 0, 𝑏

= 𝛿  یا  0
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 

𝑌𝑥𝑧 (25-)پ |𝑦 = 0, 𝑏
= 𝛿 یا  0

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0 

𝑌𝑦𝑧 (26-)پ |𝑦 = 0, 𝑏
= 𝛿  یا  0

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= 0 

𝑌𝑦𝑧 (27-)پ |𝑦 = 0, 𝑏
= 𝛿  یا  0

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

= 0 
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Abstract 

 
In this study, buckling analysis of functionally graded micro plates reinforced with graphene platelets 

integrated with piezoelectric layers, is investigated. Governing equations are derived based on the modified 

couple stress theory employing the Hamilton’s principle. A uniform temperature change and a constant 

external electric field along thickness are applied to the micro plate. An external uniform in-plane 

mechanical load is distributed along the micro plate edges. The Halpin–tsai micromechanical model is 

utilized to evaluate the material properties of each composite layer reinforced with graphene platelets in 

the micro plate. The effects of the material length scale parameter, the external applied voltage, the 

thickness of the piezoelectric layers, and the weight fraction of the graphene platelets as well as the 

graphene platelets distribution pattern on the critical buckling temperature change and the critical buckling 

in-plane load are investigated. The reinforcing effect leads to a reduction in thermal buckling 

strength and a growth in mechanical load carrying potential. 

 

 


