
  
  

 

1راهب غلامي

  دانشجوي دكترا

2ابوالفضل درويزه

  استاد

3رضا انصاري

  دانشيار

 4يوسف غلامي
  دانشجوي كارشناسي

هاي پايداري ديناميكي ميكروپوسته كمانش محوري و
براساس تئوري تنش كوپلي اصلاح  FGMاي استوانه
 شده

) FGM(اي هوشمند هاي استوانهكمانش محوري و پايداري ديناميكي ميكروپوسته
اصـلاح شـده    تـنش كـوپلي   با ارائه يك مدل پوسته وابسته ابعادي براساس تئوري

)MCST (هميلتـون، معـادلات مرتبـه بـالا و     اصل از استفاده با. بررسي شده است 
 كمـانش  بـار  بينـي پيش ناوير براي حل سپس، روش. آيندست ميبد مرزي شرايط

. اي با شـرايط مـرزي سـاده اسـتفاده شـده اسـت      پوسته هاي استوانهبحراني ميكرو
اسـتفاده از   و Mathieu–Hill معادلات همچنين، با بيان معادلات حاكم به صورت

فشاري محوري ها تحت بار نوساني پايداري ديناميكي ميكروپوسته ،Bolotin روش
بعد، شـاخص  طول بي مقياس پارامتر بار استاتيكي، ضريب تأثير. بررسي شده است

 و ضـخامت بـر بـار كمانشـي     به طول نسبت و شعاع به گرادياني ماده، نسبت طول
  .اي مورد بررسي قرار گرفته استهاي استوانهپوستهميكرو ديناميكي پايداري

   
تئـوري تـنش    ،پايـداري دينـاميكي   ،كمانش محـوري  هوشمند،اي استوانه هايميكروپوسته: واژه هاي راهنما

  اثرات اندازه ،كوپلي اصلاح شده
  
  مقدمه -1

استفاده  ميكرو در ابعاد ييهادر ابزارها و سيستمكه ها ها و پوستههمانند تيرها ، صفحه ييهاضخامت سازه
اجزايي هستند كه براي طراحي و يكي ها ميكروپوسته .دنباشدر مقياس ميكرو و نانو مي ، عموماًشوندمي

يك استراتژي براي ] 1[و همكاران  Meschet، به عنوان نمونه .شوندهاي ميكرو استفاده ميساخت سيستم
و  Mescherهمچنين،  .اندپايه بيوسنسورهاي فلورسان ارائه دادهبر ي يهاطراحي و ساخت ميكروكپسول

آزمايشگاهي يك سيستم ميكروالكترومكانيكي جديد به صورت  نتايجساخت و  طراحي،فرآيند  ]2[همكاران 
ها در فلزات و پليمرها در اثرات وابسته ابعادي ميكروسازه .اندا ارائه كردهميكروپوسته فرو الكتريك فراصوت ر

كلاسيك به  لاستيسيتههاي متداول محيط پيوسته بر پايه اتئوري. ]3-5[اند نتايج آزمايشگاهي مشاهده شده
اين ناتواني، محققان را به سمت . دليل فقدان مقياس هاي طولي قادر به توضيح پديده وابسته ابعادي نيستند
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 .دهدهاي مرتبه بالاي محيط پيوسته كه شامل ثابت هاي مادي اضافي هستند، سوق مياستفاده از تئوري
هاي محيط پيوسته هاي پايه اتمي، مدلبا مدل بدليل قابليت محاسباتي در ارائه نتايج دقيق و قابل مقايسه

هاي محيط تئوري. باشندها ميهاي كاربردي براي بررسي رفتار نانو و ميكروسازهاصلاح شده يكي از روش
هاي پيوسته وابسته ابعادي مختلفي كه قابليت در نظر گرفتن اثرات اندازه را دارند، به منظور بررسي پاسخ

  .]6- 12[ انداس نانو و ميكرو ارائه شدهمكانيكي سازها در مقي
شود، تئوري تنش در نظر گرفتن اثرات اندازه استفاده مي به منظورهاي مرتبه بالا كه يكي از اين تئوري

است كه شامل چهار پارامتر مقياس  ]14[ Koiter و] Tiersten  ]13و Mindlinكوپلي ارائه شده توسط 
تحقيقات متنوعي به منظور بررسي اثرات  .مي باشد) پارامتر اضافي دو پارامتر كلاسيك و دو(طول مادي 

معتقدند كه علاوه بر  ]23[ و همكاران Yang .]15- 22[ اندازه براساس تئوري تنش كوپلي انجام شده است
هاي مادي بايد درنظر گرفته ي تعادل ديگري براي الماننيروها و گشتاورها، معادلهمعادلات تعادل كلاسيك 

سپس، نتيجه گرفته شد كه اين معادله تعادل . باشدهاي كوپلي ميي اضافي، تعادل گشتاوراين معادله .شود
بنابراين، با اصلاح معادلات ساختاري تئوري تنش كوپلي، . اضافي دلالت بر تقارن تنسور تنش كوپلي دارد

كه تئوري  ست، ارائه شدمعادلات ساختاري جديدي كه تنها شامل يك پارامتر مقياس طول مادي اضافي ا
 . شودناميده مي) MCST( 1تنش كوپلي اصلاح شده

صورت گرفته  تيرهابراي بررسي رفتار ديناميكي ميكرو MCSTهاي اخير، تحقيقات مختلفي براساس در سال
 MCSTيك مدل تير تيموشنكو وابسته ابعادي براساس  ]27[و همكاران  Ma به عنوان مثال، .]24-33[است

و  Keتوسط  MCSTارتعاشات آزاد و كمانش ميكروتيرها در محيط حرارتي با استفاده از . اندارائه كرده
همچنين، ارتعاشات آزاد ورق ميندلين براساس يك مدل وبسته ابعادي . بررسي شده است ]28[همكاران 
  . ته استمورد مطالعه قرار گرف ]29[و همكاران  Keو به كمك روش ريتز توسط  MCSTبراساس 
، بدين منظور .شودبررسي مي FGMهاي پايداري ديناميكي ميكروپوسته كمانش محوري و ،حاضره عدر مطال
يك مدل وابسته ، 2و تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول پوستهي تئوري تنش كوپلي اصلاح شده بر پايه

-ميارائه  ،دارد راقابليت درنظر گرفتن اثر اندازه  وابعادي پوسته كه شامل پارامتر مقياس طول مادي است 

يك قابل تقليل به  طول مادهمقياس پارامتر بدست آمده با صفر قرار دادن مدل پوسته غيركلاسيك  .شود
و درجه بندي شده در  Mori–Tanaka3الگوي خواص ماده توسط رابطه ي  .كلاسيك استمدل پوسته 

 . راستاي ضخامت فرض مي شود

با ، سپس .آينددست ميه ب مرتبطبالا و شرايط مرزي  مرتبهمعادلات حاكم  ،هميلتونفاده از اصل ا استب
كه شرايط مرزي ع مثلثاتي بتوا هاي تعميم يافته به صورتجابجايي كه در آنحل ناوير استفاده از روش 

 FGMهاي محوري ميكروپوسته كمانش هايمشخصه، كندميهاي ساده را ارضا گاهها با تكيهميكروپوسته
معادلات با بيان  ،تناوبييك تابع  محوري به صورتبا در نظر گرفتن بار فشاري  همچنين، .شودبررسي مي

مشخص  ناپايداري ديناميكيمناطق ، Bolotinروش و استفاده از  Mathieu–Hillمعادلات  به صورتحاكم 
طول مقياس محوري، پارامتر  دمو شمارهبار استاتيكي،  ضريب اثراتنتايج عددي براي نشان دادن  .شوندمي

                                                                                                                                    
1 Modified couple stress theory 
2 First-order shear deformation shell theory 
3 Mori–Tanaka scheme 
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  .گرددطول به ضخامت ارائه مينسبت ماده، نسبت هاي طول به شعاع و  يبعد، شاخص گراديانبي
  
  معادلات حاكم و شرايط مرزي مرتبطفرمول بندي  -2

كه در  ݄و ضخامت يكنواخت  ܴ، شعاع مياني ܮبه طول  FGMاي ، يك ميكروپوسته استوانه)1(مطابق شكل 
௫ܰ௫معرض يك بار محوري 

଴ همانگونه كه در شكل نشـان داده شـده اسـت، يـك     . قرار دارد را در نظر بگيريد
هـاي محـوري، محيطـي و    كه به ترتيـب بيـانگر جهـت    ݖو  ݕ، ݔالخط با مختصات سيستم مختصاتي منحني

  . شوداي تعريف ميه استوانهشعاعي است، بر روي سطح مياني پوست

  

  
  سيستم مختصات، هندسه و پارامترهاي سينماتيكي: FGMاي شكل شماتيك يك ميكروپوسته استوانه -1شكل

  
جابجايي يك نقطه دلخواه پوسته در راسـتاي محورهـاي   براساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول پوسته، 

  كردتوان به صورت زير بيان را مي ݖو  ݕ، ݔ

)1( 
௫ݑ ൌ ,ݐሺݑ ,ݔ ሻݕ ൅ ,ݐ௫ሺ߰ ݖ ,ݔ ,ሻݕ ௬ݑ ൌ ,ݐሺݒ ,ݔ ሻݕ ൅ ݖ ߰௬ሺݐ, ,ݔ ,ሻݕ

௭ݑ ൌ ,ݐሺݓ ,ݔ  .ሻݕ

دوران   ௬߰و  xدوران سطح مياني حول محور   ௫߰، ح ميانيبيانگر جابجايي سط ݓو  ݒ، ݑبيانگر زمان،  tكه 
  .باشندمي yسطح مياني حول محور 

  
  )MCST( تئوري تنش كوپلي اصلاح شده -2-1

چگالي انرژي كرنشي به صورت تابعي از كرنش در نظر گرفته شده است ولي در  ،هاي كلاسيكدر تئوري
توان انرژي كرنشي را ها ميمطالعات الاستيسيته نشان داده شده است كه با در نظر گرفتن گراديان كرنش

  ]23[ تنش كوپلي اصلاح شده به فرم بصورت زير نوشت براي مواد خطي و ايزوتروپيك براساس

)2( ܷ௠ ൌ
1
2

න ൫ߪ௜௝ߝ௜௝ ൅ ݉௜௝
௦ ߯௜௝

௦ ൯݀ݒ
Ω
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௜௝ߝ )3( ൌ
1
2

൫ݑ௜,௝ ൅  ௝,௜൯ݑ

)4( ߯௜௝
௦ ൌ

1
2

ሺߠ௜,௝ ൅ ;௝,௜ሻߠ ௜ߠ ൌ
1
2

ሾ݈ܿݎݑሺܝሻሿ௜ 

  
اين . باشدبراساس اين تئوري، چگالي انرژي كرنشي علاوه بر تنسور كرنش، تابعي از گراديان بردار دوران مي

تنسورها با دو ثابت مادي كلاسيك براي مواد الاستيك خطي و ايزوتروپيك و يك پارامتر مقياس طول 
௜௝߯كلاسيك و هاي كرنشمولفه ௜௝ߝ، )4(-)2(ي  در رابطه. شوندمستقل مشخص مي

௦ هاي گراديان مؤلفه
- مي ીو بردار دوران  ܝهاي بردار جابجايي به ترتيب بيانگر مولفه ௜ߠو  ௜ݑهمچنين، . باشنددوران متقارن مي

  .باشند
  ]23[توان به فرم زير بيان كرد معادلات ساختاري براي مواد الاستيك خطي و ايزوتروپيك را مي

௜௝ߪ )5( ൌ ௜௝ߜሺઽሻݎݐ ߣ ൅ ,௜௝ߝߤ2    ݉௜௝
௦ ൌ ଶ߯௜௝݈ߤ2

௦ . 

هاي پارامتر مقياس طول مادي مستقل اضافي مربوط به گراديان ݈تنسور گراديان دوران متقارن،  ௦݉پارامتر 
  .باشندثابت هاي مادي لامه مي ߤو  ߣدوران متقارن و پارامترهاي 

  
  FGMاي هاي استوانهميكروپوسته خواص مواد -2-2

بندي در راستاي ضخامت پوسته درجه FGMنشان داده است، مواد ميكروپوسته  )1(همانطور كه در شكل 
ݖሺاند و سطح داخلي شده ൌ െ ݄ 2⁄ ሻ  و سطح خارجيሺݖ ൌ ݄ 2⁄ ሻ  به ترتيب از فلز و سراميك خالص

مواد سازنده، به صورت پيوسته  كسر حجمي به خاطر تغيير تدريجي FGMخواص مكانيكي . اندساخته شده
، خواص مؤثر مواد Mori-Tanakaالگوي  وسازي تكنيك همگن براساس. كننددر راستاي ضخامت تغيير مي

-Moriبراساس الگوي  ௘ߤو مدول برشي  ௘ܭمدول حجمي مؤثر . توان محاسبه كردرا مي FGMميكروپوسته 

Tanaka 34[توان به صورت زير محاسبه كردرا مي[  
  
)6( 

௘ െܭ ௠ܭ 

௖ െܭ ௠ܭ 
 ൌ  

௖ܸ

1 ൅  ௠ܸ ሺܭ௖ െ ௠ሻܭ ሺܭ௖ ൅  4 ௠ܭ 3⁄ ሻ⁄
, 

௘ߤ െ ௠ߤ

௖ߤ െ ௠ߤ
ൌ ௖ܸ

1 ൅ ௠ܸ ሺߤ௖ െ ௠ሻߤ ௠ߤൣ ൅ ௠ߤ ሺ9ܭ௠ ൅ ௠ሻߤ8 ൫6ሺܭ௠ ൅ ⁄௠ሻ൯ߤ2 ൧⁄
 

)7( 

  
به ترتيب  cو  mهاي همچنين، پانويس. به ترتيب بيانگر مدول حجمي و كسر حجمي مي باشند Vو  Kكه 

  .باشدبيانگر فازهاي فلزي و سراميكي مي
در اينجا، كسر حجمي . توان مورد استفاده قرار دادتوابع مختلفي را مي ،براي بيان تغييرات كسر حجمي مواد

  ]35[ شوندابع تواني ساده به صورت زير تعريف ميفازهاي فلزي و سراميكي با استفاده از ت
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)8(௖ܸሺݖሻ ൌ ൬
1
2

൅
ݖ
݄

൰
௞

, ௠ܸሺݖሻ ൌ 1 െ ൬
1
2

൅
ݖ
݄

൰
௞

 

 ߥ، ضريب پواسون ܧاز اين رو، خواص مادي مؤثر مهم نظير مدول يانگ . باشدشاخص كسر حجمي مي kكه 
 توان به صورت زير بيان كردرا مي ߩو چگالي جرمي 

ሻݖሺܧ)9( ൌ  
௘ߤ௘ܭ9

௘ܭ3 ൅ ௘ߤ
, ሻݖሺߥ ൌ

௘ܭ3 െ ௘ߤ2

௘ܭ6 ൅ ௘ߤ2
, ሻݖሺߩ ൌ ௖ߩ ௖ܸ ൅ ௠ߩ ௠ܸ 

 
  معادلات حاكم و شرايط مرزي -2-3

-هاي تنسور كرنش و تنسور گراديان دوران متقارن را ميلفهؤم، )4(و ) 3( وابطدر ر )1(ي با جايگذاري رابطه

بر اين فرض استوار است كه ] Donnell ]36با در نظر گرفتن اين نكته كه تئوري پوسته . توان بدست آورد
ܴ/݄ باشد؛ به عبارتي ديگرضخامت پوسته در مقايسه با شعاع انحنا خيلي كوچك مي ൏൏ و  1

| ݖ ܴ⁄ | ൏൏ ሺ1و با تقريب 1 ൅ ሻܴ/ݖ ൎ غير صفر هاي مؤلفه ،)3(ي در معادله) 1(ي با قرار دادن رابطه، 1
  تنسور كرنش برابرند با

)10(

௫௫ߝ ൌ
ݑ߲
ݔ߲

൅ ݖ
߲߰௫

ݔ߲
௬௬ߝ  , ൌ

ݒ߲
ݕ߲

൅
ݓ
ܴ

൅ ݖ
߲߰௬

ݕ߲
௫௭ߝ  , ൌ

1
2

൬߰௫ ൅
ݓ߲
ݔ߲

൰, 

௫௬ߝ ൌ
1
2

൬
ݑ߲
ݕ߲

൅
ݒ߲
ݔ߲

൰ ൅
ݖ
2

ቆ
߲߰௫

ݕ߲
൅

߲߰௬

ݔ߲
ቇ ௬௭ߝ , ൌ

1
2

൬
ݓ߲
ݕ߲

൅ ߰௬ െ
ݒ
ܴ

൰ 

  توان به صورت زير بيان كردهاي مادي در ميكروپوسته را ميدوران المانهاي همچنين مؤلفه
 

)11(

௫ߠ ൌ
߰௬

2
൅

1
2

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ

ቁ
ିଵ

൬
ݒ
ܴ

െ
ݓ߲
ݕ߲

൅
ݖ
ܴ

߰௬൰ ௬ߠ , ൌ
1
2

൬
ݓ߲
ݔ߲

െ ߰௫൰, 

௭ߠ ൌ
1
2

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ

ቁ
ିଵ

൬
ݑ߲
ݕ߲

൅ ݖ
߲߰௫

ݕ߲
൰ െ

1
2

ቆ
ݒ߲
ݔ߲

൅ ݖ
߲߰௬

ݔ߲
ቇ. 

هاي ، مؤلفهDonnellهاي ذكر شده براي تئوري و اعمال تقريب )4(ي رابطهبا جايگذاري مقادير فوق در 
  شودتنسور گراديان دوران به صورت زير نتيجه مي

  

߯௫௫
௦ ൌ

1
2

ቆ
߲߰௬

ݔ߲
൅

1
ܴ
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هاي تنسور تنش كلاسيك و تنسـور تـنش   ، مؤلفه)5( در معادلات ساختاري) 12(و ) 10(با جايگذاري روابط 
  .آيندكوپلي بدست مي

هاي كلاسيك و تـنش كـوپلي اصـلاح    با تئوري هاي كرنشي متناظربه ترتيب انرژي ே஼ߎو  ஼ߎبا فرض اينكه 
௦ߎتوان به صورت را مي باشند، انرژي كرنشي كل ميكروپوستهشده  ൌ ஼ߎ ൅   نوشت ே஼ߎ
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ــودي   ــه عم ــاي منتج ൫نيروه ௫ܰ௫, ௬ܰ௬, ௫ܰ௬൯  ــه برشــي ــاي منتج ,൫ܳ௫، نيروه ܳ௬൯ ــه ــتاورهاي منتج ، گش
൫ܯ௫௫, ,௬௬ܯ ൫، نيروهاي منتجه مرتبه بالا ௫௬൯ܯ ௫ܻ௫, ௬ܻ௬, ௭ܻ௭, ௫ܻ௬, ௫ܻ௭, ௬ܻ௭൯    و گشتاورهاي منتجـه مرتبـه

,௫௭ܪ൫بالا    . اندتعريف شده) الف( پيوستدر  ௬௭൯ܪ
Nxxكار خارجي ناشي از بار محوري 

଴ برابر است با  
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  را مي توان به صورت زير بيان كرد FGMهمچنين، انرژي جنبشي ميكروپوسته 
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و سپس، انتگرال گيـري جـز    ௬߰و  ௫߰، ݓ، ݒ، ݑو با محاسبه ي تغييرات  اكنون، با استفاده از اصل هميلتون

  معادلات حاكم عبارتند از. توان بدست آوردو شرايط مرزي را مي به جز، معادلات حاكم 
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  آيندزير بدست مي صورتو شرايط مرزي به 
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اي بنابراين، براساس تنش كوپلي اصلاح شده، معادلات حاكم وابسته ابعادي يك ميكروپوسته استوانه

با قرار دادن پارامتر مقياس طول مادي برابر با صفر، معادلات كلاسيك و شرايط مرزي . بدست آمده است
  . آيدبدست مي Donnellمتناظر با آن براساس تئوري پوسته 

هاي ممكن شرايط مرزي كلاسيك و  قابل ذكر است كه شرايط مرزي بدست آمده فوق تمام حالت
ي فوق را برحسب معادلات بدست آمده .آورداي را فراهم ميهاي استوانهغيركلاسيك براي ميكروپوسته

  .آورده شده است) ب(كه در پيوست  هاي جابجايي هم بيان كردمؤلفه
  
   هاي سادهگاهتحت تكيه FGMهاي حل ناوير براي ميكروپوسته -3

و پايداري  براي بررسي كمانش. شونددر اين قسمت، برپايه حل ناوير، معادلات حاكم مرتبه بالا حل مي
اي انتخاب هاي تعميم يافته به گونههاي ساده، جابجايياي تحت تكيه گاههاي استوانهميكروپوستهديناميكي 
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 گاه ساده را ارضا كندشوند كه شرايط مرزي زير براي تكيهمي
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  شوندكنند، به صورت زير در نظر گرفته مياز اين رو، مؤلفه هاي جابجايي كه شرايط مرزي فوق را ارضا مي
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௡ߙ كه ൌ ௠ߚ، ܮ/ߨ݊ ൌ به ترتيب شماره مودهاي  mو  nباشد و بيانگر فركانس طبيعي مي ߱و  ܴ/݉

  : زير بدست مي آيدبا جايگذاري روايط فوق در معادلات حاكم، معادله ي . باشندمحوري و محيطي مي
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به ترتيب ماتريس سفتي، ماتريس سفتي هندسي و ماتريس جرم هستند كه همگي ماتريس   ۻو  ۹୥، ۹كه 
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ଶሻ݈ଶ

4
൬

ହହܣ
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൅
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ଶ

4ܴ
൬

ହହܤ

ܴ
െ  ,ହହ൰ܣ2

ଷଷܭ ൌ െ݇௦ܣହହሺߙ௡
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ଶ ሻ െ
ଵଵܣ

ܴଶ െ
ହହ݈ଶܣ
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ቆሺߚ௠

ଶ െ ௡ߙ
ଶሻଶ ൅

ሺߙ௡
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ଶ ሻ

ܴଶ ቇ, 
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ܴ
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ܴଶ൰, 

ଷହܭ ൌ ହଷܭ ൌ ௠ߚ ൬݇௦ܣହହ െ
ଵଵܤ

ܴ
൰ ൅

ହହ݈ଶܣ௠ߚ
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൬3ߙ௡

ଶ െ ௠ߚ
ଶ ൅

1
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)31( 

௚ଷଷܭ )32(
ൌ െ

݊ଶߨଶ

ଶܮ , 

)33( 
ଵଵܯ ൌ ଶଶܯ ൌ ଷଷܯ ൌ െܫ଴,

ଵସܯ ൌ ସଵܯ ൌ ଶହܯ ൌ ହଶܯ ൌ െܫଵ,   ܯସସ ൌ ହହܯ ൌ െܫଶ. 

 
 كمانش محوري -3-1

ݔݔܰهاي اينرسي و فرض ترم نظر ازصرف با 
0 ሺݐሻ ൌ െܲܿي معرف بار كمانشي بحراني است، معادله ݎܿܲكه  ݎ

  كاهش مي يابد FGMبه معادلات تعادل مسئله كمانش استاتيكي ميكروپوسته هاي ) 30(
)34( ൛۹ െ ௖ܲ௥ ۹௚ൟ܌ ൌ ૙. 

ݎതܲܿبه صورت توان را ميبار بحراني بي بعد  ൌ براي پوسته فلزي  11ܣ رمقدا 110ܣود كهنمتعريف  110ܣ/ݎܿܲ
 .همگن مي باشد

 
  پايداري ديناميكي -3-2

 شود متناوبي به صورت زير در نظر گرفته ميفشاري تحريك براي بررسي پايداري ديناميكي، بار 

)35( ௫ܰ௫
଴ ሺݐሻ ൌ െ൫ߙ ൅ ሻ൯ݐߗcosሺߚ ௖ܲ௥ 

 بيـانگر  Ωهـم چنـين،   . هسـتند اسـتاتيكي و دينـاميكي    هـاي بار معرف ضرايببه ترتيب  ߚو  ߙپارامترهاي 
Θ به صورت فركانس تحريك بي بعدقابل ذكر است كه . استفركانس تحريك  ൌ ΩLඥI଴଴ Aଵଵ଴⁄  تـوان  مـي

 .براي پوسته فلزي همگن مي باشد 0ܫ رمقدا 00ܫبيان شود كه 

  شود ، رابطه ي زير حاصل مي)30(ي در معادله) 35( يبا قرار دادن رابطه
)36( ൫۹ ൅ ൫ߙ ൅ ሻ൯ݐߗcosሺߚ ௖ܲ௥۹௚൯܌ ൅ ሷ܌ۻ ൌ ૙. 

. اسـت  Mathieu–Hillاز نـوع   تنـاوبي يك سيستم معادله ديفرانسيل مرتبه دوم با ضـرايب   گراين معادله بيان
2 و 0ܶبا دوره زماني  پايدار و ناپايدارهاي پاسخبين  مرزتئوري معادلات خطي،  اساسبر ଴ܶ كه گيرد شكل مي

ܶ0  ൌ ߨ2  Ω⁄ است. Bolotin ]37[ معادلـه   هايثابت كرده است كه جوابMathieu–Hill   بـا دوره زمـاني 
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2 ଴ܶ كردبه فرم زير بيان توان را مي مرتبه اولتخمين  با  

)37( det ቤ۹ െ ௖ܲ௥ ൬ߙ േ
ߚ
2

൰ ۹௚ െ
Ωଶ

4
ቤۻ ൌ 0. 

  
الگوريتم اده از فبا است .آيداز دترمينان قبلي بدست  Ω براي حل مساله، كافيست فركانس تحريك بحراني

رسم  .وردتوان بدست آميرا  β برحسب Ωتغييرات مقدار ويژه  ،ߙمشخص مقدار يك مقدار ويژه، براي 
ߚصفحه  تغييرات در െ Θ  هايميكروپوستهمناطق ناپايدار ديناميكي FGM  محوري را  تناوبيبار تحت

  .كندميمشخص 
 

  نتايج عددي -4
݉ܧ مـاده  خـواص بـا  ) SiC( و سـراميك ) Al(آلـومينيم   تشـكيل شـده از   FGMميكرو پوسته  ൌ ، ܽܲܩ 70

݉ߩ ൌ ௠ߥو  3݉/݃݇ 2702 ൌ ــراي  0.3 ܿܧو  Alبـ ൌ ܿߩ، ܽܲܩ 427 ൌ ܿߥو  3݉/݃݇ 3100 ൌ 0.17 
سطوح داخلي وخارجي ميكروپوسته به ترتيب فلز و سراميك خـالص  . ]34[ شوددر نظر گرفته مي SiCبراي 

  .شودمي در نظر گرفته
شـود كـه نشـان     تواند به عنوان مدول چرخشي درنظر گرفتهيك مدول مرتبه بالا است كه مي  ଶ݈ߤ2پارامتر 
   ݈قيـاس پـارامتر طـول   م يـافتن بـراي  . اسـت  ي آنهـا ي پايداري مواد در برابرگراديان چرخشي المـان دهنده

تست پيچشي ميكرو نيـاز  و  مانند تست خمشي ميكرو ييها، آزمايشFGM ايپوكسي همگن يا ميكرو پوسته
 توسـط تير همگن آيزنتروپيـك بـه طـور آزمايشـگاهي     ميكرومقياس طول يك پارامتر . ]4، 5، 38[ باشندمي

Lam 38[نهمكارا و[  ݈ ൌ بـراي  ، تاكنون هيچ داده آزمايشـگاهي  وجودبا اين . بدست آمده است ݉ߤ17.6 
مقيـاس  پارامتر  ،عدديبنابراين، براي تحليل  .وجود ندارد FGM هايپوستهميكرومقياس طول تعيين پارامتر 

݈ طول ൌ   .شودمي فرض ݉ߤ15
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  مقادير مختلف رايبضريب طول به شعاع  حسببرمحوري بحراني بي بعد  كمانشيغييرات بار ت -2شكل

݇(طول بي بعد پارامتر مقياس  ൌ 0.6, ܴ/݄ ൌ 25(  
  

نسـبت طـول بـه     برحسببعد به ترتيب بحراني بي كمانشيبار ) 3(و ) 2( هاينمودارهاي رسم شده در شكل
 نتـايج  ،چنـين هم. دهدرا نشان ميمقادير مختلف پارامتر مقياس طول بي بعد براي  شعاع و طول به ضخامت

 توسـط بار خمشي پيش بيني شـده  . است رسم شده عددي متناظر با تئوري كلاسيك براي مقايسه در شكل
نشان داده شده اسـت  . كلاسيك پوسته استمدل متناظر بيني شده پيش مقداربزرگتر از ابعادي مدل پوسته 

-كمانشي پـيش رهاي تفاوت زيادي بين بادر مواقعي كه ضخامت پوسته در حدود پارامتر مقياس طول است، 

اين موضوع بيانگر ايـن اسـت كـه مـدل ميكروپوسـته وابسـته ابعـادي        . بيني شده توسط دو مدل وجود دارد
هـاي  تـنش  MCSTدليل اين امـر ايـن اسـت كـه در    . مقاومت خمشي بيشتري نسبت به مدل كلاسيك دارد

ضخامت ميكروپوسـته از ايـن اخـتلاف    با افزايش  با اين وجود،. باشدكوپلي براي ايجاد گراديان دوران نياز مي
بـر   تـأثيري اثر انـدازه   ،݄݊/ܮ و ܴ݊/ܮبزرگ ر براي مقاديشود كه مي يافتچنين هم . نظر كردتوان صرفمي

݄بعد براي همه مقـادير  محوري بحراني بي كمانشو مقادير بار ندارد ها محوري ميكروپوسته كمانشرفتار  ݈⁄ 
كند و مشخصه هاي كمانشي آن بايد بـا  نواحي پوسته به مانند يك تير عمل مي؛ چرا كه در اين يكسان است

  . يك مدل تير بررسي شود
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  مختلف مقادير رايبضريب طول به ضخامت  حسببرمحوري بحراني بي بعد  كمانشيغييرات بار ت -3شكل

݇(طول بي بعد پارامتر مقياس  ൌ 0.6, ܴ/݄ ൌ 25(  

  
نشـان داده شـده   . بعد استبحراني بيمحوري  كمانشبار دهنده اثر شاخص گرادياني ماده بر نشان) 4( شكل

  . شودوچكتر ميبحراني ك كمانشي بار مادهشاخص گرادياني افزايش با است كه 
ه چدليل اين امر اين است كه مقاومت خمشي پوسته با فلز خالص بسيار كمتر از پوسته سراميكي است و هر 

اده سراميكي در پوسته افزايش يابد، مقاومـت خمشـي پوسـته و در نتيجـه آن بـار كمـانش       درصد حجمي م
 . يابدمحوري بحراني افزايش مي
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݄(محوري بحراني بي بعد  كمانشيبار تأثير شاخص گرادياني ماده بر  -4شكل     ݈⁄ ൌ 2, ܴ/݄ ൌ 25(  

  
 k مختلـف   براي دو مقداراست كه  ميكروپوستهپايداري نابر ي اثر پارامتر مقياس طول دهندهنشان) 5( شكل

بعد فركـانس تحريـك   در يك ضريب با ديناميكي مشخص، با افزايش پارامتر مقياس طول بي. رسم شده است
  .يابندبعد و منطقه ناپايداري كاهش ميبي

بزرگتـر يـا   با پارامتر مقياس طول  FGMشود كه به دليل مقاومت خمشي كمتر، يك ميكروپوسته نتيجه مي 
هـاي  ها با پـارامتر مقيـاس طـول كـوچكتر در فركـانس     يك ميكروپوسته كلاسيك در مقايسه با ميكروپوسته

  .   مستعد ناپايداري ديناميكي هستند تحريك كوچكتر
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  پايداري يك ميكروپوستهبر نابعد اثر پارامتر مقياس طول بي - 5شكل

FGM )݇ ൌ 0.6, ܴ/݄ ൌ 25, ܴ/ܮ ൌ 10, ߙ ൌ 0.5(  
 
  
  

 با. نشان داده شده است) 6(در شكل  FGMهاي پايداري ديناميكي ميكروپوستهاثر شاخص گرادياني ماده بر 
پهنـاي  شود و بعد كوچكتر سوق داده ميمبدأ مناظق ناپايداري به سمت فركانس هاي تحريكي بي ݇ افزايش
  . يابدمشخص كاهش ميبار ديناميكي  ضريبپايدار در يك نامنطقه 

 ناپايـداري  بـراي پهنـاي منطقـه     دست بالاييبيني  كه مدل پوسته كلاسيك پيششود مي، مشاهده همچنين
  .دارداده م يگراديانص خكوچك شا اديرمقبراي ويژه 
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  تئوري كلاسيك،) الف( FGM يك ميكروپوسته ديناميكپايداري بر ماده  يگراديان شاخصاثر   -6شكل

݄/ܴ(تئوري تنش كوپلي اصلاح شده ) ب( ൌ 20, ܴ/ܮ ൌ 10, ݄/݈ ൌ 2, ߙ ൌ 0.5(  

  

  
  تئوري كلاسيك،) الف( FGM يك ميكروپوسته ديناميكيپايداري بر  ضريب با استاتيكياثر   -7شكل
݇(تئوري تنش كوپلي اصلاح شده ) ب( ൌ 0.6, ܴ/݄ ൌ 20, ܴ/ܮ ൌ 10, ݄/݈ ൌ 1(  
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(b) Modified couple stress theory
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. نشان داده شـده اسـت  ) 7(شكل در  FGM هايميكروپوستهديناميك پايداري  بر ߙ بار استاتيكي اثر ضريب
لازم  .يابـد سوق مـي مختصات  أمبدبه سمت و شودميتر پهنناپايداري بار استاتيكي، مناطق ضريب باافزايش 

ൌ ߙ كه به ذكر است    .بار محوري استاتيكي وجود نداردبيانگر حالتي است كه 0.0 
  
  گيرينتيجه -5

ه مـورد  كوپلي اصـلاح شـد  تئوري تنش اساسبر FGM هايپايداري ديناميكي ميكروپوستهكمانش محوري و 
داخلـي  ابعادي شامل يك مقياس پـارامتر طـول    وابستهبرشي مرتبه اول مدل پوسته يك . بررسي قرار گرفت

پايـداري دينـاميكي   كمـانش محـوري و   بر خصوصـيات  اثر مقياس كوچك موثري  به صورتتا  ارائه شدماده 
بالا و شرايط مـرزي   مرتبهميلتون، معادلات حاكم كارگيري اصل هبا به. را نشان دهد FGMهاي ميكروپوسته

كمانش محوري و پايداري پاسخ از حل ناوير براي يافتن  ،سپس. آمدبه دست كلاسيك و غيركلاسيك وابسته 
  .گاهي ساده استفاده شدبا شرايط تكيه FGM هايميكروپوسته ديناميكي

رفتار كمانشي و پايـداري دينـاميكي   در پارامترهاي مقياس طول كوچك تفاوت فاحشي بين كه  ملاحظه شد
مشخص شـد كـه   ، همچنين. بيني شده توسط مدل تنش كوپلي اصلاح شده و مدل كلاسيك وجود داردپيش

هاي تحريـك كـوچكتر سـوق پيـدا     با افزايش شاخص گرادياني ماده، مبدأ مناظق ناپايداري به سمت فركانس
چنين، بـا افـزايش   هم .يابدشخص كاهش ميبار ديناميكي م ضريبدر يك  ناپايداريمناطق كند و پهناي مي

  .كندسوق پيدا ميمختصات  أمبدبه سمت و شده تر پهنناپايداري ديناميكي بار استاتيكي، مناطق  ضريب
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  ها پيوست
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Abstract 
 
Based on the modified couple stress theory, a size-dependent first-order shear deformation 
shell model is developed to investigate the axial buckling and dynamic stability of 
functionally graded microshells. The newly presented shell model capable of capturing the 
size effects. The higher-order governing equations and corresponding boundary conditions are 
obtained by using Hamilton’s principle. Afterward, using the Navier solution and Bolotin’s 
method, the axial buckling behavior and dynamic instability regions of simply-supported 
microshells are determined. A parametric study is presented to study the effects of various 
parameters such as the static load factor, dimensionless length scale parameter, material 
property gradient index, length-to-radius and length-to-thickness aspect ratios on the axial 
buckling and dynamic stability responses of microshells.  

  


