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پاسخ آشوبناک مدل غیرخطی یک چهارم 

 دو درجه آزادی خودرو تحت تحریک جاده

تر رفتار غيرخطي سيستم تعليق خودرو، واقع بينانه سازيمدل رايدر این تحقيق ب
ي نشده، مدل یک چهارم دو درجه آزادي خودرو مورد با منظور كردن جرم فنربند

بررسي قرار گرفته است. براي فنر و ميرائي سيستم تعليق از مدل غيرخطي 
استفاده شده است. تایر به صورت فنر سفت شونده مدل شده است. تحریک جاده، 

هاي دهد كه سيستم در بازهسينوسي در نظر گرفته شده است. نتایج نشان مي
كه با استفاده از پدیده دوشاخگي  دز فركانس تحریک رفتار آشوبناک دارمشخصي ا

شناسایي شده است. مقایسه نتایج حاصل با نتایج ارائه شده در ادبيات فن براي 
مدل غيرخطي یک چهارم یک درجه آزادي خودرو حاكي از وجود رفتارهایي در 

ل شناسایي باشد كه در مدل یک درجه آزادي قابپاسخ غيرخطي سيستم مي
 نيست.

 

 

  دوشاخگي، آشوب، دمپر الکترومغناطيسي ارتعاشات غيرخطي، ،مدل یک چهارم خودرو هاي راهنما:واژه

 

 مقدمه -1

تاثيرات ناهمواري سطح جاده بر روي پایداري خودرو و راحتي سفر از دیرباز مورد توجه محققان و صنایع 

هاي ریاضي به منظور خودرو با استفاده از مدل عاشيارتسازي مدلبدین منظور  .خودروسازي بوده است

  .]6-1[ستكاهش ارتعاشات ناخواسته خودرو در تحقيقات اخير مورد توجه قرار گرفته ا

ي كلي بدنه سيستم تعليق در سه دسته ارتعاشيدر تحليل رفتار دیناميکي سيستم تعليق خودرو، اجزاء 

هاي ارائه شده براي مطالعه رفتار رند. بر این اساس مدلگيقرار مي 5ها، سيستم تعليق و چرخ4خودرو

توان  به سه دسته شامل: مدل یک چهارم خودرو، مدل نصف خودرو و دیناميکي سيستم تعليق خودرو را مي

مدل كامل خودرو تقسيم كرد. در مدل یک چهارم خودرو بدنه با یک فنر و دمپر به چرخ و از طریق آن به 

 اترمزهنماي شماتيک این مدل آورده شده است. مجموعه چرخ،  (الف -1)درشکل  .]8 و7[جاده مرتبط است

شوند. از این مدل براي مطالعه حركت رابط تعليق به عنوان جرم فنربندي نشده شناخته مي هايو ميله

                                                                                                                                                         
 m_rezaee@tabrizu.ac.ir   مکانيک، دانشگاه تبریزمهندسي دانشکده دانشيار،  نویسنده مسئول، 1 
 مکانيک، دانشگاه تبریزمهندسي ارشد سيستم محركه خودرو، دانشکده  يكارشناس 2

 شگاه تبریزمکانيک، دانمهندسي انشجوي كارشناسي ارشد طراحي كاربردي، دانشکده د 3
4 Sprung mass 
5 Unsprung mass 
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مدل نصف خودرو كه شامل دو چرخ جلو و عقب  (ب -1)شود. در شکل خودرو استفاده مي 1ارتعاش عمودي

خودرو مورد استفاده قرار  2زنيباشد آورده شده است. این مدل براي بررسي حركت ارتعاش عمودي و كلهمي

توان به بررسي حركت ارتعاش در مدل دیگري براي نصف خودرو، با انتخاب دو چرخ جلو مي .]9[گيردمي

درجه آزادي است تر خودرو، مدل هفت پرداخت. مدل پيچيده 3عمودي و چرخشي حول محور طولي خودرو

زني و پيچشي خودرو حول محور طولي مورد استفاده قرار كه براي بررسي حركت ارتعاش عمودي، كله

 .]11[گيردمي
 

 ]11[ خودروالف( مدل یک چهارم خودرو ب( مدل نصف  -1شکل

 

هاي خطي براي هاي معرفي شده به علت استفاده از مدلمطالعه دیناميک خودرو به كمک مدلدر 

شود. منشاء این تضاد خاصيت غير خطي ه با نتایج تجربي تضاد مشاهده ميسازي اجزاء خودرو در مقایسمدل

ي بر نتشود كه در تحقيقات مبيل آشوب ميهایي از قبآمدن پدیده دجوبوباشد كه سبب اجزاء خودرو مي

هاي معرفي خطي اجزاء تشکيل دهنده خودرو، مدلغير هايورود مدل هده نيست. باهاي خطي قابل مشامدل

 اند.شده براي خودرو مورد بازبيني قرار گرفته

هاي غيرخطي ابتدا با درنظرگرفتن رفتار غيرخطي براي سفتي فنر در سيستم تعليق و سفتي توسعه مدل

، ز مورد توجه قرار گرفت. درعمده تحقيقات انجام شدهتایر آغاز شد. درتحقيقات بعدي رفتار غيرخطي دمپر ني

  .]11[است منظورشده 4خطيغيرخطي دمپربه صورت دو رفتار

خطي و كه داراي ویژگي غير سازيخودرومغناطيسي در صنعت  معرفي دمپرهاي الکترو ها باتوسعه این مدل

متفاوتي نسبت به  ميرائيهاي ژگياین نوع دمپرها داراي وی .اي تازه شدهيستریستيک هستند وارد مرحله

با وجود توجه به ویژگي اجزاء اما مدل مورد استفاده در این تحقيقات  .]14و13و12[دمپرهاي متداول هستند

بندي نشده سبب دي است كه در نظر نگرفتن جرم فنرساده و از نوع یک چهارم با یک درجه آزا غيرخطي

 شود.بوجود آمدن كاستي در این مدل مي

                                                                                                                                                         
1 Heave 
2 Pitch 
3 Roll 
4 Bilinear 

  
 )ب( )الف(
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تر براي سيستم تعليق، با منظور كردن جرم فنربندي ور در نظر گرفتن مدل واقع بينانهین تحقيق به منظدر ا

از  كاملتريخطي یک چهارم يستم تعليق مدل غيرهاي جدید ارائه شده براي اجزاء سنشده و استفاده از مدل

ار بر رفتار سيستم مورد گذو عوامل تاثيردر مدل حاضر پاسخ فركانسي سيستم  .ارائه شده است خودرو

هاي مربوط به آشوب در استخراج پاسخ سيستم از بيني و آناليز پدیدهبراي پيش بررسي قرارگرفته است.

براي شناسایي  2پوآنکارهو  1چندگانگيهاي عددي استفاده شده است و از نمودارهاي پاسخ فركانسي، روش

راي فراهم آوردن امکان مقایسه نتایج با نتایج ارائه نواحي آشوبناک در پاسخ استفاده شده است. همچنين ب

شده در ادبيات فن با ميل دادن جرم فنربندي نشده به صفر و سفتي تایر به بي نهایت، نتایج حاصل از مدل 

 .باشدكه حاكي از صحت روش مي ک چهارم یک درجه آزادي مقایسه شدبا نتایج مربوط به مدل ی

 

 سازیمدل -2
براي مدل سازي خودرو از مدل یک چهارم خودرو  ]13و12[و همکاران G. Litakشده توسط  در مقاله ارائه

مدل  سيستم تعليق، ميرائيبا یک درجه آزادي استفاده شده است كه در آن براي مدل سازي سفتي و 

و با استفاده از این مدل غيرخطي به بررسي پاسخ اجباري سيستم  ریاضي غيرخطي بکار برده شده است

ت تحریک جاده پرداخته شده است. اما استفاده از مدل یک چهارم یک درجه آزادي خودرو و صرفنظر تح

بنابراین در این مقاله با  .شودكردن از تاثيرات جرم فنربندي نشده سبب ایجاد كاستي در پاسخ سيستم مي

د بازبيني قرار گرفته مور مذكوردر نظر گرفتن درجه آزادي مربوط به چرخ، مدل مورد استفاده در مراجع 

 .دهد( نمایي از این مدل را نشان مي2) شکل است

 
 

0x  

1x  

2x  

sm  

usm  

sk  sc

 

usk  

 

 جادهدو درجه آزادي خودرو تحت تحریک  -مدل غيرخطي یک چهارم  -2شکل
 

 به صورت یک درجه باشدمي در مدل ارائه شده در این مقاله، جرم فنربندي نشده كه شامل تایر و ترمز و . . .

و  usنویساز زیر هاي مربوط به جرم فنربندي نشدهاست. براي نامگذاري كميتآزادي در نظر گرفته شده 

                                                                                                                                                         
1 Bifurcation 
2 Poincaré map 
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استفاده شده است. در مدل ریاضي  sهاي مربوط به جرم فنربندي شده از زیرنویس براي نامگذاري كميت

سيستم تعليق صرفنظر شده و سفتي تایر  ميرائيدر مقابل موجود در تایر  ميرائياستفاده شده براي چرخ از 

 . رابطه نيرو و جابجایي در چرخ به صورت زیر است:]15[به صورت سخت شونده در نظر گرفته شده است

 (1) 3

1 0 1 0( ) ( ) , 0
usk us usF k x x k x xe e= - + - > 

در رابطه فوق 
uskF بيانگر نيروي اعمالي به جرم فنربندي نشده وe  نشان دهنده ميزان رفتار غيرخطي سفتي

 باشد.تایر مي

استفاده شده است. دراین ] 13و12[سازي سفتي سيستم تعليق، از مدل ریاضي ارائه شده در مراجعبراي مدل

 كند:يت ميده است كه از رابطه زیر تبعشونده در نظر گرفته شمدل سفتي سيستم تعليق خودرو از نوع نرم

(2) 3

2 1 2 1( ) ( )
sk s sF k x x k x xa= - - -  

در رابطه فوق 
skF كميت باشدنيروي ایجاد شده در فنر سيستم تعليق مي .a  نشان دهنده ميزان رفتار

آن در پاسخ اجباري و  خطي فنر سيستم تعليق خودرو بوده كه در تحليل سيستم براي بررسي تاثيراتغير

 رفتار غيرخطي سيستم استفاده خواهد شد.

استفاده شده  ]13و12[سيستم تعليق همانگونه كه گفته شد از مدل ریاضي ارائه شده در مراجع  ميرائيبراي 

 .( ارائه شده است3در رابطه )یاضي مورد استفاده براي دمپر، مدل راست. 

(3) 
3

2 1 2 1( ) ( )
sc s s

d d
F c x x c x x

dt dt
h
è ø

=- - + -é ù
ê ú

 

سازي دمپرهاي هيدروليکي متفاوت است. این تفاوت هاي معمول ریاضي ارائه شده براي مدلبا مدل مدل این

ک در سيستم تعليق رهاي الکترومغناطيسي و هيستریستيمنشاء فيزیکي داشته و علت آن استفاده از دمپ

ت سبب پایدار نمودن هاي اول و سوم سرعدر این مدل وجود دو جمله وابسته به توان .]17و16[خودرو است

 .هاي پایين شده استهاي بالا و افزایش انرژي براي سرعتسيستم در سرعت

در رابطه فوق 
scF  سيستم تعليق خودرو است.  ميرائيبيانگر نيروي ناشي ازh  كميتي است كه تغيير آن

 شود. م در پاسخ به تحریک اجباري سيستم ميسبب تغيير رفتار غيرخطي سيست

در این مقاله تحریک ناشي از جاده به  .شودبراي خودرو، سطح جاده به عنوان عامل تحریک شناخته مي

 كند:صورت سينوسي در نظر گرفته شده است كه از رابطه زیر تبعيت مي

(4) 
0 sinx A t= W 

02دامنه ناهمواري سطح جاده و  Aدر معادله فوق   vp
l

W=  فركانس تحریک جاده است كه در آن
0v 

 باشد.طول موج هارمونيک ميlسرعت حركت خودرو و 

حركت سيستم  تلامعادستم تعليق خودرو، و معرفي اجزاء سي (2)شکل با در نظر گرفتن مدل ارائه شده در 

 توان به صورت زیر نوشت:را مي

(5) 
2

2

2 s ss k s c

d x
m F m g F

dt
=- - - 

(6) 
2

1

2 s s usus k c k us

d x
m F F F m g

dt
= + - - 
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، ]13و12[براي فراهم ساختن امکان مقایسه نتایج حاصل از تحقيق حاضر با نتایج ارائه شده در مراجع 

. باشد با مشخصات ارائه شده در مراجع مذكور یکسانشود كه مياي انتخاب پارامترهاي سيستم بگونه

نظر به اینکه در مراجع  .است ارائه شده (1)در جدول  سيستم تعليق در نظر گرفته شده براي مشخصات

مذكور از مدل یک درجه آزادي خودرو استفاده شده است در حاليکه در تحقيق حاضر مدل بهبود یافته دو 

ي رابطهها در و مقادیر ثابت ]18[بکار رفته است لذا مقادیر جرم فنربندي نشده از مرجع درجه آزادي خودرو 

 دیر نيز در اند كه این مقاانتخاب شده ]15[بين تایر و جابجایي نسبي جرم فنربندي نشده از مرجع 

 .آورده شده است (1)جدول 

 

 مقادیر عددي پارامترهاي سيستم تعليق -1جدول 

sm  Kg 240 جرم فنربندي شده 

usm  Kg 40 جرم فنربندي نشده 

usk  N/m 800000 سفتي تایر 

e 0.2 مقدار ثابت كوچک 

sk  N/m 200000 سفتي فنر سيستم تعليق 

sc  N.s/m 250 ميرائيثابت  

 

خطاي مطلق در انجام  و استفاده شده 4مرتبه  يكوتا-براي استخراج پاسخ فركانسي، از روش عددي رانگ

كوتا، ابتدا باید معادلات حاكم بر -در نظر گرفته شده است. براي استفاده از الگوریتم رانگ 11-6محاسبات 

 (:12تا  7)معادلات  يان شوندسيستم در فضاي حالت ب

 

(7) 
1 1y x= 

(8) 1
2

dy
y

dt
= 

(9) 2
( )

s s usk c k us

us

F F F m gdy

mdt

+ - -
= 

(11) 
3 2y x= 

(11) 3
4

dy
y

dt
= 

(12) 4
( )

s sk c s

s

F F m gdy

mdt

- - -
= 

 

 تحلیل مدل-3
پوآنکاره  و چندگانگيبه كمک نمودارهاي پاسخ فركانسي،  سيستمبررسي پاسخ اجباري  در این بخش به

 شود و نمودارهايشود. در تحليل دیناميکي سيستم بطور معمول از پاسخ فركانسي استفاده ميپرداخته مي

 ناحيه در تحریکزماني كه فركانس  .]19[روندمي بکاربراي تایيد پاسخ آشوبناک پوآنکاره  وچندگانگي 

از مطالعه توان از این رو مي .محتمل است بسيارسيستم  پاسخ فركانسي قرار دارد پاسخ آشوبناک ناپایدار
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براي مدل خودرو  .]21[بيني رفتار آشوبناک استفاده كردنمودار پاسخ فركانسي براي پيش ناپایدار ناحيه

نمودارهاي پاسخ فركانسي به صورت تغييرات 
outA  ( به عنوان دامنه نوسانات در برابر فركانس 8)رابطه

 شود.ميجاده رسم  تحریک

(13) max min( )

2
out

y y
A

-
= 

در رابطه بالا
maxy و

miny  است پایداردر پاسخ  سيستمدامنه نوسانات  مماكزیمم و مينيم بيانگربه ترتيب. 

هاي پاسخ فركانسي براي سيستم خطي متناظر با ابتدا منحني براي دستيابي به دید كافي از سيستم،

 پاسخ فركانسي بر اساس (ب -3)و  (الف -3)شکل صفر فرض كردن جملات غير خطي رسم شده است. در 

. در ]7[ده استمتر آورده ش 11/1دامنه ناهمواري جاده برابر  بازاي و (1)مقادیر ارائه شده در جدول 

sهاي ارائه شده براي پاسخ فركانسي، فركانس تحریک نسبت به منحني

s

k
m

w= به بي بعد شده است كه 

هاي پاسخ فركانسي براي حالت كاهش فركانس منحني .گویيممي (f)فركانس تحریک نرماليزه شده  آن

تا مقدار صفر استخراج شده است. گام كاهش فركانس تحریک نرماليزه شده برابر  ارمقدتحریک از حداكثر 

یابي به پاسخ حالت ماندگار، زمان ارتعاش در هر فركانس و براي دست در نظر گرفته شده است ،111/1

شده است. همچنانکه در  منظوربرابر زمان تناوب جرم فنربندي شده در سيستم خطي متناظر  41تحریک 

فنربندي شده و هاي هاي طبيعي جرمهاي متناظر با فركانسشود پيکدیده مي (ب)و  (الف -3)هاي لشک

0.89fفنربندي نشده در سيستم خطي متناظر به ترتيب در 5.48fو = در ادامه سيستم . شودظاهر مي =

 یج با نتایج عددي مقایسه شده است.خطي متناظر بصورت تحليلي حل شده و نتا

 توان به شکل زیر بيان كرد:معادلات خطي حاكم بر سيستم را مي

 

(14) 2 2 1 2 1

1 2 1 2 1 1 0

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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 هستند:بيان قابل ماتریسي زیر اخير به صورت معادلات 
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از ميرایي سيستم،  كردن در معادلات و صرفنظرآن و جایگذاري  

 آید:صورت زیر بدست ميه معادله مشخصه ب

(16 ) 
4 2( ) 0s us us s s s s us s usm m m k m k m k k kW - + + W + = 

    :شودهاي طبيعي سيستم حاصل ميفركانسآن، حل  كه با اعمال مقادیر عددي پارامترها و

  

1

2

25.74

158.65

W =ë û
ì ü
W =í ý 
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هاي طبيعي نرماليزه شده ، فركانسن فركانس طبيعي سيستم خطي یک درجه آزادي متناظردر نظر گرفتبا 

 شوند:صورت زیر حاصل ميه ب

 1

2

0.89

5.49

f

f

ë û=î î
ì ü
=î îí ý

 

 دارد.مطابقت نتایج عددي دقت قابل قبولي با  كه با

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 ت تحریک جادهدو درجه آزادي خودرو تح -پاسخ فركانسي مدل خطي یک چهارم  -3شکل

 براي جرم فنربندي نشده ب( براي جرم فنربندي شده الف( 

 

 بررسی تاثیرات اجزاء غیرخطی بر پاسخ سیستم -3-1

نحوه تغيير  (،h و aخودرو ) پارامترهاي سيستم تعليقبا در نظر گرفتن اثرات غيرخطي  بخش در این

پاسخ فركانسي  .شودميبررسي و گذار سيستم از حالت پایا به حالت آشوبناک  پاسخ فركانسي هايپيک

مورد بررسي قرار گرفت و از بين حالات مختلف دو دسته حالت حدي  h و aزسيستم براي مقادیر متفاوتي ا

غيرخطي  نسبت  ميرائي( =0.08hو  =0.3aیگر انتخاب گردید. در حالت اول )به عنوان نماینده حالات د

0و  =1.2a) به حالت دوم . 0 2h=.ه شکل ها ببراي اینکه تفاوت ( از شدت بيشتري برخوردار است

(، براي بخش غيرخطي h)ميرائيد همزمان با كاهش اثر بخش غيرخطي ده باشتري قابل مشاهمحسوس

 و a( از مقداري بزرگتر استفاده شده است. در نهایت با انتخاب مقادیر مناسب براي aسفتي سيستم تعليق)

h  اي مابين مدل یک چهارم دو درجه آزادي با مدل یک چهارم یک مقایسه ]31و21[با توجه به مراجع

 درجه آزادي ارائه شده در این مراجع انجام شده است.

سخ فركانسي سيستم به نمودارهاي مربوط به پا =0.08hو =0.3aبا فرض  (ب)و  (الف -4)در شکل    

هاي تحریک ترتيب براي جرم فنربندي نشده و جرم فنربندي شده آورده شده است. دو پيک در فركانس

0.85f 4.2fبراي جرم فنربندي شده و  = شود. بلافاصله بعد از براي جرم فنربندي نشده دیده مي =

شود كه حاكي از وجود رفتار بزرگ در مقدار ماكزیمم دامنه خروجي دیده مياولين پيک یک سقوط 

شود كه پيک دوم در نمودار پاسخ فركانسي براي جرم فنربندي نشده در فركانس آشوبناک است. مشاهده مي

به مراتب كوچکتر نسبت به سيستم خطي متناظر اتفاق افتاده  تحریکي كمتر و با دامنه خروجي ماكزیمم

شود كه اكي از وجود رفتار آشوبناک باشد دیده نميک دوم هيچگونه تغيير ناگهاني كه حدر نزدیکي پي است.
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براي بررسي رفتار ج(.  -4)شکل كنديد ميأئبراي جرم فنربندي نشده نيز این مسئله را تچندگانگي نمودار 

مؤید پاسخ آشوبناک براي رسم شده است كه  (د-4)در شکل چندگانگي نمودار  جرم فنربندي شده آشوبناک

0.6fفركانس تحریک كمتر از  هاي تحریک نرماليزه شده كمتر از قابل ذكر است كه در فركانس باشد.مي =

 شود.نوعي رفتار دوگانه با دو دامنه ماكزیمم خروجي دیده مي 6/1

 

 
 )الف( 

 
 )ب(

 )ج(
 

 )د(

 الف( براي جرم فنربندي نشده  =0.08hو  =0.3aارهاي پاسخ فركانسي براي مدل غير خطي به ازاينمود -4شکل

 براي جرم فنربندي شده براي جرم فنربندي نشده د( ج(چندگانگي  نمودارهاي و ،براي جرم فنربندي شده ب(

 

فنربندي نشده و جرم  نمودارهاي مربوط به پاسخ فركانسي به ترتيب براي جرم (ب)و  (الف -5)در شکل  

 هاي تحریکآورده شده است. در این حالت دو پيک در فركانس =0.02hو  =1.2aبازاي فنربندي شده 

0.72f 5.1fبراي جرم فنربندي شده و  = براي جرم فنربندي  شود.براي جرم فنربندي نشده دیده مي=

0.5fخروجي از فركانس تحریک نزدیک به پيک به فركانسي كمتر ) ماكزیممشده سقوط در دامنه  =) 

3fمنتقل شده است. براي جرم فنربندي نشده در محدوده فركانسي  1.2fتا  = چندگانگي در دامنه  =

شود كه این حالت براي جرم فنربندي شده نسبت به جرم فنربندي نشده از مشاهده مي 1خروجي سيستم

نيز وجود پاسخ آشوبناک براي جرم فنربندي شده و چندگانگي شدت بيشتري برخوردار است. نمودارهاي 

3fفركانسي  هايمحدوده جرم فنربندي نشده را در 1.2fتا  = 0و  = . 6 5f 0.5fتا = تایيد  =

تر جرم فنربندي نشده هاي تحریک پایينشود كه در فركانس(. بعلاوه مشاهده مي(د)و  (ج -5)كنند)شکلمي

 كند.لي جرم فنربندي شده به سمت پاسخ آرامتر ميل ميكند ود را حفظ ميآشوبناک خوپاسخ 

 

                                                                                                                                                         
1 Beeping 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

 الف( براي جرم فنربندي نشده  =0.02hو  =1.2aنمودارهاي پاسخ فركانسي براي مدل غير خطي به ازاي -5شکل

 ج( براي جرم فنربندي نشده د( براي جرم فنربندي شده چندگانگي نمودارهاي و ،دهب( براي جرم فنربندي ش

 

تاثير تغييرات پارامترهاي غيرخطي بين دو  (5)و شکل  (4)از مقایسه نمودارهاي ارائه شده در شکل 

شود. چنانکه مشاهده نسبت به دیگري غالب در نظر گرفته شده است آشکار مي ميرائيحالت، كه در یکي 

غيرخطي و افزایش سفتي غيرخطي فاصله دو پيک  ميرائيشود در نمودار پاسخ فركانسي با كاهش مي

3f، در محدوده فركانسي (5)افزایش یافته است. از طرف دیگر در شکل  1.2fتا  = رفتار نوساني در  =

زیاد سبب استهلاک سریع  ميرائي (4)الت مورد بررسي در شکل شود ولي در حپاسخ فركانسي مشاهده مي

براي  (5)شود. همچنين در شکل مي آشوبناکاین نوع پاسخ و تغيير رفتار از پاسخي آشوبناک به پاسخ غير 

0.5fفركانس تحریک كمتر از  حث در جرم فنربندي شده پاسخي به مراتب آرامتر نسبت به حالت مورد ب =

 دارد و دوگانگي در دامنه خروجي از بين رفته است. (4)شکل 

0و  =1.2aسيستم براينمودار پوآنکاره  (6)در شکل . 0 2h= 2.8هاي تحریک در فركانسf و  =

0.6f شود ده و فنربندي شده رسم شده است. در این نمودارها مشاهده ميفنربندي نش هايبراي جرم =

2.8fكه در فركانس  رفتار آشوبناک در ارتعاش جرم فنربندي شده آغاز شده و جرم فنربندي نشده را  =

رم فنربندي نشده تحت تاثير قرار داده است و در آغاز ورود به ناحيه چندگانگي در پاسخ،  نمودار مربوط به ج

0.6fبرخلاف نمودار مربوط به جرم فنربندي شده یک حلقه بسته است. در فركانس  عکس این حالت رخ =

دهد كه این پاسخ بر روي پاسخ داده است و جرم فنر بندي نشده ابتدا از خود پاسخي آشوبناک نشان مي

شود. اما همانگونه كه د سریع تر آن به ناحيه پاسخ آشوبناک ميجرم فنربندي شده تاثير گذاشته و سبب ورو

 شود. مي کگفته شد با كاهش بيشتر فركانس، جرم فنربندي شده دوباره وارد ناحيه پاسخ غير آشوبنا
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 )ب(  )الف(

 
 )د( )ج(

2.8fدر فركانس تحریک  =0.02hو  =1.2aنمودار پوآنکاره سيستم بازاي  -6شکل الف( براي جرم فنربندي نشده  =

0.6fب( براي جرم فنربندي شده، و در فركانس تحریک  ج( براي جرم فنربندي نشده د( براي جرم فنربندي شده =

 

 آزادی مقایسه مدل غیرخطی ارائه شده حاضر با مدل یک درجه -3-2

ي ارائه شده در تحقيقات تر از مدل یک چهارم یک درجه آزادمدل استفاده شده در این مقاله مدلي واقعي

. وجود رفتارهایي در پاسخ اجباري سيستم كه در مدل یک درجه آزادي از ] 21و13و12[باشدپيشين مي

 ،براي مقایسهشده است.  چشم دور مانده بود سبب پررنگ شدن نقش درجات آزادي دیگر در پاسخ سيستم

آورده شده  (ب)و  (الف -7)در شکل  =0.1hو  =1.5aبراي حالت  چندگانگي ونمودارهاي پاسخ فركانسي 

 فركانسسيستم داراي دو پيک در دارد. مطابقت] 21و13و12[كه با مقادیر مورد استفاده در مراجع  ستا

0.8fتحریک  4fبراي جرم فنربندي شده و  = فنربندي نشده مي باشد. براي جرم فنربندي  براي جرم =

0.8fشده بلافاصله بعد از پيک در فركانس تحریک  یک سقوط ناگهاني در اندازه دامنه خروجي ماكزیمم  =

0.69fدر فركانس تحریک  شود.مشاهده مي شود كه این پيک دیگري با دامنه خروجي كوچکتر دیده مي=

 (. با مراجعه به نمودارهاي(ب -5)شود)شکلتضعيف شده این پدیده مشاهده نمي ميرائيپدیده در سيستم با 

شوبناک به پاسخي شود كه این نقطه محل تغيير پاسخ سيستم از پاسخ غير آمشخص ميچندگانگي 

این  مربوط است كه Hopf Bifurcationبه  خروجي(. تغييرات در دامنه (د( و )ج -7)آشوبناک است)شکل

 سریعمحل آن با تغيير  همچنينتحریک در تناسب است  فركانسو  سيستمارتعاشي پایه  فركانسبا  پدیده

فركانسي و چندگانگي استخراجي براي  اسخپنمودار  (ب)و  (الف-8)در شکل ارتباط دارد. خروجيدر دامنه 

  خوبي دارد.تطابق مدل یک درجه آزادي آورده شده است كه با نمودار استخراجي براي مدل دو درجه 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

        براي جرم فنربندي نشده الف( =0.1hو  =1.5aنمودارهاي پاسخ فركانسي براي مدل غير خطي به ازاي -7شکل

 براي جرم فنربندي شده براي جرم فنربندي نشده د( ج(چندگانگي  نمودارهاي و ،براي جرم فنربندي شده ب(

 

 
 (الف)

 
 (ب)

 ]13[و )ب( چندگانگي براي سيستم یک درجه آزادي  پاسخ فركانسي )الف(نمودارهاي:  -8شکل

 

0.5fهاي تحریک كمتر از در محدوده فركانس در نمودار پاسخ فركانسي براي دامنه ماكزیمم  =

تر این مطلب در این ناحيه به بررسي رفتار سيستم خروجي دو دسته مقدار دیده مي شود. براي بررسي دقيق

سيستم در نکاره نمودارهاي پوآ (ب)و  (الف -9)پرداخته شده است. در شکل نمودارهاي پوآنکاره  به كمک

0.3fفركانس تحریک  ]و شرایط اوليه  = ][ ]2 2 1 1, , , 0.15,0.1,0.15, 0.1x v x v = - به ترتيب براي جرم فنربندي  -

از طرف  .باشندرفتار آشوبناک مي وجودنشده و جرم فنربندي شده رسم شده است كه هر دو نمودار حاكي از 

براي جرم فنربندي نشده و جرم فنربندي نمودارهاي پوآنکاره هنده دبه ترتيب نشان (د)و  (ج -9)یگر شکل د

]شده در همان فركانس تحریک و با شرایط اوليه  ][ ]2 2 1 1, , , 0,0,0.15, 0.1x v x v = است. در این نمودارها  -
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جرم فنربندي شده تقریبا به شکل یک حلقه بسته است اما جرم  پوآنکاره كه نمودارشود مشاهده مي

 ان رفتاري آشوبناک دارد.فنربندي نشده همچن

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

]براي شرایط اوليه =0.1hو  =1.5aسيستم بازاي نمودارهاي پوآنکاره  -9شکل ][ ]2 2 1 1, , , 0.15,0.1,0.15, 0.1x v x v = - - 

]شرایط اوليه  براي جرم فنربندي شده و براي جرم فنربندي نشده ب( الف( ][ ]2 2 1 1, , , 0,0,0.15, 0.1x v x v = -  

 جرم فنربندي شده براي جرم فنربندي نشده د( براي ج(

 

0.5f هاي تحریک كمتر ازهمانگونه كه گفته شد در محدوده فركانس سيستم داراي دوگونه پاسخ  =

امکان پذیر نبود در  پایدار است. كه امکان شناسایي آنها در مدل غيرخطي یک چهارم یک درجه آزادي

شود كه جرم فنربندي نشده به شکل یک ، مشاهده مي(د)و  (ج –9)تحليل رفتار سيستم با توجه به شکل 

و سبب كاهش ارتعاش آن شده است كه این كاهش در مقدار  جاذب براي جرم فنربندي شده عمل كرده

همراه است. البته قابل ذكر است كه علاوه بر  غيير از رفتار آشوبناک به رفتار غيرآشوبناکت دامنه ارتعاشي با 

 غالب نيز براي تغيير رفتار به حالت غيرآشوبناک لازم است.  ميرائيدامنه و فركانس تحریک، وجود 

 

 گیرینتیجه -4
هاي جدید ارائه شده براي در این مقاله مدل غيرخطي یک چهارم دو درجه آزادي خودرو بر اساس مدل

نواحي مهم  مورد بررسي قرار گرفت و به بررسي پاسخ فركانسي سيستم و ستم تعليقسي هاي غيرخطيالمان

براي شناسایي نواحي كه در آن پاسخ سيستم پوآنکاره  وچندگانگي  از نمودارهاي در پاسخ پرداخته شد.

اي مقایسه ]14و13و12[ جعانتخاب مقادیر عددي با توجه به مراآشوبناک است استفاده گردید. همچنين با 

هاي مشخصي از كور در بازهجع مذامشاهده شد كه علاوه بر رفتارهاي بحث شده در مر .بين نتایج انجام شد
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هاي تحریک، سيستم رفتار دوگانه كاملاً متمایز از خود نشان مي دهد و علاوه بر دامنه و فركانس فركانس

بودن یا عدم آشوبناک بودن است. این  تحریک شرایط اوليه نيز عاملي براي تعيين نوع پاسخ از نظر آشوبناک

 هايشود كه در مدلدوگانگي در پاسخ از برهم كنش جرم فنربندي شده و جرم فنربندي نشده ناشي مي

 امکان مشاهده آن وجود نداشت. ارائه شده در مراجع پيشين غيرخطي یک چهارم یک درجه آزادي

در پاسخ سيستم مورد بررسي قرار گرفت. نتایج  براي مدل یک چهارم دو درجه آزادي تاثير اجزاء سيستم

ساز نقش بيشتري در رفتار سيستم در مقایسه با سایر عوامل غيرخطي غيرخطي ميرائيدهد كه نشان مي

اي در ( نقش عمدهh)ميرائيهاي انجام شده بر پاسخ سيستم مشخص كرد كه ضریب دارد. همچنين بررسي

 دن پاسخ و كاهش نواحي آشوبناک دارد.پایدار ش
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 های انگلیسیدامنفهرست 
A: دامنه ناهمواري جاده 

outA :دامنه نوسانات 

sc :ميرائي سيستم تعليق 

scF: نيروي ایجاد شده در دمپر سيستم تعليق 

uskFنيروي اعمالي به جرم فنربندي شده : 
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sF :نيروي ایجاد شده در فنر سيستم تعليق 

g :شتاب گرانش 

sk :سفتي سيستم تعليق 

usk :سفتي تایر 

sm :جرم فنربندي شده 

usm :جرم فنربندي نشده 

0v :سرعت حركت خودرو 

1x :جابجایي جرم فنربندي نشده 

2x :جابجایي جرم فنربندي شده 

 
 ی یونانیمادهان
α  :ضریب بخش غيرخطي سفتي سيستم تعليق 

ε  :ضریب بخش غيرخطي سفتي تایر 

η ضریب بخش غيرخطي ميرائي سيستم تعليق : 

ɱ فركانس تحریک : 
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Abstract 

 

In this paper, in order to make a realistic model for investigating the nonlinear behavior of the 

car suspension system, the unsprung mass is taken into the account and a two-degree of 

freedom quarter car model is used. A non-linear model is applied to the spring and damping 

of the suspension system. The tire is modeled as a hardening spring and the road excitation 

considered as a sinusoid wave. The results indicate that the system has a chaotic behavior in a 

specific excitation frequency interval which is identified by bifurcation diagrams. Comparing 

the results with those in the literature shows that using a nonlinear two-degree of freedom 

model reveals some behaviors that one degree of freedom model fails to exhibit. 

 
 


