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 2رویا عاقب
 دانشجوي كارشناسي ارشد

هدفمند  هایبررسی تحلیلی رفتار دینامیکی ورق

تحت بارهای عرضی با تغییرات ویسکوالاستیک 

 زمانی دلخواه

هاي گاهدیناميکي ورق ویسکوالاستيک هدفمند روي تکيهدر مقاله كنوني، رفتار 
ساده، تحت بار عرضي با تغييرات زماني دلخواه، به روش تحليلي مورد بررسي قرار 
گرفته است. مدل انتگرالي توارثي براي توصيف رفتار ویسکوالاستيک مواد و تابع 

ستفاده تواني براي توصيف تغييرات هدفمند ویژگيهاي مواد در جهت عرضي ا
انتگرالي حاكم بر ورق، حل مکاني  -اند. براي یافتن پاسخ معادله دیفرانسيليشده

اي هاي زماني به شيوه ذوزنقهكوتا با تبدیل انتگرال-ناویر و حل زماني رانگ
هاي مختلف مواد و پارامترهاي هندسي بر تاریخچه استفاده شده است. اثر ویژگي

دهند كه به نتایج نشان مي. است به طور گسترده بررسي شده ،زماني پاسخ ورق
هاي ابتدایي سختي ورق افزایش و در نتيجه، دليل ماهيت ميراسازي مواد، در زمان

 .یابدخيز دیناميکي بيشينه ورق كاهش و فركانس طبيعي آن افزایش مي

 
 

 مدل توارثي انتگرالي، حل تحليلي، مستطيليورق هدفمند، مواد ویسکوالاستيک ، مواد  :هاي راهنماواژه

 

 مقدمه  -1

هاي با توجه به توسعه تکنولوژيباشد. هاي ذاتي مواد ميویسکوالاستيسيته یا ميرایي ساختاري، از ویژگي

ات تغييرپيوستگي  وارتعاشات سازي امير هايویژگيویسکوالاستيک هدفمند كه به طور همزمان  مواد توليد

تر ضروري هاي دقيقشده با این مواد با مدلساخته هاي ، بررسي رفتار سازهباشنددارا ميرا هاي تنش مولفه

-. در این حالت، ویژگيرفتاري متغير با زمان و مکان دارندمواد یاد شده هاي مکانيکي ویژگيرسد. به نظر مي

ماهيت ميراسازي این مواد، . دنكندر راستاي یک بعد به صورت تابعي پيوسته و تدریجي تغيير ميهاي مواد 

هم به افزایش سختي و هم به تغيير فركانسهاي طبيعي در اثر ميرایي مي انجامد. لذا به طور كلي، رفتار سازه 

 یابد. تواند ورق نيز باشد، بهبود ميمورد نظر كه مي

Praveen  وReddy [1پاسخ ،] ر نظر گرفتن فلزي را به روش المان محدود و با د -ورق هدفمند سراميکي

 Aboudi [2،]و  Cederbaumهاي بزرگ بررسي نمودند. نيروي برشي عرضي، اینرسي دوراني و تغيير شکل

                                                                                                                                                                                     
 هاي ها و سامانهمهندسي مکانيک، دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدین طوسي، قطب علمي سازهدانشکده  ،ردانشيانویسنده مسئول،  1

 shariyat@kntu.ac.ir    هوشمند
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مورد بررسي قرار دادند. آنها از  ايپلهبا تغييرات زماني هاي كامپوزیتي ویسکوالاستيک را تحت بار پاسخ ورق

و سري فوریه براي یافتن پاسخ فركانسي استفاده كردند. پاسخ دیناميکي و شبه دیناميکي  1روابط بولتزمن

بررسي Chen [5 ]توسط تيرهاي ویسکوالاستيک با استفاده از نظریه تبدیل لاپلاس و با روش اجزاء محدود 

مورد را مثلثي با تغييرات زماني  عرضي پایداري ورقهاي ویسکوالاستيک تحت بار Aköz[4] و  Ilyasovشد. 

ه ارائه و معادلات حاصله را ب 2ولترا -فرم بولتزمنرا با  ویسکوالاستيک ساختاريو معادلات داده بررسي قرار 

  .نمودندتبدیل لاپلاس حل شيوه 

هاي در ورقویسکوالاستيک  -الاستيکبرخي از پژوهشگران، نکات مرتبط با نحوه استفاده از تناظر 

قرار داده و ثابت  كاوش را مورد ایينيروهاي برشي درون صفحهبار گسترده و ویسکوالاستيک هدفمند تحت 

 ، ضمن آنکه تنها براي تغييرات سينوسي بار قابل استفاده است،مواد ویسکوالاستيکكه اصل تناظر نمودند 

و  Abdoun[. 3-8] صادق است ،استپذیر یشجدا هابراي نوع خاصي از مواد هدفمند كه تابع وارهيدگي آن

Azrar [9 ،] را به شيوه المان محدود بررسي نمودند. پاسخ ورق ویسکوالاستيک تحت بارگذاري هارمونيک

اي كه تابعي از فركانس ماتریس وارهيدگي پيچيده ، ازمواد هاي ویسکوالاستيکبراي توصيف ویژگي

 و همکاران Assie، توسط بدون اصطکاک استيکربه ورق ویسکوالض. پاسخ استفاده شدوارهيدگي بود 

در این . گردیدفرم معادلات حركت به صورت انتگرالي حاصل  المان محدود به دست آمد. شيوهبه [ 11و11]

از مدل جامد ویسکوالاستيک خطي براي استفاده شده و وارهيدگي مواد غير همگن ساده مدل زمينه، 

هاي كامپوزیتي ویسکوالاستيک ورقگذراي رفتار  همچنين، شد.بهره گرفته توصيف رفتار ویسکوالاستيک 

آنها از مدل ریچارد براي  .بررسي شدو همکاران  Assieتوسط مثلثي زماني  با تغييرات تحت بارگذاري

و از تئوري برشي مرتبه اول و روش اجزاء محدود براي یافتن معادلات حاكم توصيف خاصيت ویسکوالاستيک 

 Eremeyevو  Altenbach[. 12]انجام پذیرفت استفاده از روش نيومارک زماني با  حل .استفاده كردند

هاي پليمري ناهمگن یا فومهاي فلزي ورق هدفمند ساخته شده از فومرفتار خمشي [ 14و15]

 . دادندمورد بررسي قرار را الاستيک ویسکو

تحليل دیناميکي مواد هدفمند و مواد ویسکوالاستيک، جاي  روي بربا توجه به تحقيقات صورت گرفته 

به خالي در حالت كلي فركانسي ورق ویسکوالاستيک هدفمند  تحت بارهاي با تغييرات زماني دلخواه و تحليل

تنها براي اند كه این مورد انجام شده 5مدول مختلطاستفاده از رسد. كارهاي صورت گرفته بر پایه مينظر 

نيمه  يپاسخسعي شده است كه مقاله كنوني در باشد. هارمونيک مناسب ميزماني با تغييرات  بارهاي

ي دیناميکي تحت بار گستردهویسکوالاستيک هدفمند دیناميکي ورق شکل خمش و تغيير ايبرتحليلي 

نيز انتگرال معادله حاكم بدست آمده، خيز، مشتقات زماني آن و در همچنين، از آنجا كه شود.  دلخواه ارائه

از . است اي براي حل معادلات نهایي ارائه شدهشوند، روش عددي ویژهزمان آشکار ميزماني آن به طور هم

 براي هر نوع بنديفرمولاست، در نظر گرفته شده ار راي بكلي ب ايتاریخچه ،كنوني مقالهكه در آنجا 

  ي حل مسائل استفاده شده است.از فرم انتگرال كانولوشن برابوده و مناسب  زماني تغييرات
 

                                                                                                                                                                                     
1 Boltzman 
2 Boltzman-Voltra 
3 Complex modulus 
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 یسکوالاستیک هدفمندومعادلات حاکم بر ورق  -2
 یسکوالاستیک هدفمندتوصیف تغییرات ویژگیهای مواد و -2-1

و داشته نزدیک به جامد ویسکوالاستيک  ي( كه پاسخ1)د استاندارد خطي شکل جاماز مدل  كنوني، در مقاله

 است.  ، استفاده شده[13] دهدرفتاري مناسب از خود نشان مي 2و هم در خزش 1هم در وارهيدگي تنش

 
  مدل جامد ویسکوالاستيک خطي استاندارد -1شکل

 

شود، جرم هاي ورق، جابحایي عرضي تمامي ذرات ضخامت یکسان فرض ميبا توجه به اینکه در تئوري

 ( 1معادله )ه فرم ، بویسکوالاستيکمدل تابع وارهيدگي . آن پنداشترم ظاهري توان جرا ميمعادل ورق 

 :[13] است

(1)  
1 2( ) tE t E E e    

 عکس زمان وارهيدگي است: α(، 1)در رابطه 

(2)  21

r

E

t



   

كه در آن، 
rt و  5زمان وارهيدگي  شرایط بارگذاري، ابعاد و دستگاه ( است. 1ميزان ميرایي )طبق شکل

 اند.( نشان داده شده2هاي ساده مورد بررسي، در شکل )گاهمحورهاي مختصات ورق داراي تکيه

 

 
 پارامترهاي هندسي و جهت محورهاي دستگاه مختصات مورد استفاده -2شکل

 

 اند:اختيار شدهبه كار رفته به صورت تابعي تواني  تغييرات هدفمند ویژگيهاي مواد

                                                                                                                                                                                     
1 Relaxation  
2 Creep 
3 Relaxation 
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(5)   
1

( )
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n

c m m

z
E z E E E

h

 
    
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 ،در آنكه 
mE  مدول الاستيسيته فلز و

cE به طور ضمني فرض شده  باشد.مدول الاستيسيته سراميک مي

هر دو ماده تشکيل دهنده ماده ا توجه به اینکه ببالایي ورق، سراميکي و لایه زیرین، فلزي باشد.  است كه لایه

با فرض ماهيت ویسکوالاستيک مشابه براي مواد تشکيل  باشند،مي ویسکوالاستيکهدفمند داراي ویژگي 

 توان نوشت:( مي5( و )2از تركيب روابط ) دهنده،

(4)     1 1 1 2 2 2

1 1
(z, )

2 2

n n

t

c m m c m m

z z
E t E E E E E E e

h h


      

             
         

 

طبق رابطه فرض یاد شده، مانند فرض ضریب پواسون یکسان براي مواد تشکيل دهنده ماده هدفمند است. 

(1،) 

(3)  
1 2 1(z,0) ( ) ( ), (z, ) ( )E E z E z E E z     

 

 ورق ویسکوالاستیک هدفمندرکت معادلات ح -2-2

 :گونه زیرندبه  جابجایي -روابط كرنش ،كوچک هايجایيبراي جابه

(6)  
, ,

1
( , ) ( , ) ( , )

2
ij i i j i j i iX t u X t u X t      

و مختصات  ندهشمار jو i در آن، كه
iu مختص جایي در جهت جابهiX.است 

x ,  , هاي تنش )ارتباط ميان مولفه y xy  ( و كرنش ) ,  , x y xy   )(ولترا-بولتزمن روابط)  فرمبه 

[:61] است (6)ه رابط

 

 

 

(7)               
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 
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 
   

كه در آن، 
ijC ویسکوالاستيک است. در نتيجه:-تنسور ضرائب الاستيک 

(8)  
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1

x x y

y y x

xy xy

E
x y t R

E
x y t R

E
x y t R

  


  


  


  


  


  
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 :اپراتور انتگرالي است R*كه در آن 

(9)  *

0

( ) ( )

t

R R t d       

 

[:71]ارائه نمود  (11رابطه )ه فرم توان ب، ميدان جابجایي را ميبا توجه به فرضيات تئوري كلاسيک

 

 



 1592 پایيز، ومسسال پانزدهم، شماره                        نشریة پژوهشي مهندسي مکانيک ایران                                                36

 

(11)  
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كه در آن  
0u  و

0v پوشي از مولفه جابجایي چشمورق است.  (ميانيمرجع )مانند لایه جایي صفحه جابه

باشد؛ به ویژه در گاه ساده از نوع جابجا شونده است، مناسب نمياي، به ویژه زماني كه تکيهدرون صفحه

پوشي از مولفه اي. زیرا در این حالتها، چشممسائلي مانند كمانش و ارتعاش ورق تحت نيروهاي درون صفحه

-گردد. براي حالتيکه تکيهاي ميموجب صفر شدن كار نيروي خارجي درون صفحهاي، جابجایي درون صفحه

هاي گاهها و نقطه مياني ورق، مقدار مولفهاي ندارد، از آنجا كه در تکيهگاه ساده آزادي حركت درون صفحه

ا تقریب توان بگاه صفر است(، مياي تکيهاي صفر است )لذا، كار نيروهاي درون صفحهجابجایي درون صفحه

پوشي نموده و از نتيجه اي در سایر مقاطع ورق )دربرابرخيز( چشمهاي جابجایي درون صفحهخوبي، از مولفه

اي در زیر آن منتقل دارد كه در حين تغيير شکل ورق، هر نقطه به نقطهضمني تئوري خمشي كه بيان مي

 شود، بهره جست. مي

:داریم (11باشند، از رابطه )عمدتاً خمشي ميكه تغيير شکلها تيبر این پایه، در حال
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    :، خواهيم داشت(8ابطه )ر( در 11با جایگزیني رابطه )
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:خواهد بود (51)فرم رابطه  بهبر واحد طول،  روابط گشتاورهادر نتيجه، 
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 داریم:جرمي مخلوط هدفمند در راستاي عرضي لي (، براي تغييرات چگا5، مشابه با رابطه )همچنين



 37                                                                                                   ...     بررسي تحليلي رفتار دیناميکي ورقهاي هدفمند 

(41)  
/2 /2

0

/2 /2

1
( ) ( )

2

1
( )  ( )

2 1

n

c m m

nh h

c m
c m m m

h h

z
z

h

z
I z dz dz h

h n

   

 
    

 

 
    

 

   
        

   
 

 

در  w(x,y,t)با زمان، متاثر از این فرض تئوریهاي تک لایه معادل است كه مقدار خيز  فرض عدم تغييرات 

ناپذیر و فاصله عرضي نقاط، ثابت تمام ضخامت یکسان است. به بيان دیگر، ورق در جهت ضخامت تراكم

دهد: است. در نتيجه، با توجه به اینکه تغيير حجمي در جهت عرض روي نمي
0 0V V ،كه در آن ،

0V و

0 از سوي دیگر،  .كندباشند، چگالي جرمي با زمان تغيير نميبه ترتيب، حجم و چگالي جرمي اوليه مي

( مدلسازي 1اي مواد است كه تغييرات آن با زمان در شکل )مدول الاستيسيته متاثر از ميزان ميرایي سازه

موضوع بيان شده، ویژگيهاي  ورق با زمان تغيير خواهد نمود. بر پایه دومقطع . در نتيجه، سختي اندشده

 دهند.ویسکوالاستيک مواد، ممان اینرسي خمشي مقطع و نه ممان اینرسي جرمي را تحت تاثير قرار مي

 [:17] توان نوشتاز قانون دوم نيوتن براي الماني از ورق، مي    

(13)  
0( , , ) ( )

yx
QQ

p x y t I w t
x y


   

 
 

برشي بر واحد طولنيروهاي روابط ميان روابط همچنين با توجه به 
xQ وyQ  با مقادیر گشتاور بر واحد طول

 مقطع:

(16)  ,
xy xy yx

x y

M M MM
Q Q

y x x y

  
   

   
 

 ( داریم:13( در رابطه )16) هابطبا جایگزیني ر

(17)  
2 22

02 2
2 ( , , ) ( , , )

xy yx
M MM

I w x y t p x y t
x x y y

 
    

   
 

 ( خواهيم داشت:17رابطه )( در 15با جایگزیني روابط )در نتيجه، 

(18)  
/2 2

* 4

02

/2

(z,0)
(1 ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0

1

h

h

z E
R dz w x y t p x y t I w x y t




 
     

 
  

مکان است. لذا برخلاف  انتگرالي برحسب زمان و -دیفرانسيليولترا  -بولتزمنیک معادله  (18)معادله 

باشد. لذا حل آن به معادلات حاكم بر حركت معمولي، علاوه بر مشتقات زماني، شامل انتگرال زماني نيز مي

 باشد. پذیر نميمعمول، امکانروشهاي 

 ارائه شده است.به روش نيمه تحليلي،  این معادلهروش حل در بخش آینده، 

 

 روش حل معادله حاکم-3
 برای وابستگی مکانی 1ناویر پاسخ -1-3

حل كلاسيک گاه ساده قرار دارند، حل مسئله خمش با استفاده از هاي ورق روي تکيهبا توجه به اینکه لبه

 [:17پذیرد ]زیر براي بار و خيز صورت مي با بکارگيري سریهاي فوریه ناویر،

                                                                                                                                                                                     
1 Navier 
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(19)  1 1

1 1

( , , ) ( )sin sin

( , ) ( )sin sin

mn

m n

mn

m n

m x m y
p x y t p t

a b

m x m y
w x y w t

a b

 

 

 

 

 

 








 

 :سازدبرآورده ميرا گاه ساده تکيهشرایط مرزي (، 19پاسخ خيز ارائه شده در رابطه )

(21)  

2

2

2

2

( )
( ) 0        0       ( 0, )

( )
( ) 0          0      ( 0, )

w t
w t x a

x

w t
w t y b

y


  




  



 

 است:( برقرار 21(، رابطه )9از آنجا كه طبق رابطه )

(21)   

0

(z,0) (z, )*( ) ( )
(z,0)

t t

mn mn

E E
R w w e d

E

 
  

  
   

)ضرایب  )mnw t ( 18) رابطه( در 91) رابطه( برقرار باشد. با جایگزیني 18د كه معادله )نایي باشباید به گونه

 :داریم

(22)  ( )

0

0

[ ( ) ( ) )] ( )  ( ) 0

t

t

mn mn mn mnASw t BS w e d p t I w t        

 كه در آن:

(25)  

   

 

/2

2

1 2 1 2 1 22

/2

2/2 2 2
2 4

2 2 22 2 2

/2

1 1
( )

1 2

1
,

1 2

nh

c c m m m m

h

nh

c m m

h

z
A E E E E E E z dz

h

z m n
B E E E z dz S

h a b












  
        

    

    
         

      





 

 گسترده یکنواخت:براي بار 

(24)  0 0

0
0 2

4
( ) ( , , )sin sin

4
( , , )       ( ) [1 ( 1) ][1 ( 1) ]

a b

mn

m n

mn

n x m y
p t p x y t dxdy

ab a b

p
p x y t p p t

mn

 





      

 
 

 

 برای محاسبه انتگرال زمانی 1اییذوزنقهروش عددی  -2-3

با انتخاب پاسخ ناویر، مشتقات مکاني خيز به عباراتي جبري تبدیل شدند. از آنجا كه هدف نهایي از 

عبارات جبري است، در گام بعدي، سازي، تبدیل كليه مشتقات به بکارگيري روشهاي نيمه تحليلي و گسسته

 انتگرالبتدا اكنيم. ( را به عباراتي جبري تبدیل مي22مشتقات و انتگرالهاي زماني آشکار شده در رابطه )

 :[18] كنيممي جایگزین، ایيذوزنقه روش عدديبه ( را 22زماني رابطه )
 

(23)  
1

0( ) ( )( )

0

10

( ) ( ) 2 ( ) ( )
2

N

N N i

t

t t t tt

mn mn mn i mn N

i

t
w e d w t e w t e w t

   


    



 
   

 
  

                                                                                                                                                                                     
1 Trapezoidal 
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 ( خواهيم داشت:22معادله )( در 23ا جایگزیني معادله )ب

(26)  

0

1

( )

0 0

( )

1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( )

N

N

N i

t t

mn N mn N mn N mn mn

t
t t

mn i

i

t t
ASw t BSw t I w t p BSw t e

BS w t e t









 

 



 
   

   
 

توان آن را به شيوه عددي حل نمود. (، یک معادله دیفرانسيل معمولي بر حسب زمان است كه مي26معادله )

( و نيز 26( در آخرین عبارت سوم دوم رابطه )Nگيري )نکته قابل توجه آن است كه تعداد عبارات انتگرال

اي كه با پشت سر گذاشتن هر مرحله زماني، یک عبارت به طرف اول رابطه یاد شده، متغيرند؛ به گونهعبارات 

گردد. مقدار افزوده مي ، بر پایه نتایج مرحله زماني قبلي،(26دوم رابطه )سمت آخرین عبارت )جمع( سوم 

( باید كوچکتر از پریود طبيعي اول پاسخ خيز باشد تا بتوان نوسانات ورق را با tنمو زماني حل عددي )

 دقت خوبي مشاهده و دنبال نمود. 

510tز مرتبه در تحقيق كنوني، این مقدار، ا s  با (، 26) دومرتبه معادله همچنين،  .شده استختيار ا

 .روش رانگ كوتاي مرتبه دوم حل شده است

 

 نتایج -4
 گذاری نتایجصحه -1-4

تحليل ورق ویسکوالاستيک هدفمند، تاكنون انجام نشده است. تحليلهاي صورت پذیرفته براي ورق 

ویسکوالاستيک، از جمله تحليلهاي ارائه شده در سالهاي اخير، عمدتاً در ارتباط با ارتعاش آزاد یا ورقهاي 

 Wangگذاري نتایج تحليل اجباري بر پایه مقایسه با نتایج صحهاند. به همين دليل، تحت بار هارمونيک بوده

[، بر پایه فرمولبندي اجزاء محدود مبتني بر تئوري 19[ انجام پذیرفته است. نتایج مرجع ]19] Tsaiو 

 اند.   ارائه شده( 5پارامتري نشان داده شده درشکل) سه خمشي مرتبه اول برشي و مدل ویسکوالاستيک جامد
 

 
 پارامتريسه جامد -3لشک

 

با مشخصات گاههاي ساده داراي تکيه m1( و ضخامت 11×11)mبا ابعاد ک ورق مستطيلي در این زمينه، ی

هاي تاریخچهقرار داده شده و  =2N/m11p شدت هببا تغييرات زماني پله، یکنواخت ناگهاني  تحت بارزیر، 

مقایسه  4براي ورقهاي الاستيک و ویسکوالاستيک در شکل  مختلف برايورق،  مركزجایي ميزان جابهزماني 

 .اندشده
7 2 7 2 3 8 2

0 19.8 10 / , 2.45 10 / , 2200 / , 0.35, 2.744 10 /E N m E N m kg m Ns m         
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بندي و روش حل عددي ، بيانگر سازگاري نتایج فرمول(4)[ در شکل 11مقایسه نتایج كنوني با نتایج مرجع ]

اي با زمان است، خيز تغييرات پلهباشد. از آنجا كه بار دیناميکي وارده داراي [ مي11كنوني با نتایج مرجع ]

شود. در ورق بيشينه حاصله، دو برابر خيز استاتيکي بوده و نوسان پيرامون خيز استاتيکي انجام مي

شوند ولي چون، ورودي ویسکوالاستيک، به دليل ميرایي ساختاري حاصله، نوسانات به تدریج با زمان ميرا مي

یابد، صرف ایجاد خيز از انرژي بار كه همچنان به ورق انتقال مي ارتعاش، اجباري است، بخش به جاي مانده

شود تا سرانجام، پس از ميرا شدن ارتعاش، خيز كاملاً استاتيکي حاصل گردد. بدیهي است كه استاتيکي مي

، سفتي ورق متاثر از (5)در لحظه ابتدایي، به دليل صلب شدن ميراساز در مدل نشان داده شده در شکل 
0E 

باشد و در حالت پایدار، سفتي مجموعه متناسب بامي   
1

0 1 0 1 0 11/ 1/ /E E E E E E


    است. به همين

 یابد. دليل، خيز ورق مرتباً با زمان افزایش مي

 

 
 [.19با مرجع ]  الاستيک و ویسکوالاستيک هايجایي ورقجابهتاریخچه زماني مقایسه  -4شکل

 

 ویژگیهای ویسکوالاستیک بر رفتار ارتعاشی ورق همسانگرداثر  -4-2

تحت بار ، هندسي و مواد داده شده در مثال قبلمشخصات  اویسکوالاستيک همسانگرد بیک ورق مستطيلي 

و اثر پارامترهاي ویسکوالاستيک بر ميزان كاهش دامنه  شده ( قرار داده27اي مشخص شده در رابطه )ضربه

 .ده استشارتعاش گذرا بررسي 

(27)  
2

0

0

1 / ,          0.2             

0           ,          0.2            

p kN m t s

p t s

  


 
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معادله حاكم  زماني حل براي كوتا(-)رانگ ثابت متوسط شتاب روش ازهمانگونه كه پيشتر بيان گردید، 

و  یب پواسون الاستيکاضراستفاده شده است. هنگام نمودن متوالي عبارات معادله حاكم، نهایي، با به

برخلاف مثال قبل، از مدل نشان داده شده در شکل . انداختيار شده 48/1 و 5/1 ، به ترتيب،ویسکوالاستيک

( بر تاریخچه تغييرات خيز نقطه مياني س زمان وارهيدگي( )عک1از رابطه ) ( استفاده شده و اثر پارامتر 1)

 اصلي دامنه ارتعاش و فركانس طبيعيبر كاهش  =7/1 در ازاي و ميزان تاثير این پارامتر (3)ورق در شکل 

 .استنشان داده شده  (1)جدول  ورق، در

 

 
 ورق ویسکوالاستيکبر تاریخچه تغييرات خيز نقطه مياني ميرایي پارامتر بررسي اثر  -5شکل

 

 .اصلي ( بر كاهش دامنه ارتعاش و فركانس طبيعي=7/1ميزان تاثير پارامتر ميرایي ) -1جدول

)1 فركانسدرصد افزایش  )Hz درصد كاهش خيز max ( 25 )w t s m 

 الاستيک ویسکوالاستيک الاستيک ویسکوالاستيک

9%  6/15  32/12  11%  78/4 e 5-  4/3  e-5 

 

تر رامتر ميرایي، ورق سفتاتوان نتيجه گرفت كه با افزایش پمي (1)و جدول  (3)با توجه به نتایج شکل     

، در زمانهاي اوليه پاسخ یابد. با توجه به افزایش سختي حاصلهشده و نرخ ميرایي دامنه ارتعاش نيز كاهش مي

كمتر است. پس از گذشت زماني مشخص، آن و دامنه ارتعاش فركانس طبيعي ورق ویسکوالاستيک بزرگتر 

  یابد.دامنه به صورت مجانبي كاهش مي

در  (a/b)منظري  هاي مختلفبراي نسبت، بار ضربه، تحت مياني ورق نقطهبيشينه ضخامت بر خيز اثر     

كاهش توان نتيجه گرفت كه افزایش خيز ورق در اثر مي (6) شکل ازنشان داده شده است.  (6)شکل 

لذا، با افزایش نسبت منظري،  شود.ورق( بيشتر مي طول)افزایش منظري ورق نسبت آن، با افزایش ضخامت 



 1592 پایيز، ومسسال پانزدهم، شماره                        نشریة پژوهشي مهندسي مکانيک ایران                                                62

 

ي گيري مودهارسد. زیرا شکلنکته آخر تا حدي بدیهي به نظر مي شود.بزرگتر مي اصلي فركانس ارتعاشي

 .پذیردصورت ميتر ن، سادهرتقا ارتعاشي در ورق مربعي، به دليل

 

 
 (=7/1بر خيز نقطه مياني ورق  )ضخامت ورق ویسکوالاستيک نسبت اثر بررسي -6شکل

 مختلف نسبتهاي منظري به ازاي  

 

 ورق ویسکوالاستیک هدفمندگذرای رفتار  -4-3

 اصلی بر خیز و فرکانس طبیعیبررسی اثر نسبت ضرایب سفتی  -4-3-1

 ویسکوالاستيک هدفمند ورق، از یک و انجام مطالعات پارامترياستخراج نتایج  براي

Aluminum/Alumina(Al/Al₂O₃) 11مربعي با نسبت ضخامت به طول ضلع=a/h  استفاده شده است كه

 :[21] به گونه زیرند آنویژگيهاي مواد 

3

3

Aluminium : 70 , 2070 /

Alumina: 380 , 3800 /

E GPa kg m

E GPa kg m





 

 
 

 n=2و توان كسر حجمي،  48/1، ویسکوالاستيکاد ومضریب پواسون  ،5/1الاستيک مواد  ضریب پواسون
توان تمامي پارامترهاي مدل نشان داده شده اي، مياز آنجا كه طي فرایندهاي ویژهدر نظر گرفته شده است. 

تحت بار ، پاسخ ورق ویسکوالاستيک آلومينيوم بررسي اثر پارامترهاي یاد شدهبراي را تغيير داد،  (7)در شکل 

 :بررسي شد زیرضربه 

(28)  
2

0

0

1 / ,          0.02             

0           ,          0.02            

p kN m t s

p t s

  


 
 

بر پاسخ گذراي ارتعاشي ورق هدفمند، براي مقادیر مختلف پارامتر یاد شده بررسي  اثر ضریب ميرایي

 نشان داده شده است.  (7)اي از نتایج در شکل گردید. نمونه
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 بر خيز ورق ویسکوالاستيک هدفمند αميرایي ضریب بررسي اثر  -7شکل

 

(. در نتيحه، با توجه به 7)شکل یابدزمان وارهيدگي كاهش مي αبا افزایش رفت، همانگونه كه انتظار مي

چون مدل استفاده شده مدل جامد دیگر،  از سويو خيز ورق بزرگتر باشد،  كوچکتر 1E ، هر چهαتعریف 

 .نمود وچکترهایي با ثابت ميرایي كتوان از ميراكنندهویسکوالاستيک خطي است، براي حذف نوسانات ورق مي

هاي مختلف  نسبتبررسي پاسخهاي متناظر با تابع وارهيدگي از براي تعيين در گام بعدي، 
1 2/E E براي 

 نسبتهاي مختلف خيز براي زماني تغييرات تاریخچه شد.استفاده  آلومينيوم و آلوميناورقهاي ویسکوالاستيک 

2E (توابع وارهيدگي مختلف) استه رسم شد (8) در شکل.  

 روند مشابهي نيز براي ورق آلومينا حاصل گردید.

فرم توابع وارهيدگي مورد استفاده، در ابتدا به فرم ، [19]تتر اسعملي E1E/2=4/1 نسبتز آنجا كه ایجاد ا    

زیر در نظر گرفته شده  و سپس در مسير تحليل پارامتري مسئله، با تغيير دادن پارامترهاي مختلف آن، 

 اند:حاصله بررسي شدهتاثيرات 

 

(28)  
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  E1E/2مختلف نسبتهاي  بررسي اثر-8شکل
2E  ورق پاسخ برAL ویسکوالاستيک 

 

 بررسی میزان تاثیر توان تغییرات کسر حجمی مواد  -4-3-2

شده و اثر  ( قرار داده28) رابطهتحت بار ضربه مطابق ورق مربعي با مشخصات تعریف شده در بخش گذشته، 

-تاریخچه تغييرات خيز نقطه مياني ورق و فركانس طبيعي اصلي، به ترتيب در شکلر بنسبت حجمي  توان

 نشان داده شده است. (11) و (9) هاي

هدفمند گردد كه نمودار تغييرات خيز و فركانسهاي طبيعي ورقهاي آشکار مي (11)و  (9)شکلهاي از 

ویسکوالاستيک، بين موارد مشابه از ورقهاي سراميکي و آلومينيومي هدفمند قرار دارند. همانگونه كه رابطه 

دهد، با افزایش توان كسر حجمي، مقدار ميانگين مواد فلزي مقطع افزایش یافته و ورق نرمتر ( نشان مي5)

شود اثر ميرایي تر ميه بزرگضریب الاستيسيت، nكاهش توان  شود. از سوي دیگر، چون بامي

، تعداد نوسانات لازم براي nشود. همچنين، با افزایش توان ویسکوالاستيسيته در زمان كوتاهتري آشکار مي

 كاهش، (11)بر پایه شکل  شود و این به معناي افزایش زمان وارهيدگي ورق است.مي بيشترميرایي كامل 

متناسب است nلگاریتم  تقریباً با اصلي طبيعي فركانس
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 تحت ضربه بر خيز نقطه مياني ورق ویسکوالاستيک هدفمند( n) حجمي كسرتوان بررسي تأثير  -9شکل

 

 

 ویسکوالاستيک هدفمند اصلي ( بر فركانس ارتعاشي ورقnحجمي)توان كسر بررسي تأثير  -11شکل

 

 اثر ضخامت -4-3-3

بر تاریخچه تغييرات خيز نقطه مياني ورق و فركانس . اثر تغيير ضخامت شرایط مسئله مانند مثال قبلي است

 .(α ،2=n=7/1)نشان داده شده است  (12)و  (11)شکلهاي در به ترتيب،  طبيعي اصلي آن،
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 بررسي اثر ضخامت بر خيز ورق ویسکوالاستيک هدفمند  تحت بار ضربه -11شکل

 

 
 مربعي  ویسکوالاستيک هدفمندز ورق خيفركانس اصلي ارتعاش بررسي اثر ضخامت بر  -12شکل

 

توان نتيجه گرفت كه با افزایش ضخامت، ميرایي مي (12)و  (11)از نتایج منعکس شده در شکلهاي 

شود. زیرا افزایش ضخامت ورق، باعث افزایش انرژي كرنشي ذخيره ارتعاشات ورق با نرخ كمتري انجام مي

 شود.ميكه با توان سوم ضخامت مرتبط است، شده در ورق 
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 پله ارپاسخ ورق ویسکوالاستیک هدفمند به ب -5-4

نيز شامل پاسخهاي گذرا است، یک ورودي  هاي مختلف وجهت كه در برگيرنده هارمونيکبار پله از آن 

 α ،2=n=7/1) مربعيشود. براي بررسي پارامتري ورق ویسکوالاستيک هدفمند، ورقي استاندارد شمرده مي

،11=a/h)  چه زماني تغييرات ختاریاثر ویسکوالاستيسيته بر یاد شده قرار داده شده است. تحت بار دیناميکي

 .نشان داده شده است (15)خيز نقطه مياني ورق، در شکل 

 
 هدفمند ویسکوالاستيک  اثر ویسکوالاستيسيته بر تاریخچه زماني خيز نقطه مياني ورق  -13شکل

 (Al/Al₂O₃)  پلهتحت بار (7/1=α). 
 

اري بآشکار است كه با توجه به اینکه تحریک اج (15)از تاریخچه تغييرات خيز نشان داده شده در شکل     

شود تا اینکه به مرور زمان ميرا مي ي پاسخگذرابخش ناشي از رفتار ویسکوالاستيک، ميرایي است، در اثر 

به دليل وجود پاسخ سرانجام به طور مجانبي به پاسخ استاتيکي ميل نماید. بدیهي است كه در این حالت، 

كاهش یافته  شتبا گذانرژي اختصاص داده شده به دامنه نوسان  ،وجود مستهلک كننده تحریک اجباري و

با گذشت زمان تنش ميانگين نوسانات یابد. لذا افزایش مي)استاتيکي( خيره شده ذولي انرژي پتانسيل 

، عمدتاً بدليل كم هافزایش دامنه حاصل افتد.با دامنه نوسانات كوچکتر اتفاق مي يخيز بزرگترو افزایش یافته 

  باشد.( با گذشت زمان و در نتيجه، كاهش سفتي ورق مي1)طبق رابطه 2Eشدن اثر 

طول و ضخامت ورق مربعي، به در گام بعدي، براي بررسي اثر پارامترها در فركانسهاي طبيعي بزرگتر، در     

اي قرار داده شده و تاریخچه تحت بار با تغييرات زماني پلهورق متر در نظر گرفته شدند.  1/1و  1ترتيب، 

ي مواد و ویسکوالاستيسيته بر نشان داده شده است. اثر تغييرات هدفمند ویژگيها (14)کل در شخيز آن 

خيز بيشينه در كه شود بررسي شده است. از نتایج حاصله آشکار مي (2)فركانس طبيعي اول ورق، در جدول 

فركانس طبيعي ورق همچنين،  هدفمند است. والاستيک  هايورقخيز ورق ویسکوالاستيک هدفمند كمتر از 

ز ورق سراميکي ویسکوالاستيک( است )نمودار آن، هاي دیگر )بجفمند كمتر از ورقویسکوالاستيک هد
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منحني ارتعاش ورقهاي هدفمند و ویسکوالاستيک هدفمند بين هاي كنوني، براي داده تر است(.فشرده

 هاي مربوط به ورقهاي سراميکي و فلزي قرار دارد.منحني

 
 بررسي خيز نقطه مياني ورق الاستيک، هدفمند و هدفمند ویسکوالاستيک  -14شکل

 

 الاستيک، هدفمند و هدفمند ویسکوالاستيک هايخيز نقطه مياني ورق مقادیر -1جدول

( )Hz  6

max ( ) 10w m   نوع ورق 

5131 27/1   (Al) الاستيک 

6161 241/1  (Al2O3) الاستيک  

5189 12/1  FGM 

3118 448/1   (Al)   ویسکوالاستيک 

11154 19/1   (Al2O3) ویسکوالاستيک  

3465 592/1  ورق ویسکوالاستيک هدفمند 

 

فركانس طبيعي و خيز بيشينه ورقهاي هدفمند و ویسکو الاستيک (، بر nحجمي مواد ) كسرتوان اثر 

پایه نتایج  برآورده شده است.  (5)هدفمند، جهت ارزیابي ميزان تاثير رفتار ویسکو الاستيک مواد، در جدول 

، درصد حجمي ميانگين مواد فلزي مقطع  nتوان نتيجه گرفت كه چون با افزایشمي (5)ارائه شده در جدول 

یابد ولي خيز بيشينه در ورق یابد، خيز هر دو ورق هدفمند و هدفمند ویسکوالاستيک افزایش ميميافزایش 

، پریود  nهمچنين، با افزایش  ایي و سفتي بزرگتر، كمتر است.هدفمند ویسکوالاستيک به دليل داشتن مير

جود، پریود نوسان در ازاي یابد. با این ونوسان در هر دو حالت ویسکوالاستيک هدفمند و هدفمند افزایش مي

نتيجه فركانس طبيعي ورق  است در مشخص، براي ورق ویسکوالاستيک هدفمند كوچکتر nیک 

ویسکوالاستيک هدفمند از فركانس طبيعي ورق هدفمند بزرگتر است. 
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  ( و  3O2Al/Alهدفمند ) هاي(، بر فركانس طبيعي و خيز بيشينه ورقnحجمي مواد ) كسرتوان اثر  -3جدول

 (.=a/h 11و  α=7/1ویسکوالاستيک هدفمند )

(Hz) 
(m) maxw n 

 ورق هدفمند ورق هدفمند ویسکوالاستيک ورق هدفمند ورق هدفمند ویسکوالاستيک

31/6477 18/6285 7-e1221/2 7-e5416/2 1 

34/3416 22/4855 7-e413/5 7-9464/5 1 

78/4924 99/4487 7-e389/4 7-e5115/3 4 

78/4424 79/4188 7-e879/3 7-e7911/6 11 

71/5834 94/5516 7-e846/8 6-e1214/1 31 

16/5311 39/5141 7-e746/9 6-e1233/1 111 

49/5272 99/2991 6-e198/1 6-e2678/1  
 

 

 گیرینتیجه -3
ویسکوالاستيک به روشي نيمه تحليلي بررسي گردید. بر خلاف در مقاله كنوني، رفتار ارتعاشي ورق هدفمند 

مدلهاي بکارگرفته شده در تحليل ارتعاشي ورق كه بر استفاده از مدول الاستيسيته مختلط مبتني بوده و تنها 

باشند، در مقاله كنوني، از معادلات ساختاري انتگرالي براي توصيف هاي هارمونيک مناسب ميبراي ورودي

-سکوالاستيک مواد بهره گرفته شده است. نوآوري دیگر در ارتباط با حل عددي معادله انتگروماهيت وی

باشد. در بخش نتایج، تحليلهاي عددي متنوعي انجام شده و نکاتي كاربردي استخراج دیفرانسيل حاصله مي

 اند. برخي از نکات یاد شده عبارتند از:شده

 دهد.اهش ميافزایش ضخامت، نرخ ميرایي ارتعاش را ك  .1

 شود.با افزایش نسبت منظري ورق، فركانس ارتعاشي بزرگتر مي  .2

در بارگذاري ناگهاني، سختي ورق ویسکوالاستيک هدفمند در لحظات ابتدایي ارتعاش اجباري بزرگتر  .5

 آیند.است و با مرور زمان، این سختي كاهش یافته و خيزهاي بزرگتري پدید مي

تر شده، خيز آن افزایش و (، ورق نرمnیش توان كسر حجمي مواد )هاي كنوني، با افزابراي داده .4

 یابد.فركانس ارتعاشي آن كاهش مي

یابد. لذا به وسيله مدل با افزایش ميرایي، سختي سيستم و در نتيجه فركانس طبيعي اصلي افزایش مي .3

 ورق استفاده نمود.هایي با ثابت ميرایي كمتر براي حذف نوسانات توان از ميراكنندهارائه شده مي

تر استفاده از ماده هدفمند، ضمن افزایش سفتي و استحکام ورق به دليل امکان استفاده از مواد سخت  .6

 گردد.)مانند سراميک(، موجب ميراشدن ارتعاش و سفتي آن به ویژه در بارهاي ناگهاني مي

 

 

 

 



 1592 پایيز، ومسسال پانزدهم، شماره                        نشریة پژوهشي مهندسي مکانيک ایران                                                71

 

 مراجع

 
[1] Praveen, G., and Reddy, J. N., “Nonlinear Transient Thermoelastic Analysis of 

Functionally Graded Ceramic-metal Plates”, International Journal of Solids and 

Structures, Vol. 35, No. 33, pp. 4457-4476, (1998). 

 

[2] Cederbaum, G., and Aboudi, J., ”Dynamic Rresponse of Viscoelastic Laminated Plates”, 
Journal of Sound and Vibration, Vol. 133, No. 2, pp. 225-238, (1989). 

 
[3] Chen, T.M., “The Hybrid Laplace Transform/Finite Element Method Applied to the  

Quasi‐static and Dynamic Analysis of Viscoelastic Timoshenko Beams”, International 

Journal  for Numerical Methods in Engineering, Vol. 38, No. 3, pp. 509-522, (1995). 

 
[4] Ilyasov, M., and Aköz., A., “The Vibration and Dynamic Stability of Viscoelastic 

Plates”, International Journal of Engineering Science, Vol. 38, No. 6, pp. 695-714, 

(2000). 

 
[5] Paulino, G.H., and Jin, Z.H., ‘‘Correspondence Principle in Viscoelastic Functionally 

Graded Materials”, ASME Journal of Applied Mechanics, Vol. 68, pp. 129–132, (2001). 

 
[6] Paulino, G., and Jin, Z.H., “Viscoelastic Functionally Graded Materials Subjected to 

Antiplane Shear Fracture”, Journal of Applied Mechanics, Vol. 68, No. 2, pp. 284-293, 

(2001). 

 
[7] Paulino, G. H., and Jin, Z. H.,”A Crack in a Viscoelastic Functionally Graded Material 

Layer Embedded Between Two Dissimilar Homogeneous Viscoelastic Layers–antiplane  
Shear Analysis”,  International Journal of Fracture, Vol. 111, No. 3, pp. 283-303, (2001). 

 

[8] Jin, Z.H., and Paulino, G. H, ‘‘A Viscoelastic Functionally Graded Strip Containing a 

Crack Subjected to In-plane Loading”, Engineering Fracture Mechanics, Vol. 69, pp. 

1769–1790, (2002). 

 

[9] Abdoun, F., Azrar, L., Daya, E.M., and Potier-Ferry, M., ”Forced Harmonic Response of 

Viscoelastic Structures by an Asymptotic Numerical Method”, Computers & Structures, 

Vol. 87, No. 1, pp. 91-100, (2009). 

 
[10] Assie , A.E., Eltaher, M.A., and Mahmoud, F.F., “The Response of Viscoelastic-

frictionless Bodies under Normal Impact”, International Journal of Mechanical Sciences, 

Vol. 52, No. 3, pp. 446-454, (2010). 

 
[11] Assie, A.E., Eltaher, M.A., and Mahmoud, F.F., “Modeling of Viscoelastic Contact-

impact Problems”, Applied Mathematical Modeling, Vol. 34, pp. 2336-2352, (2010). 

 
[12] Assie, A.E., Eltaher, M.A., and Mahmoud, F.F., “Behavior of a Viscoelastic Composite 

Plates under Transient Load”, Journal of Mechanical Science and Technology, Vol. 25, 

No. 5, pp. 1129-1140, (2011). 

 



 71                                                                                                   ...     بررسي تحليلي رفتار دیناميکي ورقهاي هدفمند 

[13] Altenbach, H., and Eremeyev, V.A., “On the Bending of Viscoelastic Plates Made of  
Polymer Foams”, Acta Mechanica, Vol. 204, No. 3- 4, pp. 137-154, (2009). 

 
[14] Altenbach, H., and Eremeyev, V.A., “Analysis of the Viscoelastic Behavior of Plates 

Made of Functionally Graded Materials”, ZAMM‐Journal of Applied Mathematics and 

Mechanics/Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanik, Vol. 88, No. 5, pp. 

332-341, (2008). 

 

[15] Lakes, R.S., “Viscoelastic Materials”, Cambridge University Press, New York, (2009). 

 
[16] Badalov, F.B., Eshmatov, K., and Akbarov, U.I., ”Stability of a Viscoelastic Plate under 

Dynamic Loading”, International Journal of Applied Mechanics, Vol. 27, No. 9, pp. 892-

899, (1991). 

 

[17] Ugural, A.C., “Stress in Plates and Shells,” McGraw- Hill, New York, (1999). 

 

[18] Gerald, C.F., and Wheatley, P.O., “Applied Numerical Analysis,” 7th Edition, Pearson, 

California, (2003).   

 

[19] Wang, Y., and Tsai, T., “Static and Dynamic Analysis of a Viscoelastic Plate by the 

Finite Element Method”, Applied Acoustics, Vol. 25, No. 2, pp. 77-94, (1988). 

 

[20] Shariyat, M., and Azadmanesh, M., “Thermal Buckling Analysis of Rectangular 

Composite Plates Subjected to Large Deflections, Based on a Layerwise Theory and 

Budiansky's Criterion Modification”, ISME Journal Vol. 9, No. 1, pp. 25-40, (2007). 
  



 1592 پایيز، ومسسال پانزدهم، شماره                        نشریة پژوهشي مهندسي مکانيک ایران                                                72

 

Abstract 

 

In the present paper, dynamic behavior of a simply supported FGM viscoelastic plate 

subjected to a transverse load with an arbitrary time variations is investigated analytically. 

The hierarchical integral model is employed for description of the viscoelastic nature of the 

materials and a power law is used for description of the transverse variations of the material 

properties of the viscoelastic FGM plate. Solution of the governing equations of the 

viscoelastic FGM plate is accomplished through employing a Navier-type spatial solution and 

a Runge-Kutta solution for the time-dependency using a numerical trapezoidal discretization 

for the time integrals. Influences of various material properties and geometric parameters on 

time history of the responses of the plate are investigated comprehensively. Results reveal that 

due to the damping nature of the viscoelastic material, stiffness of the plate increases at the 

early time instants and consequently, the maximum dynamic transverse deflection of the plate 

decreases whereas the natural frequencies increase.  

 
 


