
 
 
 

1حيدري حسام حاج

 ارشد يكارشناس

  
  
  
  
  2حميدرضا ميردامادي
  استاديار

ي  هاي چندلايه بندي و آناليز ارتعاشي ورقفرمول
نوع لوي با روش المان محدود طيفي چينعمود متقارن 

هاي مستطيلي  طيفي براي آناليز ارتعاشي ورقدر اين تحقيق روش المان محدود 
لايه ارايه  عمودچين نوع لوي بر اساس تئوري كلاسيك ورق لايهمتقارن چندلايه 

هاي ديفرانسيل با  بندي المان محدود طيفي شامل معادله فرمول. شده است
هاي شكل ديناميكي و  اي حركت، ميدان جابجايي طيفي، تابع هاي پاره مشتق

مركب در دو بخش ارتعاش آزاد   آناليز ارتعاشي ورق. باشد ان طيفي ميماتريس الم
آمده از  هاي بدست دقت نتيجه. و ارتعاش هارمونيك مورد بررسي قرار گرفته است

هاي المان محدود در حوزه زمان و  هاي روش روش المان محدود طيفي با نتيجه
آمده بيانگر كاهش  تهاي بدس نتيجه. سنجي قرار گرفته است تحليلي مورد درست

در روش المان محدود طيفي، در مقايسه با روش   و دقت بالاتر پاسخ  حجم محاسبه
  .المان محدود در حوزه زمان، به ويژه در مسايل با محتواي فركانسي بالا هستند

  
 

شكل  هاي تابع ،يفيالمان طماتريس  ،المان محدود طيفيمتقارن عمودچين،  ،لايهچندورق  :راهنما هاي واژه
 روش المان محدود روش نوار محدود،  ،يكيناميد

 

  مقدمه -1
بالا و مقاومت در برابر  يمقاومت به وزن، مقاومت خستگ ينسبت بالا مواد مركب با ازمركب  يها سازه

مركب  يها ها و پوسته در سه دهه گذشته استفاده از ورق .شوند يل ميتشك يسه با مواد فلزيدر مقا يخوردگ
ش يبه سرعت افزا يهوافضا، خودرو و درياي هاي صنعتاز جمله  يمهندس ياز كاربردها ياريدر بس لايهچند

از محققان  ياريمورد توجه بس لايهمركب چند يها ها و پوسته ورق يآناليز ارتعاش امروزه نيبنابرا. استافته ي
 يها شرفتيپبر  يمرور ]3[ Racitiو  Kapaniaو  ]Leissa ]1[، Reddy ]2 هاي همقال .قرار گرفته است

ها منجر به گسترش  ن سازهيا يليبدست آوردن حل تحل هاي چالش. ندا هداد هيارانه ين زميشده در ا انجام
از  هاي فراوان آن، تواناييبه دليل  المان محدود در حوزه زمانروش . شده است يمختلف يعدد يها روش

المان محدود در حوزه روش . ار مورد توجه محققان قرار گرفته استيشده، بسه يگوناگون ارا يها ان روشيم
ل دچار يمسا يكاربرد آن را در برخز هست كه ين ينقاط ضعف ير، دارايگ چشم يها ييافزون بر توانا زمان

 يكيشكل استات يها ، استفاده از تابعالمان محدود در حوزه زمانروش  يها تياز محدود يكي. كند يمشكل م
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 يفركانس يدر دست حل از محتوا يكيناميمسأله دن است كه يمشكل آفر يت هنگامين محدوديا. باشد يم
بهبود  يبالا برا يها ژه در فركانسيزتر به وير هاي الماناستفاده از ل، ين گونه مسايدر ا. برخوردار باشد ييبالا

و نه يهز يبه طور محسوس نكتهن يكه اباشد  ير ميناپذ گريز المان محدود در حوزه زماندقت حل در روش 
هاي شكلي است كه  يك ديدگاه جايگزين براي افزايش دقت حل، استفاده از تابع. برد يرا بالا م همحاسبزمان 

سازي در حوزه  روش مدلك يه يدگاه منجر به اراين ديا .كنند نسبت به فركانس ارتعاش سيستم تغيير
 .شود در ادبيات علمي شناخته مي 1محدود طيفيبه نام روش المان كه  ه استشدفركانس 

 يبرا يفين بار از روش المان محدود طينخست ]6[ Farrisو  Doyleو  ]Doyle ]5-4 )1988(در سال 
نوع  لايه تك همسانگردورق  يز ارتعاشيآنال ]Lee ]8-7و  Lee. ندها استفاده كرد مطالعه پخش امواج در سازه

له با يك مي ]Baz ]9. انجام دادند يفيرا به كمك روش المان محدود طر بار متمركز و گسترده يز يلو
مدل المان  ]Kim ]10و  Lee. مدل كرد يفيرا با روش المان محدود ط 2رفعاليغ - راگر دوگان فعاليم

 - ير محوريگ حركت درهم هاي معادلهه دستگاه يك را بر پايزوالكتريپ/كيه الاستير دولايك تي يفيمحدود ط
رفعال را به كمك روش المان يغ -راگر دوگان فعالير با ميك تي ]Kim ]11و  Lee. ه كردنديارا يخمش

المان محدود در حوزه روش  يها جهيآمده را با نت بدست يها جهيقرار دادند و نت يمورد بررس يفيمحدود ط
رفعال يراگر غيبا م يرهايت يرا برا يفيس المان طيماتر ]Wereley ]12و  Wang .سه كردنديمقا زمان

فركانس و پاسخ  يبرا يفيآمده از روش المان محدود ط بدست يها جهيك استخراج كردند و نتيسكوالاستيو
ك ي ]Gopalakrishnan ]13و  Mahapatra. سه كردنديمقا المان محدود در حوزه زمانرا با روش  يفركانس

 لايهچند يرهايدر ت يبرش -يخمش -ير محوريگ ز پخش موج درهميآنال يبرا يفيمدل المان محدود ط
  .قرار داد ين روش مورد بررسيرا با ا يشتريل بيمسا ]Lee ]15 -14در ادامه  .ه كردنديم ارايضخ

 يها سازه يبند رفته، فرموليصورت پذ يفيروش المان محدود ط يبر رو ياريبا وجود آن كه مطالعات بس
به  ،قرار گرفته است يكنون كمتر مورد بررس تا يفيروش المان محدود ط ه كمكب  از جمله ورق يدوبعد
 قيتحقن يدر ا. باشند هاي همسانگرد تك لايه مي به ورقشده، تاكنون محدود  انجام هاي اي كه تحقيق گونه

 يتئور يبر مبنا ينوع لو 3عمودچينمتقارن  لايهچند يليمستط يها ورق يبرا يفيالمان ط يبند فرمول
حركت ل يفرانسيد همعادل ،بخش دومدر  نخستن اساس يبر ا. ه شده استياراه يلا هيلا يها ك ورقيكلاس

ن ورق در يا يفيالمان محدود ط يبند فرمول سپس. شود يم نوشته عمودچينمتقارن  لايهبر ورق چندحاكم 
 يمعادله دوبعد ،]17[يو حل لو ]16[4از روش نوار محدودبا استفاده ن بخش يدر ا. شود يه ميبخش سوم ارا

معادله  5ل فوريه سريعيالگوريتم تبد به كمك سازي شده و سپس گسسته يبعد كي  يا ورق به معادله
از حل  يكيناميشكل د  هاي تابع. شود يم نگاشتهحركت به حوزه فركانس  يبعد كي يمعمولديفرانسيل 

در . شود يم استخراج يفيس المان طيماترسرانجام و د نيآ يم بدستن معادله در حوزه فركانس يق ايدق

                                                                                                                                                        
1 Spectral Finite Element Method (SFEM) 
2 Hybrid Active- Passive Damping 
3 Symmetric Cross-Ply Laminated Plates 
4 Finite Strip Method 
5 Fast Fourier Transform (FFT) 
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 يها جهي، نتعمودچينمتقارن  لايهچندورق  هارمونيكحل ارتعاش آزاد و از  يبا حل چند مثال عدد پايان
  .شود يده ميسنج المان محدود در حوزه زمانروش و  يليروش تحلسه با يدر مقا ن روشيا

  
  حركت يها معادله - 2

هاي حركت حاكم بر يك ورق  معادله. ه انتخاب شده استيلا هيك ورق لايكلاس يتئور رو پيشق يدر تحق
  .]17[شوند با استفاده از اصل هميلتون استخراج مي چينهمسانگرد عمودمتقارن  لايهچند

  

)1( 

െܦଵଵ
߲ସݓ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ସݔ߲ െ 2ሺܦଵଶ ൅ ଺଺ሻܦ2
߲ସݓ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ଶݕଶ߲ݔ߲ െ ଶଶܦ
߲ସݓ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ସݕ߲ ൅ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ൌ ଴ܫ
߲ଶݓ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ଶݐ߲ െ ଶܫ
߲ଶ

ଶݐ߲ ቆ
߲ଶݓ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶݓ଴ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ଶݕ߲ ቇ 

,ݔ଴ሺݓ ,ݕ ,ݔሺ݂و  لايهصفحه ورق چند -عرضي ميان  جابجايي ሻݐ ,ݕ بارگذاري عرضي گسترده بر روي ورق  ሻݐ
,଴ܫሺ چنين هم .باشند مي هـاي مـاتريس    درايـه  ௜௝ܦو  هاي صـفر و دو،  از مرتبه گشتاورهاي اينرسي جرمي ଶሻܫ

  .شوند متقارن ناميده مي لايهورق چند 1سختي خمشي
  
  بندي المان محدود طيفي فرمول -3

 يل حركت دو بعديفرانسيد يها هل معادليتبد ،ها در ورق يفيروش المان محدود ط سازي پياده يچالش اصل
. شود يروش نوار محدود استفاده مو  ياز حل لو نكتهن يا يبرا. باشد يم يك بعديل يفرانسيد يها هبه معادل

 يطول يدر راستا يحل لوكه با فرض شود  يم مين نوار تقسيبه چند مستطيلي ورق ،در روش نوار محدود
ل يتبد يك بعديل يفرانسيد يها معادلهبه  ،حركت حاكم يل دوبعديفرانسيد يها معادلههر نوار محدود، 

هاي هندسي مانند مستطيل  بعدي در مورد شكل اين تبديل سيستم دوبعدي به يك سيستم يك. شوند يم
روش تحليل هاي هندسي مانند مثلث  سازي است ولي براي شكل به راحتي قابل پياده) اعضاي عمود برهم(

محدود و  يعمود بر نوارها يدر راستا يفيمحدود ط يها ف المانيتعربا ان يدر پا. خواهد شد هپيچيد
به كمك روش ن يبنابرا .شود يه ميها ارا ورق يبرا يفيالمان محدود ط يبند فرمول ،ها ن المانيا يساز سرهم

گاه ساده در دو لبه  با شرايط مرزي تكيه ورق مستطيلي يعرض گسترده يروينو  توان جابجايي حل لوي مي
  ).را ببينيد) 1(شكل (هم و شرايط مرزي دلخواه در دو لبه ديگر را به صورت زير ارايه كرد روبروي

,ݔ଴ሺݓ  )2( ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ௠ܹሺݔ, ሻݐ sin൫݇௬௠ݕ൯

ஶ

௠ୀଵ

 

)3(  ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ,ݔ௠ሺܨ ሻݐ sin൫݇௬௠ݕ൯

ஶ

௠ୀଵ

 

                                                                                                                                                        
1 Bending Stiffness Matrix 
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,ݔ௠ܹሺهاي  كميت ,ݔ௠ሺܨو  ሻݐ  يمـود  يگسـترده عرض ـ  يرويو ن مودي يجابجايي عرضميدان به ترتيب  ሻݐ
ر ي ـكـه در ز روش نوار محدود است ام ݉ و مربوط به مود  ݕعدد موج در راستاي محور  ௬௠݇ .شوند ناميده مي

  .ف شده استيتعر
)4( ݇௬௠ ൌ

ߨ݉
ܾ

݉ ൌ 1, 2, 3, …

 
ݕهاي  گاه ساده در لبه شرايط مرزي تكيه ،)2( عرضي ييجابجاميدان  ൌ ݕو  0 ൌ  لايهبراي يك ورق چند ܾ

  . كند را برآورده مي) ورق نوع لوي(لايه  با تئوري كلاسيك ورق لايه
 

 
  يك ورق مستطيلي با شرايط مرزي لوي -1شكل

  
شوند و  يل ميها به حوزه فركانس تبد ن رابطهيا، )3(و ) 2( يها بر رابطه 1ه گسستهيفورل يبه كمك تبد

  .دهد يفركانس م خود را به يجاها  در آنر زمان يمتغ

,ݔ଴ሺݓ  )5( ,ݕ ሻݐ ൌ
1
ܰ

෍ ෍ ௡ܹ௠ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ ൯ݕ൫݇௬௠݊݅ݏ

ஶ

௠ୀଵ

݁௜ఠ೙௧

ேିଵ

௡ୀ଴

 

,ݔሺܨ  )6( ,ݕ ሻݐ ൌ
1
ܰ

෍ ෍ ,ݔ௡௠ሺܨ ݇௫௡௠ሻ ൯ݕ൫݇௬௠݊݅ݏ

ஶ

௠ୀଵ

݁௜ఠ೙௧

ேିଵ

௡ୀ଴

 

߱௡ متناسب  ܰتعداد  .باشد يم يبردار نمونه هاي نقطهتعداد  ܰو  يبردار ن نقطه نمونهيام݊  يا هيفركانس زاو
,ݔ௡ܹ௠ሺ .شود يانتخاب م 2ستيكويبا فركانس نا ݇௫௡௠ሻ  ܨو௡௠ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ عرضي  ييجابجاميدان ب يبه ترت 

  .باشند يطيفي م -گسترده عرضي مودي يروينو  يفيط -يمود
 يها معادلهبه   هن معادلي، ا)1( يا ارهپ يها ل با مشتقيفرانسيد  معادلهدر ) 6(و ) 5( يها رابطه يگذاريبا جا

  .شود يل ميدر حوزه فركانس تبد يل معموليفرانسيد

                                                                                                                                                        
1 Discrete Fourier Transform 
2 Nyquist Frequency 
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)7( 
െܦଵଵ

݀ସ
௡ܹ௠

ସݔ݀ ൅ 2ሺܦଵଶ ൅ ଺଺ሻ݇௬௠ܦ2
ଶ ݀ଶ

௡ܹ௠

ଶݔ݀ െ ݉ݕଶଶ݇ܦ
ସ

௡ܹ௠ ൅ ,ݔ௡௠ሺܨ ݇௫௡௠ሻ

ൌ െ߱௡
ଶ ଴ܫ ௡ܹ௠ ൅ ߱௡

ଶ ܫଶ ቆ
݀ଶ

௡ܹ௠

ଶݔ݀ െ ݇௬௠
ଶ

௡ܹ௠ቇ 

௡௠ܨሺ ، ارتعاش آزاددر شرايط همگن) 7( ديفرانسيل معمولي هاي حل عمومي دستگاه معادله ൌ 0ሻ 
  :عبارت است از

)8( ௡ܹ௠ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ ൌ ܽ௡௠݁௞ೣ೙೘௫  

به رابطه زير دست  )7( معادلهدر  )8( هرابط جايگذاريبا  .است ݔ  مختصه يعدد موج در راستا بيانگر ݉݊ݔ݇
  .يابيم مي

)9( ൛ܦଵଵ݇௫௡௠
ସ െ 2ሺܦଵଶ ൅ ଺଺ሻ݇௬௠ܦ2

ଶ ݇௫௡௠
ଶ ൅ ଶଶ݇௬௠ܦ

ସ െ ߱௡
ଶ ଴ܫ ൅ ߱௡

ଶ ଶ൫݇௫௡௠ܫ
ଶ െ ݇௬௠

ଶ ൯ൟܽ௡௠

ൌ 0 
  .ميباشد، دار يبرقرار م ௡௠ܽب يضر يهمه مقدارها يبه ازا )9( ن كه معادلهيبا توجه به ا

  
ଵଵ݇௫௡௠ܦ  )10(

ସ െ 2ሺܦଵଶ ൅ ଺଺ሻ݇௬௠ܦ2
ଶ ݇௫௡௠

ଶ ൅ ଶଶ݇௬௠ܦ
ସ െ ߱௡

ଶ ଴ܫ ൅ ߱௡
ଶ ଶ൫݇௫௡௠ܫ

ଶ െ ݇௬௠
ଶ ൯ ൌ 0 

  
يـا   1كه به نام معادله پـراكنش  باشد يم ௫௡௠݇موج  عددهايبر حسب  4اي مرتبه  چندجملهك ي )10(رابطه 

  .نوشته شده است) 11(در رابطه اي  چندجمله نيا هاي ريشه. شود طيفي شناخته مي

)11( 
݇௫௡௠ଵ,ଶ ൌ േඨߙଶ ൅ ඥߙଶ

ଶ െ ଷߙଵߙ4

ଵߙ2
 

݇௫௡௠ଷ,ସ ൌ േඨߙଶ െ ඥߙଶ
ଶ െ ଷߙଵߙ4

ଵߙ2
 

  .شوند يف مير تعريبه صورت ز ଷߙو  ଶߙ، ଵߙ

)12(  
ଵߙ ൌ ଵଵܦ

ଶߙ ൌ െ2ሺܦଵଶ ൅ ݉ݕ଺଺ሻ݇ܦ2
ଶ ൅ ߱௡

ଶܫଶ 
ଷߙ ൌ ଶଶ݇௬௠ܦ

ସ െ ߱௡
ଶܫ଴ െ ߱௡

ଶ ଶ݇௬௠ܫ
ଶ

  
  .آيد مي بدست ݔ يموج در راستا عددهايمحاسبه با طيفي  -موديعرضي ميدان جابجايي 

)13( W௡௠ ൌ ෍ ܽ௡௠௜

ସ

௜ୀଵ

݁௞ೣ೙೘೔௫ ൌ ݉݊ࡱ
் ሺݔ, ݇௫௡௠ሻࢇ௡௠ 

݉݊ࡱ يبردارها
  .شوند به صورت زير بيان مي ݉݊ࢇ و ்

௡௠ࡱ )14(
் ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ ൌ ሾ݁௞ೣ೙೘భ௫ ݁௞ೣ೙೘మ௫ ݁௞ೣ೙೘య௫ ݁௞ೣ೙೘ర௫ሿ 

௡௠ࢇ  )15( ൌ ሾܽ௡௠ଵ ܽ௡௠ଶ ܽ௡௠ଷ ܽ௡௠ସሿ்

 

                                                                                                                                                        
1 Dispersion Relation 
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، مـاتريس  المان محدود در حوزه زمـان توان همانند روش  هاي آزادي بر روي المان طيفي مي با تعريف درجه
براي . باشد المان ايجاد كرد با اين تفاوت كه در اين حالت ماتريس المان محدود طيفي وابسته به فركانس مي

طيفـي و   -هاي آزادي گرهي مودي درجهها نياز به معرفي بردار  تشكيل ماتريس المان محدود طيفي در ورق
متقـارن   يهـا  در ادامه بـه اسـتخراج مـاتريس المـان طيفـي ورق     . باشد طيفي مي -بردار نيروي گرهي مودي

 .شود پرداخته مي عمودچين

 
  طيفي -هاي آزادي گرهي مودي بردار درجه -3-1
 )16(در رابطه  يفينوار محدود طك ي يبراطيفي  -آزادي گرهي مودي يها بردار درجه )2(شكل توجه به با 
  .شود يمان يب

௡௠ࢊ )16( ൌ ൞

௡ܹ௠ଵ
θ௫௡௠ଵ

௡ܹ௠ଶ
θ௫௡௠ଶ

ൢ ൌ

ە
۔

ۓ ௡ܹ௠ሺ0, ݇௫௡௠ሻ
െθ݉݊ݔሺ0, ݇௫௡௠ሻ

௡ܹ௠ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻ
െθ௫௡௠ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻۙ

ۘ

ۗ
ൌ  ௡௠ࢇ௡௠ሺ݇௫௡௠ሻࡴ

  .شود ير نوشته ميبه صورت ز عمودچينمتقارن  لايهچند يها ورق يبرا ௡௠ࡴس يماتركه 

)17(  
௡௠ࡴ ൌ ൦

1 1 1 1
݇௫௡௠ଵ ݇௫௡௠ଶ ݇௫௡௠ଷ ݇௫௡௠ସ

݁௞ೣ೙೘భ௟೐ ݁௞ೣ೙೘మ௟೐ ݁௞ೣ೙೘య௟೐ ݁௞ೣ೙೘ర௟೐

݇௫௡௠ଵ݁௞ೣ೙೘భ௟೐ ݇௫௡௠ଶ݁௞ೣ೙೘మ௟೐ ݇௫௡௠ଷ݁௞ೣ೙೘య௟೐ ݇௫௡௠ସ݁௞ೣ೙೘ర௟೐

൪ 

 
݈௘  باشد يم )عمود بر نوار ورق يدر راستا( يفيانگر طول المان طيب. 

  

  
  طيفي روي يك نوار از ورق -هاي آزادي گرهي مودي درجه -2شكل

 
  طيفي -بردار نيروهاي گرهي مودي  -3-2

بردار نيروهـاي   ، ها ورق يدر تئور علامت يت قراردادهايبا رعا وشود  مشاهده مي) 3(شكل  كه در گونه همان
  .شود ينوشته م) 18( به شكل رابطه طيفي -گرهي مودي
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 طيفي روي يك نوار از ورق -هاي آزادي گرهي مودي هاي نيروهاي گرهي متناظر با درجه مولفه -3شكل

  

࢓࢔ࢌ )18( ൌ ൞

௫ܸ௭௡௠ଵ
௫௫௡௠ଵܯ

௫ܸ௭௡௠ଶ
௫௫௡௠ଶܯ

ൢ ൌ

ە
۔

ۓ
െ ௫ܸ௭௡௠ሺ0, ݇௫௡௠ሻ

െܯ௫௫௡௠ሺ0, ݇௫௡௠ሻ

௫ܸ௭௡௠ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻ
,௫௫௡௠ሺ݈௘ܯ ݇௫௡௠ሻ ۙ

ۘ

ۗ
ൌ  ௡௠ࢇ௡௠ሺ݇௫௡௠ሻࡰ

  
 يها ب در رابطهيبه ترتطيفي  - مودي صفحه برون طيفي و نيروي برشي -مودي خمشي برآيند گشتاور

  .شوند يان ميب )20(و ) 19(

,ݔ௫௫ሺܯ  )19( ,ݕ ሻݐ ൌ
1
ܰ

෍ ෍ ,ݔ௫௫௡௠ሺܯ ݇௫௡௠ሻ sin൫݇௬௠ݕ൯

ஶ

௠ୀଵ

ேିଵ

௡ୀ଴

݁௜ఠ೙௧ 

)20(  ௫ܸ௭ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ
1
ܰ

෍ ෍ ௫ܸ௭௡௠

ஶ

௠ୀଵ

ேିଵ

௡ୀ଴

ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ sin൫݇௬௠ݕ൯ ݁௜ఠ೙௧ 

  
 بدسـت  ݉݊ࡰس يمـاتر ) 18( رابطـه در  ]௫௫௡௠ ]17ܯو  ௫ܸ௭௡௠ يهـا  تيمربوط به كم يها ابطهقراردادن ربا 
  .ديآ يم

௡௠ࡰ  )21( ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ᇱᇱᇱࡱଵଵܦۓ

௡௠
் ሺ0, ݇௫௡௠ሻ ൅ ൣെሺܦଵଶ ൅ ଺଺ሻ݇௬௠ܦ4

ଶ ൅ ߱௡
ଶ ᇱࡱଶ൧ܫ

௡௠
் ሺ0, ݇௫௡௠ሻ

ᇱᇱࡱଵଵܦ
௡௠
் ሺ0, ݇௫௡௠ሻ െ ଵଶ݇௬௠ܦ

ଶ ௡௠ࡱ
் ሺ0, ݇௫௡௠ሻ

െܦଵଵࡱᇱᇱᇱ
௡௠
் ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻ ൅ ൣሺܦଵଶ ൅ ଺଺ሻ݇௬௠ܦ4

ଶ െ ߱௡
ଶ ᇱࡱଶ൧ܫ

௡௠
் ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻ

െܦଵଵࡱᇱᇱ
௡௠
் ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻ ൅ ଵଶ݇௬௠ܦ

ଶ ௡௠ࡱ
் ሺ݈௘, ݇௫௡௠ሻ ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 

  
  ماتريس المان طيفي -3-3

 از تركيـب دو رابطـه   ،ام݊  يبـردار  فركـانس نمونـه  ام و ݉  نوار محدود به ازاي مود ௡௠ࡿماتريس المان طيفي 
  .شود ياستخراج م )18( و) 16(

௡௠ࢌ )22( ൌ ௡௠ࡴ௡௠ࡰ
ିଵ ௡௠ࢊ ൌ ௡௠ࢊ௡௠ሺ݇௫௡௠ሻࡿ ֜ ௡௠ሺ݇௫௡௠ሻࡿ ൌ ௡௠ࡴ௡௠ࡰ

ିଵ ሺ݇௫௡௠ሻ 
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 يساز كل سازه سرهم يبرا المان محدود در حوزه زمانمشابه روش  يتواند در روند يم يفيس المان طيماتر
 يجهان يكيناميد يس سختيا ماتري يفيس المان طيماتر ،متناظر يط مرزيشرا سازي پيادهپس از و  شود

  .ديآ يم بدست اي سيستم سازه
௚௡௠ࢌ  )23( ൌ ௚௡௠ࢊሻ݉݊ݔ௚௡௠ሺ݇ࡿ

  .كند يمشخص م يستم جهانيك سي يها را برا تيكم ݃س يرنويز
  
  هاي شكل ديناميكي تابع-3-4

شكل وابسته به فركانس  هاي تابعدر روش المان محدود طيفي از  ،برخلاف روش المان محدود در حوزه زمان
௡௠ࡺشكل ديناميكي  هاي تابع. شوند شكل ديناميكي شناخته مي تابعبه نام  ها اين. شود استفاده مي

از حل  ்
  .آيند مي بدست) 7( حاكم در حوزه فركانسدقيق معادله حركت 

௡௠ࢃ  )24( ൌ ௡௠ࡱ
் ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ݉݊ࡴ

ିଵሺ݇௫௡௠ሻࢊ௡௠ ൌ ௡௠ࡺ
் ሺݔ, ݇௫௡௠ሻࢊ௡௠              

֜ ௡௠ࡺ   
் ሺݔ, ݇௫௡௠ሻ ൌ ௡௠ࡱ

் ሺݔ, ݇௫௡௠ሻࡴ௡௠
ିଵ ሺ݇௫௡௠ሻ 

  ها سنجي نتيجه حل عددي و درست -4
  ارتعاش آزاد -4-1

 بدسـت ) 23(در رابطـه  يجهـان  صفر قراردادن دترمينان ماتريس المان محدود طيفـي  باهاي طبيعي  فركانس
  .آيند مي

ݐ݁݀  )25( ቀࡿ௚௡௠ሺ߱ே௔௧௨௥௔௟ሻቁ ൌ 0

هـاي عـددي    بايسـت از روش  بـودن رفتـار ايـن دترمينـان نسـبت بـه متغيـر فركـانس، مـي         ن جبري به دليل
بـه كـار    1سـازي  مدر اين تحقيق روش دو ني. كرد هاي طبيعي استفاده كردن فركانس پيدابراي  ]18[يابي ريشه

  .گرفته شده است
يك ورق مربعي  و لايه تك 2مربعي عمودسانگرد  ك ورقي يبعد برا يب يعيطب يها فركانس )1(جدول در 
 .اند آمده بدستته يسيمختلف مدول الاست يها نسبت يبرا هاي ساده گاه با تكيه عمودچين متقارن سه لايه

همان گونه  .است بيان شده) 26(در رابطه ) 1(جدول در  عمودچين لايهچند يها از ورق لايههر  يها يژگيو
بر  ،يفيدر روش المان محدود ط يفيتنها با دو المان ط آمده بدست يها جهينتشود  يكه مشاهده م

  .منطبق هستند ]17[دقيق يليروش تحلبدست آمده از يك  يها جهينت
ଵܧ )26(

ଶܧ
ൌ ሼ10, 20ሽ , 12ܩ       ൌ ଵଷܩ ൌ ,ଶܧ0.5 ଶଷܩ ൌ ,ଶܧ0.6 ଵଶߥ ൌ 0.25 

رزي و نسـبت  م ـبراي شـرايط   ൫0°/90°/0°൯بعد يك ورق متقارن عمودچين  هاي اصلي بي چنين فركانس هم
 چندلايـه عمـود    اين ورقهاي هر لايه از  ويژگي. محاسبه شده است) 2(مدول الاستيسيته مختلف در جدول 

                                                                                                                                                        
1 Bisection Method 
2 Orthotropic 
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آمده باز هم انطبـاق كامـل    هاي بدست شود نتيجه همان گونه كه مشاهده مي. آمده است) 27(چين در رابطه 
 .دهد توانايي اين روش را در شرايط مرزي مختلف نيز نشان مي دارند كه ]17[هاي روش تحليلي بر نتيجه

)27( 
ଵܧ

ଶܧ
ൌ ሼ10,20,30ሽ ,      ܩଵଶ ൌ ଵଷܩ ൌ ,ଶܧ0.6 ଶଷܩ ൌ ,ଶܧ0.5 ଵଶߥ ൌ 0.25 

 
 هاي ساده گاه با تكيههاي مربعي چندلايه متقارن عمودچين  بعد ورق هاي طبيعي بي فركانس -1جدول

  هاي مختلف مدول الاستيسيته براي نسبت
ቀ ഥ߱௠௡ ൌ ߱௠௡ሺܾଶ ⁄ଶߨ ሻඥ݄ߩ ⁄ଶଶܦ ቁ 

  0°  ൫0°/90°/0°൯ 

ଵܧ

ଶܧ
 

ሺSpectrum, Modeሻ 
ሺ݊, ݉ሻ 

Analytical  
Solutionሾ17ሿ 

Present  
Solution ሺSFEMሻ 

ሺ2 elementsሻ 

 
Analytical  

Solutionሾ17ሿ 

Present  
Solution ሺSFEMሻ 

ሺ2 elementsሻ 

10 

ሺ1, 1ሻ 3.672 3.6725  2.519 2.5193 

ሺ1, 2ሻ 5.996 5.9958  4.986 4.9859 

ሺ1, 3ሻ 10.648 10.6484  9.783 9.7832 

ሺ2, 1ሻ 13.075 13.0748  8.515 8.5150 

ሺ2, 2ሻ 14.690 14.6901  10.077 10.0774 

ሺ2, 3ሻ 18.181 18.1810  13.783 13.7828 

ሺ3, 1ሻ 28.868 28.8685  18.704 18.7037 

ሺ3, 2ሻ 30.258 30.2581  19.911 19.9107 

ሺ3, 3ሻ 33.053 33.0528  22.674 22.67403 

20 

ሺ1, 1ሻ 4.847 4.8470  2.638 2.6384 

ሺ1, 2ሻ 6.781 6.7805  4.917 4.9171 

ሺ1, 3ሻ 11.111 11.1105  9.637 9.6370 

ሺ2, 1ሻ 18.193 18.1927  9.354 9.3547 

ሺ2, 2ሻ 19.388 19.3881  10.554 10.5536 

ሺ2, 3ሻ 22.153 22.1534  13.826 13.8259 

ሺ3, 1ሻ 40.539 40.5394  20.752 20.7521 

ሺ3, 2ሻ 41.542 41.5425  21.578 21.5778 

ሺ3, 3ሻ 43.623 43.6233  23.746 23.7455 

 
  

براي شرايط  ሺ0°/90°/0°ሻمربعي متقارن عمودچين   بعد ورق هاي اصلي بي فركانس -2جدول
  مدول الاستيسيته مختلف هاي و نسبت ݕمتفاوت در راستاي  مرزي

ቀ ഥ߱ ൌ ߱ሺܽଶ ݄⁄ ሻඥߩ ⁄ଶܧ ቁ 

FC FS FF CC SC SS  ܧଵ

ଶܧ
 

5.4194 4.0882 3.2935 21.1183 15.1991 10.6499 Present Solution 
(SFEM) 10 

5.419 4.443 3.29421.11815.19910.650Analytical Solutionሾ17ሿ 

6.5146 4.4429 3.7214 29.1659 20.6100 13.9482 
Present Solution 
(SFEM) 20 

6.515 4.443 3.721 29.166 20.610 13.948 Analytical Solutionሾ17ሿ 

7.4445 4.7701 4.1055 35.4307 24.8704 16.6047 
Present Solution 
(SFEM) 30 

7.445 4.770 4.106 35.431 24.870 16.605 Analytical solutionሾ17ሿ 
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برده شود، در اين قسـمت   تواند به عنوان يك روش دقيق نام با توجه به اين كه روش المان محدود طيفي مي
و با نسبت مـدول الاستيسـيته   ) 26(هاي بيان شده در رابطه  ويژگيشكل مود ورق مركب مربعي تك لايه با 

آمـده   شود كه شكل مودهاي بدست يادآوري مي. ترسيم شده است )4(شكل در شرايط مرزي مختلف در  10
  .اند شده استخراج  حداكثر دو المان طيفياز روش المان محدود طيفي تنها با درنظرگرفتن 

 

 
SSFF   

SSSS  

  
SSSF   

SSCC  

 
SSCF   

SSSC  
,ሺ݊شكل مود  - 4شكل ݉ሻ ൌ ሺ2,2ሻ تك لايه با شرايط مرزي مختلف مربعي ورق مركب  

 
  پاسخ هارمونيك -4-2

 1عيه سـر ي ـل فوريتم وارون تبـد يبه كمـك الگـور   ،)23(رابطه  توسطفركانس  پاسخ در حوزهپس از محاسبه 
   .شود يل ميپاسخ حوزه فركانس به حوزه زمان تبد

مقايسه نمودار پاسخ فركانسي دو روش المان محدود طيفي و المان محدود در حوزه زمان براي يك ورق 
در مركز ورق  هارمونيك هاي ساده زير بارگذاري متمركز گاه با تكيه ሺ0°/90°/0°ሻ مودچينعمربعي متقارن 

در  عمودچيناز ورق متقارن  لايه شده براي هر هاي در نظر گرفته ويژگي. نشان داده شده است )5(شكل در 
استفاده  ]17[درجه آزادي ورق 12از المان  ،در روش المان محدود در حوزه زمان. آمده است )3(جدول 

اختلاف روش المان  بالا هاي گونه كه از نمودارهاي پاسخ فركانسي پيداست در فركانس همان. است  شده

                                                                                                                                                        
1 Inverse Fast Fourier Transform (IFFT) 
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اي محسوس افزايش  به گونهدقيق با روش المان محدود در حوزه زمان  حلمحدود طيفي به عنوان يك 
  .يابد مي

  ሺ0°/90°/0°ሻمتقارن عمودچين   هاي مكانيكي هر لايه از ورق ويژگي -3جدول
ଵଶߥ ൌ ଶଷܩ 0.25 ൌ 6 ଵଶܩ ܽܲܩ ൌ ଵଷܩ ൌ 5 ଶܧ ܽܲܩ ൌ ଵܧ ܽܲܩ 10  ൌ  ܽܲܩ 200 

 ܽ ൌ ܾ ൌ 2 ݉ ݄ଵ ൌ ݄ଷ ൌ
݄
4

݄ଶ ൌ
݄
2

 ݄ ൌ ߩ ݉ 0.01  ൌ  1600 ݇݃ ݉ଷ⁄  

  

  
 هاي ساده زير نيروي متمركز گاه با تكيه عمودچيننمودار پاسخ فركانسي مركز ورق متقارن مقايسه  - 5شكل

  در مركز آن با دو روش المان محدود طيفي و المان محدود در حوزه زمان N 100با دامنه  هارمونيك
 

  گيري نتيجه
هاي  ابعبا استفاده از ت عمودچينمتقارن  لايهچند يها ورق يفيالمان محدود ط يبند ق فرمولين تحقيدر ا

متقارن  لايهبر ورق چندهاي شكل ديناميكي از حل معادله موج حاكم  تابع .استخراج شد يكيناميشكل د
 ،بالا يفركانس يل با محتوايژه در مسايبه و يفيروش المان محدود ط يدقت بالا. محاسبه شدند عمودچين

مانند در كاربردهاي پخش امواج . شد يابيارز المان محدود در حوزه زمانو روش  يليسه با روش تحليدر مقا
فركانسي بالايي دارد و سهم مودهاي بالا در پاسخ زياد  كه بارگذاري سازه محتوايها،  پايش تندرستي سازه

المان محدود روش هاي زياد براي رسيدن به دقت مورد نظر،  بندي ورق به المان به خاطر تقسيمباشند،  مي
حال آن كه در روش المان محدود طيفي اين . باشد با مشكل هزينه و زمان محاسبه مواجه مي در حوزه زمان
در روش  هارمونيكز ارتعاش آزاد و يآنال يها جهيسه نتيمقا .شود تنها با دو المان انجام مي تواند محاسبه مي

در مسايل  كه دادنشان  ،المان محدود در حوزه زمانو روش  يليسه با روش تحليدر مقا ،يفيالمان محدود ط
نه تنها حجم و هزينه محاسبه در روش المان محدود طيفي در مقايسه با روش  ،با محتواي فركانسي بالا

آمده از روش المان محدود  بدستهاي  بلكه دقت پاسخ ،باشد بسيار كمتر مي المان محدود در حوزه زمان
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روش المان محدود طيفي، سهم مودهاي  .باشد مي المان محدود در حوزه زمانطيفي بسيار بالاتر از روش 
  .كند فركانس بالا را به دقت روش تحليلي تسخير مي
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 فهرست نمادهاي انگليسي
 ܽ:  [m] ݔ مختصهاندازه بعد ورق در راستاي 

 ܾ:  [m] ݕ مختصهاندازه بعد ورق در راستاي 

 ௡௠ࢊ:  [m] طيفي -آزادي گرهي موديهاي  بردار درجه

 ௚௡௠ࢊ:  [m] طيفي جهاني -هاي آزادي گرهي مودي بردار درجه

.ሺN] هاي ماتريس سختي خمشي درايه mሻ/rad] :ܦ௜௝ 

 ଵܧ: [N/mଶ] 1مادي مدول الاستيسيته در راستاي 

 ଶܧ: [N/mଶ] 2مادي مدول الاستيسيته در راستاي 

 ݂: [N/mଶ]بارگذاري عرضي گسترده 

 ௡௠ࢌ: [N]طيفي  - بردار نيروهاي گرهي مودي 

 ௚௡௠ࢌ: [N]طيفي جهاني  - بردار نيروهاي گرهي مودي 

 ௠ܨ: [N/mଶ]نيروي گسترده عرضي مودي 

 ௡௠ܨ: [N/mଶ]طيفي  -نيروي گسترده عرضي مودي
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 ௜௝ܩ: [N/mଶ]هاي مختصات مادي  هاي برشي ماده مركب در صفحه مدول

 ݄:  [m] ضخامت كل ورق

 ௜݄: [m]ام از ورق چندلايه  ݅ ضخامت لايه 

kg] گشتاور اينرسي جرمي مرتبه يك mଶ⁄  ଵܫ: [

 ଶܫ: [kg] گشتاور اينرسي جرمي مرتبه دو

rad] ام  mو مربوط به مود  ݕ مختصهعدد موج در راستاي  m⁄ ] :݇௬௠ 

rad] ام ݊ و طيف  ام  mمربوط به مود و  ݔ  عدد موج در راستاي مختصه m⁄ ] :݇௫௡௠ 

 ௘݈: [m] ݔ مختصهدر راستاي طول المان طيفي 

 ݉: سازي نوار محدود مود مربوط به گسسته

.ሺN]برآيند گشتاور خمشي  mሻ/m]  :ܯ௫௫

.ሺN]طيفي  -برآيند گشتاور خمشي مودي mሻ/m] :
௫௫௡௠ܯ

 ܰ: برداري هاي نمونه تعداد نقطه

 ݊:  برداري هاي نمونه نقطهطيف مربوط به 

௡௠ࡺ: )بعد بي(طيفي  - مودي هاي شكل ديناميكي تابع
் 

.ሺN]و  [N/m طيفي - ماتريس المان طيفي مودي mሻ/rad  :ࡿ௡௠ 

.ሺN]و  [N/mطيفي  -مودي ماتريس المان طيفي جهاني mሻ/rad :ࡿ௚௡௠ 

 ݐ:  [s]زمان 

:  [N/m]صفحه  نيروي برشي برون ௫ܸ௭

: [N/m]طيفي  - صفحه مودي برشي بروننيروي  ௫ܸ௭௡௠ 

 ଴ݓ: [N] صفحه ورق چندلايه -عرضي ميان  جابجايي

: [m] جابجايي عرضي مودي ميدان ௠ܹ 

: [m] طيفي -عرضي مودي  ميدان جابجايي ௡ܹ௠ 

  
  نمادهاي يوناني

 ௫௡௠ߠ:  [rad]) ݔصفحه در راستاي  -شيب ميان(مشتق مكاني جابجايي عرضي ورق 

 ௡߱: [rad/s] برداري امين نقطه نمونه݊ اي  فركانس زاويه

 ௡௠߱: [rad/s] ام nام و طيف  mمربوط به مود اي طبيعي  فركانس زاويه

:  ام nام و طيف  mمربوط به مود بعد  اي طبيعي بي فركانس زاويه ഥ߱௡௠ 

 ߩ: [kg/mଷ]چگالي ورق 
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Abstract 
 
In this research, spectral element method has been presented for vibration analysis of a 
symmetric cross-ply laminated rectangular Levy-type plate based on classical plate 
lamination theory (CLPT). Formulation of spectral finite element method (SFEM) includes 
partial differential equations of motion, spectral displacement field, dynamic shape functions, 
and spectral element matrix. Both free vibration and harmonic response are performed using 
the formulated elements for the composite plate. The accuracy of spectral element model is 
validated by corresponding results from time-domain finite element solutions and exact 
solutions. The results indicate the reduced computations and higher accuracy of spectral finite 
element method in comparison with those of time-domain finite element method, particularly 
for problems of higher frequency content. 
 


