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تحليل جريان يك و دوبعدي غيرلزج و دوبعدي 
 لزج توسط روش حفظ انرژي جنبشي

كند و معرفي ميرا  (KEP) حفظ انرژي جنبشي در مرحله اول روش اين مقاله،
. شودميسپس معادلات اين روش براي حالت دو بعدي با تقارن محوري تعميم داده 

كند كه پايستاري كلي انرژي مي اي جداسازيمعادلات را به گونه KEP روش
هاي شوك به عملگراگر در جريان شوك اتفاق بيفتد، . جنبشي تضمين شود

شي كل بر اثر شوك را محاسبه و به معادلات اضافه شده كه تغييرات انرژي جنب
ها در ديگر هاي پيشين، وجود اين عبارتيد، اما بر خلاف روشافزا معادلات مي

اين روش، با افزايش تعداد نقاط، . ، ضرورت نداردكمگراديان فشار  با هاي حلبخش
 هاي آشفتهجريان شبيه سازيبه سمت دقيق شدن كامل نتايج نزديك شده و براي 

هاي اتلاف مصنوعي برخي روش در اين مقاله، به مقايسه .استبسيار مناسب واقعي 
براي اين منظور، . حفظ انرژي جنبشي پرداخته شده است و بالادست، با روش

واگرا و دو بعدي غيرلزج در -داخل شيپوره همگراغيرلزج هاي يك بعدي جريان
 تقارن محوري روي يك صفحهداخل كانال شامل برآمدگي و جريان دو بعدي لزج با 

افزايش تعداد نقاط شبكه،  ، باKEP نشان داده شده كه روش. شودتخت بررسي مي
هاي پيشين محدوديتي در افزايش كند و برخلاف روشتري را ارائه ميحل دقيق

  .تعداد نقاط ندارد

 
 

  هاي اتلاف مصنوعي و بالادست، روشپايستاري معادلات جداسازي ،جنبشي انرژي حفظ روش :اراهنم هايواژه
  

مقدمه -1    
 براي ابداعهاي ديناميك سيالات محاسباتي پيداست، همواره تلاش زيادي روش طوركه از تاريخچههمان
خطاهاي كوچك در برقراري . صورت گرفته استخطاي محاسباتي پايين و فيزيكي  با نوساناتهايي روش

 فزودنا. ]1[ تواند باعث خطاهاي بزرگ در حل ميدان جريان شوددر مسائل داراي شوك، مي جرم، پايستاري
اتلاف مصنوعي كمتري  عبارتروشي كه . بردجرم را زير سوال مي پايستارياتلاف مصنوعي نيز، قانون  عبارت

  .است، قابل اعتمادتر پايستاري، از نظر برقراري قوانين بيافزايدبه معادلات 
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شار  در اين روش براي محاسبه. است (KEP)1روش مورد بررسي در اين مقاله، روش حفظ انرژي جنبشي 
موجود در عبارت مربوط به متغير حالت استفاده  هاي ، از مقدار متوسط كميتپايستاريموجود در معادلات 

از نماد زير استفاده  j+1و  j بين دو نقطه qبه عنوان مثال، اگر براي نشان دادن مقدار متوسط . ]2[ شودمي
  : شود

തݍ                                                )1( ൌ ଵ

ଶ
ሺݍ௝ାଵ ൅   ௝ሻݍ

  : شرح زير استبه ، شار در محاسبه ݑߩمقدار كميت 
)2                                                     (ሺݑߩሻ௝ା

భ
మ

ൌ   തݑҧߩ

 كميت خاص، مثل انرژي جنبشي توسط يك روش، دليل بر ارائهيك مقدار  به طور كلي تشخيص دقيق    
. اي برخوردار استكنترل مقدار انرژي جنبشي، از اهميت ويژهاما . تر توسط آن روش نيستنتايج دقيق
اهميت . اندهاي آشفته بحث كردهاهميت تخمين مقدار انرژي جنبشي در جريان درباره ،]3[2ينعهونين و م

 هاي آشفته است كه در آنها ابعاد خيلي كوچكجريان سازيدر مدل  ،انرژي جنبشي كل و حفظ آن مقدار
شود كه امواج در حالت جريان لزج، نشان داده مي .گيرد، مورد بررسي قرار مي)هاي جريانابعاد گردابه(

  .]4[بايد كمتر از دو باشد تر رفع شوند كه در اين حالت عدد رينولدز سلول ريزبندي توانند با شبكهشوك مي
يك  بابايستي  ديگريا هر كميت جنبشي مقدار انرژي . آخر، انتخاب بهترين روش گام زماني است نكته    

توان از مقدار بردار حالت مي براي محاسبه .]5[ حفظ شود 3نيكلسون -طرح گام زماني ضمني از نوع كرانك
  .آن بين آغاز و پايان يك گام زماني  استفاده كرد يانگينم
)3                         (                        ෡ܷ௝ ൌ ଵ

ଶ
ሺ ௝ܷ

௡ାଵ ൅ ௝ܷ
௡ሻ  

زني داخلي در هر بازه يا گام گام ،)3(برقراري معادله  لازمه .استهاي زماني تعداد گام دهندهنشان nانديس 
 بيشتر، روش تغييرات كلي از بين رونده تر و صرف هزينهنويسي پيچيدهبرنامهبراي جلوگيري از . زماني است

  :گام زماني زير را در نظر بگيريد معادله. مورد استفاده قرار گرفته است ]6[4شو
)4    (                                                 ௗ௎

ௗ௧
൅ ܴሺܷሻ ൌ 0  

- براي حل مساله در يك گام زماني از روش چندمرحله. كندمشخص ميمقدار باقيمانده را   R(U)كه در آن 

  :شوداي زير استفاده مي
                                               ܷሺଵሻ ൌ ܷሺ଴ሻ െ   ሺܷሺ଴ሻሻܴݐ∆

)5(                                 ܷሺଶሻ ൌ ଷ

ସ
ܷሺ଴ሻ ൅ ଵ

ସ
ܷሺଵሻ െ ଵ

ସ
  ሺܷሺଵሻሻܴݐ∆

                                     ܷሺଷሻ ൌ ଵ

ଷ
ܷሺ଴ሻ ൅ ଶ

ଷ
ܷሺଶሻ െ ଶ

ଷ
 ሺܷሺଶሻሻܴݐ∆

روش حفظ انرژي  ،]2[ ارائه شده توسط جيمسون بنا نهاده شده KEPبر اساس روشكه  اين مقالهدر     
دوبعدي با جريان  جريان يك بعدي غيرلزج و  دو قسمتدر جداسازي معادلات آن  و نحوه (KEP)جنبشي 

  .آورده شده است لزج تقارن محوري

                                                                                                                                                                                          
1 Kinetic Energy Preserving Scheme  
2 Honein & Moin 
3 Crank-Nicolson 
4 Shu’s Total Variation Diminishing Scheme 
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  معرفي روش حفظ انرژي جنبشي - 2
  جريان يك بعدي غيرلزج-1- 2

  : زير است معادلات اويلر يك بعدي مانند
)6                                                   (డ௎

డ௧
൅ డிሺ௎ሻ

డ௫
ൌ 0  

  : شودكه در آن بردار حالت و بردار شار به صورت زير تعريف مي

)7                                           (ܷ ൌ ൥
ߩ

ݑߩ
ܧߩ

൩ ܨ   ,    ൌ ൥
ݑߩ

ଶݑߩ ൅ ݌
ܪݒߩ

൩  

،  به )انرژي جنبشي مخصوص(k  متغير. باشدانتالپي مي Hانرژي و   Eفشار،  pسرعت، u چگالي، ρكه در آن
  :شودصورت زير تعريف مي

)8 (                                                         ݇ ൌ ߩ ௨మ

ଶ
  

  :آيدمشتق حاصلضرب دو عبارت، عبارت زير به دست مي و با توجه به قاعده tنسبت به  kگيري از با مشتق
)9(                                       డ௞

డ௧
ൌ డ

డ௧
ቀߩ ௨మ

ଶ
ቁ ൌ ݑ డ

డ௧
ሺݑߩሻ െ ௨మ

ଶ

డఘ

డ௧
  

، عبارات زير به دست )7( مقادير بردار حالت و شار از معادلهو با جايگزيني ) 6( پايستاري با توجه به معادله
  :آيدمي

)10(                              డ

డ௧
ሺݑߩሻ ൌ െ డ

డ௫
ሺݑߩଶ ൅ ,ሻ݌ డఘ

డ௧
ൌ െ డ

డ௫
ሺݑߩሻ    

 با مشتق مكاني جايگزين شود، معادله) 10(، به كمك عبارت )9( هاي زماني موجود در معادلهاگر مشتق
  :]7[ آيدمي به دست) 11(
)11(                                         డ௞

డ௧
ൌ െ డ

డ௫
ቄݑ ቀ݌ ൅ ߩ ௨మ

ଶ
ቁቅ ൅ ݌ డ௨

డ௫
  

لازم به ذكر است كه . آيدكلي انرژي جنبشي به دست مي پايستاري معادله گيري از عبارت فوق،با انتگرال
  .گيردگيري از شار روي المان سطح صورت ميانتگرال

)12                      (డ

డ௧
׬ ܸ݇݀ ൌ െ ׬ ቂݑ ቀ݌ ൅ ߩ ௨మ

ଶ
ቁቃ ݊݀ܵ ൅

డΩ ׬ ቀ݌ డ௨

డ௫
ቁ ܸ݀

ΩΩ
  

تاييد )  12(كلي انرژي جنبشي  پايستاري كند كه معادلهاي جداسازي ميمعادلات را به گونه KEPروش     
-استفاده مي ،)14و  13معادلات (معادلات پيوستگي و مومنتوم  براي اين منظور از فرم جداسازي شده .شود

  .شود
௝ݔ∆)                                     13(

ௗఘೕ

ௗ௧
൅ ሺݑߩሻ௝ା

భ
మ
െሺݑߩሻ௝ି

భ
మ

ൌ 0  
௝ݔ∆)            14(

ௗ

ௗ௧
ሺݑߩሻ௝ െ ሺݑߩଶሻ௝ା

భ
మ

െ ሺݑߩଶሻ௝ି
భ
మ
െሺݑߩଶሻ௝ି

భ
మ

൅ ௝ା݌
భ
మ

െ ௝ି݌
భ
మ

ൌ 0  

در ) 13( اگر معادله
2

2
ju در) 14( و معادلهju ،معادلات از هم كم شده و روي كل بازه جمع بسته  ضرب شده

  .]7[ آيدشود، عبارت زير به دست مي
                                                   ∑ ௝ݔ∆

ௗ

ௗ௧
൬ߩ௝

௨ೕ
మ

ଶ
൰ ൌ௡

௝ୀଵ  
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)15(       െ ௨భ
మ

ଶ
ሺݑߩሻభ

మ
൅ ଶሻభݑߩଵሺݑ

మ
൅ భ݌ଵݑ

మ
൅ ௨೙

మ

ଶ
ሺݑߩሻ

௡ା
భ
మ

െ ଶሻݑߩ௡ሺݑ
௡ା

భ
మ

െ ௡ା݌௡ݑ
భ
మ

  

+∑ ൜ଵ

ଶ
ሺݑߩሻ

௝ା
భ
మ
൫ݑ௝ାଵ

ଶ െ ௝ݑ
ଶ൯ െ ሺݑߩଶሻ

௝ା
భ
మ
ሺݑ௝ାଵ െ ௝ሻൠ௡ିଵݑ

௝ୀଵ ൅ ∑ ௝ା݌
భ
మ
ሺݑ௝ାଵ െ ௝ሻ௡ିଵݑ

௝ୀଵ  

 
  :تواند به صورت زير بازنويسي شودقسمت اول از جمع بالا، مي عبارتهر 

)16(                             ൜൬ሺݑߩሻ
௝ା

భ
మ

௨ೕశభା௨ೕ

ଶ
൰ െ ሺݑߩଶሻ

௝ା
భ
మ
ൠ ሺݑ௝ାଵ െ   ௝ሻݑ

  :براي نقاط داخلي عبارت زير برقرار باشداگر 

)17(                                         ሺݑߩଶሻ௝ା
భ
మ

ൌ ሺݑߩሻ௝ା
భ
మ

௨ೕశభା௨ೕ

ଶ
  

  : براي نقاط مرزي و
)18 (                               ሺݑߩሻభ

మ
 ൌ , ଵݑଵߩ ሺݑߩଶሻభ

మ
ൌ ଵݑଵߩ

ଶ, భ݌
మ

 ൌ   ଵ݌
                                ሺݑߩሻ௡ା

భ
మ

ൌ , ௡ݑ௡ߩ ሺݑߩଶሻ௡ା
భ
మ

ൌ ௡ݑ௡ߩ
ଶ, ௡ା݌

భ
మ

ൌ   ୬݌

  :آيدحاصل از تركيب معادلات پيوستگي و مومنتوم، به صورت زير در مي ،)15( معادله

)19(                      ∑ ௝ߩ௝ሺݔ∆
௨ೕ

మ

ଶ
௡
௝ୀଵ ሻ ൌ ଵݑ ቀ݌ଵ ൅ ଵߩ

௨భ
మ

ଶ
ቁ െ ௡ݑ ቀ݌௡ ൅ ௡ߩ

௨೙
మ

ଶ
ቁ  

                                                ൅ ∑ ௝ା݌
భ
మ
ሺݑ௝ାଵ െ ௝ሻ௡ݑ

௝ୀଵ  

 ميانگيندادن مقدار براي نشان .باشدمي) 12(كلي انرژي جنبشي  پايستاري معادله جداسازي شده شكلكه 
q،  بين نقاطj  وj+1 شود، از نماد زير استفاده مي:  
തݍ                           )                  20( ൌ ଵ

ଶ
ሺݍ௝ାଵ ൅   ௝ሻݍ

  .شوداستفاده مي  j+1و   jبراي محاسبه فشار در سطح سلول، از مقدار متوسط آن بين نقاط 
௝ା݌                                                  ) 21(

భ
మ

ൌ   ҧ݌
، )17(و ) 2(با توجه به معادلات ، در نظر گرفته شود )2(معادله  در سطح سلول، به صورت مقدار شار اگر

  :آيدشار به دست مي زير براي محاسبه رابطه
)22 (                                             ሺݑߩଶሻ௝ା

భ
మ

ൌ   തଶݑҧߩ
  : به طور مشابه

)23(                                              ሺܪݑߩሻ௝ା
భ
మ

ൌ   ഥܪതݑҧߩ

صرفا ) 23( معادله. گيردشار انرژي محدوديتي در نظر نمي براي محاسبه KEPلازم به ذكر است كه روش     
 مقادير شارهاي پيوستگي، مومنتوم و انرژي آورده شده است مشترك، براي محاسبه رابطهبراي ايجاد يك 

) 17( به طوري كه شرايط معادله اي ديگر محاسبه نمود،گونهتوان مقادير مختلف شار را بهالبته مي. ]7[
معادلات زير را جايگزين  ،)23( و) 22(، )2(توان به جاي معادلات به عنوان مثال مي .همچنان برقرار باشد

  .نمود
)24                                                 (ሺݑߩሻ௝ା

భ
మ

ൌ   തതതതݑߩ
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)25 (                                              ሺݑߩଶሻ௝ା
భ
మ

ൌ   തݑതതതതݑߩ
)26(                                              ሺܪݑߩሻ௝ା

భ
మ

ൌ   ഥܪതതതതݑߩ
 

، قسمت بعددر . باشندمي KEPشار، در روش  معادلات اساسي براي محاسبه، )23( و) 22(، )2(معادلات 
  .لزج آورده شده است دوبعدي با تقارن محوريبراي جريان  KEPمحاسبه شار در روش  نحوه

  
  لزج دوبعدي با تقارن محوريجريان  - 2- 2

  :ي معادلات ، به صورت زير استپايستارفرم 

)27(                                              డ௎

డ௧
൅ డி೔ሺ௎ሻ

డ௫೔ ൌ S 

   :شوندبه صورت زير تعريف مي Sو بردار چشمه  F، بردار شار Uبردار حالت  كه در آن

)28 (                     ܷ ൌ ൦

ߩ
ଵݒߩ

ଶݒߩ

ܧߩ

൪ , ௜ܨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௜ݒߩ

ଵݒ௜ݒߩ െ ௜ଵߪ ൅ ௜ଵߜ݌

ଶݒ௜ݒߩ െ ௜ଶߪ ൅ ௜ଶߜ݌

ܪ௜ݒߩ െ ௜௝ߪ௝ݒ െ ௝ݍ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ܵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0
0

ఙమమିఙయయି௣

௬

0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 
بعد شارهاي هاي بيكميتو  ]8[ هاي برشي و عمودي بدون بعد، با استفاده از تئوري استوكستنش

  :شوند انرژي به صورت زير محاسبه مي در معادله ௜ݍحرارتي
௜ݍ                                          ) 29(  ൌ െ µ

ோ௘ಮሺఊିଵሻெಮ
మ ௉௥

డ்

డ௫೔  
  ஶܯعدد پرنتل،  Pr. باشندمقادير محلي دما، فشار و چگالي جريان سيال مي  ߩو   T  ،pدر روابط ذكر شده، 

نشان داده   ߤبه صورت  نيزكميت لزجت . باشندعدد رينولدز جريان آزاد مي  ஶܴ݁عدد ماخ جريان آزاد و 
  .شده است

  :به عنوان انرژي جنبشي مخصوص به صورت زير kبا تعريف متغير     
)30(                                      ݇ ൌ ߩ ௩೔మ

ଶ
, డ௞

డ௨
ൌ ൤െ ௩೔మ

ଶ
 , ,ଵݒ ,ଶݒ 0൨  

-به دست مي) 31( نسبت به زمان، معادله kگيري از گرديد، با مشتق مشابه روندي كه در قسمت قبل بيان

  .آيد
)31 (                                 డ௞

డ௧
ൌ డ

డ௧
ቀଵ

ଶ
௜మݒߩ

ቁ ൌ ௜ݒ డ

డ௧
ሺݒߩ௜ሻ െ ௩೔మ

ଶ

డఘ

డ௧
  

به ) 31( و بردارهاي حالت و شار، معادله پايستاري با جايگزيني مشتق زماني با مكاني و با توجه به معادله
  :آيدصورت زير در مي

)32              (డ௞

డ௧
൅ డ

డ௫ೕ ൜ݒ௝ ൬݌ ൅ ߩ ௩೔మ

ଶ
൰ ൅ ௜௝ൠߪ௜ݒ ൌ ݌ డ௩ೕ

డ௫ೕ െ ௜௝ߪ డ௩೔

డ௫ೕ ൅ ݒ ఙమమିఙయయି௣

௬
  

 

  .آيدبه دست مي) 33( گيري از عبارت فوق، معادلهبا انتگرال
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)33 (                       డ

డ௧
׬ ܸ݇݀ ൌ െ ׬ ൤ݒ௝ ൬݌ ൅ ߩ ௩೔మ

ଶ
൰ െ ௜௝൨ߪ௜ݒ ݊௝݀ܵ

డΩΩ
  

൅ ׬ ቀ݌ డ௩ೕ

డ௫ೕ െ ௜௝ߪ డ௩೔

డ௫ೕቁ ܸ݀ ൅ ׬ ݒ ఙమమିఙయయି௣

௬
ܸ݀

ΩΩ
                                     

 
 ، معادله)33( معادله. باشندالمان حجم ميdV المان سطح و  dSعمود بر سطح و  بردار nj كه در آن
حال معادلات به . دهدلزج نشان مي دوبعدي با تقارن محوريكلي انرژي جنبشي را براي جريان  پايستاري

همچنين . شودنشان داده مي p، نقاط همسايه، با o هبراي هر گر. شوندروش حجم محدود جداسازي مي
n୭୮كهاينضمن . شودمشخص ميAop  كند، باجدا مي p همسايه را از گره oسطحي كه گره 

୧ دهنده، نشان 
توان روابط زير را براي حجم كنترل مي. دهدجهت اين بردار را نشان مي iبردار عمود بر سطح است و انديس 

  : نوشت
)34                                                  (݊௢௣

௜ ൌ െ݊௣௢
௜  

)35 (                                               ܵ௢௣
௜ ൌ ௢௣݊௢௣ܣ

௜  
)36(                                                ܵ௢

௜ ൌ െ ∑ ܵ௢௣
௜

௣  
  :آيدبه فرم زير در مي پايستاريكلي  همچنين معادله

௢݈݋ݒ                               )37(
డ௎೚

డ௧
൅ ∑ ௢௣ܨ

௜  . ݊௢௣
௜ ௢௣ܣ ൌ   ௢ܵ௢௣݈݋ݒ

௢݈݋ݒ                                         
డ௎೚

డ௧
൅ ∑ ௢௣ܨ

௜  . ܵ௢௣
௜ ൌ   ௢ܵ௢௣݈݋ݒ

 
  :شوندبه صورت زير تعريف مي و بردار چشمه  بردار شار ،كه در آن بردار حالت

)38(        ܷ௢ ൌ ൦

௢ߩ

௢ݒ௢ߩ
ଵ

௢ݒ௢ߩ
ଶ

௢ܧ௢ߩ

൪ , ௢௣ܨ
௜ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ሺݒߩ௜ሻ௢

ሺݒߩ௜ݒଵሻ௢௣ ൅ ሺߜ݌௜ଵ െ ௜ଵሻ௢௣ߪ

ሺݒߩ௜ݒଶሻ௢௣ ൅ ሺߜ݌௜ଶ െ ௜ଶሻ௢௣ߪ

ሺݒߩ௜ܪሻ௢௣ ൅ ሺݒ௝ߪ௜௝ ൅ ௝ሻ௢௣ݍ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ܵ௢ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0
0

ቀఙ22ିఙ33ି௣

௬
ቁ

௢
0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

  

  
  :]7[ توان نشان داد كه اگر روابط زير برقرار باشدمي

)39                                  (ሺݒߩ௜ݒ௝ሻ௢௣ ൌ ଵ

ଶ
ሺݒߩ௜ሻ௢௣ሺݒ௣

௝ ൅ ௢ݒ
௝ሻ  

)40(                    ሺߜ݌௜௝ െ ௜௝ሻ௢௣ߪ ൌ ଵ

ଶ
ሺߜ݌௜௝ െ ௜௝ሻ௢ߪ ൅ ଵ

ଶ
ሺߜ݌௜௝ െ   ௜௝ሻ௣ߪ

)41           (         ቀఙ22ିఙ33ି௣

௬
ቁ

௢௣
ൌ 1

2
ቀఙ22ିఙ33ି௣

௬
ቁ

௢
൅ 1

2
ቀఙ22ିఙ33ି௣

௬
ቁ

௣
  

  
  :آيدبه صورت زير در مي) 37(كلي  پايستاري معادله

)42(                    ௗ

ௗ௧
∑ ௢݇௢݈݋ݒ ൌ െ ∑ ܵ௕

௝ ൬ݒ௕
௝ ൬݌௕ ൅ ௕ߩ

௩್
೔మ

ଶ
൰ െ ௕ݒ

௜ ௕ߪ
௜௝൰௕௢  

                   ൅ ∑ ൬݌௢ ∑
௩೚

೔ ା௩೛
೔

ଶ
ܵ௢௣

௜
௣ ൰௢ െ ∑ ൬ߪ௢

௜௝ ∑
௩೚

೔ ା௩೛
೔

ଶ
ܵ௢௣

௜
௣ ൰ ൅ ∑ ቀఙ22ିఙ33ି௣

௬
ቁ௢௢  
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نقاط مرزي  دهندهنشان bانديس . باشدمي) 33(كلي انرژي جنبشي  پايستاريمعادله  كه فرم جداسازي شده
  :شودتعريف مي، مقدار متوسط به صورت زير qبراي متغير فرضي . است

௢௣തതതതݍ                                                  )43( ൌ
௤೚ା௤೛

ଶ
  

  در نتيجه
)44 (                                       ሺݒߩ௜ݒ௝ሻ௢௣ ൌ ሺݒߩ௜ሻ௢௣ݒҧ௢௣

௝  
به . كلي انرژي جنبشي تضمين شود پايستاريهاي مختلفي تعيين كرد كه توان مقدار شار را به گونهمي

  :عنوان مثال
  
)45 (                                           ሺݒߩ௜ሻ௢௣ ൌ ҧ௢௣ݒҧ௢௣ߩ

௜  
)46 (                                            ሺݒߩ௜ሻ௢௣ ൌ పതതതതതݒߩ

௢௣  
  

  : به طور مشابه
  
)47 (                                        ሺݒߩ௜ݒ௝ሻ௢௣ ൌ ҧ௢௣ݒҧ௢௣ߩ

௜ ҧ௢௣ݒ
௝  

)48  (                                       ሺݒߩ௜ܪሻ௢௣ ൌ ҧ௢௣ݒҧ௢௣ߩ
௜   ഥ௢௣ܪ

    
 تا) 39(لزج، در معادلات  محوريتقارن بعديدو براي جريان KEPشار، در روش  شرايط لازم براي محاسبه

موجود در  هاي متوسط كميتمانند حالت يك بعدي غيرلزج، براي محاسبه شار، از مقادير . بيان گرديد) 41(
  . شوداستفاده مي معادلات پايستاري

 
 

  ارائه نتايج و تحليل -3
 1هاي اسكالرهاي يك بعدي و دوبعدي در مقايسه با روشبراي جريان KEPدر اين قسمت، عملكرد روش 

  .گيردمورد ارزيابي قرار مي ]11[مرتبه اول و مرتبه سوم  4و رو ]10[ 3، كاسپ]9[ 2، ماتريسي]8[
  
 واگرا -بعدي غيرلزج داخل شيپوره همگراجريان يك -1- 3

  :]11[ معادله منحني شيپوره به صورت زير است. دهدمورد بررسي را نشان مي هندسه) 1(شكل 
  
ݕ                       )48( ൌ y௠௜௡ ൅ ሺݕ௠௔௫ െ ௠௜௡ሻxଶ       ሺെ0.33ݕ ൑ ݔ ൑ 1ሻ  
  

                                                                                                                                                                                          
1 SCDS 
2 MADS 
3 CUSP 
4 ROE 
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௠௔௫ݕدر رابطه بالا  ൌ A2/Aبا توجه به نسبت مساحت   ௠௜௡ݕو مقدار  0.75
سطح ورودي   .شودتعيين مي *

توان توسط نسبت فشار سرعت شيپوره را مي. شودمينشان داده  *Aو گلوگاه  با  A2، سطح خروجي  با A1با 
A2/Aپشت به فشار سكون و نسبت

A2/Aو نسبت 75/0اگر نسبت فشار پشت به فشار ورودي . كردكنترل   *
* 

رسيده و سپس يك  6/1در نظر گرفته شود، در اين حالت عدد ماخ در داخل شيپوره به حدود  5/1برابر   
  .   افتدشوك عمودي در داخل شيپوره اتفاق مي

  
  اول مساله شكل هندسي -1شكل                                                

 
و در  KEPهاي اتلاف مصنوعي و بالادست و روش ، تغييرات عدد ماخ در شيپوره را براي طرح)2(شكل     

  (Roe)روش روي. ، بعد از شوك كمي نوسان دارد KEPشود روشمشاهده مي .دهدنزديكي شوك نشان مي
دهد و مرتبه سه شوك را تيزتر نشان مي (Roe)روش روي . دهداي را ضخيم نشان مياول، موج ضربه مرتبه
عملكرد طرح كاسپ، در تعيين محل وقوع شوك و . شودگونه نوساني در نزديكي شوك مشاهده نميهيچ

 KEP روشهاي مختلف با حل تئوري، و مقايسه روش) 2(با توجه به شكل . ضخامت شوك قابل قبول است
  .دهدن ميها بهتر نشامحل وقوع شوك را نسبت به ساير روش

  
 (n=100) 5/1و نسبت مساحت  75/0نمودار عدد ماخ در نزديكي شوك براي نسبت فشار  -2شكل
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نسبت فشار پشت به فشار (دهد نشان مي KEP ، اثر افزايش تعداد نقاط شبكه را روي نتايج روش)3( شكل
A2/Aو  75/0ورودي برابر 

. دهدتري را ارائه ميبا ريزتر كردن شبكه، روش  مذكور حل دقيق). 5/1برابر   *
  . شوداين در حاليست كه در ديگر روشها با افزايش زياد تعداد نقاط حل ناپايدار مي

  
  5/1و نسبت مساحت  75/0براي نسبت فشار  KEPاثر افزايش نقاط روي روش  -3شكل

      
شود، براي روش همانطور كه مشاهده مي .نقاط براي روش اسكالر آورده شده استاثر افزايش ) 4(در شكل 

KEP براي تعداد نقاط ،(n=5600) ولي در روش اسكالر از تعداد نقاط . هنوز حل واگرا نشده است(n=800) 
علاوه . استنتايج تا اين تعداد نقاط شبكه آورده شده ) 4(شود و بنابراين در نمودار شكل به بعد حل واگرا مي

براي تعداد نقاط  KEPنوسانات زيادتري در روش اسكالر نسبت به روش ) 4(و ) 3(بر اين با توجه به شكلهاي 
  .شودبالاتر مشاهده مي

پيوستگي، در يك جريان پايدار آدياباتيك، مقدار انتالپي سكون و  ديناميك و معادلهترموبا توجه به قانون اول 
تغيير  هاهاي عددي به دليل وجود خطاهاي عددي، مقدار اين كميتولي در روش. دبي جرمي ثابت است

شود كه در ابتدا حالتي بررسي مي. شودمذكور پرداخته مي هايدر ادامه به بررسي تغييرات كميت. كندمي
A2/Aو  93/0در اين حالت، نسبت فشار پشت به فشار ورودي برابر . افتدشوك اتفاق نميداخل نازل 

برابر   *
  .شوددر نظر گرفته مي 5/1

، )5(با توجه به شكل . دهدهاي مختلف نشان ميانتالپي سكون را براي روش تغييرات ، مقدار)5(شكل 
كاسپ نسبت به ساير روشها كمتر است و از  و KEPشود كه تغييرات انتالپي سكون در دو روش مشاهده مي

ها و از نسبت به ساير روش KEPالبته در روش . دارند ها برترياين نظر اين دو روش نسبت به ساير روش
  .شودجمله روش كاسپ، نوسانات انتالپي كمتري در قسمت انتهاي نمودار مشاهده مي

كه در آن يك شوك  3و نسبت مساحت  6/0فشار تغييرات دبي جرمي بر حسب مكان براي نسبت ) 6(شكل 
 دهنده نشان نوعي  مقدار دبي جرمي به  بيشتر بودن   با توجه به اينكه. دهدقوي رخ داده است، را نشان مي
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توان استنباط كرد كه روش ، مي]11[باشد اتلاف مصنوعي اضافه شده در روش مذكور مي عبارتبيشتر بودن 
ميزان  دهندهطرح نشاناين همچنين نوسانات موجود در . كنداتلافي را اضافه مي عبارتاسكالر، بيشترين 

ها نسبت به ساير روش KEPروش . اتلاف مصنوعي براي اين روش است عبارتنامناسب اضافه كردن 
  .دهدتغييرات دبي كمتري را نشان مي

  

  
  5/1و نسبت مساحت  7/0براي نسبت فشار   اثر افزايش نقاط روي روش اسكالر - 4شكل

     

  
  (n=100) 5/1و نسبت مساحت  93/0براي نسبت فشار بدون شوك   تغييرات انتالپي سكون براي حالت - 5شكل     
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  (n=100) 3و نسبت مساحت  6/0تغييرات دبي جرمي براي نسبت فشار  -6شكل

  
اما با . دهدبراي تعداد نقاط كم نتايج خوبي ارائه مي KEPطور كه نمودارهاي قبلي نشان دادند، روش همان

هاي رود و اساسا براي مدل كردن جريانافزايش تعداد نقاط است كه اين طرح به سمت دقت بيشتر پيش مي
 .باشدهايي با ابعاد خيلي كوچك هستند، مناسب ميواقعي كه داراي گردابه آشفته

براي دو حالت تعداد نقاط خيلي كم و خيلي زياد  KEPر و در اين قسمت به مقايسه دو روش اسكال  
شكل . در كاربرد آن براي تعداد نقاط بالاي شبكه نمايان شود KEPپرداخته شده است تا مزيت مهم روش 

نسبت به  KEPنوسانات حل در روش . پرداخته است (n=75)به مقايسه دو روش براي تعداد نقاط كم ) 7(
  .روش اسكالر كمتر است

شود كه با افزايش تعداد نقاط مشاهده مي. به مقايسه دو روش براي تعداد نقاط زياد پرداخته است) 8(كل ش
 (n=5600)با افزايش تعداد نقاط  KEPاما در روش . به بعد در روش اسكالر حل واگرا خواهد شد (n=800)از 
در كاربرد آن براي تعداد نقاط زياد  KEPتر و بدون واگرايي داشت كه مزيت مهم روش توان حل دقيقمي

 . دهدشبكه را نشان مي

مشاهده . دهدنشان مي n=800و اسكالر را براي تعداد نقاط  KEPهاي آهنگ همگرايي روش) 9(شكل     
نسبت به روش  KEPروش . نسبت به روش اسكالر كمتر است KEPشود كه آهنگ همگرايي روش مي

  .افزايد كه باعث مي شود همگرايي كندتر صورت گيرداسكالر، عبارت اتلاف مصنوعي كمتري به معادلات مي
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  5/1و نسبت مساحت  75/0براي نسبت فشار  (n=75)و اسكالر براي تعداد نقاط كم  KEP هايمقايسه روش - 7شكل

  

 
  5/1و نسبت مساحت  7/0براي نسبت فشار  و اسكالر براي تعداد نقاط زياد KEP هايمقايسه روش - 8شكل
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  (n=800) 5/1و نسبت مساحت  75/0براي نسبت فشار اول  همگرايي مساله آهنگ -9شكل

      
قادر است با  KEP طوركه پيداست، روشبندي كلي براي جريان يك بعدي غيرلزج، هماندر يك جمع

اتلاف مصنوعي مناسب، نتايجي با دقت بالاتر در محل شوك، ارائه  عبارتافزايش تعداد نقاط و با توجه به 
  .دهد

  
  بعدي غيرلزج داخل كانال شامل برآمدگيجريان دو -2- 3

در اينجا نسبت دو برابر ضخامت برآمدگي در بيشترين . دهدمورد بررسي را نشان مي هندسه) 10(شكل 
  . باشدمي 65/1جريان ورودي مافوق صوت و با ماخ  .باشدمي 08/0قسمت آن به طول وتر برابر 

ها در جهت جريان برابر سرعت اند كه در قسمت ورودي، سرعتشرايط مرزي به اين صورت تعريف شده   
. ته شده استهمچنين چگالي و فشار، برابر چگالي و فشار جريان آزاد در نظر گرف. باشدجريان آزاد مي
ماقبل آخر در نظر گرفته  ها، چگالي و فشار در مقطع خروجي برابر مقادير محاسبه شده در گرهمقادير سرعت

بالايي و سرعت در امتداد عمود بر  پاييني چگالي و فشار برابر همين پارامترها در گره در ديواره. شده است
  .نظر گرفته شده استبراي بررسي نتايج در 147*51قاط شبكه با تعداد ن. ديواره برابر صفر فرض شده است

. دهدو روش كاسپ نشان مي KEPتغييرات عدد ماخ در كل حوزه حل را با استفاده از روش ) 11(شكل      
 با نتايج هاي مختلفروشنتايج . هاي مختلف استعدد ماخ روي برآمدگي براي طرح ، نشان دهنده)12(شكل
 شود كه طرح كاسپمشخص مي دقت در اين شكل با. ، مقايسه شده است]12[و همكاران 1ايدلمنكار 

در اين طرح در نزديكي شوك، . دهدشوك دقت بيشتري نشان مي ها، در محدودهديگر طرح نسبت به
  شوكولي براي نقاط دور از . شوند كه نشان از دقت بالاي اين طرح استنزديكتر مي به خط عمود نمودارها  

                                                                                                                                                                                          
1 Eidelman 
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  دوم مورد بررسي مساله شكل هندسه -10شكل

 
مشاهده . تر استاسكالر نتايج دقيق هاي مذكور، به خصوص طرح، در مقايسه با ساير طرح KEPدر روش

شاني بهتري با نتايج ايدلمن همپودر نقاط بعد از شوك  KEPشود كه طرح كاسپ در محل شوك و طرح مي
  .ددار
 

 
 KEPروش )الف

 
  روش كاسپ) ب

ஶܯሺدر كل حوزه حل  خطوط ماخ ثابت - 11شكل ൌ 1.65ሻ                     
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تغييرات عدد ماخ در نزديكي شوك )ب تغييرات عدد ماخ روي سطح برآمدگي )الف   

ஶࡹሺنمودارعدد ماخ روي سطح برآمدگي  - 12شكل ൌ ૚. ૟૞ሻ  
 

، )14( شكل. دهدها نشان ميو ساير طرح KEP، تغييرات فشار را در كل حوزه حل و براي روش )13(شكل  
نتايج مربوط به تغييرات فشار . هاي مختلف استروي برآمدگي براي طرح تغييرات ضريب فشار نشان دهنده

 .مشابه نتايج مربوط به تغييرات عدد ماخ است
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 روش كاسپ) ج

 
  روش رو مرتبه سوم) د

ஶࡹሺدر كل حوزه حل  فشارخطوط هم  - 13شكل ൌ ૚. ૟૞ሻ  

تغييرات ضريب فشار در نزديكي شوك )ب تغييرات ضريب فشار روي سطح برآمدگي )الف   

ஶࡹሺروي سطح برآمدگي تغييرات ضريب فشار نمودار -14شكل ൌ ૚. ૟૞ሻ  
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  . شودميتر با افزايش نقاط نتايج دقيق. دهدنشان مي KEP، اثر افزايش نقاط را روي روش ) 15( شكل

  
ஶܯKEP ሺاثر افزايش نقاط روي روش  - 15شكل ൌ 1.65ሻ 

 
هاي كاسپ، اسكالر، رو و همگرايي طرح. دهدهاي مذكور را نشان ميهمگرايي طرح آهنگ، )16(شكل 

هاي مذكور نسبت به طرح  KEP همگرايي در طرح آهنگكه حاليدر. ماتريسي تقريبا نزديك به هم است
 .شودمحسوب مي نقاط ضعف اين روش كمتر است و اين يكي از

 
 

 

ஶࡹሺ دوم آهنگ همگرايي مساله -16شكل ൌ ૚. ૟૞ሻ 
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نتايج قابل قبولي براي  KEP شود كه روشنتايج حاصل براي جريان دوبعدي غيرلزج، مشخص مي با مشاهده
 طرحهرچند ممكن است طرح كاسپ در نزديكي شوك نسبت به . دهدجريان در نزديكي شوك ارائه مي

به علاوه عدم نياز به . دهدتري ارائه ميدر نقاط بعد از شوك نتايج دقيق KEPمذكور بهتر باشد، ولي روش 
 .شودمحسوب مي مزيت اصلي اين روش) به غير از شوك(اتلاف مصنوعي در ساير نقاط  عبارتاضافه كردن 

 

  جريان دوبعدي لزج روي صفحه تخت - 4-3
اي با تقارن محوري و جريان لزج در مختصات كارتزين دو بعدي و مختصات استوانهدر اين قسمت به بررسي 

 .هاي اتلاف مصنوعي و بالادست پيشين پرداخته شده استبا طرح KEP طرح مقايسه

بندي انجام شده مورد بررسي و شبكه ، هندسه)17(شكل . تخت است مورد نظر شامل يك صفحه هندسه    
در اين قسمت به بررسي نمودار سرعت بي بعد بر حسب مكان عمودي بدون بعد، براي . دهدرا نشان مي

  و عدد رينولدز بر واحد طول  4/0جريان با ماخ . شود، پرداخته مي x=3.4مقطعي از صفحه در طول بدون بعد
 1اسميت –و سبسي   ]K-L ]13در اين قسمت از دو مدل تلاطمي . گيردمورد بررسي قرار مي 1360000

  .استفاده شده است ]13[
- داخلي مجاور مي اند كه در قسمت ورودي، سرعت برابر سرعت گرهاين صورت تعريف شدهشرايط مرزي به 

ها و مقادير سرعت. نظر گرفته شده استهمچنين چگالي و فشار، برابر چگالي و فشار جريان آزاد در. باشد
نظر گرفته شده است و فشار در ماقبل آخر در در گرهچگالي در مقطع خروجي برابر مقادير محاسبه شده 

دوم  پاييني چگالي و فشار برابر همين پارامترها در گره در گره. باشدمقطع خروجي برابر فشار جريان آزاد مي
همچنين سرعت افقي بر روي . نظر گرفته شده استپايين برابر صفر در و سرعت در امتداد عمود، در گره

 150*100شبكه با تعداد نقاط . ، برابر صفر در نظر گرفته شده است)به بعد x=0ي از نقطه(تخت  صفحه
 .براي بررسي نتايج در نظر گرفته شده است

  
 هندسه و شبكه بندي مساله سوم - 17شكل                                

 
هاي با طرح KEP طرح منظور مقايسههاي مختلف آشفتگي به در اين قسمت به بررسي جريان درهم با مدل

بعد بر حسب نمودار سرعت بي) 21(تا ) 18(هاي شكل. اتلاف مصنوعي و بالادست پيشين پرداخته شده است
عدد ماخ جريان، مقطع مورد بررسي، ابعاد . دهدهاي مختلف نشان ميمكان عمودي بدون بعد را براي طرح
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با   KEP تلاطمي مورد استفاده ثابت در نظر گرفته شده و طرحو مدل ) دوبعدي يا تقارن محوري(جريان 
  . مقايسه شده است ]14[هاي اتلاف مصنوعي و بالادست و همچنين نتايج تئوري طرح
ها در تشخيص ميدان طرح يابيم كه طرح اسكالر نسبت به بقيهدرمي) 21(تا ) 18(هاي با دقت در شكل    

. ها دچار شكستگي در توزيع سرعت شده استكاسپ در بعضي از قسمتطرح . كندتر عمل ميسرعت ضعيف
  .كندتري ارائه ميها نتايج دقيقنسبت به ساير روش KEPدر مجموع روش 

  

  
، دو بعديCebeci-Smithپروفيل سرعت، مدل  -18شكل

  
  ، دو بعديK-Lپروفيل سرعت، مدل  -19شكل 
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  تقارن محوري، Cebeci-Smithپروفيل سرعت، مدل  -20شكل

 

  ، تقارن محوريK-Lپروفيل سرعت، مدل  - 21شكل
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، با افزايش تعداد نقاط KEPكه اشاره شد، روشطورهمان. رسدنظر ميدر پايان ذكر دو نكته ضروري به 
. در اين روش براي افزايش تعداد نقاط شبكه، محدوديتي وجود ندارد. دهدتري را ارائه ميشبكه، نتايج دقيق

چون روش . بندي مساله پرداخته نشده استدر اين مقاله، به بررسي استقلال نتايج عددي از شبكه بنابراين
 دهد كه نحوهنتايج عددي نشان مي. هاي با تعداد نقاط بسيار زياد طراحي شده استفوق، اصولا براي شبكه

  .دهدارائه ميتري را اي است كه نتايج دقيقبه گونه KEPشار در روش  محاسبه
  

  گيرينتيجه
كند كه مقدار كلي انرژي اي معادلات را جداسازي ميپرداخته شد كه به گونه ي، به معرفي روشاين مقالهدر 

براي نام دارد،  (KEP)كه روش حفظ انرژي جنبشي  اين روش. شودجنبشي به طور دقيق محاسبه مي
- از مقادير موجود در محاسبه شار استفاده مي گيريمحاسبه شار عبوري از مرز سلول، از يك نوع متوسط

پايدار با  ليكند، حنمياتلاف مصنوعي را به معادلات اضافه  عبارت هيچضمن اين كه  اين روش. نمايد
هاي مخصوص شوك، مقدار تغييرات اپراتور به وسيله در حضور شوك، اين روش. دهدنوسانات كم ارائه مي

، از آن همگرايي كمتر آهنگالبته . كندرا محاسبه و به معادلات اضافه مي) شيانرژي جنب(كميت مورد نظر 
  KEP شار در روش رسد كه روش جداسازي كه براي محاسبهبه نظر مي .شودمحسوب مي اشكالات اين روش

. نمايدرود، قادر است تا حدود زيادي از نوسانات توليدي در حل بكاهد و حل هموارتري را ايجاد به كار مي
هر چه  شدن تربه سمت دقيقپايدار بماند و رسد كه اين روش با افزايش تعداد نقاط، همچنين به نظر مي

 با افزايش سرعت پردازش كامپيوتر اي نزديكدر آينده رسد اين روشبه نظر مي . ودنتايج نزديك ش بيشتر
  .ب باشدبسيار مناسسازي مدل گونهبدون هيچواقعي  هاي آشفتهبراي جريان
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   ي انگليسيفهرست نمادها
Aଵ  :مساحت مقطع ورودي شيپوره  
Aଶ  :مساحت مقطع خروجي شيپوره  
Aشيپوره گلوگاهمساحت مقطع :  כ  

A୭୮  :مساحت صفحه شار  
d  :مشتق كلي نسبت به متغير 

dS  :المان مساحت  
dV : المان حجم  

E  :انرژي كل  
F  :بردار شار 
H  :انتالپي كل  
k : انرژي جنبشي مخصوص 

Mஶ  :عدد ماخ جريان آزاد 
nj   :بردار عمود بر سطح  
p : فشار 

Pr  :عدد پرنتل  
q  :شار حرارتي 
R  :مقدار باقي مانده  

Re  :عدد رينولدز 
S  :بردار چشمه  

S୭୮  :بردار مساحت صفحات شار داخلي  
T  :دما  
t  :زمان  

U  :بردار حالت  
u  :سرعت در جريان يك بعدي  
v : سرعت 

vol  :حجم المان  
x  :جهت محور مختصات در مختصات تقارن محوري  
y  :جهت محور مختصات در مختصات تقارن محوري 

  
  نمادهاي يوناني

Δt  :گام زماني 
µ  :ضريب ويسكوزيته 
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ρ  :چگالي 
σ  :تنش ويسكوزيته 
Ω  :حوزه حل  
  

  هابالانويس
i  : مختصاتهاي نشان دهنده جهت محور( انديس شمارنده(  
j  : هاي مختصاتنشان دهنده جهت محور( انديس شمارنده(  
n  :تعداد گام زماني  
  محل گلوگاه در شيپوره:  כ

െ  : كميت مورد نظرمكاني مقدار متوسط 
  مقدار متوسط زماني كميت مورد نظر:  ^
 

  هاپايين نويس
b  :گره مرزي  
j  :گره اصلي در جريان يك بعدي  

max  :بيشترين مقدار  
min  :كمترين مقدار  

n  :تعداد نقاط شبكه  
o  : اصليگره  
p  : همسايهگره  
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Abstract 
 
In this work, the Kinetic Energy Preserving (KEP) scheme -which is introduced recently by 
Jameson- has been investigated and compared to other artificial viscosity and upwind 
schemes. The discretization of the governing equations in the KEP scheme is performed in 
such a way that the total kinetic energy is conserved in all points with no shock. For the KEP 
method, there is no need to add any artificial dissipation in the region with low pressure 
gradient. The purpose of this study is to introduce a stable numerical method that enters a 
minimum artificial dissipation only in the vicinity of shocks. In this paper, an inviscid one-

dimensional flow through a convergent-divergent nozzle, two-dimensional flow on a bump 
and a viscous two-dimensional flow with axial symmetry are considered. It is shown that the 
KEP scheme is more accurate if the number of mesh points is increased; and in contrast to 
other schemes, there is no limit in increasing the number of points. 


