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 2رسول باقری
 استادیار

غیر همگن حاوی  ارتوتروپیک در باریکه تحلیل تنش

 چندین ترک محدود شده توسط دو لایه پیزوالکتریک
محدود شده توسط ارتوتروپيک با رفتار تابعی در باریکه تحليل تنش در این مقاله، 

ای مکانيکی و درون چندین ترک، تحت بار پاد صفحهحاوی دو لایه پيزوالکتریک 
ای الکتریکی انجام شده است. رفتار محيط الاستيک خطی است و سطوح صفحه

-های کارا در حل مسائل محيطترکها هموار در نظر گرفته شده است. یکی از روش

ای از ترکها، استفاده از حل نابجایی است. بدین های تضعيف شده توسط مجموعه
ظور ابتدا حل نابجایی ولترا در باریکه غير همگن با حل معادله حاکم، اعمال من

-شرایط مرزی و شرایط پيوستگی مربوط به نابجایی بکمک تبدیل فوریه انجام می

ترین گردد. این بخش، مشکلگردد و ميدان تنش در اثر نابجایی مکانيکی ارائه می
دلات انتگرالی برای تحليل مساله مرحله تحليل است. سپس با داشتن این حل، معا

آید. این معادلات دارای تکينگی از نوع چندین ترک هموار در باریکه بدست می
گردند تا تابع توزیع کوشی هستند که با استفاده از روش عددی مناسب حل می

توان ضریب شدت ها بدست آید. بعد از بدست آوردن توزیع نابجایی مینابجایی
 را بدست آورد. تنش در نوک ترک 

 
 تکينگی کوشی-لایه پيزوالکتریک -نابجایی ولترا -همگن غير باریکه -چندین ترک واژه های راهنما:

 

 مقدمه -1
ای از ترکها از دیرباز مورد توجه محققين بوده است. های تضعيف شده توسط مجموعه تحليل تنش در محيط

باشد. در واقع توانایی حل ز روش توزیع نابجایی میهای موثر در تحليل مذکور استفاده ا از جمله تکنيک

 باشد. نابجایی در حل مسائل مکانيک شکست خطی به قدرتمندی حل گرین در حل معادلات دیفرانسيل می

های تشکيل دهنده جسم های داخل کریستالدر تغيير شکل یک جسم در اثر اعمال نيروهای خارجی، نقص

شود. در این که موثر درخواص مکانيکی کریستال است، نابجایی ناميده می ترین نوع نقصموثر هستند. اصلی

باشد و تنها خواص ماکروسکوپيک مقاله، خواص نابجایی در مقياس اتمی یا ميکروسکوپی مورد نظر ما نمی

 نابجایی در تئوری الاستيسيته حائز اهميت است. 
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ها در یک کریستال دارای نابجایی از شد. اتم وجود نابجایی نخستين بار توسط دانشمندان علم مواد کشف

جا شده و نتيجه این تغيير مکان، ایجاد ميدان تنش حول محور شان در شبکه کامل جابهموقعيت اصلی

 شود.باشد. در نتيجه نابجایی یکی از منابع ایجاد تنش داخلی در جسم محسوب مینابجایی در جسم می

جزء نخستين کسانی بود که به تعریف  ]1[ولترا  .ته نيز تعریف گردیدبعدها نابجایی از دیدگاه الاستيسي

باشد. طراحی با از اهميت خاصی برخوردار میدارای ترک قطعات مکانيکی تنش در تحليل  نابجایی پرداخت.

 که باشدقطعه  واماندگیاستفاده از اصول مکانيک شکست مستلزم داشتن معياری است که مشخص کننده 

معيارها ضریب شدت تنش است. ضریب شدت تنش در نوک ترکها تابعی از هندسه ترک، شکل  یکی از این

مواد تابعی  گردد.با مقدار بحرانی آن مقایسه می ،باشد که پس از محاسبهقطعه، شرایط و اندازه بارگذاری می

ستفاده از آنها بمنظور بدليل مقاومت حرارتی و مقاومت سایش بالا، کاربرد وسيعی در صنعت دارند. در نتيجه ا

های حرارتی و کاهش تمایل جدایش پوشش از بستر در دهه اخير کاربرد های پسماند و تنشکاهش تنش

در ابتدا مروری بر تحقيقات انجام شده برای تحليل تنش در محيط های الاستيک حاوی بسياری داشته است. 

 .شودترک، انجام می

ک با طول محدود واقع در یک لایه پيزوالکتریک محدود شده بوسيله دو رفتار یک تر ،]2[ناریتا و همکاران 

ای مورد تحليل قرار دادند. در صفحه متفاوت را تحت پراش امواج برشی خارج نيم صفحه با خواص الاستيک

ار دارد. آنها معادلات این مسأله ترک عمود بر وجوه مشترک بوده و در یک فاصله مساوی از دو نيم صفحه قر

کمک تبدیل فوریه حل کردند و معادلات انتگرالی مسأله را تشکيل دادند. سپس تغييرات ضرایب ه کم را بحا

های متفاوت بدست هایی با جنسشدت تنش و نرخ رهایش انرژی را بر حسب فرکانس بارگذاری برای لایه

از جنس ماده ای ، مسأله ترک متحرک واقع در فصل مشترک بين لایه]3[لی و همکارانش  آوردند.

ای مکانيکی و صفحهماده ارتوتروپيک تحت بارگذاری خارج  ای از جنسپيزوالکتریک سراميکی و ماده

کمک تبدیل فوریه انجام شده و اثر طول ه یکی را بررسی کردند. حل مسأله بای الکتربارگذاری درون صفحه

رک بر روی ضریب شدت تنش ترک، ضخامت لایه، شدت و جهت بارگذاری الکتریکی و همچنين سرعت ت

دهد که ضریب شدت تنش همواره با افزایش طول ترک بی دیناميکی بررسی شده است. نتایج آنها نشان می

بعد شده و سرعت حرکت ترک برای حالتی که نسبت مدول برشی لایه ارتوتروپيک بالایی به لایه پایينی 

 یابد.بزرگتر است، افزایش می

ای از جنس سراميک پيزوالکتریک احاطه شده توسط دو خارج از مرکز باریکه مسأله ترک متحرک واقع در

ای الکتریکی توسط ای مکانيکی و بارگذاری درون صفحهصفحهخارج نيم صفحه الاستيک تحت بارگذاری 

 ، بررسی گردید. در این مسأله شرایط فيزیکی سطح ترک، نشت پذیر فرض شده است.]4[کوان و همکارانش 

ای از جنس ماده سراميکی پيزوالکتریک که توسط دو کترومکانيکی ترک واقع در خارج از مرکز لایهرفتار ال

مورد بررسی قرار گرفت. در این مسأله بارگذاری  ،]5[لایه الاستيک محدود شده، بوسيله کوان و همکاران 

ن مطالعه هر دو شرایط باشد. در ایای میای و الکتریکی درون صفحهصفحه ای خارجمکانيکی بصورت ضربه

 وابستگیترک نشت پذیر و نشت ناپذیر در نظر گرفته شده است. آنها تاثير هندسه، ترکيب مواد، ضریب 

 الکترومکانيک و همچنين ميدان الکتریکی را بر روی نرخ رهایش انرژی بررسی کردند.
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صفحه الاستيک حاوی چندین  ، رفتار شکست یک لایه پيزوالکتریک محدود شده به نيم]1[ژائو و همکارانش 

ای ترک موازی و همراستا واقع در فصل مشترک را مورد مطالعه قرار دادند. بارگذاری بصورت ضربه

الکترومکانيکی بوده و هر دو شرط نشت پذیر و نشت ناپدیر در نظر گرفته شده است. تاثير هندسه ترکها، 

جابجایی الکتریکی مورد بررسی قرار گرفته  ميدان الکتریکی و شرایط مرزی بر روی ضریب شدت تنش و

به دو لایه الاستيک حاوی ترک عمود بر مرز  شده تابعی محدود با رفتارباریکه پيزوالکتریک  ،]7[یودا  است.

ضخامت باریکه را حل نمود. ضریب الاستيک، ثابت پيزوالکتریک و ضریب گذردهی دی الکتریک، در جهت 

ای مکانيکی و درون صفحه فرض شده است. بارگذاری بصورت خارج ماییضخامت باریکه بصورت تغييرات ن

ای الکتریکی به دو لایه بيرونی اعمال شده است. تاثير تغييرات ضریب چگالی انرژی کرنشی بر هندسه صفحه

 ترک و پارامترهای ماده ارائه شده است. 

ای مکانيکی و بارگذاری درون صفحه حرک با سرعت ثابت تحت بارگذاری خارج، رفتار ترک مت]8[کوان و لی 

ای الکتریکی در باریکه از جنس ماده سراميکی پيزوالکتریک احاطه شده توسط دو لایه الاستيک صفحه

کمک تبدیل فوریه انجام شد و معادلات انتگرالی ه ارتوتروپيک را بررسی نمودند. حل معادلات حاکم مسأله ب

 وابستگیظاهر گردید. تاثير سرعت ترک، طول ترک و ضریب حاصل بصورت معادلات انتگرالی فردهولم 

 الکترومکانيکی بر روی ضریب شدت تنش بدست آمده است.

رفتار الکترومکانيکی باریکه پيزوالکتریک ساخته شده از مواد تابعی محدود به دو لایه الاستيک تضعيف شده 

ای و الکتریکی درون ای ضربهصفحه رز باریکه تحت بارگذاری مکانيکی خارجتوسط یک ترک موازی با م

بررسی شد. آنها در مطالعه خود نشان دادند که شرط ترک  ،]9[ای توسط چن و همکارانش ای ضربهصفحه

الکترومکانيکی  وابستگیباشد. تاثير موقعيت ترک، ضریب نشت ناپذیر منطقی تر از شرط ترک نشت پذیر می

 ک شکست بررسی گردید.های ماده بر روی پارامترهای مکانيو ثابت

مسأله ترک متحرک با طول محدود و سرعت ثابت در صفحه نامحدود واقع بين دو ماده الاستيک 

ای ای و بارگذاری الکتریکی درون صفحهصفحه ناهمسان تحت بارگذاری مکانيکی خارجالکترومغناطيس 

و ضرایب جابجایی الکتریکی  حل شده است. آنها در مطالعه خود، ضریب شدت تنش ،]10[توسط زانگ و لی 

های الکتریکی و ای را بدست آورده و اثر سرعت، جهت انتشار ترک و بارگذاریو مغناطيسی درون صفحه

مسأله مکانيک شکست باریکه ساخته شده از مواد  مغناطيسی را بر روی ضریب شدت تنش ارائه کردند.

ارائه شده است. آنها  ،]11[ی توسط چنگ و ژائو تابعی دارای پوششی از مواد پيزوالکتریک با خاصيت تابع

محل اتصال باریکه و پوشش را بصورت فنر خطی و دارای خواص ویسکوالاستيسيته مدل کردند. پوشش 

ای قرار دارد. حهصف خارجتابعی حاوی ترک نشت پذیر موازی با مرز، تحت بارگذاری  با رفتارپيزوالکتریک 

رالی به معادلات انتگرالی تکين تبدیل گردیده است. در ادامه اثر کمک تبدیلات انتگمعادلات حاکم ب

پارامترهای ماده تابعی و هندسه بر روی ضریب شدت تنش مطالعه شد. همچنين گزارش گردید که اثر 

مسأله باریکه الاستيک  ویسکوالاستيسيته در فصل مشترک باریکه و پوشش، به ضخامت بستر وابسته است.

ارائه شده است. در این  ،]12[اد پيزوالکتریک با خواص ماده تابعی توسط لی و یانگ لی دارای پوششی از مو

بررسی، پوشش پيزوالکتریک با خاصيت تابعی توسط یک ترک نشت پذیر در راستای ضخامت پوشش 

 تضعيف شده و اندرکنش بين ترک و سطح مشترک پوشش و باریکه مطالعه شده است. 
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د که با نزدیک شدن ترک به فصل مشترک پوشش و باریکه، ضریب شدت تنش در این مطالعه گزارش گردی

یابد. همچنين آنها نشان دادند که تغيير ضریب چسبندگی مکانيکی پوشش و باریکه نسبت به افزایش می

 ضریب چسبندگی الکتریکی، اثر زیادی روی تغيير ضریب شدت تنش دارد. 

نزدیکی فصل مشترک پوشش و باریکه، با ضریب چسبندگی برای ترک واقع در پوشش پيزوالکتریک و در 

تحليل  ،]13[صفر، تغيير ضخامت بستر الاستيک روی ضریب شدت تنش تاثير کمتری دارد. موسوی و پاولا 

ای مکانيکی و صفحه خارجتابعی حاوی چندین ترک تحت تغيير شکل با خواص تنش باریکه پيزوالکتریک 

استفاده از حل نابجایی ارائه دادند. ضرایب شدت تنش مکانيکی و شدت ای الکتریکی را با درون صفحه

 جابجایی الکتریکی برای نوک ترکها محاسبه گردید.

، تحليل تنش در باریکه ارتوتروپيک تقویت شده با پوشش مواد تابعی تحت بارگذاری ]14[اسدی و همکاران 

دادند. ضریب چسبندگی باریکه با پوشش حاوی چندین ترک و حفره را انجام  ،ایای نقطهصفحه خارج

بصورت یک فنر خطی مدل شده و ضرایب شدت تنش محاسبه گردید. آنها در مطالعه خود به این نتيجه 

بيات و  خواهد شد. در لایه ارتوتروپيککاهش ميدان تنش منجر به  افزایش ثابت ماده تابعیرسيدند که 

توسط تعدادی ترک وحفره با پوششی از ماده پيزوالکتریک باریکه ارتوتروپيک تضعيف شده  ،]15[همکاران 

ای الکتریکی را بررسی کردند. آنها در حل مسأله از ای مکانيکی و درون صفحهصفحه خارجتحت بارگذاری 

روش توزیع نابجایی بهره برده و معادلات انتگرالی تکين از نوع کوشی را تشکيل دادند. ضریب شدت تنش در 

ها بر حسب دانسيته نابجایی بدست آمد و سپس اثر خواص ماده های محيطی در حفرهنوک ترکها و تنش

 ارتوتروپيک، ضریب چسبندگی پوشش به باریکه و هندسه عيوب بر روی ضریب شدت تنش مطالعه شد.

باریکه پيزوالکتریک تقویت شده با پوششی از ماده ارتوتروپيک دارای خاصيت تابعی  ،]11[باقری و همکاران 

ای الکتریکی را بررسی کردند. آنها ضریب چسبندگی ای مکانيکی و درون صفحهصفحه خارجت بارگذاری تح

پوشش و باریکه را بصورت یک فنر خطی مدل کرده و بمنظور تحليل تنش باریکه پيزوالکتریک تضعيف شده 

ا دانسيته نابجایی مجهول توسط چندین ترک، ازحل نابجایی استفاده کردند. درادامه معادلات انتگرالی تکين ب

تشکيل گردید و با توجه به شرایط مرزی دانسيته نابجایی مجهول تعيين و ضرایب شدت تنش و جابجایی 

همچنين مشخصات ماده  الکتریکی بدست آمد. تأثيرخواص پوشش ارتوتروپيک ساخته شده ازماده تابعی و

 و جابجایی الکتریکی بدست آمد.  پيزوالکتریک، تعداد و هندسه ترکها بر روی ضرایب شدت تنش

حاوی چندین ترک احاطه شده توسط دو  تابعی ارتوتروپيک با رفتارباریکه در این مقاله حل تحليلی مساله 

توسط روش توزیع نابجایی  ای الکتریکیای مکانيکی و درون صفحهصفحه خارجتحت بار  ،لایه پيزوالکتریک

فاده از روش نابجایی ولترا و با حل معادله حاکم، اعمال شرایط مرزی و انجام شده است. در این مطالعه، با است

شده است. این  تعيينمعادلات انتگرالی توزیع نابجایی روی ترکها شرایط پيوستگی مربوط به نابجایی، 

ضرایب شدت و سپس توزیع نابجایی روی ترکها دارای تکينگی از نوع کوشی بوده که از حل آنها معادلات 

به حل مسائل با تعداد  فقط قادرمحققين  دراکثرمطالعات انجام شده تابه حال،کها بدست آمده است. تر تنش

 باشد.روش حل نابجایی مستقل از تعداد و هندسه ترک با سطح هموار میترک محدود بوده اند در حاليکه 
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 وسط دو لایه پيزوالکتریکنمایش نابجایی در باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی محدود شده ت -1شکل

 

 باریکه ارتوتروپیک با رفتارتابعی محدود شده توسط دولایه پیزوالکتریک در حل نابجایی ولترا -2
باریکه ساخته شده از مواد ارتوتروپيک با رفتار تابعی محدود شده توسط دو لایه پيزوالکتریک مورد نظر دارای 

),(بوده و خط نابجایی در موقعيت  yو بعد محدود در راستای محور  xبعد بی نهایت در راستای محور   

  (.1است )شکل 

باشد. در می ,yxای الکتریکی در صفحه ای مکانيکی و درون صفحهصفحهدر این مقاله بارگذاری بصورت پاد 

صفر بوده و فقط مولفه تغيير مکان  vو  uیعنی  yو  xای تغيير مکان در جهت محورهای هنتيجه مولفه

به  yو  xجهت محورهای ای ميدان الکتریکی در های درون صفحهوجود دارد و مولفه wعمود بر صفحه 

 شوند در نتيجه روابط زیر وجود خواهند داشت:نمایش داده می yEو  xEترتيب با 

),(,0  ,0 yxwwvu   
0),,(),,(  Zyyxx EyxEEyxEE    )1( 

],,[در رابطه بالا  zyx EEE باشند. روابط بين ميدان الکتریکی و پتانسيل های ميدان الکتریکی میمولفه

 عبارتند از: الکتریکی 
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با ارتوتروپيک  باریکههای تنش در مولفه، شودکه در این مقاله مطالعه می مد سوم مکانيک شکست برای

های تنش و همچنين مولفه و باریکهضخامت جهت تابعی با فرض تغيير خواص بصورت نمایی در رفتار 

 :دو لایه پيزوالکتریک عبارتند ازجابجایی الکتریکی برای 
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ثابت الاستيسيته برای ماده پيزوالکتریک،  44c در روابط بالا کهر حاليد
15e  11وd  به ترتيب ثابت

الکتریک در کرنش ثابت، يزوالکتریک و دیپ
xG  وyG اده ارتوتروپيک و ثابت الاستيسيته م  ثابت مربوط

 باشد.به ماده تابعی می

 در صورت عدم وجود نيروهای جسمی و شار الکتریکی معادلات تعادل تنش و ماکسول عبارت است از:
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زیر حاصل معادلات ( 4) وابطدر ر (3) هرابطشده در  بيانجابجایی الکتریکی  های تنش ومولفهبا جایگذاری 

 د:نشومی
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yxاپراتور لاپلاس در صفحه و  2در رابطه بالا  GGg 2 باشد. جهت ناهم بسته ساختن معادلات ثابت می

 شود.ی( تابع بلوشتين بصورت زیر تعریف م5)
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که در آن 
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 جایگذاری این تابع در و (1رابطه )تابع بلوشتين تعریف شده در  استفاده ازبا باشد. می 

 آیند.زیر بدست میناهم بسته بصورت حاکم  (، معادلات5رابطه )
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),(بر حسب تابع  های تنش و جابجایی الکتریکیمولفه yx،  ( 3پيزوالکتریک که در رابطه )دو لایه برای

 آید.زیر بدست میبصورت روابط ( 1ذکر شد، با استفاده از رابطه )
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که در رابطه بالا 
154444

~ ecc  در تئوری الکتروالاستيسيته شرایط مرزی  باشد.ثابت الکتروالاستيک می

باشد. اما نکته قابل توجه چگونگی اعمال شرایط مکانيکی درست همانند تئوری کلاسيک الاستيسيته می

های الکتریکی بستگی به وجود و چگونگی رایط مرزی در سازهمرزی الکتریکی و مفهوم فيزیکی آنها است. ش

 شود.قرارگيری الکترودها و حالتهای مختلفی دارد که در جسم، تحریک الکترواستاتيک ایجاد می

),(( نابجایی در موقعيت 1مطابق شکل )    قرار گرفته و خط نابجایی در شکل بصورت خط چين مشخص

های شکاف نسبت به ابجایی در الاستيسيته با ایجاد یک شکاف در محيط الاستيک، و حرکت لبهنشده است. 

شود. در اثر این عمل تغيير مکان در جسم دو مقداری شده و ميدان یکدیگر و سپس حذف شکاف تعریف می

به اندازه آید. در صورتيکه تغيير مکان وجوه شکاف در جهت عمود بر لبه شکاف تنش در ماده بوجود می
wzb 

نامند که ای میصفحه پادباشد نابجایی را 
wzb شود. مولفه تغيير مکان براساس مولفه بردار برگرز ناميده می

تئوری ولترا در محل نابجایی به دليل چند مقداری بودن تغيير مکان روی خط نابجایی دارای ناپيوستگی 

 ر نتيجه می توان رابطه زیر را در نظر گرفت:بوده و د

.)(),(),( 11   xxHbxwxw wz     )9( 

باشند می پيوستگیمولفه های تنش روی خط نابجایی دارای همچنين است.  هویساید ایتابع پله xH)(که 

 :است از عبارت که این شرط
( , ) ( , )yz yzx x          )10( 

 

ال به دو لایه پيزوالکتریک متصل است که این اریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی با اتصال ایدهدر این بررسی، ب

گيرد که هيچ گونه جابجایی نسبی دو لایه پيزوالکتریک طوری روی باریکه ارتوتروپيک غير همگن قرار می

و  ارتوتروپيک با رفتار تابعی پيوستگی بين باریکهشرایط ( 1شکل )با توجه به بين دو لایه و باریکه رخ ندهد. 

 شرط صفر بودن تنش و مولفه جابجایی الکتریکی روی سطح آزاد و و پایينی پيزوالکتریک بالاییدو لایه 

 :آیدبصورت زیر در می
),0,()0,( 12

  xx zyzy                       ),0,()0,( 12

  xwxw  

),,(),( 1311 hxwhxw                     ,,),( 1311 hxhx zyzy    

2( , ) 0yz x h ,                     1 3( , ( )) 0yz x h h    

2( , ) 0yD x h ,                             ( ,0 ) 0yD x  , 

1( , ) 0yD x h  ,                         ,0)(, 31  hhxDy   )11( 

شود که تبدیل مورد نظر در این مسأله تبدیل فوریه ایی از تبدیلات انتگرالی استفاده میبرای حل مسأله نابج

 شود.است که به صورت زیر تعریف می
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1i  .تبدیل فوریه عبارت است از: معکوسپارامتر موهومی است 
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باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی را به دو باریکه  yh1  0و y حال با اعمال  کنيم.تقسيم می

 .شوندمیل نتایج زیر حاص با حل معادلات دیفرانسيل برای هر بخش( و 7به روابط ) (12)تبدیل فوریه
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*),(که  ysw  تبدیل فوریه تابع),( yxw  و),(* ys بدیل فوریه ت),( yx مجهول ضرایب  باشد.یم

12,...,3,2,1, iAi
 (11( و )10(، )9) با استفاده از شرایط مرزیتوابعی از ثابت تبدیل فوریه می باشند که  

ميدان تنش (، 14( و )13(، )3با استفاده از روبط ) پس از بدست آوردن ضرایب مجهول و .آیندبدست می

 بصورت زیر بدست خواهد آمد.باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی در آمده  بدست
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,2,1,...,5و  در رابطه بالا iM i
 باشند.بصورت زیر می  ,

222 sg   

4421
~)sinh( csshM   

)sinh()cosh( 112 hhM    

)sinh()cosh( 113 hhM  
 

])cosh())[sinh(cosh( 212

22

134 MMshsgGhshGM yy  
 

])sinh()cosh([~)sinh( 1132443

2

5
1 MhMshGcssheM y

h 
    )11( 

 

-توانند بصورت عددی حل شوند. در ناحيه باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی مولفه( می15ای رابطه)هانتگرال

های ميدان تنش در محل نابجایی دارای تکينگی از نوع کوشی هستند. بمنظور بررسی و جداسازی بخش 

(، 15های رابطه )نتگرالها باید بررسی گردد. چون انتگراند اهای تنش، رفتار مجانبی این مولفهتکين مولفه

 sگرددکه تکينگی باید در مقدار محدودی است ملاحظه می 0sبوده و در  sتابعی پيوسته از 

 :]17[توان به صورت زیر نوشت اتفاق بيافتد. روابط بالا را می
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که در رابطه بالا  yxif zi ,  رفتار مجانبیzif  برای مقادیر بزرگs توان از است. بکمک روابط زیر می

 گيری نمود.روابط مجانبی انتگرال
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را  (15) های رابطهتوان انتگرالنهایت و در نهایت جدا کردن قسمت تکين، می به سمت بی sبا ميل دادن 

 های ميدان تنش بصورت زیر خواهند بود.خوش رفتار کرد. بنابراین مولفه
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بصورت تکينگی از نوع  yوxرأس نابجایی یعنی با نزدیک شدن به رفتار مجانبی مولفه تنش 

باشد که به فرم کلیکوشی می
r

1
-نهایت میاست. این بدین معنی است که در محل نابجایی مقدار تنش بی 

توان برای در ادامه حل نابجایی بدست آمده را می ت شناخته شده نابجایی است.اشود که این از خصوصي

منجر به تشکيل تحليل باریکه ارتوتروپيک ساخته شده از مواد تابعی حاوی چندین ترک بکار برد که این امر 

گردد. با حل معادلات انتگرالی، دانسيته نابجایی بر روی وجوه معادلات انتگرالی با تکينگی از نوع کوشی می

توان ضریب شدت تنش را در نوک ترکها آید و بکمک آن میترکهای احاطه شده در محيط بدست می

 محاسبه نمود.

 

 معادلات انتگرالی در محیط های حاوی ترک -3
توان برای تحليل باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی محدود شده نابجایی بدست آمده در بخش قبل را میحل 

باریکه ارتوتروپيک چندین ترک بکار برد. فرض کنيد که در توسط دو لایه پيزوالکتریک تضعيف شده توسط 

 ی ترکها بصورت زیر هستند. پارامترترک وجود دارد. معادلات  Nبا رفتار تابعی 

11,...,2,1)(

)(





qNiqyy

qxx

ii

ii    )20( 

مماس بر سطح ترک بوده و  t طوری انتخاب شده است که محور nو  tسيستم مختصات عمود بر هم 

ام بر حسب  iای روی سطح ترکفحهبردار تنش پاد ص مبداء مختصات روی سطح ترک حرکت کند.

 های تنش در مختصات کارتزین بصورت زیر است:مولفه

 Niyx izxizyiinz ,...,2,1,sincos),(     )21( 

tan))()((در رابطه بالا  1 qxqy iii
  هایزاویه بين محور x  وt توزیع نابجایی با دادن با قرار باشد.می

dltBzj چگالی نامشخص )),()((ام به مختصات jروی ترک  )( tytx jj  روی المان بينهایت کوچک

dtldl j، تنش ایجاد شده روی سطح ترک  ميدانi صورتيکه  آید که درام بدست میN  ترک وجود

 باشد با استفاده از اصل جمع آثار عبارت خواهد شد از :داشته 

 

,)]([)]([)(),())(),(( 22

1

1

1
dttytxtBtqKqyqx jjzj

N

j

ijiizn





 Ni ,...,2,1  )22( 

گيرد. بعنوان ابزاری برای محاسبه ضریب شدت تنش در نوک ترکها مورد استفاده قرار می ]18[اصل باکنر

توان به دو مسأله محيط حاوی ترک که تحت تاثير بارهای خارجی قرار دارد را می مسأله باکنر طبق اصل

آید و در مسأله نخست، ميدان تنش در جسم بدون ترک تحت بارگذاری خارجی بدست میکرد. تقسيم 

شوند. در مسأله دوم جسم حاوی ترک بوده و بار خارجی صفر های تنش در محل ترک محاسبه میمولفه

های ترک در جهت عکس از مسأله اول آمده در محل ترک روی لبه های تنش بدست. با اعمال مولفهاست

های تنش در سطح ترک صفر شده و با جمع دو مسأله مذکور مولفه آید.ميدان تنش در کل جسم بدست می

  .شودمی یجادحل مسأله مکانيک شکست ا
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باشد، عموما های همبند ساده میبوده و مربوط به محيطمسأله تئوری الاستيسيته یک حل مسأله نخست که 

و مسأله اصلی حل مسأله دوم است که در این مقاله بوسيله روش توزیع نابجایی گيرد بسادگی صورت می

 محيطناشی از بارگذاری خارجی در محل ترکها در مولفه تنش ، اصل بنابراین با استفاده از این انجام گرفت.

  باید محاسبه گردد. tBzj)( نابجاییو دانسيته  گرفته قرار( 22)در رابطه تغيير علامت بدون ترک بعد از 

),( کرنل (22)انتگرالی  همعادل در      tqK ij تابع است.معلومی  تابع ))(),(( qyqx iizy تابع معلومی  نيز

های معادله ( کرنل22( و )19با بکار بردن رابطه ). شودن میکه با توجه به بارگذاری خارجی تعيي باشدمی

 می شوند.انتگرالی بصورت زیر حاصل
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 بدست tBzj)( نابجاییتابع دانسيته  استی تکينگی از نوع کوشی داراکه  (22)انتگرالی  هبا حل معادل   

بایستی روابطی ارائه نمود که بکمک آنها بتوان ضرایب  ا،روی ترکه پس از محاسبه دانسيته نابجایی بر ید.آمی

با استفاده از تعریف تابع تنش در نوک ترکها را بر حسب دانسيته نابجایی بر روی ترکها محاسبه نمود. شدت 

 .شودحاصل می ام از رابطه زیرjبازشدگی دهانه ترک برای ترک  ،دانسيته نابجایی

NjdttytxtBqwqw

s

jjzjjj ,...,2,1)]([)]([)()()(
1

22  




 

Nj ,...,2,1  )24( 

-ها میتعداد ترک Nحد پایين که مشخص کننده ابتدای ترک با طول بی بعد شده واحد و  1که درآن 

qw)(باشد.  j

و)(qw j

، ای واقع بر ترک به ترتيب نشان دهنده تغيير مکان لبه بالایی و پایينی ترک در نقطه

های ترک تک مقداری ، جابجائی در خارج از لبهباریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعیواقع در  ایبرای ترکه است.

 است بنابراین برای دانسيته نابجایی باید شرایط زیر برقرار باشد.





1

1

22 ,...,2,1,0)]([)]([)( NjdttytxtB jjzj
 )25( 

تنش در نوک  آید. بعلت تکينگیبدست می( 25و ) (22)با حل همزمان معادلات انتگرالی  نابجاییدانسيته 

tg)(شود که بصورت زیر در نظر گرفته می نابجاییترکها تابعيت دانسيته  zj باشد.-تابع محدود و پيوسته می 

Njt
t
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tB
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zj ,...,2,1,11,
1
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[ ارائه گردید. در این 19] و همکاران ردوغانا حل عددی معادلات انتگرالی با تکينگی کوشی اولين بار توسط

-های چندجمله ای چبيشهف و نظائر آن تعيين میوش معادلات انتگرالی در نقاط خاصی که توسط ریشهر

شود با حل این سيستم معادلات جبری شود گسسته شده و به دستگاه معادلات جبری خطی تبدیل می

 .[20] آیداند بدست میدر نقاطی که در آنها معادلات گسسته شده نابجاییدانسيته 

 شود.ام بر حسب بازشدگی دهانه ترک بصورت زیر تعریف میjت تنش برای ترک ضریب شد
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 عددی نتایج و مثالهای -4

ساخته شده از مواد تابعی محدود شده ارتوتروپيک  با استفاده از حل نابجایی بدست آمده مثال هایی از باریکه

به منظور مشخص کردن تاثير خواص ماده بر است.  ارائه شده ترک چندین حاویپيزوالکتریک لایه  توسط دو

شود که دارای خواص در نظر گرفته می 4PZTروی ضرایب شدت تنش، ماده سراميک پيزوالکتریک 

 .باشدمی( 1ذکرشده در جدول )

باشد. در پتانسيل الکتریکی بر حسب ولت می Vبار برحسب کلون و  Cوتن، نيرو بر حسب ني Nکه در آن 

، مثالهای عددی، پارامترهای هندسی بصورت 
132 2.0 hhh  01.01)(و mh   فرض شده است. علاوه بر

lKاین ضریب شدت تنش بوسيله  M 00  گذاری بصورت شود. در همه مثالهای ذکر شده، باربعد میبی

 cos0zy در حاليکه باشد بر روی مرز می سازد.راستای ترک با مرز باریکه را می 

ک ترک به طول بی بعد (، باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی توسط ی2در اولين مثال حل شده مطابق شکل )

2.01شده  hl  واقع در خط مرکزی باریکه تضعيف شده است. در حاليکه راستای آن با مرز باریکه زاویه 

 سازد. مرکز ترک در خط مرکزی باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی ثابت شده است. را می

، بر روی ضریب شدت تنش با جهت گيری دلخواه ترک نسبت به gدول برشی در این مثال تاثير نسبت م

باشد. تغييرات ضریب متقارن می yگيرد. مسأله حل شده نسبت به محور خط افقی مورد بررسی قرار می

( نشان داده شده 2در شکل )5.1,0.1,5.0gسبت مدول برشی ، برای نبعد بر حسب زاویه شدت تنش بی

2رود در زاویه است. چنانچه انتظار می  ،بدليل اینکه بردار تنش روی سطح ترک برابر صفر است ،

، gنسبت مدول برشی باشد. با مقایسه تغييرات ضریب شدت تنش بر حسب سه ضریب شدت تنش صفر می

 یابد. ، ضریب شدت تنش کاهش مینسبت مدول برشیشود که با افزایش مشخص می

 

خواص ماده پيزوالکتریک مورد استفاده در مثالهای عددی -1جدول  
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 ای یک ترک زاویه داربر بی بعد شده تغييرات ضریب شدت تنش -2شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تغييرات ضریب شدت تنش بی بعد شده بر حسب طول ترک بی بعد -3شکل

 

در باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی بر ( تغييرات ضرایب شدت تنش در نوکهای یک ترک واقع 3در شکل )

حسب طول بی بعد شده 
2

hl  2.0,1.0,0.01به ازای سه ثابت تابعی مختلف h  نشان داده شده است. در

2.01312این مثال   hhhh شود با افزایش خاصيت تابعی در نظر گرفته شده است. بطوریکه ملاحظه می

 یابد. همچنين طول ترک، ضریب شدت تنش افزایش می و

، باریکه ارتوتروپيک با خاصيت تابعی توسط دو ترک مستقيم تضعيف شده است. یکی از ترکها (4در شکل )

ترک حول  ترک دوم روی خط مرکزی ثابت بوده و گرفته است درحاليکه مرکز روی خط مرکزی ثابت قرار

بعد شده بر حسب تغييرات زاویه چرخش ترک رسم ضریب شدت تنش بی کند. تغييراتمرکز آن دوران می

22ثابت بوده در حاليکه ترک  11RLشود ترک شده است. بطوریکه ملاحظه می RL چرخد. حول مرکزش می 
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کنش بين دو ترک  رباشد و این تغييرات به علت اندتغييرات ضریب شدت تنش برای ترک ساکن کم می

یکسان است و همچنين  2Rبا  1Lو  1Rبا  2Lبه علت تقارن، ضریب شدت تنش  0باشند. در می

به هم نزدیک بوده و در نتيجه اندرکنش زیادی دارند که منجر به ضریب شدت تنش  2Lو  1Rنوکهای 

شود و مقدار اندرکنش دور می 1Rاز  2Lگردد. با دوران ترک، نوک می 2Rو  1Lبالاتری نسبت به نوکهای 

22با توجه به اینکه بردار تنش روی  090در  یابد.و نوک به تدریج کاهش مید RL شود و برابر صفر می

22اندرکنش بين ترک  RL  11با ترکRL  2بسيار ضعيف است مقدار ضریب شدت تنش دو نوکL  2وR 

بدليل حداکثر بودن بردار تنش روی سطح ترک، ضرایب شدت  11RLنزدیک به صفر است در حاليکه برای 

 مقدار قابل توجهی است. 1Rو  1Lتنش دو نوک 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بر حسب زاویه بين دو ترک مستقيمشدت تنش بی بعد شده بر حسب  تغييرات ضرایب -4شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دو ترک همراستابرای تغييرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده بر حسب طول ترک بی بعد شده  -5شکل

 



 1391، پایيز ومسسال نوزدهم، شماره                                 نشریة پژوهشی مهندسی مکانيک ایران                                      58

 

 

-در مثال بعدی، دو ترک با طولهای مساوی واقع در مرکز باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی در نظر گرفته می

ود. در این مثال تغييرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده ش
MM KK و  0.1gبرای  1hl، بر حسب /0

3.0,1.01مقادیر متفاوت h  رسم شده است. در این مثال نيز، ضرایب شدت تنش با افزایش خاصيت تابعی

شود که برای دو نوک نزدیک، به دليل وجود اندرکنش بين یابد. ملاحظه میایش میو همچنين طول ترک،افز

 کند.دو ترک، ضریب شدت تنش با شيب بيشتری تغيير می

شود. معادلات در مثال بعدی، اندرکنش بين دو ترک منحنی که قسمتی از محيط بيضی هستند، بررسی می

 باشد.پارامتری ترکها بصورت روابط زیر می

)]cot())1(1(
2

1
cos[)1()( 1  g

b

a
tgtaxt ii

ci

  

2,1,11)]cot())1(1(
2

1
sin[)( 1   itg

b

a
tgtbyt i

ci   

),(که  cc yx  ،14.0مختصات مرکز بيضی ha   13.0و hb   .نصف طول قطرهای اصلی و فرعی بيضی است

برای دو  بعد شده بر حسب زاویه متقارن است. تغييرات ضریب شدت تنش بی yمسأله نسبت به محور 

3.0,0.01مقدار متفاوت ثابت تابعی  h ( رسم شده است. بطوریکه از شکل زیر مشخص است، 1در شکل )

0.01بعد شده برای ضریب شدت تنش بی h  3.01، نسبت به h باشد.کمتر می 

واقع در مرکز  lیک ترک مستقيم بطول باریکه ارتوتروپيک با رفتار تابعی توسط ه عنوان آخرین مثال، ب

، تضعيف شده است. معادلات پارامتری ترک مستقيم و 6.0abباریکه و یک ترک بيضوی به ابعاد هندسی 

 منحنی بصورت زیر است.
,)(1 ltatx   

,)(1 bty   

)],1(
4

cos[)(2 tatx 


 

11)],1(
4

sin[)(2  ttbty
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بعد شده بر حسب زاویه بين دو ترک منحنیتغييرات ضریب شدت تنش بینمودار  -6شکل
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 و منحنی فاصله بين دو ترک مستقيمبعد شده بر حسب تغييرات ضریب شدت تنش بینمودار  -7شکل

 

اند. مطابق این رسم شده bl2( مقادیر ضرایب شدت تنش بی بعد در نوک ترکها بر حسب 7در شکل )

گردد. همانطوریکه شکل، اثرات تغيير فاصله بين ترکها روی ضریب شدت تنش در نوکهای ترک بررسی می

ضریب شدت تنش بی بعد شده در نوکهای نزدیک با شيب بيشتری  bl2شود با افزایش نسبت مشاهده می

 افزایش یافته و نوکهای دور از هم تغيير چندانی ندارد.
 

 نتیجه گیری -5
های محدود و که بتواند ميدان تنش یک نابجایی در محيط حل مسأله شرط مرزی در الاستيسيته را بنحوی

نامند. با حل نابجایی با خط برش در یک راستای ن محيط مییا نامحدود را ارائه دهد، حل نابجایی در آ

توان ميدان تنش در هر نقطه از محيط حاوی نابجایی را بدست آورده و با تبدیل خط نابجایی به دلخواه می

حل مسائل ترک با روشهای توابع مختلط و نهایت کوچک، ترک را ایجاد نمود. لازم به ذکر است که المان بی

ها که از تبدیلات انتگرالی از نوع مسائل شرط مرزی ترکيبی است. یعنی در سطوح ترکها، تنش یا استفاده

باشد و در خطوط فرضی در امتداد ترکها شرایط پيوستگی همان مشتقات تغيير مکان هستند معلوم می

مرزی تنها  موجود بين دو طرف این خطوط مربوط به تغيير مکانها است، ولی در روش توزیع نابجایی شرایط

تر از مسأله مقدار مرزی از نوع تغيير مکان بوده و مسأله محيط همبند با شرایط مرزی ساده که حل آن ساده

 گردد.ترکيبی است انجام می

در این مقاله، برای حل معادلات حاکم بر مسأله، از تبدیل فوریه نمایی استفاده شده است و بکمک شرایط 

در مثالهای حل شده برای محيط تضعيف شده توسط یک ترک  ده است.های تنش بدست آممرزی مولفه

موازی مرز لایه، مشاهده شده است که طول ترک، ثابت ماده تابعی و نسبت مدول برشی در تغييرات ضرایب 

شدت تنش تاثير دارد. علاوه بر این نتيجه شد که با افزایش ثابت ماده تابعی و طول ترک و همچنين کاهش 

یابد. همچنين تغيير جهت گيری ترک نسبت به مرز ، ضریب شدت تنش افزایش میgبرشی نسبت مدول 
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لایه باعث تغيير بردار تنش روی سطح ترک شده و تاثير زیادی در تغييرات ضرایب شدت تنش دارد. برای 

ط تضعيف شده توسط دو گردد. علاوه بر این در محيمحيط حاوی دو ترک تغييرات مشابهی مشاهده می

 علت اندرکنش بالا ضرایب شدت تنش بالاتری نسبت به نوکهای دور از هم دارند.ه ترک، نوکهای نزدیک ب
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 یانگلیسنمادهای فهرست 
12,...,2,1),( isAi  ضرایب ظاهر شده در تبدیل فوریه 

)(tBzj بر حسب متغير بی بعد تابع دانسيته نابجایی 

wzb 
44c 

xD 

yD 

11d 

15e 

 بردار برگرز

 ضریب الاستيک ماده در ميدان الکتریکی ثابت

 xمولفه جابجایی الکتریکی در جهت

 yلکتریکی در جهتمولفه جابجایی ا

  الکتریک در کرنش ثابتثابت دی

 ثابت پيزوالکتریک در کرنش ثابت
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yE 

zE 

zif 

 xدر جهت محور ایمولفه ميدان الکتریکی درون صفحه

 yدر جهت محور ایمولفه ميدان الکتریکی درون صفحه

 عمود بر صفحه مولفه ميدان الکتریکی
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zif 

)(tg jz 
xG 
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 تابع محدود و پيوسته
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)(xH
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1h 

32 ,hh 
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),( yxw ایمولفه جابجایی خارج صفحه 
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 
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),( yx 
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 تغيير مکان لبه بالایی و پایينی ترک

 مختصات مرکز ترک بيضی

 اپراتور لاپلاس

 tو  xزاویه بين محورهای 

 ر تابعیدر باریکه ارتوتروپيک با رفتا مختصات موقعيت نابجایی

 تابع بلوشتين

),(تبدیل فوریه عبارت  yx 

),( yxzy ایمولفه تنش خارج صفحه 
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Abstract 

 
In the present paper, the problem of multiple cracks in a non-homogeneous orthotropic layer 

bonded between two piezoelectric layers is considered. The shear modulus of the middle layer 

is considered for a class of functional forms for which the equilibrium equation has an 

analytical solution. The elastic shear modulus of the functionally graded orthotropic layer is 

considered to vary exponentially. The analysis is based on the stress fields caused by 

Volterra-type screw dislocation in the functionally graded orthotropic strip.  

The solution for dislocation is obtained by means of the complex Fourier transform. The 

dislocation solution is then employed as strain nuclei to derive singular integral equations for 

a medium weakened by multiple smooth cracks. The integral equations are of Cauchy 

singular type at the location of dislocation which are solved numerically for dislocation 

density functions. Several examples are solved and the stress intensity factors for multiple 

cracks with different configuration are obtained. 


