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اي هاي دايرهتحليل کمانش ورق کامپوزيتي با سوراخ

-الاستيک در شرايط مرزي و بارگذاري گاهتکيهروي 

 اي مختلف، به شيوه نيمه تحليلياي پارههاي لبه
در مقاله کنونی، به بررسی کمانش ورق مستطيلی چندلايه ساخته شده از مواد مرکب  

-ای طولی يا عرضی، مستقر بر روی بستر الاستيک ونکلر دارای دو سوراخ دايره
است. اين تحليل، در دو گام انجام شده است. ابتدا توزيع پسترناک، پرداخته شده 

ای پيدا شده و در گام ای پارهکمانش ناشی از بار لبهای پيشصفحه -تنشهای درون
دوم، از روش گلرکين برای بدست آوردن روابط حاکم بر کمانش استفاده شده است. 

های کارمن، روشفنجابجايی -ک ورق، روابط کرنشيدر اين راستا، از تئوری کلاس
گلرکين و انرژی و تبديل مسئله به مسئله مقادير ويژه استفاده شده است. بار کمانش 

( 1ای موضعی: )های لبههای ورق در بارگذاریهای مختلف نسبی سوراخبرای موقعيت
ای جابجا شونده ساده و ( سينوسی، برای دو نوع شرط لبه3( يکنواخت و )2متمرکز، )
گاه الاستيک ورق کامپوزيتی، در ين شده است. همچنين، اثر سفتی تکيهگيردار تعي
دهند ای موضعی متفاوت و بار متمرکز، بررسی شده است. نتايج نشان میبارهای لبه

که کمانش ورق دارای سوراخ يا حفره، ناشی از عوامل متناقضی است و ممکن است به 
-ی بستر الاستيک ورق، تاثير چشمصورت موضعی يا کلی انجام شود و نيز مقدار سفت

گيری بر افزايش بار کمانشی دارد. اين افزايش، در حالتی که بار موضعی بر طول 
 شود، آشکارتر است.بزرگتری از لبه ورق وارد می

 

 یانرژ روش، یليمه تحليروش نک، يدار، بستر الاستسوراخ یتيکامپوزورق ، یاپارهبار  :راهنما یهاواژه

 

مقدمه  -1  

، یکيمکان یهااز سازه یاريبس یو اسکلت اصل ینه خارجددر بپر کاربرد  یاجزا، از یتيکامپوز یهاورق

قرار  یاون صفحهدر یفشار یک ورق در معرض بارگذاريکه  یهنگامباشند. یو هوافضا م یلي، ريیخودرو

نکه يبا توجه به اکند. یدا ميپ یاديت زياهمزش، يفرور یاز مودها یکيبه عنوان ده کمانش يرد پديگیم

اد شده در ي یا، بار لبهنديآیموارد مجاور صورت  یق اجزايک ورق، از طريمقاطع بر موثر  یروهايعموماً ن

 ع شود. يتوز یرخطيا غيو  یبه صورت خطنبوده و کنواخت ي، ممکن است یحالت کل
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ر يغع يوزو ت یگاههيط تکيل شرايبه دل ،مايو هواپ یمورد استفاده در بدنه کشت یهاپنلنمونه، ه عنوان ب

  .دارندکنواخت قرار ير يغ یادرون صفحه یهادر معرض بار ، معمولاًپسا یروهايکنواخت ني

 یع خطيبا توز یک بعدي یفشار یاهمسانگرد تحت بار لبه یليک ورق مستطي[ کمانش 1سا و هونگ ]يل

 کمانش ورق ی[، به بررس2وانگ و همکاران ]نمودند.  یبررس یک، با حل سريکلاس یرا با استفاده از تئور

 یريک و با بکارگيکلاس ی، به کمک تئوریع سهميبا توز یاخاص تحت بار لبه یط مرزيهمسانگرد با شرا

تحت  یليهمسانگرد مستط یهاورق[، کمانش 3]باسکار جانا و پرداختند.  1یليفرانسيروش حل مربعات د

مورد مطالعه قرار  یليحلمه تيوه نيرا به شو متمرکز  ینوسيس یبارگذار :شامل یمختلف بارگذار یهاحالت

ش کمانش ي، مساله پینهبرهمبراساس اصل  یرين تابع تنش ايب چنديبا استفاده از ترک ،نخستدادند. آنان 

به حل دا شده، يع تنش پياز توزورق حل کردند. پس از آن  یادان تنش درون صفحهين مييرا جهت تع

ن پرداخته و بار کمانش يروش گلرکدوگانه به  یبا سرک يکلاس یکمانش ورق بر اساس تئورحاکم بر معادله 

لان و يبعد، ک یدر سالها. به دست آوردند یمختلف بارگذار یهاحالت یبدون حفره را برا همسانگردورق 

 یات و عاصميراً، شرعياخگسترش دادند.  یتيکامپوز یهاکمانش ورق یبررس یوه را براين شي[، ا4باسکار ]

 یرا با استفاده از تئورکنواخت ير يغ یالبه یمند تحت بارها[ کمانش ورق ساخته شده از مواد هدف5]

 یهاسوراخ یدارا یهاکمانش ورق قرار دادند. ی، مورد بررسB-Spline یالمانها یريته و با بکارگيسيالاست

 ANSYSموجود، مانند  یتجار یافزارهاشکل، توسط پژوهشگران مختلف، عمدتاً توسط نرم یا مربعيگرد 

را تحت بار  یک حفره داخليل کمانش ورق همسانگرد با ي[ تحل6] ینيو مارت یساوالرفته است. يصورت پذ

کمانش ورق همسانگرد  ی[ بارها7]سومز کومور و انجام دادند.  ANSYS یافزار تجاردومحوره، با نرم یفشار

ل کمانش ي[، تحل2دا نمودند. پاندا و راماچاندرا ]يپ ANSYS یافزارتجاربا نرمرا  یرات خطييبا تغ یابا بار لبه

با  یاتنش درون صفحه یهاافتن مولفهيکنواخت را پس از ير يغ یالبه یبا بارها دارورق همسانگرد سوراخ

در  یگذاريدوگانه و جا یبا استفاده از تابع تنش و انتخاب پاسخ سر ،ش کمانشياستفاده از حل معادلات پ

ک مسئله يل مسئله به يل کل و تبديپتانس یانرژ یسازنهيورق، انجام دادند. بار کمانش، با کم یمعادله انرژ

-B یسازمرتبه اول و روش گسسته یبرش یب تئورياز ترک[، 9و و همکاران ]يژه بدست آمد. ير ويمقاد

Spline نمودند.استفاده سوراخ  یدارا یتيل کمانش ورق کامپوزيتحل ی، برایکسر  

 یالبه یکه ضمن تحمل بارها یکمانش ورق یسازد که تاکنون، بررسیآشکار م ،خچه ارائه شدهيمرور تار

انجام  یبندفرمولباشد، با استفاده از یم یحفره داخل ی، دارا(یاع پارهيبا توز یژه، بارهاي)به و کنواختير يغ

اند. انجام شده محدود یاجزا یتجار یافزارهاز با استفاده از نرميار نادر موجود نيموارد بسو نشده است 

ت يورق کامپوز یهمسانگرد ارائه شده و برا ورق یاد شده، تنها برايط يل کمانش با شرايتحلن، يچنهم

 یالبه یک با بارهايارتوتروپ یتيکامپوز یهاورق ، کمانشیانجام نشده است. در مقاله کنون ،کيارتوتروپ

ونکلر انجام شده است. -پسترناک یک دو پارامتريگاه الاستهيتکو  یا عرضي یدو سوراخ طول یمتفاوت دارا

درون  یع تنشهايتوز یبررس یاند. برابدست آمدهردار يمتفاوت ساده و گ یاط لبهيشرا یج براين، نتايهمچن

و ن يبر روش گلرک یمبتن، یليمه تحلين یل کمانش، از روشيتحل یکمانش و براشيپ لي، از تحلیاصفحه

 استفاده شده است.  یانرژ

                                                                                                                                                                                     
1Differential quadrature 
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 مسئله يو مرز ي، هندسيط بارگذاريشراف يتعر -2
فاصله  هب یا عرضي Aبه فاصله  یطول یارهيسوراخ دابا دو  یليمستط یتيکامپوزک ورق ي، یورق مورد بررس

B،   یب، با نمادهايطول، عرض و ضخامت ورق به ترت. باشدیم (1)مانند شکل a ،b  و h و  مشخص شده

ورق  یانيه ميبوده و از لا ضخامت یورق، در راستا zمختص نشان داده شده است.  dقطر سوراخ ورق با نماد 

-تحت بار لبهپسترناک مسقر بوده و -نکلريک نوع ويگاه الاستهيتک یاد شده بر رويورق شود. یم یريگاندازه

متمرکز باشد. ا ي کنواختي، ینوسيس تواند به فرم گستردهیم یع بار موضعيقرار دارد. توز یفشار یاپاره یا

 ردار مستقر باشند.يا گيساده  یهاگاههيتک یتوانند رویورق م یهاک، لبهيگاه الاستهيعلاوه بر تک

 

 ياپاره يامعادلات حاکم بر کمانش ورق تحت بار لبه -2
 ورق يزان بار کمانشيافتن مي يم شده برايال ترسرو -2-1

ن حالت، دو يشود. در ایاستفاده م یرخطيغ يیجابجا -افتن بار کمانش ورق، عموماً از روابط کرنشي یراب

 یر خطيزان بار کمانش قابل استفاده خواهند بود. روش اول، استخراج روابط غيافتن مي یبرا یوه کليش

اعمال  یار خارجن راستا، بيادر است.  ین نقطه دوشاخگييتع یر، برايخ-کمانش یمنحن رسمحاکم بر ورق و 

لذا  ده شوند.يورق د یزش سفتيفرور یهاکه نشانه یشود تا زمانیش داده ميج افزايتدرشده بر ورق به 

 .است یرخطيل غيتحل

کمانش صرفاً برای يافتن کمانش و کمانش است. تحليل پيشروش دوم، تجزيه تحليل به دو مرحله پيش

گردد. در اين مرحله، مقدار خيز ورق صفر ای استفاده میای ناشی از بارهای لبهتوزيع تنشهای درون صفحه

خيز، که باعث غيرخطی شدن معادلات در ( Nاست. لذا عبارات حاصل ضرب نيرو بر واحد طول لبه مقطع )

 ش روش کنونی، غيرخطی نخواهد بود. شد، در مرحله تحليل کمانپايداری در روش اول می

(، روابط هياولای )به عنوان تنشهای لذا در مرحله تحليل کمانش، با معلوم بودن مقدار تنشهای درون صفحه

تبديل ژه ير ويدمقا کرنش غيرخطی، خطی شده و مسئله به مسئله -حاکم، با وجود استفاده از عبارات تنش

در پژوهش کنونی، از روش دوم استفاده شده است. در اين روش، تشخيص مقدار بار کمانش  .خواهد شد

 تر است.تر و دقيقساده
 

 
 

 کيالاستگاه هيتک ی، رویفشار یاپاره یا، تحت بار لبهیا عرضي یطول سوراخبا دو  یتيورق کامپوز -1شکل
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 کيکلاس يتئوره يبر پا کيارتوتروپ يتيمعادلات حاکم بر کمانش ورق کامپوز-2-2

ق رابطه يتوان از طریرا ماز ضخامت ورق  ینقطه دلخواه( 𝜀کرنش ) یهامولفهک ورق، يکلاس یه تئوريبر پا

 مرتبط ساخت: ،(𝜅و  𝜀0ب، ي)به ترت یانيه ميلا ی( به کرنشها و انحناها1)

 

(1) 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗
0 − 𝜅𝑖𝑗  ,       𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦 

ک ورق ي یبراتوان یمرا  یکيات تعادل استاتمعادل ک،يکلاس یتئور یهافرضبا استفاده از ن، يهمچن

 :[10] ن نوشتيچن، یناهمسانگرد کل

 

(2) 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 0 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦2
+ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑁𝑥𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑁𝑥𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁𝑦𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0 

 

در سه رو و گشتاور ينروها يه تعادل نيب، بر پاي، به ترتvon Karman يیجابجا-ه روابط کرنشي( بر پا2روابط )

,𝑁𝑖𝑗)(، 2اند. در رابطه )بدست آمده zو  x ،y یراستا 𝑀𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦)  رو و گشتاور ين یهامولفهب، يبه ترت

 :باشندیمبر واحد طول 
 

(3) {
𝑁𝑖𝑗
𝑀𝑖𝑗

} = ∫ 𝜎𝑖𝑗 {
1
𝑧
}

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 

 :کيکرنش ورق ارتوتروپ-روابط تنش یريبا بکارگ
 

(4) 𝝈 = 𝑪𝜺 

 ر خواهد بود:ي( به گونه ز3فرم باز شده رابطه ) ک است، يب الاستيس ضرايماتر 𝑪که در آن، 

 

(5) 

{
  
 

  
 
𝑁𝑥𝑥
𝑁𝑦𝑦
𝑁𝑥𝑦
𝑀𝑥𝑥

𝑀𝑦𝑦

𝑀𝑥𝑦}
  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 𝐴16 𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐴12 𝐴22 𝐴26 𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐴16 𝐴26 𝐴66 𝐵16 𝐵26 𝐵66
𝐵11 𝐵12 𝐵16 𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐵12 𝐵22 𝐵26 𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐵16 𝐵26 𝐵66 𝐷16 𝐷26 𝐷66]

 
 
 
 
 

{
  
 

  
 

𝜀𝑥𝑥
0

𝜀𝑦𝑦
0

𝜀𝑥𝑦
0

−𝜅𝑥𝑥
−𝜅𝑦𝑦
−2𝜅𝑥𝑦}

  
 

  
 

 

 که در آن، 

 

(6) 

 

{

𝐴𝑖𝑗
𝐵𝑖𝑗
𝐷𝑖𝑗

} = ∫ 𝐶𝑖𝑗 {
1
𝑧
𝑧2
}

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 

𝛾𝑖𝑗و ) = 2𝜀𝑖𝑗.) ز:ي( و با توجه به ارتباط انحنا با خ2روابط ) ین رابطه از سري( در آخر5رابطه ) یگذاريبا جا 

 

(7) 

 

𝜅𝑥𝑥 =
∂2w

∂x2
 ,     𝜅𝑦𝑦 =

∂2w

∂y2
 ,     𝜅𝑥𝑦 =

∂2w

∂x∂y
  

 د:يآیکمانش بدست م آستانهز ورق در يمعادله حاکم بر خ
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(2) 

𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 4𝐷16

𝜕4𝑤

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 4𝐷26

𝜕4𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ 𝐷22

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4

= 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑁𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑁𝑥𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

,𝐷16ک ساخته شده باشد، ياگر ورق از ماده ارتوتروپ 𝐷26 = اف يدمان متقارن و اليورق با چ یژه براي)به و 0

 ر ساده خواهد شد:ي( به فرم ز2رود. لذا، رابطه )یان ميچش از ميو پ ان خمشينگ ميو کوپل بودهمتعامد( 

 

(9) 

𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐷22

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4

= 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑁𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑁𝑥𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

 

 کمانششيع تنش در مرحله پيتوز -2-3

-درون صفحه یادر اثر بار لبه یزيمتقارن، خ ینيه چيصورت انتخاب لاکمانش، در شياز آنجا که در مرحله پ

ن دو رابطه ياز به تاميخود برآورده شده و تنها ن ی( به خود2د، عملاً معادله سوم از روابط )يآید نميپد یا

 یادرون صفحه یع تنشهايافتن توزي یبرا یمتعدد یهاوهيتوان از شینه، مين زمياول خواهد بود. در ا

 [:11ر استفاده نمود ]يز (Φ) بر مفهوم تابع تنش یتوان از حل مبتنی، میليمتناظر بهره جست. در روش تحل

 

(10) 

 

𝑁𝑥𝑥 =
𝜕2Φ

𝜕𝑦2
 ,     𝑁𝑦𝑦 =

𝜕2Φ

𝜕𝑥2
 ,     𝑁𝑥𝑦 = −

𝜕2Φ

𝜕𝑥𝜕𝑦
  

 یشرط سازگارباشد، لازم است که یر فرم نمييبر هندسه تغ یحالت، حل مبتن نينکه در ايبا توجه به ا

 ز در نظر گرفته شود:يتنش ن عتنش برحسب تاب یهامولفه

 

(11) 

 

𝛻4Φ = (
𝜕4

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4

𝜕𝑦4
)Φ = 0  

ط ي. شرار استيپذامکانر يا ناوي یلو یسر، مانند انتخاب حل ی، به روش سری( در حالت کل11حل رابطه )

 ، عبارتند از:یبه فرم سر یاپارهن بار اين حالت، با بيمسئله در ا یمرز

  

(12) 

 

𝑥 = 0, 𝑎:           𝑁𝑥𝑥 =
𝜕2Φ

𝜕𝑦2
=
𝑁̂0
∗

2
+∑(𝑁̂𝑛sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏
+ 𝑁̂𝑛

∗𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑦

𝑏
) ,

𝜕2Φ

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0

 

𝑁

𝑛=1

 

𝑦 = 0, 𝑏:   𝑁𝑦𝑦, 𝑁𝑥𝑦 = 0  ⇒  
𝜕2Φ

𝜕𝑥2
 ,
𝜕2Φ

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 

𝑁𝑟 , 𝑁𝑟𝜃 = 0    on Γ 
𝑁𝑟ورق )سوراخ( و  یمرز داخل Γکه در آن،  , 𝑁𝑟𝜃 اد يدر مرز بر واحد طول،  یو شعاع یمماس یروير نيمقاد

داده ط ارتبا 𝑁𝑥𝑦و  𝑁𝑥𝑥 ،𝑁𝑦𝑦ل تنش، به  يه به روابط تبديشب یق روابطيتوانند از طر یباشند که میشده م

، یوابسته است، در حالت کل یاز پاسخ سر یبه تعداد جملات انتخاب یليمه تحلياز آنجا که دقت روش ن شوند.

ح ي( ترجیتر )مانند حالت کنونیکل یهاحل حالت ی، مانند روش اجزاء محدود، برایعدد یاستفاده از روشها

 [. 12-14شود ]یداده م

 موجود بهره جست.  یتجار یافزارهال تنش نرميج تحليتوان از نتایم یتحنه، ين زميدر ا
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 معادلات حاکم بر کمانش -2-4

شود. یه استفاده مياول یکمانش، به عنوان تنشهاشين شده در مرحله پييتع یدان تنشهاين مرحله، از ميادر 

رو ين یهارات مولفهييتغشود. یه مي)شبکه بدون المان( تجز یدياز نقاط کل یان منظور، ورق به شبکهيا یبرا

هر  ؛نمود یابير درونيب زيه توابع تقريپابر توان یرا مکمانش شيل پيتحل یان نقاط گره فرضيبر واحد طول م

 :[15] باشدیل کمانش، مد نظر نميمحدود در تحل یاجزا یچند که استفاده از روش عدد
 

(13) 
 

𝑁𝑖𝑗 = 𝑯ℕ𝒊𝒋 ;    𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦  

 یرين روش ردگياباشد. یمب يبردار توابع تقر 𝑯 و یدر نقاط گره فرض 𝑁𝑖𝑗ريبردار مقاد ℕ𝒊𝒋که در آن، 

 2با  یبا فرض آنکه هر شبکه محلل کل شبکه لازم خواهد بود. يپتانس یمحاسبه انتگرال نرژ یرات، براييتغ

 م:يف شود، داريتعر ینقطه گره فرض

 

(14) 
 

ℕ𝒊𝒋 = 〈ℕ1𝑖𝑗 ℕ2𝑖𝑗 ℕ3𝑖𝑗 ℕ4𝑖𝑗 ℕ5𝑖𝑗 ℕ6𝑖𝑗 ℕ7𝑖𝑗 ℕ8𝑖𝑗〉 ;     𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦  

 

شوند، به یده مينام 𝜂و 𝜉 ب، يکه ترت yو  xجهات  یعيبر حسب مختصات طب بيبردار توابع تقر یهامولفه

 باشند:یف مير قابل تعريصورت ز

 

(15) 

 

 

 

 

  

   

   

1

2

3

4
2

5
2

6

2

7

28

(1 )(1 ) 1

(1 )(1 ) 1

(1 )(1 ) 1

(1 )(1 ) 1
1

2 1 14

2(1 )(1 )

2 1 1

2 1 1

T

H

H

H

H

H

H

H

H

   

   

   

   

 

 

 

 

     
   

      
      
   

          
     
   

    
   

    
   
     

H  

 

𝑁𝑥𝑥)دامنه دنبا دامنه واحد باش یاا پارهي یبدست آمده، متناظر با بار موضع ℕ𝒊𝒋رياگر مقاد = لبه  یرو 1

,𝑁𝑖𝑗(𝜉ر ي، مقاد(ورق 𝜂)  ب بار کمانشيدر ضر توان با ضرب دامنه باریکمانش را ممتاظر با بار λ  به صورت

 :افتير يز
 

(16) 𝑁𝑖𝑗(𝜉, 𝜂) = 𝜆𝑯(𝜉, 𝜂)ℕ𝒊𝒋 

 ار نمود:ياخت دنبال( 13ه به رابطه )يشب یاتوان با رابطهیز ميز را نيرات خييتغ
 

(17) 
 

𝑤 = 𝑯𝑾 

 افت:ير را خواهد يشود، فرم زیخود برآورده نم ین حالت به خودي( که در ا9ه، رابطه )ين پايبر ا
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(12) 

[𝐷11
𝜕4𝑯

𝜕𝑥4
+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)

𝜕4𝑯

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐷22

𝜕4𝑯

𝜕𝑦4
− 𝑁𝑥

𝜕2𝑯

𝜕𝑥2
+ 2𝑁𝑥𝑦

𝜕2𝑯

𝜕𝑥𝜕𝑦

+ 𝑁𝑦
𝜕2𝑯

𝜕𝑦2
]𝑾 = 𝑝 

 [:16پسترناک ]-نکلريگاه وهيتک یبرا
 

(19) 𝑝 = 𝑘1𝑤 − 𝑘2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 

 ا:ي 
 

(20) (𝑲 − 𝜆𝓖)𝑾 = 𝟎 

ن، به يرا از روش گلرک 𝜆توان بار کمانشیش دقت محاسبات، ميافزا یبرا ژه است.ير ويک مسئله مقايکه 

 افت:ير يشرح ز
 

(21) ∬ 𝑯𝑻(𝑲 − 𝜆𝓖)𝑾𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝟎
𝒜

 

مات شبکه است. ياز تقس یکي( مربوط به 21رابطه ) ( است.ی)نقاط گره فرض یديان نقاط کليسطح م 𝒜که 

که  یاجزء به جزء به دو کاهش داد؛ به گونه یريگتوان با دو بار انتگرالی( را م21مشتقات رابطه )مرتبه 

ز يگاه ساده، هر دو مشتق دوگانه خهيتک ینکه رويبا توجه به ا( استفاده نمود. 15ب )يبتوان از توابع تقر

از مشتقات  یبيصفرند و در لبه آزاد، ترکردار، هر دو مشتق اول يگاه گهي( صفرند، در محل تک yو x)نسبت به 

ن يضرب اجزء به جزء، عبارات حاصل یريگر انتگرالينکه در مسيشود و با توجه به ایسه گانه صفر م

 صفر خواهد شد. یمرز یهاشود، حاصل انتگرالیاز آنها در مرز صفر است آشکار م یکيمشتقات که 

 ر است:يبه فرم ز (Π) ل کليپتانس یاستفاده از اصل انرژن، يگزيروش جا
 

 

(22) 

Π =∬
1

2
{𝐷11 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 2𝐷12
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝐷22 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

+ 4𝐷16
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦𝒜

+ 4𝐷26
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 4𝐷66 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ 𝑁𝑥 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦

+ 𝑁𝑦 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

+ 𝑘1𝑤
2 + 𝑘2 [(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

]} 𝑑𝒜 

 

( و صفر نمودن مشتقات 22( در رابطه )17( و )13روابط ) ینيگزين حالت، معادله حاکم بر شبکه، با جايدر ا

,𝐷16)ک يورق ارتوتروپ یبرا د.يآیبدست م 𝑾ل کل نسبت به يپتانس یانرژ 𝐷26 = ج دو روش ي(، نتا0

(، یريگمشتق ین عملگرهال تقاري)به دل یجزء به جزء(، با روش انرژ یريگن )پس از دو بار انتگراليگلرک

 (:22ت، با توجه به رابطه )ين وضعيباشند. در ایکسان مي
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(23) 

Π =∬
1

2
𝑾𝑻 {𝐷11

𝜕2𝑯

𝜕𝑥2

𝑻
𝜕2𝑯

𝜕𝑥2
+ 2𝐷12

𝜕2𝑯

𝜕𝑥2

𝑻
𝜕2𝑯

𝜕𝑦2
+ 𝐷22

𝜕2𝑯

𝜕𝑦2

𝑻
𝜕2𝑯

𝜕𝑦2𝒜

+ 4𝐷66
𝜕2𝑯

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝑻
𝜕2𝑯

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑁𝑥

𝜕𝑯

𝜕𝑥

𝑻 𝜕𝑯

𝜕𝑥
+ 2𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑯

𝜕𝑥

𝑻 𝜕𝑯

𝜕𝑦
+ 𝑁𝑦

𝜕𝑯

𝜕𝑦

𝑻 𝜕𝑯

𝜕𝑦

+ 𝑘1𝑯
𝑻𝑯+ 𝑘2 [

𝜕𝑯

𝜕𝑥

𝑻 𝜕𝑯

𝜕𝑥
+
𝜕𝑯

𝜕𝑦

𝑻 𝜕𝑯

𝜕𝑦
]}𝑾𝑑𝒜

=
1

2
𝑾𝑻∬ 𝑯𝑻(𝓐 − 𝜆𝓖)𝑾𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝟎

𝑨

 

 نه:يل کل کميپتانس یجه، از اصل انرژيدر نت
 

(24) 
∂Π

𝜕𝑾𝑻
= 0  ⇒   ∬ 𝑯𝑻(𝓐 − 𝜆𝓖)𝑾𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝟎

𝑨

 

 گر جمعياجزاء د ید با رابطه بدست آمده برايهر بخش شبکه با ی( بدست آمده برا24)کل ورق، رابطه  یبرا

 :ديدستگاه معادلات حاکم بر کل ورق بدست آ یر برايز يیتا فرم نها شود

 

(25) (𝓚 − 𝜆𝓖̂)𝑾 = 𝟎 

 پاسخ )بار کمانش( باشد، لازم است که: ی( دارا25آنکه رابطه ) یبرا
 

(26) |𝓚 − 𝜆𝓖̂| = 𝟎  ⇒   𝑓(𝜆) = 0 

 

 ج و بحثينتا -3
 يمورد بررس يهامدله ياطلاعات پا -3-1

س ينارم افازار الماان محادود انساکمانش ورق، باا  شيپ یادرون صفحه ی، تنشهایج کنونيدر استخراج نتا

ج حاصاله، ين تعاداد، در نتاايش ايبزرگ انتخاب شده است که با افزا یاتعداد المانها به اندازه .اندن شدهييتع

باشاد. یما ینقطه گره مجاز 2با  ینواح یبا و بدون المان مورد استفاده، دارالذا شبکه ر مشاهده نگردد. ييتغ

، انجاام ین مقالاه کناونيتوسط مولف MATLABط يدر محافزار نوشته شده ل کمانش، با استفاده از نرميتحل

452±] یهااهيااف و لايادمان اليابا چ یاپوکس کربن/ یتيماده کامپوزاز ، یشده است. ورق مورد بررس
t /06/

±452
t  رند:يمواد، به شرح ز یها در مختصات اصلهيمواد لا یهایژگي. وساخته شده است [

𝐸1 = 109𝐺𝑃𝑎,     𝐸2 = 𝐸3 = 8.82𝐺𝑃𝑎,     𝜈12 = 𝜈13 = 𝜈23 = 0.3, 

𝐺12 = 𝐺13 = 4.32𝐺𝑃𝑎,     𝐺23 = 3.2𝐺𝑃𝑎 

 ، عبارتند از:گاههيه تکيپا یو سخت ه ورقيابعاد اول
𝑎 = 150𝑚𝑚,     𝑏 = 100𝑚𝑚,     ℎ = 2𝑚𝑚,     𝑑 = 15𝑚𝑚, 

𝛼 = 𝛽 = 0.5,      𝑘1 = 𝑘2 = 3.2𝑒8𝑁/𝑚3 

𝛼که در آن،  = 𝐴/𝑑  و𝛽 = 𝐵/𝑑 ل يتحلباشند. یورق م یهاسوراخ یو عرض یبعد طولیب، فواصل بيبه ترت

دو حالات: ورق باا دو ساوراخ  یو متمرکز، بارا ینوسيس ،کنواختي: یموضع ینوع بارگذار سهکمانش، تحت 

 ، انجام شده است.یو ورق با دو سوراخ عرض یطول
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 مختلف يط بارگذاري، در شرايتيکامپوز ورق يطول يهاسوراخ ينسبت ياثر موقع -3-2

باا  یتيکاامپوز ورق xمحاور  یماواز یهاا، لبهندهيو بخش آ یبخش کنون ل کمانشيج تحليدر استخراج نتا

452±] یهاهياف و لايدمان اليچ
t /06/±452

t ا سااده ياردار يگط يشرا ی، داراyمحور  یمواز یها، آزاد و لبه[

(SFSF ا يCFCFبا امکان جابجا )کنواخات و ي یاپاارهکماانش  یبارهاج ينتااند. در نظر گرفته شده ،یافق يی

 یبارا (3)تاا  (1)ب، در جاداول يا، باه ترتیطول یسوراخها یورقها یورق دارا یو بار متمرکز، برا ینوسيس

ناده يآ یج پژوهشاهايسه با نتاايمقا یتوانند برایاد شده ميج ينتا اند.آورده شدهردار يساده و گ یط مرزيشرا

رات باا يياتار تغو مناساب یاجماال یريفراهم آمدن امکان ردگ یگر، برايد یرند. از سويمورد استفاده قرار گ

، باه فارم (2)، در شاکل سااده یگااههياط تکيشارا یورق دارا یبدست آمده باراج يمختلف، نتا یپارامترها

 اند.ارائه شده یريتصو

رات دامنه بار کماانش ييتغ یسازند که روند اجمالیآشکار م (2)ج شکل يز نتايو ن (3)تا  (1)ج جداول ينتا   

، بار متمرکاز، یو تا حد ینوسيکنواخت و سي یاپاره یبارها ی(، برا𝛼ورق ) یبعد سوراخهایب یبا فاصله طول

ل يورق آزاد هستند، کمانش ورق عموماً به صورت تشاک xمور  یمواز یهانکه لبهيکسان است. به توجه به اي

 یباراک مستقر است. يگاه الاستهيتک یزمان رواست که ورق، هم یادآوريلازم به شود. یآشکار م یموج طول

خواهد بود. در حالت  2ا ي 1ب، يکمانش، به ترت یطول یم موجهاي، عموماً تعداد نa/b=1,2 یمنظر یهانسبت

 یهاااز ساوراخ یخاص یهاشيگر، در آرايان دير است. به بيپذن دو حالت امکاني(، اجتماع اa/b=1.5) یکنون

ه ياناح یرا باراياشاتر اسات. زيدادن مود اول کماانش ب ی(، احتمال رویعرض یهانمونه، سوراخ یورق )برا

بار  یچون نمودارها ید ولينمایل ميم 1د به يمف یها(، نسبت منظررامون حفرهيه پيف نشده ورق )ناحيتضع

-شيستند، ممکن است در آراين یز خطيورق بدون سوراخ ن یبرا یورق، حت یکمانش بر حسب نسبت منظر

، وجاود یدر حالات کلا دهد. یرو 1ا ي 2 یطول یموجهام ينورق، کمانش در تعداد  یهامختلف سوراخ یها

  نجامد.يکمانش ب یهام موجيش تعداد نيتواند به افزایک ميگاه الاستهيتک

ورق  یطاول یهااورق باه لباه یهاارتر است کاه ساوراخيپذامکان یکمانش، زمان یک موج طوليل يتشک   

، کوچکتر شده است. اگر فاصله سوراخ 𝛼 ر بزرگتريه، مقدار دامنه بار کمانش در مقادين پايکتر باشند. بر اينزد

 یر کمتاريل موج، خارج و لذا، وجود آن تاثيتشک یو بحران یه اصليار اندک باشد، از ناحيورق تا لبه ورق، بس

ش ي(، باار کماانش افازا2جه، مانند شاکل )يخواهد داشت )مانند آن است که ورق بدون سوراخ است(. در نت

 افت. يخواهد 

ای يکنواخات، مقدار دامنه بار کماانش، در باار پاارهآيد، ( بر می2گونه که از مقايسه نمودارهای شکل )همان

کوچکتر از بار سينوسی است. اين موضوع، ناشی از اين نکته است که مساحت سطح زيار باار در ايان حالات 

، کماانش موضاعی باوده و زودتار c/b(، در نسبتهای کوچک 2بزرگتر است. از سوی ديگر، با توجه به شکل )

گاردد. لاذا، ای نياز مایع ورق، ضمن تحمل فشار، دچار خمش درون صافحهدهد. در اينحالت، مقطروی می

 شوند.های ورق تشکيل میامواج کمانش در يک سمت سوراخ
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و  یبارگذار یها، در طولیطول یهابا سوراخ یتي( ورق کامپوزkN/m) یاکنواخت پارهيگسترده بار کمانش ر يمقاد -1جدول

 مختلف. یط مرزيشرا

 
𝛂 (cm) يشرط مرز 

SFSF CFSF 

𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 

0.5 3.7389 5.3892 7.1243 8.4707 4.9766 7.4778 10.1852 12.7728 

1 3.7151 5.3779 7.0870 8.5663 5.0370 7.4866 10.1675 12.8786 

1.5 3.6678 5.4671 7.1772 8.5750 5.0854 7.7055 10.4328 13.0694 

2 3.7025 5.4582 7.1585 8.5003 4.9467 7.6774 10.4495 13.0235 

2.5 3.6488 5.4013 7.1309 8.4394 5.0769 7.7003 10.5489 13.0166 

3 3.6960 5.2259 6.9974 8.4915 5.0154 7.5319 10.3879 13.1929 

3.5 3.6666 5.3706 7.0027 8.2614 5.0888 7.6527 10.5250 13.0258 

4 3.6458 5.2830 6.9079 8.2699 5.0805 7.5390 10.5360 13.0067 

4.5 3.5872 5.2535 6.7834 8.0296 4.9868 7.5166 10.2715 12.8470 

5 3.5974 5.3244 6.6742 7.9292 4.9533 7.7675 10.1880 12.7035 

5.5 3.6067 5.1867 6.7602 8.0181 4.9681 7.6017 10.4611 13.1652 

6 3.7389 5.2062 6.8222 8.1587 5.0201 7.7515 10.5654 13.4240 

 

    

 

گر، وجاود يد یشود. از سویل ميتبد یکلبه کمانش  ی(، کمانش موضعc/b)نسبت  یش طول بارگذاريبا افزا

جاه، يل شاود. در نتيکوچاک تباد یبا طولها یه طولير ناحيشود که ورق به سه زیورق موجب م یهاسوراخ

 یناواح یه، کمانش نماوده و موجاب همراهاين سه ناحياز ا یکيخواهد داد که حداقل،  یرو یکمانش زمان

 یش بار کماانش کلايفره در ورق، باعث افزاحوجود دهد، ( نشان می2گونه که شکل )همانمجاور شود. لذا، 

گردد. یم یرامونيه پيناح یکرنش یانرژ یمانند ترک، موجب آزادسازشود. عملاً وجود حفره در ورق، یورق م

 یشاتر شاده ولايهاا بان حفرهيه ميورق بزرگتر و لذا، احتمال کانش ناح یهاان حفرهي، فاصله م𝛼ش يبا افزا

 دهد. یم یکوچکتر رو 𝛼ده در ين پديابد. عکس ايیورق کاهش م یه ابتدا و انتهاياحتمال کمانش در دو ناح

ای يکنواخات ای سينوسی، حدوداً سه برابر دامنه بار کمانش پاارههر چند که دامنه بار کمانش در بار پاره    

 ای يکنواخت است.تقريباً مانند آن از ورق تحت بار پاره c/bو  𝛼است، روند تغييرات آن با 

يکساان  c/b=0.8, 0.6به دليل تقارن، به ترتياب باا نتاايج  c/b=0.2, 0.4در بار موضعی، نتايج متناظر با      

ساازی اولياه (، ناشی از خطاهای محاسباتی در گسساته2های اندک آشکار شده در شکل )جهستند. اختلافه

مورد بررسی، عمدتاً ناشای از باار  c/bورق )گام پيش کمانش( است. کمانش در اثر بار متمرکز، در نسبتهای 

 ی است.اخمشی درون صفحه
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 یها، در طولیطول یهاسوراخ یدارا یتي( ورق کامپوزkN/m) یاپاره ینوسيبار گسترده سکمانش ر يمقاد -2جدول

 مختلف. یط مرزيو شرا یبارگذار

 
𝛂 (cm) يشرط مرز 

SFSF CFSF 

𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 

0.5 12.1731 17.2047 22.5956 26.7960 16.5464 24.0025 32.5854 41.0921 

1 12.4160 17.1784 22.4980 27.1224 16.7508 24.0646 32.6333 41.6761 

1.5 12.3344 17.4443 22.7632 27.1252 16.9016 24.7081 33.4014 41.5139 

2 12.1787 17.4213 22.6972 26.8907 16.4437 24.6282 33.4431 41.4358 

2.5 12.2946 17.2398 22.5900 26.6809 16.8807 24.7013 33.6852 41.9096 

3 12.1151 16.6721 22.1775 26.8140 16.6731 24.1454 33.2200 41.3651 

3.5 12.2728 17.1413 22.1879 26.0838 16.9188 24.5608 33.6571 41.4149 

4 12.1755 16.8723 21.8562 26.1149 16.8948 24.2292 33.5716 40.6970 

4.5 12.1080 16.7701 21.4852 25.3081 16.5853 24.1206 32.8141 40.0147 

5 11.9123 16.9797 21.1123 24.9260 16.4710 24.8738 32.4321 41.3892 

5.5 11.9452 16.5538 21.3847 25.1951 16.5193 24.4043 33.3303 42.1437 

6 11.9775 16.6160 21.5806 25.6237 16.6969 24.8947 33.6802 41.0921 

 

 

 

 ساده. یهاگاههيتک ی، رویطول یهاسوراخ یدارا یتي( ورق کامپوزkN/mبار متمرکز )کمانش ر يمقاد -3جدول

 
𝛂 (cm) 𝐜/𝐛

= 𝟎. 𝟐 

𝐜/𝐛
= 𝟎. 𝟒 

𝐜/𝐛
= 𝟎. 𝟔 

𝐜/𝐛
= 𝟎. 𝟖 

0.5 4.0321 4.7249 4.7779 4.1576 

1 4.1271 4.6428 4.7027 4.1640 

1.5 4.1835 4.7834 4.7006 4.2278 

2 4.2118 4.7887 4.7331 4.2099 

2.5 4.2062 4.7182 4.7449 4.2103 

3 4.1386 4.6373 4.7331 4.1807 

3.5 4.1997 4.6566 4.7086 4.2331 

4 4.1431 4.6704 4.7368 4.1660 

4.5 4.1653 4.5973 4.6392 4.1857 

5 4.2277 4.6161 4.6315 4.2470 

5.5 4.2121 4.6929 4.6312 4.2163 

6 4.1064 4.5947 4.7740 4.1398 
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،  𝛼ر ييتغبا رگذارند که يورق تاث یک از نواحيبر کمانش هر  ید، عوامل متعدديان گرديشتر بيهمانگونه که پ

شاکل  ید. نوسانات موجاود، در نمودارهااينما یر مييتغ ،رات متناقضيتاث ین عوامل دارايک از ايشدت هر 

 باشد.ین نکته مياز ا ی، عموماً ناش(2)

مشاهده شده  یکل یز روندهاين (، 3)تا  (1)جداول گاهی گيردار در هيط تکيشرا یج بدست آمده براينتا    

بار کمانش، از بار ط، مقدار ين شراياست که در ا یهيند. بدينماید مييساده، را تا یهاگاههيتک یورق رو یبرا

 گاه ساده بزرگتر است. هيتک یکمانش ورق رو

 

 هاي مختلفهاي عرضي ورق کامپوزيتي، در بارگذارياثر موقعيت نسبي سوراخ -3-3

اناد. در های ورق، عمود بر امتداد بار است، در اين بخش آورده شادهنتايج مربوط به حالتی که چيدمان حفره

نمايند. نتايج عددی مرباوط آن را به سه باند قائم و دو زير ناحيه طولی تجزيه میهای ورق، اين حالت، حفره

( و نتايج تصويری، برای شرايط لباه سااده جابجاا 6( تا )4گاهی و بارگذاری مختلف، در جداول )شرايط تکيه

 اند.( آورده شده3شونده، در شکل )

 

  
 )ب( )الف(

 
 )ج(

و فاصله  یگاه ساده با طول بارگذارهيو تک یطول یهاسوراخ یدارا یتيکمانش ورق کامپوزرات دامنه بار ييتغ -2شکل

 و )ج( متمرکز. ینوسيس یاکنواخت، )ب( پارهي یادر بار: )الف( پاره ،ورق یهاسوراخ
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از ورق  یعرض یهابا دور شدن حفرهسازند که یآشکار م، (3)و شکل  (6)تا  (4)مندرج در جداول ج ينتا

ها، اثر حفره کمتر شده و حفره یش طوليورق، مانند آرا یهاک شدن آنها به لبهينزدبا ( و 𝛽ش ي)افزاگر يکدي

 ابد. يی، کاهش میطول یهامانند حالت ورق با حفرهبار کمانش، 

شود. بر خلاف اثر یشتر ميدادن کمانش ب یش و احتمال رويافزا یانيه بدون حفره مي، عرض ناح 𝛽ش يفزاابا 

بر  c/bاثر نسبت  شود.یمشاهده م 𝛽ش يدر کاهش بار کمانش با فزا یکنواختيباً ي، روند تقر 𝛼ش يافزا

، بعد ورق یکنون یهاداده ینکه برايآشکار است. با توجه به ا یطول یهاکاهش بار کمانش، مانند ورق با حفره

 رتر است.  يگچشم یاد شده، اندکيکوچکتر است، اثر نسبت  یدر جهت عرض

 

 یبارگذار یها، در طولیعرض یهابا سوراخ یتي( ورق کامپوزkN/m) یاکنواخت پارهير بار کمانش گسترده يمقاد -4جدول

 مختلف. یط مرزيو شرا

 
𝛃 (cm) يشرط مرز 

SFSF CFSF 

𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 

0.5 3.7629 5.4366 7.2191 8.6306 5.0769 7.4695 10.0779 12.7122 

1 3.6524 5.3379 7.0812 8.5930 4.9517 7.4001 9.8365 12.4864 

1.5 3.6589 5.3426 7.1050 8.5263 4.8714 7.2511 9.9068 12.5263 

2 3.6633 5.3674 7.0880 8.4738 4.9509 7.3481 9.8990 12.4162 

2.5 3.6218 5.3068 6.9869 8.3692 4.9340 7.4233 9.9936 12.4567 

 

 

 یها، در طولیعرض یهاسوراخ یدارا یتي( ورق کامپوزkN/m) یاپاره ینوسير بار کمانش گسترده سيمقاد -5جدول

 مختلف. یط مرزيو شرا یبارگذار

 
𝛃 (cm) يشرط مرز 

SFSF CFSF 

𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 

0.5 12.4942 17.3553 22.8825 27.2934 16.8758 23.9621 32.1422 40.3444 

1 12.1263 17.0438 22.4477 27.1463 16.4556 23.7513 31.4037 39.5444 

1.5 12.1486 17.0610 22.5362 26.9404 16.1912 23.2830 31.6615 39.6689 

2 12.1627 17.1301 22.4643 26.7403 16.4541 23.5544 31.5616 39.1086 

2.5 12.0257 16.9400 22.1523 26.4512 16.4013 23.8152 31.9114 39.4777 
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 ساده. یهاگاههيتک ی، رویعرض یهاسوراخ یدارا یتي( ورق کامپوزkN/mر بار کمانش متمرکز )يمقاد -6جدول

  SFSF يشرط مرز

𝛃 (cm) 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟐 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟒 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟔 𝐜/𝐛 = 𝟎. 𝟖 

0.5 12.4942 17.3553 22.8825 27.2934 

1 12.1263 17.0438 22.4477 27.1463 

1.5 12.1486 17.0610 22.5362 26.9404 

2 12.1627 17.1301 22.4643 26.7403 

2.5 12.0257 16.9400 22.1523 26.4512 
 

 

  
 )ب( )الف(

 
 )ج(  

 و  یبا طول بارگذار گاه سادههيو تک یعرض یهاسوراخ یدارا یتيرات دامنه بار کمانش ورق کامپوزييتغ -3شکل

 و )ج( متمرکز. ینوسيس یاکنواخت، )ب( پارهي یادر بار: )الف( پاره ،ورق یهافاصله سوراخ

 

  يازان بار کمانش پارهيم گاه برهيتک ياثر سفت -3-3

کنواخت ي یاپاره یگاه ساده، تحت بارهاهيو تک یبا دو سوراخ طول یتيرات دامنه بار کمانش ورق کامپوزييتغ

اند. با توجاه باه ه شدهدنشان دا (4)ب، در شکل يک، به ترتيگاه الاستهيتک یو بار متمرکز با سفت ینوسيو س

𝐾گاه با نماد هيتک یاست، سفت یل پارامتري، تحل(4)نکه هدف از ارائه شکل يا = 𝑘1 = 𝑘2 انده شده است. ينما
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 یريباه طاور چشامگ ،کيالاست گاههيتک یش سفتيبا افزا، بارکمانش ورق (4)ج ارائه شده در شکل يه نتايبرپا

 یاورق، بارکمانش ورق تحت بار پاره یاد شده به حدود سختي یش سفتيکه باافزا یاابد؛ به گونهيیش ميافزا

ژه ياش، باه وين افازايافته است. ايش يبرابر افزا 7تا حدود  ک،يگاه الاستهي، نسبت به ورق بدون تککنواختي

  ، مشهودتر است. c/bر بزرگتر يکنواخت و مقاديتحت بار  ورق یبرا

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

  یدارا یتيورق کامپوز یادامنه بار کمانش پارهپسترناک بر -نکلريک ويگاه الاستهيتک یاثر سفت -4شکل

 و )ج( متمرکز. ینوسيس یاکنواخت، )ب( پارهي یاگاه ساده، در بار: )الف( پارههيو تک یطول یهاسوراخ
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گاردد. یز ماياکماانش ر یهااش ماوجيداياکمانش و پ یر شکل مودهاييک، موجب تغيگاه الاستهيوجود تک

متفااوت  یاکمانش، بزرگتر بوده و اثر حفره ورق بر هندسه و بار کمانش، باه گوناه یلازم برا یانرژن، يبنابرا

ن ياگردد. ایج همگرا ميآن، به تدر یسفتش يبا افزاک يگاه الاستهيتک، اثر (4)ه شکل يگردد.  بر پایآشکار م

 ورق تحت بار متمرکز آشکارتر است. یموضوع، برا

 

 يريگجهينت -4

 کيالاسات بساتر یرو یا عرضي یطول سوراخبا دو  یليمستط یتيکامپوز رقکمانش و ی، بارهایکنون مقاله در

اناد. در کناار بدسات آماده یلايمه تحليوه نيمتمرکز، به ش و یاپارهگسترده  یهابار تحتپسترناک، -نکلريو

 شدند: حاصلر يج زي، نتایبندل فرمولير تکميارائه شده در مس یهاينوآور یبرخ

ک از يافته و احتمال کمانش در هرير ييورق تغ یهاهيرناحيورق، مساحت ز یهادمان سوراخير چييبا تغ -1

 ر قرار خواهد داد.يورق را تحت تاث یها، کمانش کلهيرناحين زيا

ار يبساگر فاصله سوراخ ورق تا لبه ورق،  ی، کوچکتر است ول𝛼 ر بزرگتريمقدار دامنه بار کمانش در مقاد -2

 یساوراخها محال کاه گاردد یم هيتوص لذاابد. يیباشد، اثر آن بر کاهش استحکام ورق کاهش ماندک 

 .شود گرفته نظر در متقارن صورت به و ورق وسط در، یاصل ها( به سازهاتصال ورق )حفره

 است. ینوسيکنواخت، به مراتب کوچکتر از بار سي یامقدار دامنه بار کمانش، در بار پاره -3

-یش بار کمانش مايو افزا یبه کل یر کمانش از موضعيي(، موجب تغc/b)نسبت  یبارگذارش طول يافزا -4

 شود.

احتمال کمانش در  یشتر شده وليها بان حفرهيه ميانش ناحمها، احتمال کحفره یش فاصله طوليبا افزا -5

 ابد.يیورق کاهش م یه ابتدا و انتهايدو ناح

-یورق، بار کمانش، کااهش ما یهاک شدن آنها به لبهيورق و با نزد یعرض یهاش فاصله حفرهيبا افزا -6

 ابد.ي

ش، باه ين افزايابد و ايیش ميافزا یريک، به طور چشمگيگاه الاستهيتک یش سفتيبارکمانش ورق با افزا -7

 ، مشهودتر است. c/bر بزرگتر يکنواخت و مقاديورق تحت بار  یژه برايو
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 فهرست نمادهاي انگليسي

a,bطول و عرض ورق 

A,Bفواصل طولی و عرضی سوراخهای ورق

𝒜سطح :

d :قطر سوراخ ورق 

11 12 22 16 26 66, , , , ,D D D D D D :های خمشی و پيچشی ورق سفتی

E :مدول کشسانی 

h :ضخامت کل ورق

H 

2,k1k گاه الاستيک: ضرايب وينکلر و پسترناک تکيه 

𝓚, Kماتريس سختی : 

i, j شمارنده : 

M  :گشتاور بر واحد طول مقطع 

N نيرو بر واحد طول مقطع : 

p بار گسترده عرضی بر واحد سطح : 

:w خيز ورق 

W  فرضی: بردار خيز نقاط گره 

x,y  : مختصات 
 

 يونانيهاي نماد

,   :فواصل بی بعد طولی و عرضی سوراخهای ورق 

𝜀  :کرنش 

𝜀0  :کرنش لايه ميانی 

  :کرنش 

𝛾𝑖𝑗  :کرنش برشی 

: λ بار کمانش 

𝜅  :انحنای لايه ميانی 

Φ  تابع تنش : 

ν   :ضريب پواسون 

𝜎, 𝜎0  :تنش و تنش اوليه 

𝜏 تنش برشی : 

Π  انرژی پتانسيل کل : 
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Abstract 

 

In the present paper, buckling of multi-layer rectangular orthotropic composite plates with 

two longitudinal or transverse in-plane circular cutouts, on Winkler-Pasternak elastic 

foundation, is investigated. The analysis is accomplished through two steps. First, the in-plane 

pre-buckling stress components induced by the partial edge loads are determined and in the 

second stage, the Galerkin method is employed to develop the governing equations of the 

buckling. In this regard, the classical theory of plates, von Karman strain-displacement 

equations, Galerkin and energy approaches, and reduction of the problem to an eigenvalue 

problem are used. The buckling load is determined based on various relative locations of the 

cutouts and the: (1) uniform partial, (2) sinusoidal partial, and (3) concentrated edge loads, for 

the movable simply supported and clamped edge conditions. Furthermore, influence of the 

elastic foundation of the composite plate is investigated for different concentrated and partial 

loads. Results reveal that buckling of plates with holes or cutouts is dependent on opposite 

factors and may occur in local or global forms and the elastic foundation has pronounced 

effects on the buckling load. This effect is more noticeable when the partial load is distributed 

on a larger length of the edge.     
 


