
  
  
  

  
  رفتارغيرخطي، بسترالاستيك با لايه برشي، ولتاژ پيزوالكتريكي، روش اغتشاشات، دوشاخگي.هاي راهنما: واژه

  
  مقدمه-1

اي همچون مواد مدرج تابعي كه عملكرد بهينه در امروزه آلياژهاي فلزي افق جديدي در ساخت مواد پيشرفته
و تجهيزات زيردريائي، پوشش  تجهيزات فضايي هاي پيشرانش هواپيماها،تمكاربردهاي متنوع از قبيل سيس

  هاي توربين و غيره دارند، باز كرده است. حفاظتي پره
اند و به علت اند، تشكيل شدهپوشش داده شده رويينهاي اي كه توسط لايههاي ساندويچي از هستهسازه

، مشخصات ارتعاشي مطلوب و مقاومت در پايينوص خواص مطلوبي از قبيل صلبيت خمشي بالا، وزن مخص
پذير انعطاف هايگيرند. رشد روزافزون استفاده از لايهبرابر خستگي بصورت متداول مورد استفاده قرار مي

توجه بسياري محققان را اي با استفاده از تحريكات پيزوالكتريكي، پيزوالكتريكي براي كنترل ارتعاشات سازه
هاي ميهمان روي لايه سازه ميزبان نصب شده و ها تحت عنوان لايهاست. اين لايهه به خود معطوف كرد

كرده و با استفاده از  پايش(خواص مستقيم پيزوالكتريكي) رفتار سازه را  توانند با استفاده از مود سنسوريمي
  ها را تصحيح كنند. مود عملگري (خواص معكوس پيزوالكتريكي) رفتار سازه
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 موسي رضائي1
 استاد

 

 
 رضا جهانگيري2
 استاديار

 S-PFGناپايداري و تشديد پيزوالكتريكي صفحات 
ميرا واقع بر بستر با لايه برشي با استفاده از تئوري 

   FSDTبهبود يافته 
پيزوالكتريك  در اين تحقيق ناپايداري ديناميكي و رفتار غيرخطي صفحات تابعي

الاستيك خطي تحت تحريكات هارمونيك ) با بستر S-FGPسيگمويدال (
هاي شد. بر اساس تئوري تغييرشكلحضور ميرايي مطالعه  پيزوالكتريكي در غياب/

) و اصل هميلتون، معادلات غيرخطي حاكم FSDTبرشي مرتبه اول اصلاح شده (
استخراج و با در نظر گرفتن شش شكل مود ارتعاشي و اعمال روش گالركين، 

عادلات غيرخطي ماتيو تبديل و آناليز ناپايداري انجام گرديد. معادلات حاكم به م
با بكارگيري روش اغتشاشات، معادلات پاسخ در شرايط پايا استخراج و آناليز 

اي پيزوالكتريك صورت گرفت. صفحه -تشديد پارامتريك تحت تحريكات درون
مشخصه هاي اي بر منحنينشان داده شد كه سفتي بستر و ميرايي، اثرات عمده

  گذارند.تشديد مي
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باشد. از ها ميهاي هوشمند از موضوعات مهم در ديناميك سازهررسي ناپايداري ديناميكي سازهاز اين رو ب
هاي پيزوالكتريكي عملگري وصله شده به سازه ميزبان، تحت تاثير تحريكات طرف ديگر، هنگامي كه لايه

لي و تحت شرايط گيرند ممكن است در بازه وسيعي از فركانسهاي اعماميدان الكتريكي هارمونيك قرار مي
تواند باعث فتد طوريكه يك اغتشاش پيزوالكتريكي با دامنه كوچك ميادر سازه اتفاق  تشديدخاصي پديده 

گردد. حال اگر ميدان الكتريكي اعمالي رشد نامحدود دامنه ارتعاشي شده و منجر به خسارت جبران ناپذير 
گاهي جلو تغيير شكل و توسط قيود خاص تكيه هاي هوشمند پيزوالكتريكي باشددر جهت قطبش اوليه لايه
پارامتريك ممكن است حتي در ولتاژهاي تحريك كمتر از ولتاژ بحراني نيز  تشديدسازه گرفته شود، پديده 

هاي گاهباعث ناپايداري گردد. از اين رو مطالعه رفتار ديناميكي صفحات ساندويچي تابعي پيزوالكتريك با تكيه
  .خوردار استتحريكات هارمونيك پيزوالكتريكي از اهميت خاصي برساده غيرمتحرك، تحت 
هاي نسبتا ] با بكارگيري روش اصلاح شده گالركين، تغيير شكل1[ كومار و همكارانشدر اين راستا، جاي

بزرگ صفحات كامپوزيتي پيزوالكتريك، تحت بارهاي عرضي و يكنواخت را مطالعه كردند و نشان دادند كه با 
توان تغيير شكل سازه را كاهش هاي پيزوالكتريكي، ميدان الكتريكي مناسب در امتداد ضخامت لايهاعمال مي

] ديناميك دوشاخگي و آشوبناك صفحات كامپوزيتي ضخيم 2داد. براي اولين بار، زنگ و همكارانش [
ريكي مطالعه كردند اي و تحريكات پيزوالكتصفحه- الكتريكي را تحت تاثير همزمان بارهاي عرضي، درونپيزو

] با استفاده از روش 3و آشوب را به صورت عددي بررسي كردند. فخاري و همكارانش [ تشديدو حالات وجود 
هاي پيزوالكتريك ضخيم تحت بارهاي حرارتي، المان محدود، پاسخ زماني و فركانسي صفحات تابعي با لايه

و ولتاژ پيزوالكتريكي بر روي  دماييحجمي، گراديان الكتريكي و مكانيكي را مطالعه كردند و اثر شاخص كسر 
  ارتعاشات مسأله را بررسي كردند. 

هاي پيزوالكتريك بر روي رفتار آزاد گالركين، تاثير لايه-] با بكارگيري روش المان4ونگ و همكارانش [
كه با جايابي  هاي برشي پيرو را مورد مطالعه قرار دادند و نشان دادندالاستيك تحت بار- صفحات ويسكو

 . بهجت و همكارشيابدميصورت چشمگيري افزايش به پايداري صفحات  ،هاي پيزوالكتريكيلايهبهينه محل 
پيزوالكتريكي را مطالعه كردند و  FGاستاتيكي و ارتعاشات صفحات روي رفتار هندسي  غيرخطي بودن ]5[

] از روش 6كردند. كوليكوف و همكارش [اثر خواص مواد و شرايط مرزي را بر پاسخ غيرخطي مسأله بررسي 
هاي چپشف، براي بدست آوردن حل دقيق ايجديدي با عنوان نمونه برداري از سطوح، مبتني بر چند جمله

سه بعدي ميدان تنش الكتروالاستيكي داخل صفحات ساندويچي تابعي ضخيم پيزوالكتريك را، ارائه كردند. 
هاي مرتبه اول، ناپايداري ديناميكي غيرخطي صفحات غييرشكل] بر اساس تئوري ت7رفيعي و همكارانش [

هاي كربني تابعي با عيوب هندسي اوليه را مطالعه كردند و كامپوزيتي پيزوالكتريك، تقويت شده با نانولوله
 تشديدهاي تقويتي كربني را بر روي اثرات پارامترهاي مساله از قبيل ولتاژ اعمالي، الگوي توزيع نانولوله

  امتريك مساله بررسي كردند. پار
هاي ساندويچي به سازه روييندر كاربردهاي صنعتي و بويژه پوشش  اخيراً استفاده از صفحات تابعي

توان پوشش رويه را به صورت صفحه صورت چشمگيري گسترش يافته است. در برخي از اين كاربردها مي
سي و مطالعه ناپايداري استاتيكي/ديناميكي و ]. از اين رو برر8تابعي با بستر الاستيك مدلسازي كرد [

  ها نيز مورد توجه قرار گرفته است. ارتعاشات غيرخطي اين سازه
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] پاسخ ديناميكي غيرخطي صفحات ساندويچي با بستر الاستيك و پوشش 9در اين زمينه ونگ و همكارش [
هاي اوليه سفتي بستر و تنش هاي حرارتي را بررسي كردند و نشان دادند كهتابعي در حضور محيط رويين
گذارد. در تحقيق ديگري، شن و لايه و ساندويچي ميبر رفتار ديناميكي صفحات تابعي تك بسزاييتاثير 

هاي حرارتي و روي ] ارتعاشات غيرخطي صفحات هيبريدي پيزوالكتريك در معرض محيط10همكارش [
هاي برشي مرتبه ز با استفاده از تئوري تغييرشكل] ني11بستر الاستيك را بررسي كردند. تينح و همكارانش [

  اول، ارتعاشات صفحات كامپوزيتي ضخيم با بستر الاستيك ناهمگن را مطالعه كردند. 
اي بر ارتعاشات غيرخطي صفحات با بستر الاستيك صفحه - هاي درون] اثر بارگذاري12بافراني و همكارش [

ثابت سفتي بستر وينكلر، نيروي متناظر با حالت كمانش افزايش  را مطالعه كرده و نشان دادند كه با افزايش
باشد. صبحي يابد و تاثير پارامترهاي بستر پاسترناك بر فركانس طبيعي، به مراتب بيشتر از وينكلر ميمي

] كمانش و ارتعاشات آزاد صفحات ساندويچي تابعي نمائي روي بستر الاستيك را مطالعه كرده و تاثير 13[
  گاهي و ضخامت لايه ها را بر فركانس طبيعي مطالعه كرد.رزي تكيهشرايط م

 ] با بكارگيري تئوري كلاسيك صفحات و در نظر گرفتن اثر ميدان تغيير14اخيراً رضائي و همكارش [
با  FGاي غيرخطي، ناپايداري استاتيكي، ديناميكي و ارتعاشات غيرخطي صفحات صفحه - هاي درونمكان

مورد تحليل قرار دادند و نشان دادند كه حضور بستر، تاثير را  نيروييتشديد پارامتريك  بستر الاستيك تحت
  گذارد. مي نيروييهاي مشخصه تشديد بر منحني بسزايي

و تئوري مرتبه اول  سيك صفحاتلابا بكارگيري تئوري ك] 15در تحقيق ديگري رضائي و همكارش [
تحت  تابعي پيزوالكتريكالاستيك -آيرو هصفحو آشوبناك  ارتعاشات غيرخطي ،فلاتر سوپرسونيك، پيستون

هاي مورد بررسي قرار دادند و با استخراج منحنيرا  پيزوالكتريكيو اوليه  نيرويي تحريكات پارامتريك
صفحه رفتار پريوديك چندگانه و آشوبناك از خود نشان  ،كه تحت شرايط خاصي دمشخصه پاسخ، نشان دادن

هاي پيشين تاكنون رفتار ديناميكي و غيرخطي صفحات دهد كه در پژوهشن ميها نشابررسي مي دهد.
، تحت پاسترناك هاي پيزوالكتريكي با بستر الاستيككوپله شده با لايه سيگمويدال تابعي ساندويچي

هاي پارامتريك پيزوالكتريكي به صورت جامع مورد مطالعه قرار نگرفته است. با توجه به اينكه در تشديد
هاي پيزوالكتريكي و بستر الاستيك تاثير عمده بر رفتار ديناميكي ي از كاربردها، حضور همزمان لايهبعض

رفتار  آناليز و ميراييدر غياب/حضور اثر  S‐FGPصفحات  رو بررسي ناپايداري ديناميكيصفحات دارند از اين
  بستر نيز حائز اهميت است.  در حضور آنهاغيرخطي 

 17، 16، 7هاي برشي مرتبه اول [حقيقات صورت گرفته بر اساس تئوري تغيير شكلبه حال در اكثر ت تا
هاي برشي استفاده هاي برشي، از روابط تقريبي براي محاسبه ضريب تصحيح تنش]، براي تصحيح تنش18و

 ي تغيير] با استفاده از تئور19رضائي و همكارش [، ترو براي دستيابي به نتايج دقيق در اين راستا شده است.
هاي برشي روي مقاطع عرضي صفحات ساندويچي تابعي، تنش ضرايبهاي برشي مرتبه اول و تصحيح شكل

ارتعاشات غيرخطي صفحات ساندويچي تابعي با بستر پاسترناك غيرخطي تحت شرايط تشديد اوليه را بررسي 
در محدوده تشديد اوليه، پديده  كردند و با آناليز تشديد اوليه نشان دادند كه با تغيير پارامترهاي مسأله

  از نوع سخت شونده از خود نشان مي دهد. 1زيسجهش دامنه اتفاق افتاده و سيستم رفتار هيستر
                                                                                                                                                                                                              
1 hysteretic 
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] براي 21و 20هاي ارائه شده، از روش مطرح شده در مراجع [در تحقيق حاضر به عنوان يكي از نوآوري
   ه است.هاي برشي استفاده شدمحاسبه ضريب تصحيح اصلاح شده تنش

در اين تحقيق، ناپايداري پيزوالكتريكي ديناميكي و ارتعاشات پارامتريك صفحه ساندويچي مستطيلي وصله 
هاي پيزوالكتريكي عملگري با بستر الاستيك پاسترناك، تحت تحريكات هارمونيك پيزوالكتريكي شده با لايه

تحرك بررسي شده است. براي اين گاهي ساده غيرممطالعه شده و رفتار غيرخطي آن تحت شرايط تكيه
- هاي فونكرنشاي و دوراني و با استفاده از صفحه -هاي دروننظر كردن از اثرات اينرسي منظور با صرف

هاي برشي مرتبه اول اصلاح شده، معادلات ديفرانسيل جزئي و غيرخطي حاكم بر و تئوري تغيير شكل كارمن
استخراج گرديد و اثر وجود بستر پاسترناك بر نواحي  ارتعاشات عرضي صفحه با وجود بستر الاستيك

  ناپايداري ديناميكي پيزوالكتريكي صفحه ساندويچي مورد بررسي قرار گرفت. 
پاسخ فركانسي سيستم  -سپس با اعمال روش اغتشاشات، معادله غيرخطي حاكم حل شده و معادلات دامنه

هاي مساله در حسب پارامتر و دوشاخگي بر تشديد - هاي مشخصه دامنهدر شرايط مانا بدست آمد و منحني
پارامتريك،  تشديدبديهي تحليل گرديد و با آناليز  غير شرايط مانا استخراج شد و پايداري جوابهاي بديهي/

هاي پيزوالكتريكي و مشخصات فيزيكي بستر الاستيك بر روي پاسخ تاثير هر يك از پارامترها بويژه لايه
   .ه استار گرفتغيرخطي مورد بررسي قر

  
 

  مسأله بندي فرمول- 2
ܪي ضخامت كل و ܾ، عرض ܽصفحه ساندويچي مستطيلي با طول  )1( در شكل ൌ ݄ ൅ ݄௣  نشان داده شده

جاسازي شده است. هسته ௣݄	هاي پيزوالكتريكي با ضخامتاست كه روي سطوح فوقاني و تحتاني آن، لايه
از تركيب خواص سراميكي و  متقارنسيگمويدال  با توزيع FGصفحه ساندويچي ميزبان، متشكل از دو لايه 

هاي فوقاني و تحتاني اين هسته ميزبان تابعي از دو لايه همگن باشد. لايهفلزي نسبت به صفحه مياني مي
   .پيزوالكتريكي با خواص ايزوتروپيك تشكيل شده است

مياني صفحه در نظر گرفته شده منطبق بر صفحه ݖݕݔܱ	ي مطابق اين شكل، دستگاه مختصات دكارت
,ሺܷ	است. ܸ,ܹሻو	ሺݑ, ,ݒ هاي تغييرمكان نقطه دلخواهي در داخل صفحه و دهنده مولفهبه ترتيب نشان ሻݓ
ݖሺي اي در روي صفحه خنثي فيزيكنقطه ൌ 0ሻ محورهاي در امتداد		ݖ	و	ݕ	هستندݔ،.	߶௫ و߶௬  به ترتيب

در آن نقطه دلخواه باشند   ݖو ݕبر مقاطع عرضي، حول محورهاينشان دهنده چرخش بردارهاي عمود 
هاي پيزوالكتريكي عملگري فوقاني و تحتاني، بصورت شود كه لايهفرض مي )1(با توجه به شكل  ].22[

ሻݐሺܸ،يكسان تحت اعمال ولتاژ هارمونيك به صورت ൌ ௗܸ௖ ൅ ௔ܸ௖ܿݐߗݏ݋	قرار دارند، كه در آن  ௗܸ௖،௔ܸ௖ و 
كه اين همانندي مود  باشند.به ترتيب نشان دهنده ولتاژ استاتيكي، ولتاژ ديناميكي و فركانس تحريك مي ߗ

ها اي اين لايهصفحه- هاي پيزوالكتريكي فوقاني و تحتاني عملگري، سبب انقباض و انبساط درونتحريك لايه
  شود.ها عمود بر جهت قطبش اوليه ميدر جهت

كنيم كه بستر الاستيك ساختار پيوسته دارد و هنگام تغيير شكل صفحه، بستر فرض مي )1(ه به شكل با توج
  نمايد.تماس خود را با صفحه حفظ مي
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  .شماتيك هندسي صفحه ساندويچي مدرج تابعي پيزوالكتريك روي بستر پاسترناك، تحت تحريكات پيزوالكتريكي -1شكل

  
  ]:  23شود [الاستيك به صورت زير فرض مي بستر جابجاييرابطه بين بار و 

௘ݍ  )1( ൌ ,ݔሺݓଵܭ ,ݕ ሻݖ ൅ ,ݔሺݓଶߘଶܭ ,ݕ ሻݖ

نشان دهنده پارامتر  ଵܭنشان دهنده نيروي وارد بر واحد سطح صفحه بوده و ௘ݍ	. باشدصفحه تابعي مي
  ر پاسترناك است. ثابتي است كه نشان دهنده سفتي برشي بست ଶܭ سفتي وينكلر و

  
  خواص مواد-3

از قانون اختلاط خطي هسته تابعي صفحه ساندويچي در راستاي ضخامت  وادتوزيع خواص مبا فرض اينكه 
  كسر حجمي مواد تبعيت كند، داريم:

)2(     ܲ ൌ ௠ܲ ௠ܸሺݖሻ ൅ ௖ܲ ௖ܸሺݖሻ 
كسر حجمي جزءهاي فلزي معرف  ௖ܸو ௠ܸفلزي و سراميكي، و خواص معرفبه ترتيب  ௖ܲو௠ܲ )،2در رابطه (

باشند. با استفاده از قانون توزيع هاي تابعي تحتاني و فوقاني صفحه ساندويچي ميو سراميكي در داخل لايه
  شود:از ضخامت صفحه به صورت زير بيان مي تواني، كسر حجمي جزء فلزي در هر نقطه

)3(   ௠ܸሺݖሻ ൌ

ە
۔

൬1ۓ െ
ݖ2
݄
൰
௡

ݖ ∈ ሾ0,൅
݄
2
ሿ

൬1 ൅
ݖ2
݄
൰
௡

ݖ ∈ ሾെ
݄
2
, 0ሿ

 

)4(   ௠ܸሺݖሻ ൅ ௖ܸሺݖሻ ൌ 1 

باشد و نحوه يك عدد حقيقي نامنفي بوده و مشخص كننده شاخص كسر حجمي سراميك مي ݊كه در آن 
تاني سطح مياني را بيان توزيع جزء سراميكي در امتداد ضخامت صفحه ساندويچي روي قسمت فوقاني و تح

نسبت  ،ܧ	توان توزيع خواص تاثيرپذير مواد تابعي از قبيل مدول يانگبا توجه به روابط فوق، مي كند.مي
  هاي تابعي را به صورت زير بيان كرد:در امتداد ضخامت لايه ߩو جرم واحد حجم  ߥ	پواسون 

ሻݖሺܧ   )5( ൌ ሺܧ௠െܧ௖ሻ ௠ܸሺݖሻ൅ܧ௖ 

ሻݖሺߥ   )6( ൌ ሺߥ௠െߥ௖ሻ ௠ܸሺݖሻ൅ߥ௖ 
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ሻݖሺߩ   )7( ൌ ሺߩ௠െߩ௖ሻ ௠ܸሺݖሻ൅ߩ௖ 

 
  معادلات غيرخطي حركت- 4

نقاط داخل صفحه  جابجاييميدان  ،(FSDT)1هاي برشي مرتبه اول صفحاتبراساس تئوري تغيير شكل
  ]:21و 20،7يان كرد [توان به شكل زير بمستطيلي را مي

)8(   ቐ
ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ
ܸሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ
ܹሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ

ቑ ൌ ቐ
,ݔሺݑ ,ݕ ሻݐ
,ݔሺݒ ,ݕ ሻݐ
,ݔሺݓ ,ݕ ሻݐ

ቑ െ ݖ ൝
߶௫ሺݔ, ,ݕ ሻݐ
߶௬ሺݔ, ,ݕ ሻݐ

0
ൡ 

مكان  رهاي كرنش و تغيي)، روابط بين مولفه8كارمن و رابطه (- ونفهاي كرنش غيرخطي با استفاده از مولفه
  ]:18توان به صورت زير بيان كرد [مربوط به نقاط داخل صفحه را مي

)9(   
  

൝
௫௫ߝ
௬௬ߝ
௫௬ߛ

ൡ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ௫,ݑ ൅

1
2
௫ଶ,ݓ

௬,ݒ ൅
1
2
௬ଶ,ݓ

௬,ݑ ൅ ௫,ݒ ൅ ௬ۙ,ݓ௫,ݓ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
బࢿ

൅ ݖ ቐ
߶௫,௫
߶௬,௬

߶௫,௬൅߶௬,௫
ቑ

ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ࣄ

 

)10(  ቄ
௬௭ߛ
௫௭ߛ

ቅ ൌ ൜
߶௬ ൅ ௬,ݓ
߶௫ ൅ ௫,ݓ

ൠ
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

బࢽ

 

هاي برشي بردار كرنش ଴ࢽخمشي و هايبردار كرنش ،ࣄغشائي، هايبردار كرنش معرف ،଴ࢿدر روابط اخير،
يچي تابعي ايزوتروپيك وصله شده با كرنش صفحه ساندو- روابط متشكله تنش باشد.روي مقاطع عرضي مي

  ]:7هاي پيزوالكتريكي همگن ايزوتروپيك در راستاي ضخامت به شكل زير است [لايه

)11(  
൝
௫௫ߪ
௬௬ߪ
௫௬ߪ

ൡ ൌ ൥
ܳଵଵ ܳଵଶ 0
ܳଵଶ ܳଶଶ 0
0 0 ܳ଺଺

൩ ൝
௫௫ߝ
௬௬ߝ
௫௬ߛ

ൡ െ ൥
0 0 ݁ଷଵ
0 0 ݁ଷଶ
0 0 0

൩ ൝
0
0
௓ܧ
ൡ 

ቄ
௬௭ߪ
௫௭ߪ

ቅ ൌ ൤
ܳସସ 0
0 ܳହହ

൨ ቄ
௬௭ߛ
௫௭ߛ

ቅ ൅ ൤
0 ݁ଶସ 0
݁ଵହ 0 0൨ ൝

0
0
௓ܧ
ൡ 

هاي سفتي كاهش يافته صفحه ساندويچي بوده و از روابط زير بدست بيانگر ثابت ሻݖଵଵሺܳهايكه در آن مولفه
ند:آيمي

 
  

)12(   
ܳଵଵሺݖሻ ൌ ܳଶଶሺݖሻ ൌ

ሻݖሺܧ

1 െ ሻଶݖሺߥ
 

ܳଵଶሺݖሻ ൌ ܳଶଵሺݖሻ ൌ  ሻݖሻܳଵଵሺݖሺߥ
ܳସସሺݖሻ ൌ ܳହହሺݖሻ ൌ ܳ଺଺ሺݖሻ ൌ

ሻݖሺܧ
2ሺ1 ൅ ሻሻݖሺߥ

 
در جهت  هاي پيزوالكتريكي عملگري، اثرات اختلاف پتانسيل اعماليبا توجه به كوچك بودن ضخامت لايه

توان رابطه بين ولتاژ الكتريكي و ميدان سيار غالب بر اثرات پتانسيل القاء شده است و لذا ميضخامت ب
   ]: 7هاي عملگري را به صورت زير توصيف كرد [الكتريكي ايجاد شده در جهت ضخامت لايه

                                                                                                                                                                                                              
1 First-Order Shear Deformation Theory	
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௭ܧ  )13( ൌ െ
ܸሺݐሻ
݄௣

 

هاي توان منتجه) مي12استفاده از روابط ( ) و با11) در روابط تنش (10) و (9با جايگذاري ميدان كرنش (
نيروهاي محوري و برشي و گشتاورهاي خمشي مربوط به صفحه ساندويچي پيزوالكتريك را با انتگرالگيري 

  روي مقطع عرضي آن، از روابط زير بدست آورد:

 )14(  ቐ
௫ܰ௫

௬ܰ௬

௫ܰ௬

ቑ ൌ න ቐ
௫௫௉ߪ

௬௬௉ߪ

௫௬௉ߪ
ቑ ݖ݀

ି೓
మ

ି೓
మ
ି௛೛

൅ න ቐ

௫௫ிீߪ

௬௬ிீߪ

௫௬ிீߪ
ቑ݀ݖ

ା೓
మ

ି೓
మ

൅ න ቐ
௫௫௉ߪ

௬௬௉ߪ

௫௬௉ߪ
ቑ݀ݖ

೓
మ
ା௛೛

೓
మ

െ ቐ
௫ܰ௫
ா

௬ܰ௬
ா

௫ܰ௬
ா
ቑ 

)15(  
൜
ܳ௬
ܳ௫
ൠ ൌ ௦ܭ න ቊ

௫௭௉ߪ

௬௭௉ߪ
ቋ ݖ݀

ି೓
మ

ି೓
మ
ି௛೛

൅ ௦ܭ න ቊ
௫௭ிீߪ

௬௭ிீߪ
ቋ ݖ݀

ା೓
మ

ି೓
మ

൅ ௦ܭ න ቊ
௫௭௉ߪ

௬௭௉ߪ
ቋ ݖ݀

೓
మ
ା௛೛

೓
మ

 

)16(  
ቐ
௫௫ܯ
௬௬ܯ

௫௬ܯ

ቑ ൌ න ݖ ቐ
௫௫௉ߪ

௬௬௉ߪ

௫௬௉ߪ
ቑ݀ݖ

ି೓
మ

ି೓
మ
ି௛೛

൅ න ݖ ቐ

௫௫ிீߪ

௬௬ிீߪ

௫௬ிீߪ
ቑ݀ݖ

ା೓
మ

ି೓
మ

൅ න ݖ ቐ
௫௫௉ߪ

௬௬௉ߪ

௫௬௉ߪ
ቑ݀ݖ

೓
మ
ା௛೛

೓
మ

െ ቐ
௫௫ܯ
ா

௬௬ܯ
ா

௫௬ܯ
ா
ቑ 

زير ماتريسي  شكل بههاي كرنش تنش و منتجه منتجه )، روابط بين16)تا (14) در روابط (11باجايگذاري (
  آيد:بدست مي

)17(   ቄࡺ
ࡹ
ቅ ൌ ቂ࡭ ഥ࡮

ഥ࡮ ࡰ
ቃ ቄ
૙ࢿ
ࣄ ቅ ൅ ൜ࡺ

ࡱ

ൠࡱࡹ , ࡽ ൌ  ઻૙࢙࡭
  كه در آن:

ࡺ   )18( ൌ ൛ ௫ܰ௫		 ௬ܰ௬		 ௫ܰ௬ൟ
்
ࡹ, ൌ ൛ܯ௫௫ ௬௬ܯ ௫௬ൟܯ

்

  آيد:) اجزاء نيروها و گشتاورهاي پيزوالكتريكي از رابطه زير بدست مي17رابطه ( در

)19(   ቐ
௫ܰ௫
ா

௬ܰ௬
ா

௫ܰ௬
ா
		
௫௫ܯ
ா

௬௬ܯ
ா

௫௬ܯ
ா
ቑ ൌ െ න ቊ

݁ଷଵ
݁ଷଶ
0
ቋ ሾ1 ݖ௭݀ܧሿݖ

ି೓
మ

ି೓
మ
ି௛೛

െ න ቊ
݁ଷଵ
݁ଷଶ
0
ቋ ሾ1 ݖ௭݀ܧሿݖ

೓
మ
ା௛೛

೓
మ

 

كششي، -هاي محوري، كوپلينگ خمشيدهنده سفتيبه ترتيب نشان ࢙࡭وࡰ	، ഥ࡮،࡭	ي هادر اينجا، ماتريس
  ]:16آيد [ها، از روابط زير بدست ميخمشي و برشي هستند و عناصر اين ماتريس

)20(  
,௜௝ܣ〉 ,ത௜௝ܤ 〈௜௝ܦ ൌ න ܳ௜௝〈1, ,ݖ ݖ݀〈ଶݖ

೓
మ
ା௛೛

ି
೓
మ
ି௛೛

, ݅, ݆ ൌ 1,2,6 

௦௜௝ܣ ൌ ݏܭ න ܳ௜௝݀ݖ

೓
మ
ା௛೛

ି
೓
మ
ି௛೛

, ݅, ݆ ൌ 4,5 
  پذيري داريم:) در ماتريس انعطاف17با ضرب طرفين رابطه (

)22(   
   

ቄ
૙ࢿ
ࣄ ቅ ൌ ቂ࡭ ഥ࡮

ഥ࡮ ࡰ
ቃ
ିଵ

൜ࡺ െ ࡱࡺ

ൠࡱࡹെࡹ
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]، يعني فرض استفاده از مودهاي خمشي 20) و با بكارگيري روش ارائه شده در مرجع [22با استفاده از (
توان كرنش] با فرض ناچيز بودن اثرات منتجه نيروهاي غشائي بر منتجه نيروهاي برشي، مي24اي [استوانه

هاي برشي ستفاده از معادلات تعادل صفحه، تنشهاي خمشي بيان كرده و با اهاي غشائي را برحسب گشتاور
  روي مقاطع عرضي را از روابط زير بدست آورد:

 )23(  

௫௭ߪ ൌ ഥ݉ଵଵሺݖሻܳ௫, ௬௭ߪ ൌ ഥ݉ଶଶሺݖሻܳ௬

ഥ݉ଵଵሺݖሻ ൌ െ න ܳଵଵሺܾଵଵ ൅ ܾ߬ଵଵሻ ൅ ܳଵଶሺܾଶଵ ൅ ܾ߬ଶଵሻ݀ݖ

௭

ି
೓
మ
ି௛೛

 

ഥ݉ଶଶሺݖሻ ൌ െ න ܳଶଵሺܾଵଶ ൅ ܾ߬ଵଶሻ ൅ ܳଶଶሺܾଶଶ ൅ ܾ߬ଶଶሻ݀ݖ

௭

ି
೓
మ
ି௛೛

 

باشند. با توجه به بالانس انرژي مربوط ) مي22پذيري در رابطه (هاي ماتريس انعطافدرايه ௜௝݀و ௜௝ܾاينجا در
  را به شكل زير بيان كرد:) ௦ܭ( هاي برشيهاي برشي، ضريب تصحيح اصلاح شده تنشبه كرنش

௦ܭ  )24( ൌ ସସܭ ൌ ହହܭ ൌ
ହହܪ

∑ ׬ ܳହହ
ሺ௞ሻሺݖሻ݀ݖ

೓
మ
ା௛೛

ି
೓
మ
ି௛೛

ସ
௞ୀଵ

݇باشد كه براي صفحات ساندويچي متشكل از دهنده سفتي برشي اصلاح شده مينشان ହହܪ در اينجا ൌ 4 
  آيد:ري در كل ضخامت صفحه، از رابطه زير بدست ميلايه ايزوتروپيك، با انتگرالگي

ସସܪ   )25( ൌ ହହܪ ൌ෍ න
ൣ ഥ݉ହହ

ሺ௞ሻሺݖሻ൧
ଶ

ܳହହ
ሺ௞ሻሺݖሻ

ݖ݀

೓
మ
ା௛೛

ି
೓
మ
ି௛೛

ସ

௞ୀଵ

 

ܳସସ
ሺ௞ሻሺݖሻ ൌ ܳହହ

ሺ௞ሻሺݖሻ 
ضخيم  عرضي صفحه نسبتاً اي وصفحه-معادلات غيرخطي حاكم بر حركات درون، ]19[با توجه به مرجع 

به صورت زير توان مي، را پاسترناكبر بستر  واقع پيزوالكتريك بيروني هايساندويچي با هسته تابعي و لايه
  بيان كرد:

)26(   ௫ܰ௫,௫ ൅ ௫ܰ௬,௬ ൌ ሷݑ଴ܫ ൅ ଵ߶ሷܫ ݔ
)27(   ௫ܰ௬,௫ ൅ ௬ܰ௬,௬ ൌ ሷݒ଴ܫ ൅ ଵ߶ሷܫ ݕ

௫௫,௫ܯ   )28( ൅ ௫௬,௬ܯ െ ܳ௬ ൌ ሷݑଵܫ ൅ ଶ߶ሷܫ ݔ

௫௬,௫ܯ   )29( ൅ ௬௬,௬ܯ െ ܳ௫ ൌ ሷݒଵܫ ൅ ଶ߶ሷܫ ݕ

 )30(  ܳ௫,௫ ൅ ܳ௬,௬ ൅ ൫ ௫ܰ௫ݓ,௫ ൅ ௫ܰ௬ݓ,௬൯,௫ ൅ ൫ ௫ܰ௬ݓ,௫ ൅ ௬ܰ௬ݓ,௬൯,௬ െ ሶݓߤ െ ሷݓ݉ െ ݓଵܭ

൅ ௫௫,ݓଶሺܭ ൅ ௬௬ሻ,ݓ ൌ 0 
با صرفنظر كردن باشند. واحد سطح صفحه مي ميراييبه ترتيب نشان دهنده جرم واحد سطح و  ߤ و ݉ كه

توان اين )، مي29) تا (26معادلات ( ) در9( هاي كرنش از روابطاز اثرات اينرسي و با جايگذاري مولفه
   بصورت زير بيان كرد:  اي و دورانيصفحه- درون هاي جابجائيفهمعادلات را برحسب مول

)31(         
11 66 12 11 66 12 66 11 66 12

2 22 22 2 2 2 2 2
( ) ( ) 066 662 2 2 2 2 2

u u v w w w w w wy yx xA A A A B B B B A A A A
x y x y x y x x y x yx y x y x y

             
           

               
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)32(        
66 22 21 12 66 22 66 66 22 21

2 22 22 2 2 2 2 2
( ) ( ) 066 662 2 2 2 2 2

v v u w w w w w wy yx xA A A A B B B B A A A A
x y x y x y y y x x yx y y x x y

             
            

               
   

)33( 
11 66 12 11 66 12 66 55 55 11 66 12

22 22 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 066 662 2 2 2 2 2

u u v w w w w w w wyx xB B B B D D D D A A B B B Bxx y x y x x x y x yx y x y x y

 


          
             

              
  

)34(
21 66 22 12 66 22 66 44 44 66 22 21

2 222 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 066 662 2 2 2 2 2

u v v w w w w w w wy yxB B B B D D D D A A B B B Byx y x y y y y x x yx y y x x y

 


          
             

              

  
بعد به صورت زير استفاده امترها و متغيرهاي بيبعدسازي معادلات حاكم، از پاربيدر اين قسمت به منظور 

  شود:مي

)35(   
തݑ ൌ

ݑ
ܽ
, ݒ̅ ൌ

ݒ
ܾ
, ݔ̅ ൌ

ݔ
ܽ
, തݕ ൌ

ݕ
ܾ
, ഥݓ ൌ

ݓ
݄
, ߜ ൌ

ߤ
݉߱∗, 

݇ଵ ൌ
ܽସ݇ଵ
ଵଵܦ

, 	݇ଶ ൌ
ܽଶ݇ଶ
ଵଵܦ

, ̅ݐ ൌ ,ݐ∗߱ ߱∗ ൌ ඥܦଵଵ/݉ܽସ  

كنيم در تحقيق حاضر فرض مي بعد است.اي بدون ميرايي سازه ߜدهنده فركانس مرجع و  نشان ∗߱ر اينجاد
ܵܵ با مدلمتحرك نا، از نوع ساده هاي صفحهحاكم بر حركات لبهشرايط مرزي كه  െ بوده و به صورت   3

  :شوندزير بيان مي
ݔ   )36( ൌ 0, ܽ ∶ ݑ ൌ ݒ ൌ ݓ ൌ ߶௬ ൌ ௫ܯ ൌ 0 

ݔ ൌ 0, ܽ ∶ ݑ ൌ ݒ ൌ ݓ ൌ ߶௫ ൌ ௫ܯ ൌ 0

گاهي ساده تحقيقات انجام گرفته بر روي ارتعاشات غيرخطي صفحات تابعي مستطيلي با شرايط مرزي تكيه
هاي پايين بسيار چشمگيرتر و غالب بر اثرات شكل نشان داده است كه تاثير شكل مودهاي مربوط به فركانس

]. لذا براي مطالعه و بررسي ارتعاشات عرضي و غيرخطي اين 25اشد [بهاي بالا ميمودهاي متناظر با فركانس
گاهي توان از چند شكل مود اول ارتعاشي صفحه كه شرايط مرزي ساده تكيهصفحات، در تقريب گالركين مي

شده ديفرانسيلي با مشتقات كنند، استفاده كرد و معادلات حركت كوپلههاي صفحه را ارضاء ميمربوط به لبه
  را به فرم معادلات ديفرانسيلي غيرخطي معمولي تبديل نمود.  جزئي

تعداد ) پرهيز كرده و از 53بعد شده (از روي پارامترهاي مكاني بي) - ( در ادامه براي سادگي از بالانويس
SSعرضي صفحه با مدل هاي شكل مد ارتعاشي اول صفحه در تقريب ميدان جابجايي نه െ را به شكل  3

  :بيان كرد
,ݔሺݓ   )37( ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ෍ݓ௠,௡ሺݐሻ sin݉ݔߨ sin ݕߨ݊

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

 
  

نشان دهنده دامنه  ሻݐ௠,௡ሺݓو  ، ݕو  ݔها ها در جهتبه ترتيب نشان دهنده تعداد نيم موج ܰو  ܯ كه
  وابسته به زمان در شكل مود مربوطه است. 

باشد و پيدا كردن خطي ميبرگيرنده دستگاه معادلات كوپل غير) در34) تا (31با توجه به اينكه معادلات (
] حل تقريبي 27] و [26]، [19توان همانند مراجع [حل دقيق اين معادلات بسيار پيچيده است، لذا مي
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SSبا مدل متحرك ناگاهي ساده تكيه اي با شرايط مرزيبراي صفحه ௬߶و  ௫߶ ،ݒ، ݑ هاي جابجاييمولفه െ

  شكل زير بيان كرد:ا به ر  3

)38(   

,ݔሺݑ ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ෍ܷ௠,௡ሺݐሻ sin ݔߨ2݉ cos ݕߨ݊

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

 

,ݔሺݒ ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ෍ ௠ܸ,௡ሺݐሻ cos݉ݔߨ sin2 ݕߨ݊

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

 

߶௫ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ෍Φ௫௠,௡ሺݐሻ cos݉ݔߨ sin ݕߨ݊

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

 

߶௬ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ෍Φ௬௠,௡
ሺݐሻ sin݉ݔߨ cos ݕߨ݊

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

 

معادلات حركت با استفاده از پروسه گالركين،  ) و34) تا (31( معادلات) در 38هاي (با جايگذاري حل
  آيد:ميبصورت زير بدست 

)39(                (1) (1) (1) (1) (1)

1 1 1

(t) (t) (t) (t) ( ) ( ) 0
m m

M M N

m m m m m x m y mn m n
m m n

U V w t w t    
  

         

)40(               (2) (2) (2) (2) (2)

1 1 1

(t) (t) (t) (t) ( ) ( ) 0
m m

M M N

m m m m m x m y mn m n
m m n

U V w t w t    
  

         

)41(               (3) (3) (3) (3) (3)

1 1 1

(t) (t) (t) (t) ( ) ( ) 0
m m

M M N

m m m m m x m y mn m n
m m n

U V w t w t    
  

          

)42(               (4) (4) (4) (2) (4)

1 1 1

(t) (t) (t) (t) ( ) ( ) 0
m m

M M N

m m m m m x m y mn m n
m m n

U V w t w t    
  

         

(i)در روابط فوق
m،(i)

m،(i)
mو(i)

m )1,..., 5i  ضرايب ثابت بوده كه در برگيرنده مشخصات هندسي و (
mU ،(t)mV،(t)(t)توانباشند كه با حل معادلات فوق ميضرايب سفتي صفحه مي

m
xو(t)

m
y  را برحسب

  :دهاي طولي و عرضي ارتعاشي بيان كردورتبه دوم از دامنه شكل مهاي مرتبه اول و متوان

)43(                                              
1 1

(t) ( ) ( ) ( )
M N

m m m mn m n

m n

U a w t a w t w t
 

   

)44(                                               
1 1

(t) ( ) ( ) ( )
M N

m m m mn m n

m n

V b w t b w t w t
 

   

)45(                                                                       (t) ( )
m

x m mc w t   
)46(                                                                       (t) ( )

m
y m me w t   

,( ,m،mn،mb،mnb،memcدر روابط فوق 1, 2,...,9m n  ترم دوم در و  بوده) ضرايب ثابت(t)mU و(t)mV 
  باشند. هاي عرضي ميمودهاي مرتبه دوم از دامنه زماني توابعي غيرخطي مرتبه دوم و حاصلضرب

(t)از طرف ديگر، جملات در عبارات
m

xو(t)
m

y يز توابعي خطي از دامنه زماني عرضي مربوطه هستندن. 
معادلات ديفرانسيل حاكم بر  توانميپروسه گالركين،  و با بكارگيري) 46( تا) 43( استفاده ازدر ادامه با 
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به شكل دستگاه معادلات ديفرانسيل را  هارمونيكا در حضور تحريكات پيزوالكتريك ر )،30(ركات عرضي ح
   :كرد استخراج زيرمعمولي 

ሷݓ   )47( ௜ ൅ ሶݓߜ ௜ ൅ ሺ߱௜
ଶ ൅ ܽ௜ ௔ܸ௖ cos ௜ݓሻݐߗ ൅ ෍ ෍෍߁௜௠௡௣ݓ௠ݓ௡ݓ௣

௉

௣ୀଵ

ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

ൌ 0, 					 

	ሺ݅ ൌ 1,2,… ,9ሻ
  

د كه باشهندسي مي يغيرخطجملات و  هارمونيك ولتاژ تحريك پيزوالكتريكشامل جملات  )47معادلات (
دامنه از  و حاصلضرب آنها خطي مرتبه دوم و سومغيرجملات برگيرنده  درهندسي غيرخطي اين جملات 

   باشند.حركات عرضي ميزماني 
	
  هاي برشيساندويچي تابعي روي ضريب تصحيح تنش اثرات خواص و هندسه صفحه-5

ݎ در اين بخش اثر شاخص كسر حجمي ضخامت هسته صفحه و نسبت مدول الاستيك مواد متشكله، ൌ

௖ܧ شود. در هاي برشي واقع بر مقاطع عرضي صفحه ساندويچي بررسي ميضريب تصحيح تنش روي ،⁄௖ܧ
كنيم كه صفحه ] فرض مي20ي بر نتايج حاصله، مشابه مرجع [اين راستا، ابتدا به منظور صحه گذار
ي تشكيل شده پايين، هسته مركزي همگن فلزي و رويه تابعي بالاييساندويچي از سه قسمت رويه تابعي 

  است. 
݄଴ و ݄ଷ ݄و به ترتيب نشان دهنده، موقعيت قائم وجوه تحتاني و فوقانيଵ و ݄ଶ  نشان دهنده موقعيت قائم

و لايه تابعي  ௖݁ي هسته مركز ،௙݁௕ي هاي لايه تابعي تحتانضخامت باشند كه باها ميمحل اتصال لايه
رابطه مستقيم دارند. همانند مرجع مذكور و با استفاده از قانون اختلاط خطي كسر حجمي مواد،  ௙݁௧ي فوقان

   شود:يچي به صورت زير بيان مياز ضخامت صفحه ساندو كسر حجمي جزء فلزي در هر نقطه
  

)48(   ௠ܸሺݖሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
൬ۓ

ݖ െ ݄ଷ
݄ଶ െ ݄ଷ

൰
௡

ݖ ∈ ሾ݄ଶ, ݄ଷሿ

ݖ																	1						 ∈ ሾ݄ଵ, ݄ଶሿ

൬
ݖ െ ݄଴
݄ଵ െ ݄଴

൰
௡

ݖ ∈ ሾ݄଴, ݄ଵሿ

 

  
௖ܧ	ت حالت از نسب 8ي برا را ݊ شاخص كسر حجمي تغييرات ضرايب تصحيح در برابر )2(شكل  در يك  ⁄௖ܧ

௖݁ص مقدار خا ௙݁௧⁄ ൌ ௖ܧ	پيداست كه با افزايش )2(دهد. از شكل نشان مي 4 مقدار ضريب تصحيح  ،⁄௖ܧ
 توان دريافت كه ضريب تصحيح شديداً به مقادير] مي20با توجه به اين شكل و نتايج مرجع [ يابد.مي كاهش

௖ܧ	 ، ݊ ௖݁	 و⁄௖ܧ ௙݁௧⁄هاي برشي مرتبه اول باشد. از اين رو به هنگام استفاده از تئوري تغيير شكلوابسته مي
  هاي برشي ضروري است.صفحات، استفاده از مقدار اصلاح شده ضريب تصحيح تنش

  



    163                                                                                           ...ميرا واقع بر S-PFGناپايداري و تشديد پيزوالكتريكي صفحات 

  
  در برابر شاخص كسر حجمي،  برشي تغييرات ضريب تصحيح -2شكل

ݎحالت از نسبت  8براي  ൌ ௖ܧ ௖݁ با ⁄௖ܧ ௙݁௧⁄ ൌ 4، ௙݁௧ ൌ ௙݁௕ ൌ ߥ و 0.01 ൌ 0.3.  
  

  
  حالت  12، براي  ݊ در برابر شاخص كسر حجميبرشي تغييرات ضريب تصحيح  -3شكل

ݎ	از نسبت ൌ ௖ܧ ௖݁ با ⁄௠ܧ ௙݁௧⁄ ൌ 0، ௙݁௧ ൌ ௙݁௕ ൌ 0.03.  
  

௖݁ر نظر گرفتن با د ൌ )، حاصل 3)، مدل در نظر گرفته شده در تحقيق حاضر، رابطه (48در رابطه ( 0
هاي برشي روي مقاطع عرضي ]، ضريب تصحيح تنش20توان روش بكار رفته در مرجع [شود. بنابراين ميمي

) 3. در شكل (هاي پيزوالكتريك را اصلاح كرد) حاضر در حضور لايهS-FGPصفحه سيگمويدال تابعي (
شاخص  هاي پيزوالكتريك در برابرتغييرات ضرايب تصحيح مدل بكار رفته در تحقيق حاضر در حضور لايه

௖ܧ	حالت از نسبت  10، براي ݊كسر حجمي  ௖݁ در يك مقدار خاص ⁄௖ܧ ௙݁௧⁄ ൌ نشان داده شده است. از  0
هاي مقدار شاخص كسر حجمي، ضريب تصحيح اصلاح شده تنشو  ݎ	شود كه با افزايش ) ديده مي3شكل (

5 برشي به سمت مقدار حدي متناظر با حالت همگن بودن كامل صفحه، يعني   كند.ميل مي ⁄6
 )،3با مدل (ساندويچي كز صفحه زيمم مرماك تغيير مكانبررسي چگونگي تغييرات خطاي نسبي به منظور 

  ]:20[ ف كردخطاي نسبي را مي توان بصورت زير تعري
  
ሺ%ሻ	ݎ݋ݎݎ݁   )49( ൌ

௖ܯ െܯ௠

௠ܯ
ൈ 100%
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  حالت 6، براي  ݊ پارامتر نسبت ابعاددر برابر م تغيير مكان مزيكخطاي نسبي ماتغييرات  - 4شكل

ݎ	از نسبت  ൌ ௖ܧ ݊ با ⁄௠ܧ ൌ 5.  
  

هاي استفاده از مدل حاضر (تصحيح تنشنشان دهنده تغيير مكان ماكزيمم مركز صفحه با  ௠ܯكه در آن
نشان دهنده تغيير مكان ماگزيمم بدست آمده براي مركز صفحه با استفاده از  ௖ܯبرشي اصلاح شده) و 
منحني تغييرات خطاي نسبي در برابر پارامتر نسبت ابعاد  )4(باشد. در شكل مي 5/6ضريب تصحيح ثابت 

براي شش مقدار  5/6ر در مقايسه با نتايج مدل ضريب تصحيح ، بين نتايج مستخرج از مدل حاض݄/ܽ	
ݎ	نسبتمختلف از  ൌ ௖ܧ	 شود كه خطاي نسبي دو مدل با نشان شده است. از اين شكل مشاهده مي⁄௠ܧ

يابد. از طرف ديگر ضريب تصحيح شديداً كاهش مي ݎيابد زيرا در تمام حالات با افزايش افزايش مي ݎ	افزايش
به سمت  ݄/ܽوجه به اين شكل پيداست كه خطاي نسبي براي هر كدام از حالات با افزايش نسبت ابعاد با ت

  شود.    يك مقدار حدي همگرا شده و در آن مقدار تثبيت مي
  

 هاي عرضي صفحهتحليل غيرخطي تغييرمكان-6

زوتروپيك تحت شود كه صفحه مربعي ايگذاري مدل غيرخطي حاضر و نتايج حاصله، فرض ميبراي صحه
] خواص هندسي و مكانيكي 29] و [28تاثير بار عرضي با توزيع يكنواخت قرار گرفته است. مطابق مراجع [

݄ت صفحه به صور ൌ ܧ ،݊݅	1 ൌ 7.8 ൈ 10଺	Psi ،	ܽ/݄ ൌ ߥ	و10 ൌ در نظر گرفته شده است. با توجه 0.3
SS	گاهي با عناوينبه مراجع مذكور، دو نوع شرط مرزي تكيه െ SS	و 1 െ   	:به ترتيب به صورت 3

  
)50(   SS െ ݔ		:1 ൌ 0, ܽ ∶ ݒ ൌ ݓ ൌ ߶௬ ൌ 0

ݕ ൌ 0, ܾ ∶ ݑ ൌ ݓ ൌ ߶௫ ൌ 0
)51(   SS െ ݔ		:3 ൌ 0, ܽ, ݕ ൌ 0, ܾ ∶ ݑ ൌ ݒ ൌ ݓ ൌ 0
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بعد مركز صفحه همگن در برابر پارامتر بارگذاري تغييرات تغييرمكان بي )5(در شكل  شوند.در نظر گرفته مي
ݍ	عرضي بدون بعد ൌ   نشان داده شده است.  ସ݄ܧ/଴ܽସݍ

SS عحل ارائه شده حاضر براي نو െ ,ሺ݉با استفاده از روش مود فرضي و براي نه مقدار از، 1 ݊ሻ به صورت 
ሺ1,1ሻ،ሺ1,3ሻ، ሺ3,1ሻ ،	ሺ3,3ሻ،	ሺ1,5ሻ،	ሺ5,1ሻ،	ሺ5,5ሻ،	ሺ1,7ሻوሺ7,1ሻ   .بدست آمده است  

SS	تبه طريق مشابه، نتايج در حال െ  (5,1) و (1,5)، (3,3)، (1,3)، (3,1)، (2,2)، (2,1)، (1,2)، (1,1) براي ،3

 ،FSDTتوان دريافت كه حل غيرخطي بدست آمده بر اساس مي )5(يز بدست آمده است. با توجه به شكل ن
݄/ܽ براي ൌ  ] و28[ و همكارش زائو هاي متناظر بدست آمده توسطداراي سازگاري بسيار خوبي با حل 10
  باشد.] مي29[ ردي

  
 غيرخطيهاي تغييرمكانناهمگني ساختاري سنجي  هصح-7

كنيم كه صفحه سنجي نتايج مدل غيرخطي حاضر براي صفحات مدرج تابعي، فرض مي هبه منظور صح
)با نسبت ابعادمربعي  / 20)a h  ، بدون تحت تاثير بار عرضي  بنحويكهوده، بداراي ناهمگني ساختاري تابعي
از  2Al/ZrOتابعي صفحهشود كه فرض مي] 30مطابق مرجع [در اين راستا، . داردخت قرار ا توزيع يكنوابعد ب

௖ܧ	 دو جزء حجمي سراميكي با مشخصات مكانيكي ൌ 151Gpa  ߥو௖ ൌ ௠ܧ	و جزء حجمي فلزي با  0.3 ൌ

70Gpa  ߥو௠ ൌ هاي حاكم بر لبه گاهيي تكيهنوع شرط مرزمشابه اين مرجع، تشكيل شده است.  0.3
SSوان با عنصفحه را از نوع ساده متحرك  െ تغييرات  )6(. در شكل گيريمميدر نظر 	)51( به صورت 1

ݍ	در برابر پارامتر بارگذاري عرضي بدون بعد تابعيبعد مركز صفحه تغييرمكان بي ൌ براي پنج  ௠݄ସܧ/଴ܽସݍ
  نشان داده شده است. اختلاط مواد متشكله تابعي  مقدار مختلف از شاخص كسر حجمي

,ሺ݉حل ارائه شده در اين حالت، با استفاده از روش مود فرضي و براي نه مقدار از ݊ሻ به صورت 
ሺ1,1ሻ،ሺ1,3ሻ ،ሺ3,1ሻ ،	ሺ3,3ሻ،	ሺ1,5ሻ،	ሺ5,1ሻ،	ሺ5,5ሻ،	ሺ1,7ሻوሺ7,1ሻ   بدست آمده است. با توجه به اين شكل

متناظر  داراي سازگاري و انطباق كامل با حل ،FSDTده بر اساس پيداست كه حل غيرخطي بدست آم
  باشد.] مي30[ و همكارانش ترن بدست آمده توسط

  

  
  هاي ساده در برابر پارامتر گاهجابجائي عرضي بدون بعد مركز صفحه مربعي با تكيه - 5شكل

  .FSDTبار عرضي يكنواخت بر اساس
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  FSDTبا استفاده ازدر برابر بار عرضي يكنواخت  مدرج تابعيمكان عرضي بدون بعد مركز صفحه مربعي ر تغيي -6شكل

  
 به سمت مقادير بالاتر 0nشود كه با افزايش مقدار شاخص كسر حجمي از مقدار مچنين مشاهده ميه

n  تناظر با افزايش جزء حجمي فلزي و با توجه به كوچك بودن مدول الاستيك جزء فلزي نسبت ، م
يابد. با توجه به اين شكل منحني متناظر هاي غيرخطي مركز صفحه افزايش ميبه سراميكي، دامنه جابجائي

nنشان دهنده منحني تغييرمكان صفحه خالص سراميكي و 0nبا     متناظر با منحني تغييرمكان
گستره  مكان غيرخطي صفحه تابعي در هاي تغييرلازم به ذكر است كه منحني باشد.صفحه خالص فلزي مي

0 n  هاي متناظر با صفحات همگن خالص فلزي و سراميكي قرار دارند.  همواره ما بين منحني  
  
 تابعي هاي غيرخطي صفحهتغييرمكاننسبت ابعاد هندسي روي  مطالعه اثر-8

هاي غيرخطي صفحه، فرض ميتابعي روي تغيير شكل مربع به منظور مطالعه اثر پارامترهاي هندسي صفحه
܁܁گاهي ساده نامتحرك با عنوان تحت شرط مرزي تكيه كنيم صفحه െ ૚ داراي ناهمگني ساختاري با

2n   10بوده و تحت تاثير بار عرضي بدون بعد يكنواختq   .انيكي شخصات مكبا استفاده از مقرار دارد
باشد، به بررسي و مطالعه رفتار غيرخطي هندسي صفحه نسبت مي 7و شكل مودهاي فرضي انتخابي بخش 

    پردازيم.ميصفحه  (ضريب منظر)به تغييرات نسبت ابعاد 
0.5yپروفيل تغييرمكان استاتيكي نقاط واقع بر صفحه تابعي  )7(شكل  در   0و 1x   براي مقدار

ܽخاصي از  ൌ نشان داده شده است. با توجه به اين شكل ݄/ܽ	د و براي پنج مقدار مختلف از نسبت ابعا 0.2
ت حداكثر تغييرمكان غيرخطي استاتيكي در مركز صفحه در طول رود، در تمام حالاهمچنانكه انتظار مي

ݔمشخصه بدون بعد  ൌ با رود و همچنانكه انتظار ميبا توجه به اين شكل . از طرف ديگر، افتداتفاق مي 0.5
݄/ܽاز مقدار  نسبت ابعادافزايش  ൌ ݄/ܽ	ر به سمت مقادير بالاتمتناظر با صفحات نسبتاً ضخيم،  20 ൌ 60 

  يابد. هاي غيرخطي صفحه افزايش ميدامنه جابجائي صفحات نازك، تناظر بام
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)ناهمگن تك لايه تابعي  پروفيل تغييرمكان عرضي نقاط واقع روي صفحه تابعي - 7شكل 2)n   با احتساب اثر جملات

10qهندسي و جابجايي محور خنثي هندسي متناظر با مقدار غيرخطي .  
  
 مشخصات هندسي و فيزيكي مسأله- 9

بوده و به  شود كه خواص طرفين صفحه تابعي ساندويچي در راستاي ضخامت داراي توزيع توانيفرض مي
௠ߩصورت پيوسته و تدريجي از خواص خالص فلزي از جنس آلومينيم با ൌ ௠ܧ ،ଷ݉/݃ܭ	2707 ൌ

௠ߥ و ܽܲܩ	70 ൌ ௖ߩبه خواص خالص سراميكي از جنس زيركونيم با در سطح مياني  0.3 ൌ

௖ܧ ،ଷ݉/݃ܭ	3000 ൌ ௖ߥ و ܽܲܩ151 ൌ   ].31كند [در سطوح تحتاني و فوقاني تغيير مي 0.3
݊ شاخص كسر حجمي اختلاط مواد ൌ هاي پيزوالكتريكي شامل شد. خواص ماده روي لايهدر نظر گرفته  3

ଵଵܧ	ر پيزوالكتريكي و ضريب پواسون بترتيب براب هايپيزوالكتريكي، سفتي الاستيكي، ثابت كرنش سفتي
௣ ൌ

63	GPa ،݀ଷଵ ൌ 2.54 ൈ 10ିଵ଴	mVିଵ  ،݁ଷଶ ൌ ݁ଷଵ ൌ 17.6	Cmିଶ ߥو௣ ൌ شوند فرض مي 0.3
توسط  قابل تحملفيزيكي متناظر با ميدان الكتريكي حداكثر ولتاژ  كنيم كه همچنين فرض مي ].32،33[

௠ܸ௔௫پيزوالكتريك، برابر هايلايه ൌ േ1000	V باشد.يم  
  

   ميراييدر غياب/حضور  استخراج نواحي ناپايداري ديناميكي -10
)، معادلات حاكم بر رفتار ديناميكي صفحه به 47( تپوشي از اثر جملات غيرخطي موجود در معادلابا چشم

و توصيف كننده ناپايداري ديناميكي صفحه، كاهش شكل دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي معمولي ماتي
يابد. با قرار دادن حل همگن در دستگاه معادلات خطي كاهش يافته و با صرفنظر كردن از جملات مي

توان ولتاژ بدون بعد اعمالي متناظر با كمانش بحراني مي ميراييتحريك پارامتريك پيزوالكتريكي و 
ل مسأله مقدار ويژه بدست آورد. يادآوري اين نكته ضروري است كه از لحاظ را با ح ،௖ܸ௥ پيزوالكتريكي،

از اين  بالاييمقادير پيزوالكتريك  يهاسازهصفحات و فيزيكي رسيدن به مقدار ولتاژ بحراني امكان ندارد، زيرا 
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براي تحليل نواحي فقط از جنبه محاسباتي  ௖ܸ௥مقدار بحراني لذاتوانند تحمل كنند. قبيل ولتاژها را نمي
]. مشابه روش ارائه شده توسط راماچاندرا و همكارش 7گيرد [ناپايداري ديناميكي مورد استفاده قرار مي

αكنيم كه ميفرض ، در اينجا نيز نيرويي] در استخراج نواحي ناپايداري پارامتريك 34[ ൌ ܸ݀ܿ  	 ⁄ݎܸܿ
ߚ	و ൌ ௔ܸ௖ ܸܿ   . باشنددهنده ضريب ولتاژ استاتيكي و ديناميكي مي به ترتيب نشان ⁄ݎ

مرتبه اول محدوده ناپايداري ديناميكي پيزوالكتريكي مربوط به  توان تقريبمي]، 34[رو مشابه مرجع  از اين
  :(به علت اهميت كاربردي) را از حل معادله فركانسي زير بدست آورد 2ܶپريود 

∗ܭ|  )52( േ ߚ0.5 ௖ܸ௥ீܭ െ ଵߗܯ0.25
ଶ| ൌ 0 

  
 تقريبتوان مي، از آن جوابهاي حاصل و با استفاده از )52( فركانسي با حل معادلهجع، همان مرمشابه ضمناً 

  :فركانسي زير بدست آورد هحل معادلرا از مرتبه دوم محدوده ناپايداري ديناميكي 
  

)53(  ฬ
∗ܭ േ ߚ0.5 ௖ܸ௥ீܭ െ0.5ߚ ௖ܸ௥ீܭ
െ0.5ߚ ௖ܸ௥ீܭ ∗ܭ െ ଵߗܯ2.25

ଶฬ െ ଶߗ
ଶ ቚܯ 0
0 0

ቚ ൌ 0 

  
∗ܭ كه در آن ൌ ܮܭ െ هاي جرم، دهنده ماتريسترتيب نشانه ب ீܭو  ௅ܭ، ܯ	هايماتريسبوده و  ܩܭܸܿ݀

  ]. 35و  34باشند[ميمعادلات خطي شده ماتيو سفتي خطي و سفتي هندسي 
مرتبه اول و دوم، در غياب اثر  حاصل از دو تقريب ديناميكي محدوده ناپايدارينشان دهنده  )8( لشك

هر دو حالت با افزايش دامنه ولتاژ تحريك شود كه در باشد. با توجه به اين شكل مشاهده ميبستر مي
ناحيه ناپايداري متناظر با  پيداست كهيابد. از طرف ديگر ناحيه ناپايداري ديناميكي افزايش مي ،هارمونيك

هاي بالاتر منتقل ميفركانسبه سمت صورت جزئي با تقريب مرتبه اول، به  تقريب مرتبه دوم در مقايسه
  گردد. 

بسيار بالاي نشان هاي رسيدن به سطح ولتاژتوسط مواد پيزوالكتريك، با توجه به محدوديت ولتاژ قابل تحمل 
و قابل تحمل توسط  تردر محدوده سطح ولتاژهاي پائين و باشدمكن ميعملاً غير م )8(ل در شكداده شده 

  بر هم منطبق است.  مستخرج از هر دو تقريب هاي پيزوالكتريك، محدوده ناپايداريلايه
در ادامه به منظور مطالعه اثر تغييرات پارامترهاي بستر روي محدوده اصلي ناپايداري ديناميكي صفحه تحت 

,ሺ݉اهي ساده نامتحرك، از شش مقدار گشرايط مرزي تكيه ݊ሻ بصورتሺ1,1ሻ،	ሺ1,3ሻ،	ሺ3,1ሻ ،ሺ3,3ሻ،	ሺ1,5ሻ 
  كنيم. )، استفاده مي38) و (37هاي (در تخمين ميدان جابجايي ሺ5,5ሻو

௔ܸ௖بر حسب تغييرات ولتاژ ديناميكي، ߗتغييرات فركانس تحريك  )9(در شكل  ൌ ߚ ௖ܸ௥ ، براي چهار حالت
ௗܸ௖و براي مقدار خاصي از ولتاژ استاتيكي  ଶ݇و ଵ݇رايب بدون بعد بستراز مقادير ض ൌ ൅100	V نشان داده ،

تحت تحريك  طبيعي صفحه شده است. مطابق اين شكل با افزايش ضرايب ثابت بستر پاسترناك فركانس
     دهد.هاي تحريك بالاتر رخ مييابد و ناپايداري ديناميكي در فركانسافزايش مي
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  صفحه ساندويچي تابعي پيزوالكتريك، 	مرتبه اول و دوم ناحيه اصلي ناپايداري ديناميكي هايتقريب - 8شكل

  تحت تحريك با ولتاژ هارمونيك، در غياب اثر بستر.

 

 
  ، پيزوالكتريكتابعي ندويچي صفحه سا	ناحيه اصلي ناپايداري ديناميكي تقريب مرتبه دوم -9شكل

  .ژ هارمونيك، براي چهار حالت از ضرايب بسترتحت تحريك با ولتا
  

روش ارائه شده توسط  همانندتوان مي ،حاضر مسالهروي ناپايداري ديناميكي  ميراييبه منظور مطالعه اثر 
زير جهت استخراج نواحي ناپايداري  تقريب مرتبه اولريلي و خطي  ميراييمدل از  ،]35كومار و همكارانش [
  استفاده كرد.  2ܶد اصلي مربوط به پريو

)54(  ฬ
∗ܭ േ ߚ0.5 ௖ܸ௥ீܭ ൅0.5ߗܥଵ

െ0.5ߗܥଵ ∗ܭ െ ߚ0.5 ௖ܸ௥ீܭ െ ଵߗܯ0.25
ଶฬ ൌ 0 

صورت ه ريلي آن را ب ميراييتوان با استفاده از مدل بوده كه مي ميرايينشان دهنده ماتريس  C كه در اينجا
   هاي جرم و سفتي بصورت زير توصيف كرد:يبي از ماتريسترك

  

ܥ   )55( ൌ ܯଵߙ ൅ ௅ܭଶߙ
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كه مقادير بهينه آنها با بكارگيري فرآيند قطري  بودههاي تناسبي جرم و سفتي خطي ثابت ଶߙ و ଵߙا در اينج
 مربوطه ل مساله حداقل مربعاتو سپس ح با استفاده از شكل مودهاي ارتعاشي مربوطه )40سازي معادله (

شكل مودهاي اساسي اول و دوم ارتعاشي نقش با فرض اينكه  ، و]36همانند مرجع [ در اينجااما بدست آورد. 
  ز تقريب زير بدست آورد: را ا ଶߙ و ଵߙ ضرايبتوان قابل توجهي در پاسخ ديناميكي مساله دارند، مي

)56(  ቂ
ଵߙ
ଶߙ
ቃ ൌ

2߱௡ଵ߱௡ଶ

߱௡ଶ
ଶ െ߱௡ଵ

ଶ ቂ
߱௡ଶ െ߱௡ଵ

െ1/߱௡ଶ 1/߱௡ଵ
ቃ ൤
ଵߦ
ଶߦ
൨ 

هاي ارتعاشي طبيعي اول و دوم استهلاك متناظر با فركانس ضرايبنشان دهنده ଶߦ و ଵߦكه در رابطه اخير
ଶߦ كنيم كهو فرض مي باشندمساله مي ൌ ଵߦ ൌ    .باشدمي  ߦ

௔ܸ௖بر حسب تغييرات ولتاژ ديناميكي، ߗ تغييرات فركانس تحريك )10(در شكل    ൌ ߚ ௖ܸ௥ ، با فرض
ௗܸ௖ ൌ ൅100	V ߦ كاستهلايب ابراي چهار حالت از مقادير ضر ൌ ߦ، 0 ൌ ߦ، 0.0008 ൌ 0.0016  

ߦ و ൌ با افزايش بستر،  توان دريافت كه در غياب اثرمي شان داده شده است. مطابق اين شكلن 0.0024
استهلاك، منطقه ناپايداري ديناميكي كاهش يافته و ناپايداري در ولتاژهاي پيزوالكتريكي بالاتر رخ ضرايب 

براي چهار مقدار  در برابر تغييرات ولتاژ ديناميكي، ߗ	ك تحريتغييرات فركانس نيز  )11(در شكل هد. دمي
وجود  ب)) و 0( ميراييعدم وجود  الف)متناظر با دو حالت،  و ଶ݇و ଵ݇سترخاص از ضرايب بدون بعد ب

ߦ با ميرايي ൌ ت متناظر با حال Dଵ و Aଵ، Bଵ، Cଵي مطابق اين شكل نواحنشان داده شده است.  0.0012
ߦ	 ൌ اساسي صفحه به طبيعي  سبب انتقال فركانس، طوريكه در اين حالت، افزايش ضرايب بستر بوده 0

با توجه به اين افتد. هاي تحريك بالاتر اتفاق ميناپايداري ديناميكي در فركانس در نتيجه مقادير بالاتر شده و
ߦ	ت حال ديناميكي متناظر با نيز نشان دهنده نواحي ناپايداري ۲و ۱، ۰ ، ۯي نواح شكل، ൌ مي 0.0012

بب كاهش منطقه ناپايداري ديناميكي شده و مشابه حالت س ميراييباشند. از اين شكل پيداست كه وجود 
  افتد. هاي تحريك بالاتر اتفاق ميناپايداري ديناميكي در فركانس ،افزايش ضرايب بسترقبل، با 

     

  
صفحه ساندويچي تابعي پيزوالكتريك، براي چهار حالت از 	تقريب مرتبه اول نواحي اصلي ناپايداري ديناميكي -10شكل

ߦ	ك ستهلاضرايب ا ൌ ߦ ،0 ൌ ߦ ،0.0008 ൌ ߦ و 0.0016 ൌ   .در غياب اثر بستر 0.0024
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 مختلف براي چهار حالتصفحه ساندويچي تابعي پيزوالكتريك 	تقريب مرتبه اول نواحي اصلي ناپايداري ديناميكي -11شكل

  .ميراييدر حضور  D و A ، B ،Cنواحي  ب)، ميراييدر غياب  Dଵو  Aଵ ،Bଵ، Cଵي نواحالف) از ضرايب بستر، 
  

  تحليل غيرخطي با روش اغتشاشات- 11
خطي صفحه تابعي تحت تحريك پارامتريك پيزوالكتريكي در شكل مود اول در اين بخش، رفتار غير

ሺ݉ارتعاشي ൌ 1, ݊ ൌ 1ሻ ݓ شود. با جايگذاريبررسي و مطالعه ميሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ሻݐଵሺݓ sin ݔߨ sin در  ݕߨ
ادله ديفرانسيل حاكم بر حركات عرضي صفحه ساندويچي پيزوالكتريكي تابعي در شكل مود )، مع47روابط (

  شود:ارتعاشي اول و در حضور تحريك پيزوالكتريكي به شكل زير بيان مي
  

ሷݓ   )57( ଵ ൅ ሶݓߜ ଵ ൅ ߱ଵ
ଶݓଵ ൅ ܽଵ ௔ܸ௖ cos ݐߗ ଵݓ ൅ ܽଶݓଵ

ଶ ൅ ܽଷݓଵ
ଷ ൌ 0  

  

 باشد. اين جملات درمي ଵݓ له فوق شامل جمله تحريك پارامتريك و جملات مرتبه دوم و سوم ازمعاد
طوريكه  باشندحركات عرضي صفحه مي ي بودنخطبرگيرنده اثر تحريك پارامتريك پيزوالكتريكي و غير

  باشد:له بصورت زير ميأضرايب ثابت موجود در اين جملات بر حسب پارامترهاي مس
  

)58(   
߱ଵ ൌ ඥ388.918 െ 0.005ܸ݀ܿ ൅ ݇1 ൅ 19.739݇2 

ܽଵ ൌ െ0.005 
ܽଶ ൌ 0 

ܽଷ ൌ 406.619
  

غيرخطي  پاسخ روي ଶ݇و  ଵ݇بسترخطي و پارامترهاي  ௗܸ௖پيزوالكتريك DCدر اين قسمت اثر ولتاژ 
تحليل از آنجائيكه  .گيردر ميقرابررسي مورد پارامتريك در شكل مود اول ارتعاشي  تشديدصفحه تحت 

هاي هارمونيك بالانس و ... از با روش هاي چندگانه در مقايسهمعادلات غيرخطي با استفاده از روش مقياس
هاي اعمالي به لايه ژ]. بنابراين با فرض اينكه دامنه جمله هارمونيك ولتا37دقت بالاتري برخوردار است [

تر پايين و جملات غيرخطي در مقايسه با جملات خطي از مرتبه ميرايي ،)௔ܸ௖( پيزوالكتريكي عملگري
كه نشان دهنده مرتبه دامنه حركات عرضي  ߝ توان با وارد كردن پارامتر كوچك و بدون بعدهستند و مي

  ) را به شكل زير تبديل كرد:57هاي چندگانه، معادله (صفحه است و با استفاده از روش مقياس
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ሷݓ      )59( ଵ ൅ ߱ଵ
ଶݓଵ ൌ െݓߜߝሶ ଵ െ ଵߟߝ ௔ܸ௖ cosݐߗ െ ଵݓଶߟߝ

ଶ െ ଵݓଷߟߝ
ଷ ൌ 0,

		ሺܽ௜ ൌ ,௜ߟߝ ݅ ൌ 1,2,3ሻ
سيستم باشد،  ଵ߱	ي فركانس تحريك ولتاژ اعمالي در محدوده دو برابر فركانس طبيع ߗ	ههنگامي ك

هاي بزرگ شود. دامنه هايي باتواند منجر به بوجود آمدن پاسخسيستم، مي هايكوچكترين تغيير در پارامتر
پارامتريك، با وارد كردن پارامتر  تشديدلذا جهت بررسي كيفي و مطالعه رفتار غيرخطي سيستم هنگام 

  را به شكل زير بيان كرد: تشديدتوان رابطه فركانس در ناحيه مي ߪ تنظيم
ߗ   )60( ൌ 2߱ଵ ൅ ߝߪ

   توان به شكل زير بيان كرد:) را مي59قريبي و مرتبه اول معادله (حل ت
  

,ݐଵሺݓ  )61(  ሻߝ ൌ ଵ଴ሺݓ ଴ܶ, ଵܶሻ ൅ ଵଵሺݓߝ ଴ܶ, ଵܶሻ
௡ܶ ൌ ,ݐ௡ߝ ݊ ൌ 0,1

  با تعريف اپراتورهاي ديفرانسيلي به صورت:

)62(   
݀
ݐ݀

ൌ
߲
߲ ଴ܶ

߲ ଴ܶ

ݐ߲
൅

߲
߲ ଴ܶ

߲ ଴ܶ

ݐ߲
൅ ⋯ ൌ ଴ܦ ൅ ଵܦߝ ൅ ⋯ 

݀ଶ

ଶݐ݀
ൌ ሺܦ଴ ൅ ଵܦߝ ൅ ⋯ሻଶ ൌ ଴ܦ

ଶ ൅ ଵܦ଴ܦߝ2 ൅ ⋯ 

௝ܦ	كه در اينجا ൌ ߲ ߲ ௝ܶ⁄ , ሺ݆ ൌ 0,1ሻ	) و با متحد قرار 59) در معادله (62) تا (60است و با جايگذاري (
  م داشت:خواهي ߝ	ز هاي مشابه ادادن ضرايب توان

଴ܦ		:଴ߝ  )63( 
ଶݓଵ଴ ൅ ߱ଵ

ଶݓଵ଴ ൌ 0

଴ܦ		:ଵߝ   )64(
ଶݓଵଵ ൅ ߱ଵ

ଶݓଵଵ ൌ െ2ܦ଴ܦଵݓଵ଴ െ ଵ଴ݓߪ2 െ  ଵ଴ݓ଴ܦߜ
െߟଵ ௔ܸ௖ݓଵ଴ cosߗ ଴ܶ െ ଵ଴ݓଶߟ

ଶ െ ଵ଴ݓଷߟ
ଷ

  ر است:) به صورت زي63حل همگن معادله (
ଵ଴ሺݓ   )65( ଴ܶ, ଵܶሻ ൌ ଵሺܣ ଵܶሻ݁௜ஐ బ்/ଶ ൅ ଵሺܣ̅ ଵܶሻ݁ି௜ஐ బ்/ଶ

  
ଵሺܣكه در آن  ଵܶሻ  ܣ̅و تابع مجهول بودهଵሺ ଵܶሻ در 65باشد. با جايگذاري حل همگن (مختلط آن مي مزدوج (

  ) داريم:64(

ଵଵݓ଴ଶܦ    )66( ൅ ߱ଵ
ଶݓଵଵ ൌ െቀ݅Ωܦଵܣଵ ൅

ଵ

ଶ
ଵߟ ௔ܸ௖̅ܣଵ ൅

ଵ

ଶ
ଵܣߗ݅ߜ ൅ ଵܣଷߟ3݅

ଶ̅ܣଵ െ

ଵቁܣߗߪ ݁௜ஐ బ்/ଶ െ ଵܣଵ̅ܣଶߟ2 െ ቀଵ
ଶ
ଵߟ ௔ܸ௖ܣଵ ൅ ଵܣଷߟ

ଷቁ ݁ଷ௜ஐ బ் െ ଵܣଶߟ
ଶ݁௜ஐ బ் ൅ ܿ. ܿ.

  

  بايستي داشته باشيم:  ଵଵݓل جملات سكولار از حبراي حذف 
)67(   2݅Ωܦଵܣଵ െ ଵܣߗߪ2 ൅ ଵߟ ௔ܸ௖̅ܣଵ ൅ ଵܣߗ݅ߜ ൅ ଵܣଷߟ6݅

ଶ̅ܣଵ ൌ 0

ଵሺܣع توان تابدر دستگاه مختصات دكارتي، مي) 67( براي توصيف معادله ଵܶሻ :را به صورت زير بيان كرد   
ଵሺܣ   )68( ଵܶሻ ൌ ଵሺݔ ଵܶሻ ൅ ଶሺݔ݅ ଵܶሻ

ଵሺݔ	در رابطه فوق ଵܶሻ	 ݔوଶሺ ଵܶሻ  نشان دهنده توابعي حقيقي از دامنه و فاز نوسانات غيرخطي صفحه
   هاي حقيقي و موهومي، خواهيم داشت:جداسازي بخشسپس ) و 67) در (68باشند. با جايگذاري (مي
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)69(   
ଵݔ݀
݀ ଵܶ

ൌ ൅ݔߪଶ െ
1
2
ଵݔߜ ൅

1
ߗ2

ଵߟ ௔ܸ௖ݔଶ െ
3
ߗ
ଵݔଷߟ

ଶݔଶ െ
3
ߗ
ଶݔଷߟ

ଷ 

ଶݔ݀
݀ ଵܶ

ൌ െݔߪଶ െ
1
2
ଶݔߜ ൅

1
ߗ2

ଵߟ ௔ܸ௖ݔଵ ൅
3
ߗ
ଵݔଷߟ

ଷ ൅
3
ߗ
ଶݔଵݔଷߟ

ଶ

  

ଵݔ݀ سيستم، در حالت پايا متناظر بامعادلات پاسخ فركانسي  ݀ ଵܶ⁄ ൌ ଶݔ݀و  0 ݀ ଵܶ⁄ ൌ با ثابت ماندن  0
دهنده حل بديهي و به ترتيب نشان ଶ௦ݔو  ଵ௦ݔه آيد. با فرض اينكدامنه و فاز نسبت به زمان بدست مي

ଵܽ باشند،) در شرايط پايا 69غيربديهي معادلات ( ൌ ඥݔଵ௦
ଶ ൅ݔଵ௦

ଶ  نشان دهنده دامنه سيستم در شرايط پايا
  كنيم:)، فرض مي69هاي پاياي معادلات (د بود. براي بررسي پايداري حل خواه

ଵሺݔ   )70( ଵܶሻ ൌ ଵ௦ݔ ൅ ଵ௣ሺݔ ଵܶሻ 
ଶሺݔ ଵܶሻ ൌ ଶ௦ݔ ൅ ଶ௣ሺݔ ଵܶሻ 

باشند. با پايا مي هاي وضعيتهاي سيستم نسبت به حلجزئي حل بيانگر اغتشاشات ଶ௣ݔ و ଵ௣ݔ كه در اينجا
توان گفت كه اگر مي ଶ௣ݔ و ଵ௣ݔ ) و نگه داشتن جملات خطي نسبت به69) در (70(روابط جايگذاري 

 )، حول حل پاياي بديهي/69سازي شده (بخش حقيقي تمامي مقادير ويژه ماتريس ضرايب سيستم خطي
  .]38غيربديهي سيستم پايدار خواهد بود [ بديهي/ باشند، حل غيربديهي، منفي

  
  رفتار غيرخطي و پايداريمطالعه -12

݄/ܽدر اين بخش به بررسي عددي رفتار صفحه ساندويچي تابعي پيزوالكتريكي مربعي با نسبت ابعاد  ൌ 40 ،
بستر و با ثابت نگه اثر با فرضيات فوق و در غياب  .شودپرداخته ميالكتريكي تحت تحريك پارامتريك پيزو

ௗܸ௖ي داشتن جمله ولتاژ استاتيك ൌ 0	V  ، ك صفحه در برابر دامنه ولتاژ تحري تشديدتغييرات دامنهௗܸ௖ در ،
ߜ با ايسازه ميراييحضور اثرات  ൌ   نشان داده شده است.  )الف- 12(در شكل  0.018

هاي بديهي و غيربديهي تريكي در برگيرنده حلپيزوالك تشديددامنه  هاي مشخصهمطابق اين شكل، منحني
هاي منقطع بيانگر حل ناپايدار است. با هاي پيوسته بيانگر حل پايدار و منحنيباشد. در اين شكل منحنيمي

اي غالب بر اثر دامنه تحريك است طوري كه در اين ناحيه سازه ميرايياثر  I توجه به اين شكل در ناحيه
پيزوالكتريك صفحه  تشديدوجود دارد و بنابراين در اين ناحيه،  تشديدار براي دامنه فقط يك حل بديهي پايد

دو حل غيربديهي پايدار و ناپايدار براي  ௗܸ௖ و ߜ	با توجه به تعامل بين IIتحريك نخواهد شد. اما در ناحيه 
بوده و  ميراييغالب بر اثر  اثر دامنه تحريك IIIدر ناحيه  )الف-12(وجود دارد. مطابق شكل  تشديددامنه 

  افتد.اتفاق مي تشديديك حل غيربديهي پايدار وجود دارد و 
هاي (منحني دامنه تشديد در برابر دامنه ولتاژ تحريك مشخصه يهامنحني )ج-12(و  )ب-12(هاي در شكل

ߝߪه براي سه مقدار پارامتر تنظيم كننددوشاخگي)  ൌ ߝߪ ،0.006 ൌ ߝߪو  0.01 ൌ  يم شدهرست 0.014
صفحه همواره تحريك شده و كاهش  تشديد، ميراييتوان دريافت در غياب مي است. از روي اين شكل

  ندارد. تشديدشده و تغييرات آن تاثيري بر عرض منطقه  تشديدصرفاً باعث افزايش اندازه دامنه  ߝߪ	ر پارامت
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݄/ܽي (مربع ك براي صفحهدامنه ولتاژ تحري در برابر تشديدتغييرات دامنه 	-الف- 12شكل ൌ 40 (  

ଵ݇ در غياب بستر ൌ ݇ଶ ൌ ߜفرض با  0 ൌ 0.018، ௗܸ௖ ൌ 0	V ߝߪ و ൌ 0.02.  
 

 
  دامنه ولتاژ تحريك در غياب بستر الاستيك، منحني هاي مشخصه دامنه تشديد در برابر 	-ب- 12شكل

ߝߪكننده پارامتر تنظيم از براي سه مقدار ൌ ߝߪ ،0.006 ൌ ߝߪ و 0.01 ൌ 0.014.  
  

 
  ، بستراثر دامنه ولتاژ تحريك در غياب  با افزايش تشديدتغييرات دامنه 	-ج- 12شكل

ߝߪكننده براي سه مقدار پارامتر تنظيم ൌ ߝߪ ،0.006 ൌ ߝߪ و 0.01 ൌ 0.014.  
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اي و بدون وجود بستر سازه ميراييهاي مشخصه پاسخ فركانسي در غياب اثر ، منحني)الف-13(در شكل 
ଵ݇( الاستيك ൌ ݇ଶ ൌ ش با افزاي Iشود كه در ناحيه )، نشان داده شده است. با توجه به اين شكل ديده مي0

بديهي پايدار براي دامنه بديهي ناپايدار و يك حل غيردر بازه فركانسي داده شده، ابتدا يك حل غير ߝߪ
  پيزوالكتريكي وجود دارد.  تشديد

يابد تا اينكه اولين نقطه دوشاخگي ظاهر كاهش مي تشديدهاي دازه دامنهان ߝߪ	ر با افزايش تدريجي پارامت
شاخگي، حل ناپايدار از بين رفته و فقط يك حل پايدار وجود خواهد داشت شود و بعد از اين نقطه دومي

شود و ). با ادامه افزايش پارامتر تنظيم و بعد از گذر از نقطه صفر نقطه دوشاخگي دوم نيز ظاهر ميIIناحيه(
بديهي نخواهد داشت بعد از عبور از نقطه دوشاخگي دوم، حل پايدار نيز از بين رفته و سيستم حل غير

  صفحه تحريك نخواهد شد. تشديد) به عبارت ديگر در اين ناحيه، IIIناحيه(
  
  

  
ߜ	ميراييدر غياب اثرات  يهاي پاسخ فركانسي براي صفحه مربعمنحني	-الف- 13شكل ൌ 0 

ௗܸ௖براي  ൌ 0	V و௔ܸ௖ ൌ 400	V.  
  

  

  
ௗܸ௖هاي پاسخ فركانسي متناظر بامنحني -ب- 13شكل ൌ 0	V  راي سه مقدار دامنهب  

௔ܸ௖تحريك ولتاژ  ൌ ൅200	V، ௔ܸ௖ ൌ ൅400	V و ௔ܸ௖ ൌ ൅600	V.  
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௔ܸ௖هاي پاسخ فركانسي براي سه مقدار از دامنه هامونيك ولتاژ تحريك،منحني )ب-13(در شكل ൌ 200	V، 
௔ܸ௖ ൌ 400	V  و௔ܸ௖ ൌ 600	V دهد كه افزايش اندازه دامنه نشان داده شده است. اين شكل نشان مي

  شود.تحريك باعث بزرگتر شدن ناحيه وجود تشديد صفحه مي
 در غياب هاي دوشاخگي)(منحني در برابر دامنه تحريك تشديدهاي مشخصه دامنه منحني )14(ل در شك

توان مي )14(نشان داده شده است. با توجه به شكل  بدون بعد ميراييتر الاستيك و در حضور اثرات بس اثر
ها به سمت راست شده و سبب باعث انتقال اولين نقطه دوشاخگي منحني ߜ	ر دريافت كه افزايش پارامت

  .شودمي تشديدكاهش عرض منطقه وجود 
	

  
ଵ݇(ستر ب اثر در غياب دوشاخگيهاي منحني -14شكل ൌ ݇ଶ ൌ ௗܸ௖ا و متناظر ب) 0 ൌ 0	V  

ߜ ميراييبراي چهار مقدار  ൌ ߜ، 	0 ൌ ߜ ،0.018 ൌ ߜو  0.027 ൌ 0.035.  
 

  
ௗܸ௖ بامتناظر  هاي پاسخ فركانسيمقايسه منحني - 15شكل ൌ ൅100	V و௔ܸ௖ ൌ ൅400	V  

ଵ݇، ) بدون وجود بستر باaراي دو حالت مختلف: ب ൌ ݇ଶ ൌ 0 ،b ( ݇با وجود بستر الاستيك باଵ ൌ ଶ݇و  200 ൌ 50.  
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ଵ݇ا ) بدون وجود بستر بaهاي پاسخ فركانسي براي چهار حالت مختلف: مقايسه منحني -16شكل ൌ ݇ଶ ൌ 0 ،b (  

ଵ݇ا با وجود بستر ب ൌ ଶ݇و  60 ൌ 20، c (݇ا با وجود بستر بଵ ൌ ଶ݇ و 120 ൌ 50، d (  
ଵ݇ا با وجود بستر ب ൌ ଶ݇ و 240 ൌ 85.  

  

  
 )15(شود. در شكل در اين قسمت، اثر بستر الاستيك بر مشخصات تشديد صفحه تابعي بررسي مي

بدون  )aاي براي دو حالت مختلف: هاي مشخصه پاسخ فركانسي صفحه در غياب اثرات ميرايي سازهمنحني
ଵ݇وجود بستر الاستيك، ൌ ݇ଶ ൌ 0، b( ،با وجود بستر ݇ଵ ൌ ଶ݇ و 200 ൌ نشان داده شده است. با  50

هاي پاسخ شود كه بستر الاستيك از نوع پاسترناك، باعث برخاستگي منحنيتوجه اين شكل ديده مي
رود وجود بستر الاستيك فركانسي به سمت بالا شده (نسبت به حالت بدون بستر) و همچنان كه انتظار مي

  شود.شدن عرض ناحيه وجود تشديد ميسبب افزايش سفتي صفحه شده و باعث كوچك 
هاي مشخصه دامنه تشديد در برابر دامنه تحريك براي چهار اثر بستر الاستيك بر منحني )16(در شكل 

توان دريافت در غياب است. از روي اين شكل مي حالت از مقادير ضرايب سفتي بستر پاسترناك، ترسيم شده
شود و افزايش ضرايب سفتي بستر سبب افزايش دامنه تشديد مي ميرايي، تشديد صفحه همواره تحريك شده

  يابد. و عرض منطقه وجود جواب بديهي هم افزايش مي
هاي ( منحني ميرايينسبت به پارامتر  تشديدهاي مشخصه دامنه منحني )ب-17( و )الف-17(هاي شكل

دهد. پارامتر تنظيم كننده، نشان ميت منفي و مثب اديرمقاز دو حالت  براي بستراثر در غياب ) ميراييپاسخ 
سبب كاهش اندازه دامنه و عرض منطقه وجود  منفيپارامتر تنظيم  كاهش، )الف-17(ل با توجه به شك

سبب افزايش  مثبتمقدار پارامتر تنظيم  افزايش، )ب-17( با توجه به شكل و شودمي cبه  aاز حالت  تشديد
  گذارد.نمي تشديدده، اما تاثيري بر روي عرض منطقه وجود ش cبه  aاز حالت  تشديداندازه دامنه 
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  ، در غياب الاستيك،ميراييبا پارامتر  تشديدتغييرات دامنه 	-الف-17شكل

ߝߪ تنظيماز پارامتر  نفيبراي سه مقدار م ൌ െ0.004، ߝߪ ൌ െ0.014 ߝߪ و ൌ െ0.02.  
  

 
  ،در غياب بستر، ميراييبا پارامتر  تشديدتغييرات دامنه  - ب-17شكل

ߝߪ تنظيماز پارامتر  مثبتبراي سه مقدار  ൌ ߝߪ ،0.02 ൌ ߝߪ و 0.0375 ൌ 0.55.  
  

  گيرينتيجه-13
هاي برشي روي مقاطع عرضي صفحه، مسأله ناپايداري در تحقيق حاضر ابتدا با تصحيح ضريب تنش

يك و تحت تحريك ديناميكي و ارتعاشات غيرخطي صفحه ساندويچي تابعي پيزوالكتريكي با بستر الاست
پارامتريك پيزوالكتريكي مورد بررسي قرار گرفت و معادله ديفرانسيل حاكم بر ديناميك صفحه با وجود 

  هندسي و ناهمگني ساختاري استخراج شد.  بودن غيرخطي
هاي برشي شديداً به نسبت مدول مواد متشكله، شاخص نتايج بدست آمده نشان داد كه ضريب تصحيح تنش

ضخامت هسته مركزي صفحه ساندويچي وابسته بوده و مقدار اين ضريب براي صفحات كسر حجمي و 
  ساندويچي با مقدار آن براي صفحات همگن متفاوت است. 
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يابد و صفحه افزايش مي تشديدهاي بستر، فركانس همچنين نشان داده شد كه با افزايش مقادير پارامتر
اثر  ميراييعلاوه بر اين نشان داده شده كه  افتد.تر اتفاق ميهاي تحريك بالاناپايداري ديناميكي در فركانس

   گردد.پايدار كننده داشته و سبب كاهش منطقه ناپايداري ديناميكي مي
هاي هاي چندگانه معادلات پاسخ فركانسي بدست آمد و پايداري حلدر ادامه با استفاده از روش مقياس

انا مورد تجزيه و تحليل قرار گرفت و اثرات تغييرات پارامترهاي بديهي و غيربديهي اين معادلات در شرايط م
صفحه بررسي گرديد. نتايج نشان دادند كه با قرار گرفتن فركانس تحريك پارامتريك در  تشديدمسأله بر 

شود طوري كه با تغيير پارامتر تنظيم در بخشي از اين محدوده ميصفحه تحريك  تشديدمحدوده معين، 
، تشديددو حل غيربديهي ناپايدار و پايدار خواهد داشت و در بخش ديگري از اين محدوده  ، سيستمتشديد

  سيستم فقط يك حل غيربديهي پايدار خواهد داشت. علاوه بر اين نشان داده شد كه:
، كاهش مقدار پارامتر ميراييالف) با تحريك پارامتريك پيزوالكتريكي صفحه در غياب بستر الاستيك و اثرات 

دامنه ولتاژ تحريك شده  -تشديدهاي مشخصه دامنه منحني تشديديم كننده فقط باعث افزايش دامنه تنظ
  گذارد.نمي تشديدو تاثيري بر عرض منطقه وجود 

بعد خطي سيستم سبب انتقال بي ميراييب) در غياب بستر الاستيك و با تحريك پارامتريك صفحه، افزايش 
دامنه ولتاژ پيزوالكتريكي تحريك به سمت راست شده  - تشديدامنه هاي مشخصه دنقاط دوشاخگي منحني

  يابد.كاهش مي تشديدو عرض منطقه وجود 
، افزايش دامنه ميراييج) با تحريك پارامتريك پيزوالكتريكي صفحه در غياب بستر الاستيك و در غياب اثر 

 شود. مي تشديد تر شدن منطقهولتاژ هارمونيك پيزوالكتريكي در مود عملگري، سبب عريض

هاي ، افزايش پارامترميراييه) با تحريك پارامتريك پيزوالكتريكي در حضور بستر الاستيك و در غياب اثر 
هاي مشخصه دامنه هاي مشخصه پاسخ فركانسي شده و دوشاخگي منحنيبستر، سبب برخاستگي منحني

  يابد.كاهش مي تشديدجود پارامتر تنظيم كننده به سمت راست خم شده و عرض منطقه و -تشديد
و با تحريك پارامتريك صفحه توسط ولتاژ هارمونيك پيزوالكتريكي با مولفه استاتيكي  ميراييو) در غياب اثر 

 - تشديدهاي مشخصه دامنه منحني تشديدثابت،  افزايش پارامترهاي سفتي بستر باعث افزايش دامنه 
  گذارد.نمي تشديدجود دامنه ولتاژ تحريك شده و تاثيري بر عرض منطقه و

  
  مراجع

  
[1] Jayakumar, K., Yadav, D., and Rao, B. N., "Moderately Large Deflection Analysis of 

Simply Supported Piezo-laminated Composite Plates under Uniformly Distributed 
Transverse Load", International Journal of Non-linear Mechanics, Vol. 49, pp. 137-144, 
(2013). 

 
[2] Zhang, W., Yao, Z. G., and Yao, M. H., "Periodic and Chaotic Dynamics ff Composite 

Laminated Piezoelectric Rectangular Plate with One-to-Two Internal Resonance", Sci. 
China. Ser. E-Tech. Sci., Vol. 52, No. 3, pp. 731-742, Mar (2009). 

 



    1397 بهار، اولم، شماره بيستسال                      ندسي مكانيك ايران                  نشرية پژوهشي مه                                 180
  

[3] Fakhari, V., Ohadi, A., and Yousefian, P., "Nonlinear Free and Forced Vibration Behavior 
of Functionally Graded Plate with Piezoelectric Layers in Thermal Environment", 
Composite Structures, Vol. 93, pp. 2310-2321, (2011). 

 
[4] Wang, Y., Wang, Z., and Zu, L., "Stability of Viscoelastic Rectangular Plate with a 

Piezoelectric Layer Subjected to Follower Force", Arch. Appl. Mech. Vol. 83, pp. 495-
507, (2013). 

 
[5] Behjat, B., and Khoshravan, M. R., "Geometrically Nonlinear Static and Free Vibration 

Analysis of Functionally Graded Piezoelectric Plates", Composite Structures, Vol. 94, pp. 
874-882, (2012). 

 
[6] Kulikov, G. M., and Plotnikova, S. V., "A New Approach to Three-dimensional Exact 

Solutions for Functionally Graded Piezoelectric Laminated Plates", Composite Structures, 
Vol. 106, pp. 33-46, (2013). 

 
[7] Rafiee, M., He, X.Q., and Liew, K. M., "Nonlinear Dynamic Stability of Piezoelectric 

Functionally Graded Carbon Nanotube-reinforced Composite Plates with Initial 
Geometric Imperfection", International Journal of Non-linear Mechanics, Vol. 59, pp. 37-
51, (2014). 

 
 [8] Shen, H. S., and Wang, Z. X., "Nonlinear Bending of FGM Plates Subjected to Combined 

Loading and Resting on Elastic Foundations", Composite Structures, Vol. 92, pp. 2517-
2524, (2010). 

 
[9] Wang, Z. X., and Shen, H. S., "Nonlinear Dynamic Response of Sandwich Plates with 

FGM Face Sheets Resting on Elastic Foundations in Thermal Environments", Ocean 
Engineering, Vol. 57, pp. 99-110, (2013). 

 
[10] Shen, H. S., and Wang, Z. X., "Nonlinear Vibration of Hybrid Laminated Plates Resting 

on Elastic Foundations in Thermal Environments", Applied Mathematical Modelling, 
Vol. 36, pp. 6275-6290, (2012). 

 
[11] Thinh, T. L., Nguyen, M.C., and Ninh, D. G., "Dynamic Stiffness Formulation for 

Vibration Analysis of Thick Composite Plates Resting on Non-homogenous 
Foundations", Composite Structures, Vol. 108, pp. 684-695, (2014). 

 
[12] Baferani, A. H., and Saidi, A. R., "Effects of In-plane Loads on Vibration of Laminated 

Thick Rectangular Plates Resting on Elastic Foundation: An Exact Analytical 
Approach", European Journal of Mechanics A/Solids, Vol. 42, pp. 299-314, (2013). 

 
[13] Sobhy, M., "Buckling and Free Vibration of Exponentially Graded Sandwich Plates 

Resting on Elastic Foundations under Various Boundary Conditions", Composite 
Structures, Vol. 99, pp. 76–87, (2013). 

 
[14] Rezaee, M., and Jahangiri, R., "Static/Dynamic Instability and Nonlinear Vibrations of 

FG Plates Resting on Elastic Foundation under Parametric Forcing Excitation", Modares 
Mechanical Engineering, Vol. 14, No. 13, pp. 172-182, (2015). 

 



    181                                                                                           ...ميرا واقع بر S-PFGناپايداري و تشديد پيزوالكتريكي صفحات 

[15] Rezaee, M., and Jahangiri, R., "Nonlinear and Chaotic Vibration and Stability Analysis 
of an Aero-elastic Piezoelectric FG Plate under Parametric and Primary Excitations", 
Journal of Sound and Vibration, Vol. 344, pp. 277–296, (2015). 

 
[16] Lee, Y. Y., Zhao, X., and Reddy, J. N., "Postbuckling Analysis of Functionally Graded 

Plates Subject to Compressive and Thermal Loads", Computer Methods in Applied 
Mechanics and Engineering, Vol. 199, pp. 1645–1653, (2010). 

 
[17] Zhu, P., and Liew, K. M., "Free Vibration Analysis of Moderately Thick Functionally 

Graded Plates by Local Kriging Meshless Method", Composite Structures, Vol. 93, pp. 
2925-2944, (2011). 

 
[18] Sohn, K. J., and Kim, J. H., "Nonlinear Thermal Flutter of Functionally Graded Panels 

under a Supersonic Flow", Composite Structures, Vol.  88, pp. 380-387, (2009). 
 
[19] Rezaee, M., and Jahangiri, R., "Nonlinear Vibrations of Sandwich FG Plates Resting on 

Nonlinear Pasternak Foundation under Primary Resonance Excitation using Modified 
FSDT", Modares Mechanical Engineering, Vol. 14, No. 15, pp. 186-198, (2015). 

 
[20] Thai, H. T., Nguyen, T. K., Vo, T.P., and Lee, J., "Analysis of Functionally Graded 

Sandwich Plates using a New First-order Shear Deformation Theory", European Journal 
of Mechanics A/Solids, Vol. 45, pp. 211-225, (2014). 

 
 [21] Nguyen, T. K., Sab, K., and Bonnet, G., "First-order Shear Deformation Plate Models 

for Functionally Graded Materials", Composite Structures, Vol. 83, pp. 25–36, (2008).  
 
[22] Rashidi, M. M., Shooshtari, A., and Beg, O. A., "Homotopy Perturbation Study of 

Nonlinear Vibration of von Karman Rectangular Plates", Computers and Structures, Vol. 
106(107), pp. 46-55, (2012). 

 
[23] Duc, N. D., and Pham, H. C., "Nonlinear Postbuckling of an Eccentrically Stiffened Thin 

FGM Plate Resting on Elastic Foundations in Thermal Environments", Thin-Walled 
Structures, Vol. 57, pp. 103-112, (2014). 

 
[24] Rolfes, R., and Rohwer, K., "Improved Transverse Shear Stresses in Composite Finite 

Elements Based on First-order Shear Deformation Theory", International Journal for 
Numerical Methods in Engineering, Vol. 40, pp. 51-60, (1997). 

 
[25] Zhang, W., Yang, J., and Hao, Y., "Chaotic Vibration of an Orthotropic FGM 

Rectangular Plate Based on Third-order Shear Deformation Theory", Nonlinear 
Dynamic, Vol. 59, pp. 619-660, (2010). 

 
[26] Fu, Y. M., and Ruan, J. L., "Nonlinear Active Control of Damaged Piezoelectric Smart 

Laminated Plates and Damage Detection", Appl. Math. Mech, Vol. 29, No. 4, pp. 421–
436, (2008). 

 
[27] Amabili, M., and Farhadi, S., "Shear Deformable Versus Classical Theories for 

Nonlinear Vibrations of Rectangular Isotropic and Laminated Composite Plates", Journal 
of Sound and Vibration, Vol. 320, pp. 649–667, (2009). 

 



    1397 بهار، اولم، شماره بيستسال                      ندسي مكانيك ايران                  نشرية پژوهشي مه                                 182
  

[28] Zhao, X., and Liew, K. M., "Geometrically Nonlinear Analysis of Functionally Graded 
Plates using the Element-free Kp-Ritz Method", Computer Methods in Applied 
Mechanics and Engineering, Vol. 198, pp. 2796-2811, (2009). 

 
[29] Reddy, J. N., "Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells: Theory and 

Analysis", Second Edition, CRC Press, Boca Raton, FL, (2004). 
 
[30] Tran, L.V., Phung-Van, P., Lee, J., Wahab, M.A., and Nguyen-Xuan, H., "Isogeometric 

Analysis for Nonlinear Thermomechanical Stability of Functionally Graded Plates", 
Composite Structures, Vol. 140, pp. 655–667, (2016). 

 
[31] Praveen, G. N., and Reddy, J. N., "Nonlinear Transient Thermo-elastic Analysis of 

Functionally Graded Ceramic-Metal Plates", International Journal of Solids and 
Structures, Vol. 35, No. 33, pp. 4457-4476, (1998). 

 
[32] Rafiee, M., Yang, J., and Kitipornchai, S., "Thermal Bifurcation Buckling of 

Piezoelectric Carbon Nanotube Reinforced Composite Beams", Computers and 
Mathematics with Applications, Vol. 66, pp. 1147–1160, (2013). 

 
[33] Shariyat, M., "Vibration and Dynamic Buckling Control of Imperfect Hybrid FGM 

Plates with Temperature-dependent Material Properties Subjected to Thermo-electro-
mechanical Loading Conditions", Composite Structures, Vol. 88, pp. 240-252, (2009). 

 
[34] Ramachandra, L. S., and Kumar Panda, S., "Dynamic Instability of Composite Plates 

Subjected to Non-uniform In-plane Loads", Journal of Sound and Vibration, Vol. 331, 
pp. 53-65, (2012). 

 
[35] Kumar, R., Ramachandra, L. S., and Banerjee, B., "Dynamic Instability of Damped 

Composite Skew Plates under Non-uniform In-plane Periodic Loading", International 
Journal of Mechanical Sciences, Vol. 103, pp. 74–88, (2015). 

 
[36] Clough, R. W., and Penzien, J., "Dynamics of Structures", Computers & Structures, Inc., 

Berkeley, CA, (2003). 
 
[37] Nayfeh, A. H., and Mook, D. T., " Nonlinear Oscillations", New York, John Wiley & 

Sons (1979). 
 
[38] Guo, X. Y., Zhang, W., and Yao, M.H., "Nonlinear Dynamics of Angle-ply Composite 

Laminated Thin Plate with Third-order Shear Deformation", Sci China Tech Sci, Vol. 
53, pp. 3612-3622, (2010).  

 
  

 انگليسي نمادهاي فهرست
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: s,AA برشي و سفتي محوري هاي ماتريس 

:B هاي محوري و خمشيماتريس كوپلينگ سفتي  
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: ,ij ijb d پذيريماتريس انعطاف هايدرايه 

:D خمشي ماتريس سفتي  

: ce ضخامت هسته تابعي 

: ije يزوالكتريكيثابت سفتي پ 

: fte ضخامت لايه تابعي فوقاني 

: fbe ضخامت لايه تابعي تحتاني 

: E مدول يانگ لايه تابعي  

: ,m cE E جزء سراميكي و مدول يانگ جزء فلزي 

: zE  هاي پيزوالكتريكيالكتريكي در راستاي ضخامت لايهميدان  

: h ضخامت هسته تابعي صفحه ساندويچي 

0: hموقعيت قائم وجه تحتاني 

1:hموقعيت قائم محل اتصال لايه تحتاني به هسته 

2: h قائم محل اتصال هسته به لايه تحتانيموقعيت 

3: hموقعيت قائم وجه فوقاني 

: phضخامت لايه هاي فوقاني و تحتاني پيزوالكتريكي  
: H ضخامت كلي صفحه 

: iiH 4,5هاي برشي اصلاح شده (سفتيi  ( 
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1 2: ,K Kبرشي بسترو  ضريب سفتي خطي  

: ,L GK Kسفتي هندسي و سفتي خطيهاي ماتريس 

: sK حههاي برشي روي مقاطع عرضي صفضريب تصحيح تنش 
:mجرم واحد سطح صفحه 

: M ماتريس جرم 

: , ,xx yy xyM M M گشتاوري در راستاي محور هايمنتجهx ،محورy  در صفحه نيروي برشيوx y 
:n شاخص كسر حجمي سراميكي  

: , ,xx yy xyN N N در راستاي محور نيروي محوري هايمنتجهx ،محورy  در صفحه نيروي برشيوx y 

: ,E EN M خمشي الكتريكي ومحوري هاي بردار منتجه 

: , ,N Q M گشتاور خمشيو  برشي، هاي نيروي محوريمنتجه هابردار 

: ,m cP Pخاصيت سراميكي و خاصيت فلزي 

:qدامنه بار عرضي گسترده بدون بعد 

0: qيكنواخت دامنه بار عرضي گسترده 
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: eqنيروي وارد بر واحد سطح صفحه  

: ijQ ثابت سفتي كاهش يافته صفحه: t  زمان بدون بعد 
:r نسبت مدول الاستيك مواد متشكله 

: nT 0,1( مقياس شدهزمانn( 

: , ,u v wنقاط واقع بر سطح مياني عرضي و اي طولي صفحه-جابجايي درون هايمولفه 

: , ,u v wو عرضي اي طوليصفحه-جابجايي بدون بعد درون هايمولفه  

: , ,U V Wنقاط داخل صفحه عرضي و ي طولي اصفحه-جابجايي درون هايمولفه 

,: m nUاي طوليصفحه- دامنه وابسته به زمان مود درون 

: ,m cV Vجزء سراميكي و كسرحجمي جزء فلزي 

: ,dc acV Vولتاژ تحريك هارمونيكديناميكي  و ترم استاتيكي  

: crVتاژ بحراني پيزوالكتريكي ول 

,: m nVاي عرضيصفحه- دامنه وابسته به زمان مود درون 

,: m nw)دامنه وابسته به زمان مود عرضي,m n( 

10 11: ,w wاول غيرخطي مرتبهو تقريبي خطي هاي حل 

: ix) 1,2تابع حقيقيi ( 

: ,
s pi ix x1,2(اغتشاشي  و حل بديهي/غيربديهي پاياi ( 

  
 يوناني نمادهاي

1 2: , سفتي خطيو  تناسبي جرم هايثابت 

: , ديناميكي و يضريب ولتاژ استاتيك 

0:  هاي برشيبردار كرنش 

:ميرايي بدون بعد 
:غيرخطي جمله بدون بعد ضريب 

0:  هاي غشائيبردار كرنش 

: ij كرنش هاي تانسورمولفه 

: iمعادله ماتيو غيرخطي خطي/ ريبض  
: هاي خمشيبردار كرنش 

:  ميرايي واحد سطح صفحه 
:v نسبت پواسن لايه تابعي  

: pنسبت پواسن لايه پيزوالكتريكي 

: ,m c  جزء سراميكي و نسبت پواسن جزء فلزي 

:ضريب استهلاك 
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: چگالي جرمي لايه تابعي  

: ,m c  جزء سراميكيو  چگالي جرمي جزء فلزي 
:پارامتر تنظيم فركانس 

: ij تنش تانسور هايمولفه 

: ,x y  هاي محورچرخش بردار عمود بر مقطع عرضي حولx وy  

,: x
m nدامنه وابسته به زمان جابجايي دوراني حول محورy  

,: y
m n دامنه وابسته به زمان جابجايي دوراني حول محورx 

*:فركانس مرجع 

: n فركانس طبيعي در شكل مود الاستيكnام   
:فركانس تحريك هارمونيك  
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Abstract  
	

In this study, dynamic instability and nonlinear behavior of sigmoidal-functionally Graded 
piezoelectric (S-FGP) plates resting on linear elastic foundation under parametric harmonic 
piezoelectric excitation is investigated. Based on Modified FSDT, applying Hamilton’s 
principle, the governing nonlinear coupled partial differential equations are derived. By 
considering six vibration modes, the Galerkin’s procedure is used to reduce the equations of 
motion to nonlinear Mathieu equations, and dynamic instability of the problem in 
absence/presence of the Rayleigh's proportional damping model and foundation is analyzed.  
In the absence of foundation, the validity of the modeling for analyzing the maximum 
nonlinear deflection and the modified shear correction factors are accomplished by comparing 
the results with those of the literature. It is shown that as the parameters of the foundation 
increase, the piezoelectric instability occurs at higher excitation frequencies and increasing 
the damping makes the region of the instability to be shrunk. By applying the perturbation 
method, steady-state response equations are derived and the parametric resonance of the 
system under the piezoelectric excitation is analyzed. Then, the conditions of existence and 
stability of trivial/nontrivial solutions are discussed. Moreover, the effects of the system 
parameters, including excitation frequency, amplitude of harmonic excitation voltage, 
foundation parameters and damping, on the nonlinear dynamics of the S-FGP plate are 
studied and it is shown that the presence of the damping/foundation has a considerable 
influence on the resonance characteristic curves. 

 


