
 
 

 

 
 روش نابجایی ،تکینگی کوشی، مواد تابعی ،مواد هوشمند ،چندین ترک :واژه هاي راهنما

 

 مقدمه -1
ترین مواد هوشمند هستند. هنگامیکه این مواد در معرض شناخته شده الکترومگنتوالاستیکشبکه مواد 

شود و بالعکس وقتی به آنها نیرو )تنش( گیرند، در آنها کرنش ایجاد میار میقر ومغناطیسیمیدان الکتر

تواند به عنوان تبدیل کننده انرژي می الکترومگنتوالاستیککنند. بنابراین ماده شود ولتاژ تولید میاعمال می

رمگی پائین بوده این مواد داراي چقبه مکانیکی و یا حرارتی و بالعکس مشاهده شود.  و مغناطیسی الکتریکی

دلیل مقاومت حرارتی و مقاومت سایش بالا، کاربرد وسیعی در ه از طرفی، مواد تابعی بباشند. و بسیار تردد می
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 3ولی انجیل الی
 استادیار

الکترو  ماده تحلیل تنش در صفحه مستطیلی از جنس

    مگنتو الاستیک با رفتار تابعی حاوی چندین ترک
 صفحه مستطیلی از جنس ماده الکترومگنتوالاستیکدر تحلیل تنش در این مطالعه، 

، تحت بار نقطه اي خارج صفحه اي مکانیکی و ف شده توسط چندین ترکتابعی تضعی
اي الکترومغناطیسی انجام شده است. در این مطالعه فرض شده که رفتار درون صفحه

-محیط الاستیک خطی است و سطوح ترکها هموار بوده و صفحه مستطیلی نازک می

متغیرها براي بدست  باشد. از روش نابجایی، تبدیل فوریه محدود و روش جداسازي
آوردن معادلات انتگرالی تکین از نوع کوشی استفاده شده است. فرض شده است که 

کند. معادلات خواص ماده بطور نمایی در جهت عرض صفحه مستطیلی تغییر می
حاکم بر مسأله با توجه به شرایط مرزي و چند مقداري بودن تغییر مکان و پتانسیل 

خط نابجایی با استفاده از تبدیل فوریه محدود حل شده و  الکتریکی و مغناطیسی روي
شود. سپس با استفاده از روش هاي تنش و جابجایی الکترومغناطیسی ارائه میمیدان

توزیع نابجایی، معادلات انتگرالی تکین براي تحلیل مسأله چندین ترک در صفحه 
گردند تا توابع حل میآید. این معادلات با استفاده از روش عددي مستطیلی بدست می

توان ضرایب ها بدست آید. بعد از بدست آوردن توزیع نابجایی ها میتوزیع نابجایی
شدت تنش، جابجایی الکتریکی و مغناطیسی در نوک ترک را بدست آورد. در انتها 
براي صحت سنجی نتایج، تاثیرات ثوابت ماده، طول ترکها، محل اعمال بار نقطه اي و 

 ترکها بر روي ضرایب شدت میدانی، مثالهایی آورده شده است.نحوه چیدمان 
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هاي حرارتی در دهه اخیر هاي پسماند و تنشصنعت دارند. در نتیجه استفاده از آنها بمنظور کاهش تنش

داراي ترک از  با خاصیت تابعی الکترومگنتوالاستیکمواد  تنش درکاربرد بسیاري داشته است. بنابراین تحلیل 

در سالهاي اخیر محققان زیادي در زمینه تحلیل تنش مواد هوشمند،  سزایی برخوردار است.ه اهمیت ب

در ابتدا مروري بر تحقیقات انجام شده در زمینه تحلیل تنش . [3-8]کارهاي ارزشمندي انجام داده اند 

 شود.و مواد تابعی حاوي ترک انجام می مواد الکترومگنتوالاستیک هاي ساخته شده ازمحیط
تحت بارگذاري  ايلبهترک  جفت حاوي یک یک صفحه مستطیلی محدود در تنش دینامیکی شدت ضریب

 یکحاوي  ورق مستطیلیدر میدان تنش بدست آمده است.  Zhang [4] اي توسطصفحه خارجمکانیکی 

آنها ضریب . مطالعه شد Ma Zhang and [5]توسط مکانیک شکست  خارج از مرکز تحت مود سوم ترک

 .دادندقرار شدت تنش براي نوک ترک را تعیین کرده و پارامترهاي هندسی را مورد بررسی 

 خارجمواد پیزوالکتریک تحت بارگذاري  تنش تکین و میدان الکتریکی براي صفحه مستطیلی از جنس

در مورد تحلیل قرار گرفت. آنها  Lee and Kwon [6]تریکی توسط اي الککی و درون صفحهاي مکانیصفحه

 . این مطالعه از تئوري خطی پیزوالکتریسیته بهره بردند

، ضرایب شدت تنش و جابجایی الکتریکی و همچنین نرخ رهایی انرژي تحت [7]در مقاله اي دیگر از ایشان 

سرامیک پیزوالکتریک حاوي یک ترک مرکزي  بار ضربه اي الکترومکانیکی در صفحه مستطیلی از جنس مواد

 مورد بررسی قرار گرفت.  نشت پذیر و نشت ناپذیر

Li and Lee [1]  یک صفحه مستطیلی از در با موقعیت دلخواه ترک  الکتروالاستیک براي یکتحلیل تنش

جام اي الکتریکی اناي مکانیکی و درون صفحهصفحه خارجپیزوالکتریک تحت بارگذاري  جنس سرامیک

تحت بارگذاري مکانیکی  تابعی /پیزومغناطیسپیزوالکتریک مادهحل مسأله  [9] و همکارانش  Zhouدادند. 

روابط بین جابجایی الکتریکی، میدان اي را ارائه دادند. درون صفحه ومغناطیسیو الکتر ايصفحه خارج

ر پارامتر ماده تابعی بر روي تاثیدر انتها مغناطیسی و میدان تنش در نزدیکی نوک ترکها مشخص گردید. 

صفحه مستطیلی الکترومگنتوالاستیک تابعی حاوي یک ترک مسأله حل ضریب شدت تنش بدست آمد. 

 [81] و همکارانش Qinتوسط اي الکترومغناطیسی مکانیکی و درون صفحه ايصفحه متحرک تحت بار خارج

ضریب شدت تنش  رويدر ماده پیزوالکتریک  هترک و ثوابت مادانجام پذیرفت. در ادامه تاثیر هندسه، سرعت 

سکه اي شکل و دو  ترک حاوي یک الکترومگنتوالاستیک ماده از جنستحلیل تنش  .مورد بررسی قرار گرفت

توسط اي الکترومغناطیسی مکانیکی و درون صفحه ايصفحه خارجاي تحت بارگذاري ضربهترک همراستا 

Zhong and Zhang [88] شده است.  انجام 

با شرط حاوي یک ترک  همگن یک ورق مستطیلی الکترومگنتوالاستیکمکانیک شکست  دینامیکی تحلیل

 .شددر این مقاله از روش اشمیت بهره گرفته بدست آمده است.  Zhang [81]توسط نشت پذیر 

Faal مکانیک شکست در یک صفحه مستطیلی ایزوتروپیک تضعیف شده توسط ، مسأله [83] و همکارانش

اي حل نمودند. آنها از روش ترک و حفره با شرایط مرزي مختلف را تحت بارگذاري خارج صفحه چندین

جداسازي متغیرها براي حل مسأله نابجایی از نوع ولترا استفاده کردند. در ادامه، ضریب شدت تنش اطراف 

 نوک ترک و تنش هاي محیطی روي حفره را تعیین نمودند.
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Bagheri با خاصیت  الکترومگنتوالاستیک پیزوالکتریک و اریکه ساخته شده از مادهب [85-84]و همکارانش

تابعی را بررسی کردند. آنها تغییرات مدول برشی ماده تابعی را بصورت یک تابع نمایی متغیر در راستاي 

کمک حل نابجایی بدست آمده، مسأله باریکه حاوي چندین ترک ه عرض باریکه در نظر گرفتند. سپس ب

 میدانیحل نمودند. تاثیر طول ترک، سرعت حرکت ترک و پارامترهاي ماده روي ضرایب شدت  متحرک را

 ارائه شد.

Ayatollahi نیم صفحه ساخته شده از جنس ماده الکترومگنتوالاستیک با خاصیت تابعی  [86] و همکارانش

ذیر را در نظر حاوي چندین ترک متحرک را بررسی کردند. آنها هر دو شرط ترک نشت پذیر و نشت ناپ

روي تابعی و طول ترک را پارامتر ماده  ت ترک،تاثیر سرعت حرکآنها گرفته و از تبدیل فوریه بهره بردند. 

 .تنش، جابجایی الکتریکی و مغناطیسی نشان دادندضرایب شدت 

ز ماده باریکه پیزوالکتریک تقویت شده با پوششی ااي دیگر، ، در مطالعه[87]و همکارانش  Bagheriهمچنین 

اي و درون صفحه استاتیکی اي مکانیکیصفحه خارجارتوتروپیک داراي خاصیت تابعی تحت بارگذاري 

الکتریکی را بررسی کردند. آنها ضریب چسبندگی پوشش و باریکه را بصورت یک فنر خطی مدل کرده و 

ی استفاده کردند. در بمنظور تحلیل تنش باریکه پیزوالکتریک تضعیف شده توسط چندین ترک، از حل نابجای

ادامه معادلات انتگرالی تکین با دانسیته نابجایی مجهول تشکیل گردید و با توجه به شرایط مرزي دانسیته 

نابجایی مجهول تعیین و ضرایب شدت تنش و جابجایی الکتریکی بدست آمد. تأثیر خواص پوشش 

زوالکتریک، تعداد و هندسه ترکها بر روي ارتوتروپیک ساخته شده از ماده تابعی و همچنین مشخصات ماده پی

 ضرایب شدت تنش و جابجایی الکتریکی بدست آمد. 

تحت بارگذاري  حاوي چندین ترک مستقیم و منحنی شکل، تحلیل تنش صفحه مستطیلی با رفتار تابعی

ا تاثیر . آنهارائه شد Dehghan [81]و  Faalاي بر پایه استفاده از روش توزیع نابجایی توسط خارج صفحه

 طول ترک و اندرکنش بین آنها را بر روي ضریب شدت تنش مطالعه نمودند.

حاوي چندین ترک  تابعی با رفتار ورق مستطیلی نازک الکترومگنتوالاستیک مسألهدر این مقاله حل تحلیلی 

روش توسط  اي الکترومغناطیسیو درون صفحه مکانیکی ايصفحه خارج اينقطه تحت بار ،منحنی مستقیم و

انجام شده است. در این مطالعه، با استفاده از روش نابجایی ولترا و با حل معادله حاکم، اعمال توزیع نابجایی 

شده  تعیینمعادلات انتگرالی توزیع نابجایی روي ترکها شرایط مرزي و شرایط پیوستگی مربوط به نابجایی، 

ضرایب و سپس توزیع نابجایی روي ترکها حل آنها داراي تکینگی از نوع کوشی بوده که از است. این معادلات 

 ترکها بدست آمده است.  و مغناطیسی جابجایی الکتریکی ،شدت تنش

اي، ثوابت ماده و همچنین اندرکنش بین مثالهاي عددي حل شده، تاثیر طول ترک، محل اعمال بار نقطه

در اکثر مطالعات انجام دهند. یترکها را روي ضرایب شدت تنش، جابجایی الکتریکی و مغناطیسی نشان م

روش حل نابجایی فقط قادر به حل مسائل با تعداد ترک محدود بوده اند در حالیکه محققین  شده تا به حال،

  باشد.مستقل از تعداد و هندسه ترک با سطح هموار می
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با  الکترومگنتوالاستیک از جنس ماده صفحه مستطیلیحل نابجایی معادلات حاکم و  -2

 تابعی تاررف
بوده و تحت  yدر راستاي محور hعرض و  xدر راستاي محور  aطول مورد مطالعه داراي  ورق مستطیلی

 باشد. می ,yxدر صفحه  ومغناطیسیاي الکتراي مکانیکی و بار درون صفحهصفحه اي خارجنقطهبار 

و همچنین مولفه  yو  xدر جهت محورهاي  و مغناطیسی اي میدان الکتریکیهاي درون صفحهمولفه

),( yxww   ،داده نمایش  به صورت زیردر مود سوم مکانیک شکست که مستقل از مود اول و دوم بوده

 شوند:می
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 با خاصیت تابعی عبارتند از: الکترومگنتوالاستیکدر این حالت، معادلات حاکم بر ماده 
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 عبارت است از: حاکممعادلات در این مطالعه، د. نباشمی
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ی از جنس مواد با در نظر گرفتن نوع خاصباشد. اپراتور لاپلاس در صفحه می 2در رابطه بالا 

، کنندالکترومگنتوالاستیک تابعی که با یک نماي یکسان نمایی در جهت عرض ورق مستطیلی تغییر می

 گردد:روابط زیر حاصل می
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110110110150150440111111151544 ],,,,,[)](),(),(),(),(),([        )6( 

],,,,,[ثابت ماده تابعی بوده و  که  110110110150150440 dhec  با  رومگنتوالاستیکورق مستطیلی الکتثوابت

  ( نتیجه می شود که5) وابط( در ر6) هبا جایگذاري معادلاست.  0yخاصیت تابعی در 
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الکترومگنتوالاستیک با خاصیت  از جنس مواد ورق مستطیلیبراي ( 7جهت ناهم بسته ساختن معادلات )

 د.نشوبصورت زیر تعریف می[ 89] ابع بلوشتینوت تابعی،
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شرایط صفر بودن تنش، جابجایی الکتریکی و مغناطیسی روی دو لبه مقابل و صفر بودن  -2

 ریکی و مغناطیسی روی دو لبه دیگرجابجایی، پتانسیل الکت
باشد. اما در تئوري الکتروالاستیسیته شرایط مرزي مکانیکی درست همانند تئوري کلاسیک الاستیسیته می

-نکته قابل توجه چگونگی اعمال شرایط مرزي الکتریکی و مفهوم فیزیکی آنها است. شرایط مرزي در سازه

ارگیري الکترودها و حالتهاي مختلفی دارد که در جسم، هاي الکتریکی بستگی به وجود و چگونگی قر

شود. در تمامی موارد فرض بر این است که ضخامت الکترودهایی که بخشی تحریک الکترواستاتیک ایجاد می

دهند در مقایسه با کمترین ضخامت ماده پیزوالکتریک، ناچیز است. از سطح ماده پیزوالکتریک را پوشش می

  باشد. گیرد یکی از انواع مهم شرایط مرزي الکتریکی رایج میبررسی قرار می آنچه در اینجا مورد

هرگاه صفحات سازه پیزوالکتریک مورد نظر با الکترود پوشانده شده و به الکترودها ولتاژ اعمال شود، شرایط 

د نظر و اگر صفحات مربوط به سازه پیزوالکتریک مور [11]بصورت نشت پذیر خواهد شد  یمرزي الکتریک

بدون هیچ گونه پوشش الکترودي بوده و در تماس با یک محیط با قابلیت گذردهی خیلی کم )مثلا خلاء یا 

 خواهد بود.  [15-18]هوا( باشند، آنگاه این شرایط نشت ناپذیر 

 در این مقاله، شرط نشت ناپذیري ترک، بعلت نزدیک بودن به واقعیت مدنظر قرار گرفته است. 

),(نابجایی در موقعیت ( 8مطابق شکل )  محور به موازات و خط نابجایی  قرار گرفتهx مشخص  در شکل

 عبارتند از:تابعی  با رفتار ورق مستطیلی الکترومگنتوالاستیکشده است. در اینصورت شرایط مرزي 

 
hyaxxatyxzx  0;,00),(  
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axhxyatyx  0;,00),(                                )88( 

شود که تبدیل مورد نظر در این مسأله تبدیل فوریه براي حل مسأله نابجایی از تبدیلات انتگرالی استفاده می

 شود.تعریف می محدود کسینوسی است که به صورت زیر
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 عبارت است از: محدود کسینوسیمعکوس تبدیل فوریه 
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 ابعینمایش نابجایی در ورق مستطیلی الکترومگنتوالاستیک با خاصیت ت -1شکل

 

 شوند:( روابط زیر نتیجه می81کسینوسی روي معادلات مشتق جزیی )با اعمال تبدیل فوریه محدود 
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),(که  ynW ،),( yn  و),( yn  کسینوسی محدود تبدیل فوریه به ترتیب),( yxw،),( yx  و

),( yx ایی الکتریکی و مغناطیسی براي ورق مستطیلی با جهاي تنش، جابروابط مربوط به مولفه باشند.می

 آیند.زیر بدست می ( بصورت1( و )6( ذکر شد، با استفاده از روابط )3خاصیت تابعی که در رابطه )
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3150215044044که 
~  hecc  (، توابع 84( و )88باشد. با بکار بردن روابط )ثابت الکترومگنتوالاستیک می

),( ynW ،),( yn  و),( yn شوند:بصورت زیر حاصل می 

)2exp(),0( 0,0, yBAyW kk   

hynyByAyynW nknnkn  0,...,2,1)]sinh()cosh()[exp(),(   

)2exp(),0( 0,0, yDCy kk   

hynyDyCyyn nknnkn  0,...,2,1)]sinh()cosh()[exp(),(   

)2exp(),0( 0,0, yFEy kk   

hynyFyEyyn nknnkn  0,...,2,1)]sinh()cosh()[exp(),(     )86( 
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)(که  2222 ann   2,1اندیس  وk ( به ترتیب اشاره به 8مطابق شکل ،)y  وy 

شرایط مرزي (، 8با توجه به شکل ) باشد.تعریف نابجایی با ایجاد شکاف در امتداد خط نابجایی میدارد. 

 باشد:بصورت زیر میبراي حالت ترک نشت ناپذیر مربوط به خط تابجایی 

)(),(),(    xHbxwxw wz  

)(),(),(     xHbxx z  

)(),(),(     xHbxx z                                        )87( 

اي هویساید، تابع پله xH)(( 78در رابطه )
wzb، zb وzb این  شوند.نامیده میهاي بردار برگرز مولفه

بجایی را نشان می و مغناطیسی روي خط نا پتانسیل الکتریکی روابط، شرط دو مقداري بودن تغییر مکان،

شکاف در پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی نوعی نابجایی نیست ولی در این مقاله نابجایی اگرچه . دهند

 شرایط و( 1رابطه ) بکاربردنبا  الکتریکی و مغناطیسی بعنوان ابزاري براي حل مساله بکارگرفته شده است.

 شوند:(، روابط زیر نتیجه می87)

)(),(),(    xHbxwxw wz  

)()(),(),( 2
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    xHbbxx wzz                                 )81( 
 شرایط مربوط به پیوستگی تنش، جابجایی الکتریکی و مغناطیسی روي خط نابجایی عبارتند از:

),(),(    xx zyzy  

),(),(    xDxD yy  

),(),(    xBxB yy                                               )89( 

(، شرایط 85( و با استفاده از معادلات )89( و )81کسینوسی روي شرایط ) محدود با اعمال تبدیل فوریه

 مربوط به خط نابجایی بصورت زیر خواهند بود: 
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(، 86( به حل ارائه شده در رابطه )11( به همراه شرایط )88با بکار بردن سه شرط آخر ذکر شده در رابطه )
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، جابجایی تنشهاي  همولف(، 86( و )85(، )83پس از بدست آوردن ضرایب مجهول و با استفاده از روبط )

 آیند.میبا رفتار تابعی بصورت زیر بدست  یکصفحه مستطیلی الکترومگنتوالاستدر  الکتریکی و مغناطیسی
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            (11)  

 

با نزدیک شدن به رأس نابجایی یعنی  و مغناطیسی جابجایی الکتریکی ،رفتار مجانبی مولفه تنش

xوy باشد که به فرم کلیبصورت تکینگی از نوع کوشی می
r

1
. این بدین معنی است [18] است 

ت اشود که این از خصوصینهایت میبی و مغناطیسی جابجایی الکتریکی ،که در محل نابجایی مقدار تنش

در روابط بالا مربوط به  ، جابجایی الکتریکی و مغناطیسیمولفه هاي تنششناخته شده نابجایی است. 

ماده ورق مستطیلی از جنس در  ومغناطیسیالکتراي درون صفحهاي مکانیکی و صفحهخارج بارگذاري 

صفر قرار دادن خواص  با( 11براي صحت سنجی روابط )باشد. با خاصیت تابعی می الکترومگنتوالاستیک

 Faal andشوند که توسطتبدیل می ورق مستطیلی با خاصیت تابعیبه حالت مساله  ،الکترومغناطیس

Dehghan [81] شوند لذا یکی مواد الکترومگنتوالاستیک عموما با ضخامتهاي نازک تولید می ت.ارائه شده اس

 شود.نازک در نظر گرفته می هاز ابعاد صفح

 

الکترومگنتوالاستیک با خاصیت  ماده در ورق مستطیلی از جنسمیدان تنش  -4

 فاقد ترک  تابعی
اي خارج صفحهتحت بار متمرکز  الکترومگنتوالاستیک با خاصیت تابعی ماده صفحه مستطیلی از جنس

مکانیکی با دامنه 
0 اي الکتریکی و مغناطیسی و درون صفحه

0D  و
0B 0ر با ظدر لبه متناx  مطابق

 ( در نظر گرفته شده است.1شکل )
)(),0( 00 yyyzx    

)(),0( 00 yyDyDx    

)(),0( 00 yyByBx                                                 )13( 

تحت هر نوع بارگذاري صفحه مستطیلی از این حل بعنوان تابع گرین در  .دیراک استدلتاي تابع  x)(که 

 خود تعادلی می توان استفاده نمود.

 شوند:صفحه مستطیلی بصورت زیر نوشته میدیگر  شرایط مرزي روي لبه هاي
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,0),( hxw   ,0),( hx  ,0),( hx                                 )14( 

د بود از:ن(، عبارت خواه81حل عمومی معادلات ) با استفاده از روش جداسازي متغیرها،  
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hyax  0,0  

             (15)  

( روي معادلات بالا، 14، پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی رابطه )مکانیکی شرایط مربوط به جابجایی اعمال

 روابط زیر خواهد شد:منجر به 
0 nnn IEC  

22 )( hniPn                                                           )16( 

است. در ادامه، با بکار بردن شرایط مربوط به تنش، جابجایی الکتریکی و مغناطیسی  1iدر حالیکه 

 ( نتایج زیر بدست می آیند:85( و )15و استفاده از معادلات ) (14ذکر شده در رابطه )

)tan( aPAB nnn   

)tan( aPGH nnn   

)tan( aPKL nnn                                                         )17( 

 

 

 قطه اينمایش ورق مستطیلی الکترومگنتوالاستیک با خاصیت تابعی تحت بار ن -2شکل
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 شوند:بنابراین جابجایی مکانیکی، پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی بصورت زیر ساده می
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 دهد:(، روابط زیر را نتیجه می11( و روابط )13استفاده از شرایط )
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            (19)  

 

)sin(( در 19با ضرب کردن طرفین معادله ) hym  و انتگرال گیري نسبت بهy  تا  0ازh  و با در نظر

),( ( توابع11گرفتن رابطه ) yxw ،),( yx  و),( yx شوند:بصورت زیر ارائه می 
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(31) 
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 باشند.می

بصورت و مغناطیسی  جابجایی الکتریکی ،مولفه هاي میدان تنش( 31( و )85)با استفاده از روابط در نهایت، 

 شوند:زیر حاصل می
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           (31)  

در محل اعمال بار داراي تکینگی از نوع کوشی است. و مغناطیسی  میدان تنش، جابجایی الکتریکیمولفه 

توان در ادامه حل نابجایی بدست آمده را می تطبیق کامل دارد. [81] روابط بالا با نتایج بدست آمده درمرجع

ساخته شده از مواد تابعی حاوي چندین ترک بکار برد که  ورق مستطیلی الکترومگنتوالاستیکبراي تحلیل 

گردد. با حل معادلات انتگرالی، دانسیته امر منجر به تشکیل معادلات انتگرالی با تکینگی از نوع کوشی میاین 

توان ضرایب شدت کمک آن میه آید و بنابجایی بر روي وجوه ترکهاي احاطه شده در محیط بدست می

 را در نوک ترکها محاسبه نمود. و مغناطیسی جابجایی الکتریکی ،تنش

 

 های حاوی ترک ات انتگرالی در محیطمعادل -5
با رفتار  صفحه مستطیلی الکترومگنتوالاستیکتوان براي تحلیل حل نابجایی بدست آمده در بخش قبل را می

صفحه مستطیلی الکترومگنتوالاستیک با چندین ترک بکار برد. فرض کنید که در تضعیف شده توسط تابعی 

 پارامتري ترکها بصورت زیر هستند. رک وجود دارد. معادلات ت Nرفتار تابعی 
)(sxx ii   

  11,...,2,1)(  sNisyy ii   )33( 

مماس بر سطح ترک بوده و  t طوري انتخاب شده است که محور nو  tسیستم مختصات عمود بر هم 

 و مغناطیسی و جابجایی الکتریکیاي صفحهبردار تنش خارج  مبداء مختصات روي سطح ترک حرکت کند.

در مختصات  و مغناطیسی جابجایی الکتریکی ،هاي تنشام بر حسب مولفه iروي سطح ترکاي درون صفحه

 کارتزین بصورت زیر است:

izxizyiizn yx  sincos),( 
 

ixiyiin DDyxD  sincos),( 
 

ixiyiin BByxB  sincos),(                                        )34( 

 

در رابطه بالا 
i هايزاویه بین محور x  وt توزیع نابجایی با چگالی نامشخصدادن با قرار باشد.می )(tB jw ،

)(tB j  و)(tB j  روي ترکj ام به مختصات))(),(( tytx jj  روي المان بینهایت کوچک

dttytxdtl jjj

22 )]([)]([  ایجاد شده روي سطح ترک  و مغناطیسی جابجایی الکتریکی ،تنش میدان

i  آید که در صورتیکه میام بدستN  باشد با استفاده از اصل جمع آثار عبارت خواهد ترک وجود داشته

 شد از :
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           (35)  

ناشی از بارگذاري خارجی در محل ترکها  جابجایی الکتریکی و مغناطیسی ،مولفه تنش، [16]باکنر طبق اصل

tB)(،tBwj)(و دانسیته نابجایی گرفته قرار( 35)در رابطه در محیط بدون ترک بعد از تغییر علامت  j  و

)(qB j .کرنل (35)انتگرالی  همعادل در باید محاسبه گردد ),( tsK ij است.لومی مع تابع  

)),()(( ابعوت sysx iizn ،))(),(( sysxD iin
)),()((و   sysxB iin که با توجه به  باشندمیابع معلومی وت نیز

ابع وت استي تکینگی از نوع کوشی داراکه  (35)انتگرالی  هبا حل معادل .دنشوبارگذاري خارجی تعیین می

tB)(،tBwj)( نابجاییدانسیته  j  و)(qB j ید.آمی بدست 

ه بکمک پس از محاسبه دانسیته نابجایی بر روي ترکهاي احاطه شده در محیط بایستی روابطی ارائه نمود ک

در نوک ترکها را بر حسب دانسیته نابجایی بر  و مغناطیسی جابجایی الکتریکی آنها بتوان ضرایب شدت تنش،

و با استفاده از تعریف تابع دانسیته نابجایی، بازشدگی دهانه ترک و پتانسیل الکتریکی تعیین کرد.  وي ترکهار

 .آیدام از رابطه زیر بدست میjبراي ترک مغناطیسی 




 

s

jjjwjj dttytxtBswsw
1

22 )]([)]([)()()(  




 

s

jjjjj dttytxtBss
1

22 )]([)]([)()()(   




 

s

jjjjj dttytxtBss
1

22 )]([)]([)()()( 

 

Nj ,...,2,1  )36( 

 

باشد تعداد ترکها می Nحد پایین که مشخص کننده ابتداي ترک با طول بی بعد شده واحد و  1آن که در

11و   tdttytx jj

22 )]([)]([  است. بعد شده ترک طول المان بی)(sw j

و)(sw j

  به ترتیب

sj)(مکان لبه بالایی و پایینی، نشان دهنده تغییر 


و)(sj


  به ترتیب نشان دهنده پتانسیل الکتریکی لبه

sj)(و  بالایی و پایینی ترک


و)(sj


 ل مغناطیسی لبه بالایی و پایینی به ترتیب نشان دهنده پتانسی

 در نقطه اي واقع بر ترک است.  ترک

 توان نوشت. باشد بنابراین میکه باز شدگی خارج از ترکها صفر می از آنجائی
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1
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22 },,{0)]([)]([)( wkdttytxtB jjkj
                 )37( 

دلات ب یکتا براي معاروابط بالا به معادلات انتگرالی بدست آمده باید اضافه شود تا به لحاظ ریاضی جوا

، پتانسیل الکتریکی و ( از نظر فیزیکی تک مقداري بودن تابع تغییر مکان37انتگرالی بدست آید. رابطه )

 کند.خارج از ترکها را ایجاب می مغناطیسی

جابجایی  ،آید. بعلت تکینگی تنشبدست می( 37و ) (35)با حل همزمان معادلات انتگرالی  نابجاییدانسیته 

tg)(شود که بصورت زیر در نظر گرفته می نابجاییدر نوک ترکها تابعیت دانسیته و مغناطیسی  یکیالکتر kj 

 باشد.-تابع محدود و پیوسته می

},,{,11,
1

)(
)(

2
wkt

t

tg
tB

kj

kj 


                   )31( 

ارائه گردید. در  [17] و همکاران Erdogan حل عددي معادلات انتگرالی با تکینگی کوشی اولین بار توسط

هاي چندجمله اي چبیشهف و نظائر آن تعیین این روش معادلات انتگرالی در نقاط خاصی که توسط ریشه

شود با حل این سیستم معادلات جبري شود گسسته شده و به دستگاه معادلات جبري خطی تبدیل میمی

 .آیدبدست میاند در نقاطی که در آنها معادلات گسسته شده نابجاییدانسیته 

ام بر حسب بازشدگی دهانه ترک بصورت iبراي ترک و مغناطیسی جابجایی الکتریکی  ،یب شدت تنشاضر

 شود.زیر تعریف می
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 که با رابطه زیر قابل بیان می باشد. بودههاي چپ و راست ترک ترتیب بیانگر نوکه ب Rو  Lهاي اندیس
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 شود.بصورت زیر حاصل میجابجایی الکتریکی و مغناطیسی  جام عملیات جبري، ضرایب شدت تنش،از انبعد 
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 عددی نتایج و مثالهای -6

باشد. در قسمت اول این بخش مثالهایی براي صحت سنجی نتایج و این بخش شامل دو قسمت مهم می

محل  ،مثالهایی براي نشان دادن تاثیر طول ترک و اندرکنش بین ترکها روابط بدست آمده و در بخش دوم

انجام  کی و مغناطیسیثوابت ماده تابعی بر روي ضرایب شدت تنش، جابجایی الکتری اعمال بار نقطه اي و

 باشد:میدر این مثالها، خواص ماده بصورت زیر شده است. 

2

9

11021502
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440 1064.5,8.5,104.4
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C
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m

C
e

m

N
c 
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Am

N
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2
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110150 10367.5,1097.2,275   
 

به صورت رابطه  به ترتیب که در این مقاله استفاده شدهو مگنتومکانیکی  ضریب همبستگی الکترومکانیکی

11001500 / deDD    11001500و /  hBB  و  جابجایی الکتریکی ،شود. ضرایب شدت تنشتعریف می

lKبه ترتیب بوسیله  مغناطیسی M 00 ، )/()( 15011000 ledK D   و)/()( 15011000 lhK B  

مساله به با صفر قرار دادن خواص الکترومغناطیس،  باشد.بیانگر نصف طول ترک می lشوند که بعد میبی

 ارائه شده است. Faal and Dehgan [81]شوند که توسط حالت ورق مستطیلی با خاصیت تابعی تبدیل می

با صفحه مستطیلی را روي ضریب شدت تنش، براي  ( تاثیر موقعیت ترک و ثابت تابعی 4( و )3شکلهاي )

haتابعی با طول خاصیت  2 ض و عرh با طول بی بعد شده  عموديتضعیف شده توسط یک ترک

2.02 hl دهند. که همین دو مثال توسطن میشانFaal  وDehgan  [18]  حل شده است و نتایج مقایسه



 99                                                                          الکترو مگنتو الاستیک ... ماده تحلیل تنش در صفحه مستطیلی از جنس

 

 خوبیآنها تطبیق  شود نتایج ارائه شده در این دو نمودار با نتایج ارائه شده توسطاند بطوریکه دیده میگردیده

ضریب شدت تنش بی بعد ( 3شکل ) دارد.
MM KK 0

hycرا بر حسب فاصله بی بعد  
دهد در نشان می 

حالیکه 
cy  .فاصله عمودي مرکز ترک از لبه پایینی صفحه مستطیلی استL  وU  به ترتیب نشان دهنده

براي دو نوک ترک در ابتدا با نزدیک  شده نوکهاي پایینی و بالایی ترک هستند. ضریب شدت تنش بی بعد

 یابد.از بار کاهش می شدن به بار نقطه اي افزایش یافته و سپس با دور شدن

( تغییرات ضریب شدت تنش بی بعد 4شکل )
MM KK 0

axcرا بر حسب فاصله بی بعد  
دهد. نشان می 

( مشخص است، ضریب شدت تنش بی بعد شده براي دو نوک ترک با دور شدن از 4چنانچه از نمودار شکل )

 یابد.بار نقطه اي کاهش می

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 یت ترکتغییرات ضریب شدت تنش بی بعد شده براي یک ترک عمودي برحسب موقع -3شکل

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 از بار نقطه ايترک  فاصلهبرحسب  شدت تنش بی بعد شده براي یک ترک عموديتغییرات ضریب  -4شکل
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اي روي ضریب شدت جابجایی الکتریکی براي یک صفحه تاثیر محل اعمال بار نقطه بعدي، مثالدر 

ک ترک عمودي نشان داده شده است. حاوي ی از جنس ماده الکترومگنتوالاستیک با ضخامت نازک مستطیلی

hycمرکز ترک در باشد. در این مثال می 3ha بوده و 1Bو  2Dدر این مثال  5.0  قرار

01.0)(داشته و طول ترک  ml  باشدمی. 
DD KK 0

باشد. دلیل این می Lبیشتر از نوک  Uبراي نوک  

. چنانچه از نمودار استبیشتري داراي مدول الاستیک  Lنسبت به نوک ترک  U است که نوک ترک آنامر 

DDاي به نوکهاي ترک، بار نقطهبا نزدیک شدن  ( مشخص است،5شکل ) KK افزایش یافته و با دور شدن  0

بی  جابجایی مغناطیسیضریب شدت (، نمودار 6در شکل ) یابد.اي از نوکهاي ترک دوباره کاهش میبار نقطه

براي ورق  48.0,24.0hمتفاوت  پارامترهاي تابعیبه ازاي  طول ترک بی بعد شدهبعد بر حسب 

چنانچه از شکل زیر  نشان داده شده است.مستطیلی از جنس ماده الکترومگنتوالاستیک با ضخامت نازک 

، hطول ترک و کاهش باشد با افزایش مشخص می
BB KK 0

توان نتیجه از این مثال مییابد. می افزایش

، تاثیر زیادي بر روي hگرفت که تغییرات 
BB KK 0

 دارد. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نمودار تغییرات ضریب شدت جابجایی الکتریکی بی بعد بر حسب محل اعمال بار نقطه اي به ازاي ثابت هاي  -5شکل

 مختلف ماده تابعی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 طول ترک بی بعد شدهبی بعد بر حسب  سیجابجایی مغناطینمودار تغییرات ضریب شدت  -6شکل
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براي سه مقدار متفاوت  hتغییرات ضرایب شدت تنش بی بعد شده براي دو ترک افقی و عمودي بر حسب 

8.0,5.0,2.02 hyc
تغییرات ضریب شدت تنش بی بعد ( 7( رسم شده است. شکل )1( و )7در شکلهاي ) 

توان نتیجه گرفت که ( می7دهد. از نمودار شکل )( براي ترک افقی نشان می1و شکل ) را براي ترک عمودي

 یابد. با افزایش فاصله بین نوک ترکها، اندرکنش بین ترکها ضعیف شده و ضریب شدت تنش کاهش می

5.02عبارت دیگر براي ه شود. ب( پدیده اثر حفاظتی ترک افقی ظاهر می1در شکل ) hyc
، ضریب شدت 

 است. 2Lبیشتر از نوک  2Rتنش نوک 

hRدر دو مثال آخر، ترک دایروي به شعاع  2.0  .با معادلات پارامتري زیر مفروض است 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عموديترک  ماده تابعی برايثابت بعد شده بر حسب تغییرات ضریب شدت تنش بینمودار  -7شکل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بعد شده بر حسب ثابت ماده تابعی براي ترک افقیتغییرات ضریب شدت تنش بینمودار  -8شکل
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pRxx

pRyy

pRxx
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







   11  p  

),(که  cc yx همانند مثالهاي قبل، ورق مستطیلی در این دو مثال نیز دهد. را نشان میترک  مختصات مرکز

 دو مقدار متفاوتبراي  ب شدت تنش بی بعد در نوک ترکهاایمقادیر ضرنازک در نظر گرفته شده است. 

 8.0,4.0h  6و براي زاویه   برحسبhy0
تغییرات ضریب  ( ترسیم شده است.9در شکل ) 

  تنش براي دو ثابت ماده تابعی رفتار یکسانی دارند.شدت 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دو ترک منحنی محل اعمال بار نقطه اي برايبعد شده بر حسب تغییرات ضریب شدت تنش مکانیکی بینمودار  -9شکل

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 رک منحنیبعد شده بر حسب زاویه بین دو تتغییرضریب شدت جابجایی الکتریکی بینمودار  -11شکل
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زیرا افزایش مدول دارد.  2Rضریب شدت تنش بیشتري نسبت به نوک ترک  1Rمطابق این شکل نوک ترک 

برشی در محل نوک ترک به نزدیک بودن محل اعمال بار نقطه اي غلبه کرده و موجب بالاتر بودن ضریب 

( تغییرات ضریب شدت جابجایی 81در نمودار شکل ) .شودمی 2Rنسبت به نوک  1Rشدت تنش در نوک 

رسم شده است. 2.1,8.0,4.0hبراي سه مقدار متفاوت ثابت ماده تابعی  الکتریکی بر حسب زاویه 

، طول ترک افزایش یافته وزاویه  ( مشهود است، با افزایش81شکل) چنانچه از
DD KK 0

 یابد.افزایش می 

 

 نتیجه گیری -7
مستطیل شکل از جنس مواد هوشمند تابعی حاوي چندین  در ورقتحلیل مکانیک شکست در این مقاله، 

 است.  انجام شدهرومغناطیسی اي الکت، تحت بار نقطه اي خارج صفحه اي مکانیکی و درون صفحهترک

 استفاده شد. روش توزیع نابجاییو  انتگرالی براي حل مساله، از روش تبدیل

هم به همراه نابجایی مکانیکی انجام شده است که با  و مغناطیسی در این مطالعه حل نابجایی الکتریکی

گردد. فراهم می ستیکمگنتوالاهاي الکتروتعریف این نوع نابجایی امکان حل مسائل ترک در محیط

همانطوریکه در بخش مربوط به حل مسأله نشان داده شد این نوع نابجایی هم داراي خواصی مشابه نابجایی 

و مغناطیسی روي  پتانسیل الکتریکی ،کمک شرایط مرزي و چند مقداري بودن تغییر مکانه ب .مکانیکی است

 بدست آمده است. اطیسیمولفه هاي تنش، جابجایی الکتریکی و مغن، خط نابجایی

تابعی شامل  با خاصیت مستطیلی الکترومگنتوالاستیکشامل تحلیل تنش  مقالهحل شده در این مسأله 

 در مثالهاي حل شده نتایج کلی زیر حاصل گردید. ،در مجموع باشد کهتعدادي ترک می

که طول ترک و  ، مشاهده شده استعموديدر مثالهاي حل شده براي محیط تضعیف شده توسط یک ترک 

تاثیر زیادي در تغییرات ضرایب شدت میدانی دارد. همچنین تغییر جهت گیري ترک  ثابت ماده تابعی باریکه

باعث تغییر بردار تنش روي سطح ترک شده و تاثیر زیادي در تغییرات ضرایب شدت میدانی دارد. براي 

این در محیط تضعیف شده توسط دو گردد. علاوه بر محیط حاوي دو ترک تغییرات مشابهی مشاهده می

 علت اندرکنش بالا ضرایب شدت میدانی بالاتري نسبت به نوکهاي دور از هم دارند.ه ترک، نوکهاي نزدیک ب

به ترتیب  عبارت دیگر دوري و نزدیکی بار نقطه اي به نوک ترکه همچنین محل اعمال بار نقطه اي یا ب

 اهد شد. باعث کاهش یا افزایش ضرایب شدت میدانی خو

 
 تشکر و قدردانی

 در انجام این تحقیق کمال تشکر و قدردانی را کرجبدینوسیله از حمایت مالی دانشگاه آزاد اسلامی واحد 
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Abstract 
 

In this paper, the static problem of several cracks in a functionally graded piezoelectric–

piezomagnetic (FGPP) rectangular plane subjected to concentrated anti-plane mechanical and 

in-plane electric and magnetic fields is described. The material properties are assumed to vary 

continuously according to exponential functions along the transverse of the FGPP rectangular 

plane. The dislocation method and integral transforms technique are applied to obtain a set of 

Cauchy singular integral equations. The field intensity factors for cracks, are obtained by 

using the corresponding solution to these equations. The numerical examples of mode-III 

problem are presented to illustrate the interesting mechanical and electromagnetic coupling 

phenomena induced by multi-crack interactions. Finally, the effects of material non-

homogeneity constant, the cracks length and the cracks configuration upon the field intensity 

factors are investigated. The obtained conclusions seem useful for design of the magneto-

electro-elastic structures and devices of high performance. 

 


