
 

 

 
 

 

، های چندگانهروش مقیاستحریک رزونانسی و غیررزونانسی، جاذب دینامیکی غیرخطی،  :های راهنماهواژ

 شپدیده پر

 

 مقدمه -1
د. ناند تا از نوسانات ناخواسته اجزای مکانیکی جلوگیری کنمحققان همواره در تلاش بوده دور هایاز گذشته

ای از اهمیت ویژه ،های پرکاربرد در صنایع مختلفبه عنوان یکی از سازه ،نوسانات نامطلوب تیرهاکاهش 

های کارآمد برای نیل به این منظور محسوب های دینامیکی یکی از روشبرخوردار است. استفاده از جاذب

شد که شامل یک  نهادیشفرهم پ توسطبرای نخستین بار استفاده  (9191)جاذب دینامیکی در سال  شود.می

نتایج تحقیق  .شده بودیک درجه آزادی متصل ی نامیرای سیستم جرم و فنر بود که به سیستم نوسانی اولیه

بروز پدیده تشدید در حوالی فرکانس طبیعی  باعث جلوگیری ازاستفاده از جاذب دینامیکی  دهد کهنشان می

رفتار ارتعاشی یک سیستم یک درجه آزادی با جاذب دینامیکی میرا را در هارتوگ  [.9] شودمیسیستم اولیه 

حضور نیروی خارجی هارمونیک مطالعه کرد. او نشان داد که وجود میرایی در ساختار جاذب باعث کاهش 

چشمگیر حساسیت سیستم نسبت به فرکانس تحریک شده، دامنه نوسانات پاسخ نسبت به حالت نامیرا 
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 2رحیم وصال
 دانشجوی دکترا

تحلیل اغتشاشات تیر مجهز به جاذب دینامیکی 

 غیرخطی تحت تحریک رزونانسی و  غیررزونانسی
ارتعاشات پایای تیر در پژوهش حاضر، تأثیر جاذب دینامیکی غیرخطی بر رفتار 

یکسرگیردار تحت تحریک رزونانسی و غیررزونانسی بررسی شده است. پس از 
های بعدسازی و اعمال روش گالرکین، از روش مقیاسبی ،استخراج معادلات حاکم

چندگانه برای حل استفاده شده و تأثیر پارامترهای جاذب بر رفتار ارتعاشی 
دهد در ناحیه ظهور پدیده پرش، تحت سیستم مطالعه شده است. نتایج نشان می

شرایط خاصی، امکان عملکرد بهتر جاذب غیرخطی نسبت به جاذب خطی در 
 امنه وجود دارد. همچنین، گرچه نتایج حاکی از عدم وجود تفاوت عمدهکاهش د

های دینامیکی خطی نامیرا، میرا و در رفتار ارتعاشی سیستم در حضور جاذب
های تحریک غیررزونانسی است ولی جاذب غیرخطی باعث غیرخطی در فرکانس

سیستم نسبت ی فرکانسی غیررزونانسی های تشدید و تغییر بازهجابجایی فرکانس
 شود.به حالت خطی می
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ک جاذب ارتعاشی را به منظور کنترل نوسانات یک سیستم والش و لامانکوسا ی .[9] ابدیکاهش بیشتری می

نسی دورانی سیستم اصلی به عنوان نیروی تحریک در نظر گرفته شد. یک درجه آزادی طراحی کردند. نابالا

هدف از طراحی این جاذب کاهش دامنه نوسانات گذرای سیستم در حین تغییرات احتمالی در وضعیت 

کنترل دامنه امکان دهد که استفاده از جاذب ارتعاشی . نتایج این پژوهش نشان میبودنوسانی پایای سیستم 

نشان دادند که اضافه کردن جاذب  ، نایفه و زووُ(2999)در سال  .[2]ند کفراهم میاصلی را نوسانات سیستم 

دارد.  آندو درجه آزادی به سیستم اولیه یک درجه آزادی تأثیر بسزایی در کاهش دامنه نوسانات کی میدینا

جاذب دینامیکی دو درجه آزادی نسبت به دو جاذب یک نتایج این پژوهش به وضوح نشانگر این است که 

 .[9] ر کاهش دامنه نوسانات سیستم دارددینامیکی مشابه یک درجه آزادی عملکرد بهتری د

ی آنها تنها برای بازهنوع خطی های دینامیکی در کنترل دامنه نوسانات، با وجود مؤثر بودن جاذب

های دینامیکی غیرخطی برای فرکانسی تحریک بسیار محدودی کارایی دارد. این در حالی است که جاذب

را به  جرم متمرکز در انتها با تیریک هاکستون  .[1-4] قابل استفاده هستندتری های فرکانسی گستردهبازه

ی آزادی میرا اضافه کرد. نتایج این پژوهش شامل عنوان جاذب دینامیکی به یک سیستم ارتعاشی یک درجه

 .[8] شودنظور کاهش بیشتر دامنه ارتعاشات سیستم میتنظیم اندازه جرم متمرکز و طول تیر جاذب به م

به عنوان جاذب ارتعاشی برای کنترل دامنه نوسانات یک سیستم یک صلب از یک پاندول  و همکاران گاش

ستفاده کردند. مطالعه آنها شامل دو مرحله، به ترتیب با در نظر گرفتن نیروی جاذبه در مرحله درجه آزادی ا

باشد. در این ، میه عنوان عامل بازگرداننده پاندولنخست و گشتاور ناشی از یک فنر پیچشی در مرحله بعد ب

 .[1،99]برای تحلیل معادلات غیرخطی استفاده شده است هارمونیک بالانس پژوهش از روش 

به بررسی تأثیر جاذب دینامیکی غیرخطی میرا بر رفتار ارتعاشی یک سیستم یونگ شنگ سو و فرگوسن 

زادی پراختند. در این پژوهش از روش بالانس هارمونیک برای حل معادلات غیرخطی حاکم بر یک درجه آ

سیستم استفاده شده است. نتایج بدست آمده از این تحقیق شامل تأثیر سفتی فنر جاذب، دامنه نیروی 

ای تجربی هبر رفتار دینامیکی سیستم و مقایسه نتایج با پاسخ بدست آمده از تستجاذب ی میرائتحریک و 

یک سیستم خطی یک درجه آزادی دارای رفتار دینامیکی ، شیروکی و گندلمن (2998)در سال  .[99]است 

مورد بررسی قرار دادند. در این پژوهش پایداری سیستم را یک جاذب غیرخطی تحت تحریک پارامتریک 

ه ازای ت بدون جاذب و دارای جاذب دینامیکی مورد مقایسه قرار گرفته است. آنها نشان دادند که ببرای حال

  .[92]، اضافه کردن جاذب دینامیکی تأثیر بسزایی در کنترل دامنه نوسانات پاسخ دارد شرایط اولیه خاصی

یک درجه آزادی غیرخطی در حضور جاذب به بررسی رفتار دینامیکی یک سیستم جی ، (2994)در سال 

دینامیکی غیرخطی تحت تحریک خارجی پرداخته است. فرکانس طبیعی جاذب نزدیک به یک سوم فرکانس 

طبیعی سیستم خطی متناظر اولیه در نظر گرفته شده است. نتایج بدست آمده از این تحقیق شامل بررسی 

باشد ی و سفتی فنر جاذب بر رفتار ارتعاشی سیستم میپدیده پرش در دامنه نوسانات و تأثیر ضریب میرای

مورد  [91] جوانگو  [94]جیکوت  وسطتهای ارتعاشی خطی برای تیرهای خمشی طراحی جاذب .[99]

های روشی برای طراحی جاذب ارائهبه با استفاده از روش المان محدود  ونگمطالعه قرار گرفته است. 

 . [91]پرداخت تیر  دامنه نوساناتکاهش  به منظوردینامیکی 
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تیر به مطالعه تئوری و تجربی ارتعاشات یک پاندول به عنوان جاذب ارتعاشی جووالچی و ارتاش با استفاده از 

قابل نشان دهنده تأثیر نتایج مطالعات آنها  .[91]پرداختند  یکسرگیردار دارای جرم متمرکز در انتهای آزاد

به بررسی رفتار کوجیما و سایتو باشد. میجاذب دینامیکی بر کاهش دامنه نوسانات سیستم اصلی  ملاحظه

در حضور جاذب دینامیکی غیرخطی  جابجایی هارمونیکتحت تحریک گاه ساده ارتعاشی یک تیر دو سر تکیه

رافسون برای بدست آوردن پاسخ فرکانسی سیستم  -. آنها از روش بالانس هارمونیک و نیوتنتندپرداخ

  .[98]استفاده کرده و پایداری پاسخ را مورد ارزیابی قرار دادند 

گاه ساده دارای جاذب دینامیکی برنولی دو سر تکیه -لریاوارتعاشات اجباری تیر جورجیادس و واکاکیس 

پس از کاهش مرتبه معادلات  ،غیرخطی را مورد مطالعه قرار دادند. آنها برای بدست آوردن پاسخ سیستم

های حل عددی به بررسی رفتار ارتعاشی سیستم به کمک روش ،دیفرانسیلی حاکم به وسیله روش گالرکین

د. نسبت انرژی تلف شده در جاذب به کل انرژی اعمال شده به تیر و عوامل تأثیرگذار بر این نسبت نپرداخت

 .[91]در این پژوهش مورد بررسی قرار گرفته است 

به را  ه در حضور جاذب دینامیکی غیرخطیگاه سادارتعاشات اجباری تیر دو سر تکیهآوراموف و گندلمن 

در این پژوهش لیاپانوف . همچنین پایداری پاسخ تیر با کمک روش مورد مطالعه قرار دادند صورت عددی

در دو ساده  هایگاهتکیه تیر باو همکاران  مرتضی دردل ،(2991)در سال  .[29]ت مورد بررسی قرار گرف

. آنها از [29] دی غیرخطی مورد بررسی قرار دادندر حضور جاذب دینامیک را تحریک هارمونیک انتها تحت

د. در این پژوهش تأثیر حضور دن پاسخ پایای سیستم استفاده کردنبرای بدست آور عددی خاصی هایروش

 سیستم اولیه نشان داده شده است. جاذب در کاهش دامنه نوسانات

باشد و ای دینامیکی مرسوم میهررسی ارتعاشات تیرها در حضور جاذبهای عددی در باستفاده از روش

ارائه جزئیات  های تحلیلید. مزیت استفاده از روشدهاطلاعات مفیدی در خصوص رفتار نوسانی آنها ارائه می

 مدل سخ و ایجاد درک بهتر از روابط حاکم بر مشخصات فیزیکیدر خصوص تأثیر پارامترهای مختلف بر پا

ایی همچون پرش ههای غیرخطی و مطالعه پدیدههای تحلیلی، بررسی رفتار سیستماست. با استفاده از روش

 این در حالی است که مطالعه ،استپذیر ی نوسانات در تمامی نواحی فرکانسی به سادگی امکاندر دامنه

 باشد.ای عددی مستلزم تغییر روش حل در هر مرحله میهبا استفاده از روش ین رفتارهاییچن

در حضور  ،به بررسی رفتار دینامیکی تیر یکسرگیرداربا استفاده از روش اغتشاشات در پژوهش حاضر، 

تحت تحریک  ،ی خطیخطی و غیرخطی از مرتبه سه و میرائجاذب دینامیکی با سفتی متشکل از دو بخش 

از  ،سازیبعدبرنولی برای تیر در نظر گرفته شده است. پس از بی -لریداخته شده است. مدل اوپرپریودیک 

 معادلات حرکت غیرخطی سیستم استفاده شده است.سازی گسسته روش گالرکین برای

های رزونانسی و های چندگانه برای تحلیل معادلات بدست آمده به کار برده شده است. حالتروش مقیاس

معادلات، پاسخ با ارائه فرضیات مسأله و حل  .اندغیررزونانسی برای نیروی تحریک مورد بررسی قرار گرفته

دامنه نیروی  تأثیرپایای سیستم در حوالی فرکانس طبیعی اول و دوم و بین این دو فرکانس استخراج شده و 

مورد حوالی فرکانس طبیعی اول سیستم در و میزان غیرخطینگی فنر جاذب بر پاسخ  تحریک، ضریب میرائی

است. با صرفنظر از اثرات غیرخطی جاذب، حل معادلات سیستم خطی متناظر با استفاده بررسی قرار گرفته 

 ج با جاذب غیرخطی مقایسه شده است.از روش تبدیل لاپلاس بدست آمده و نتای
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  ی غیرخطی میراکینامید جاذبیکسرگیردار مجهز به  یرت -1شکل

 

 ازی و حل اغتشاشاتسلمد -2
دهد که تحت تأثیر نیروی هارمونیک قرار دارد و یک جاذب یک تیر یکسرگیردار را نشان می (9)شکل 

 .به آن متصل شده است غیرخطی میرا دینامیکی
 

 معادلات حاکم بر حرکت عرضی تیر و جاذب دینامیکی به ترتیب زیر هستند:

 الف(-9)
   

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )
δ( ) ( ) δ( )

( ), ( , ) ( ), ( , )

f a

k a c a

w x t w x t
EI A x x f t x x

x x t

f q t w x t f q t w x t


   

     
   

  

 

 ب(-9)   ( ) ( ), ( , ) ( ), ( , ) 0k a c amq t f q t w x t f q t w x t   
 

ی به ترتیب نشان دهنده 𝑓𝑐و  𝑓𝑘 نیروی تحریک خارجی، 𝑓(𝑡) معرف تابع دلتای دیراک،  که در آن

  ممان سطح مقطع تیر حول تار خنثی، 𝐼 نیروی اعمال شده توسط فنر و میراگر جاذب دینامیکی بر تیر،

اعمال نیروی محل به ترتیب معرف فاصله محل اتصال جاذب و  𝑥𝑓 و 𝑥𝑎 سطح مقطع تیر، 𝐴 چگالی تیر،

,𝑤(𝑥 گاه گیردار وخارجی به تیر از تکیه 𝑡) و 𝑞(𝑡) ی جابجایی عرضی تیر و جاذب به ترتیب نشان دهنده

 شوند:تعریف می ب(  -2الف( و ) -2) معادلاتصورت به  𝑓𝑐 و 𝑓𝑘 دینامیکی هستند.

 الف( -2)     
3

( ), ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )k a L a NL af q t w x t k q t w x t k q t w x t    

 ب( -2)   ( ), ( , ) ( ) ( , )c a af q t w x t c q t w x t  

به ترتیب معرف بخش خطی و غیرخطی  𝑘𝑁𝐿 و 𝑘𝐿 ی ضریب میرائی ویسکوز،نشان دهنده 𝑐 که در آن

باشد. با در نظر گرفتن سفتی جاذب به صورت یک پارامتر کوچک و بدون بعد می  ضریب سفتی جاذب و

شود. همچنین با تری از مسائل فراهم میدو بخش خطی و غیرخطی امکان بررسی طیف گستردهترکیب 

توان با صفر قرار دادن یک بخش، مسأله را به صورت کاملاً خطی و یا کاملاً غیرخطی مورد چنین فرضی می

الف( و  -9) ادلاتمع و جایگذاری آنها در (9) معادلهبعد به صورت بررسی قرار داد. با تعریف متغیرهای بی

 بعد نوشت:را به شکل بی آنهاتوان میب(  -9)
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 بنابراین:
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k a c a

x xEI w x t EI w x t EI
f t

L x L t L L

x x EI
f q t w x t f q t w x t

L L

 
 

 

   
 

 

 ب( -4)   2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ), ( , ) ( ), ( , ) 0k a c a

EI EI
mq t f q t w x t f q t w x t

L L
   
 

 

 شوند:به صورت زیر تعریف می 𝑓𝑐(𝑡̂) و 𝑓𝑘(𝑡̂) که در آن

 الف( -1)     
3ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )k a L a NL af q t w x t k q t w x t k q t w x t     

 ب( -1)   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ), ( , ) ( ) ( , )c a af q t w x t c q t w x t  

الف( و  -4) معادلاتسازی با ساده شود.صرفنظر می( ̂  ادگی معادلات، از قرار دادن علامت )به منظور حفظ س

  :توان نوشتمی ب( -4)

 الف( -1)
4 2

4 2

( , ) ( , )
( , )

w x t w x t
g x t

x t

 
 

 
 

 ب( -1)     
3

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0L a NL a amq t k q t w x t k q t w x t c q t w x t       

,𝑔(𝑥 و تابع 𝑡) شود:می زیر تعریفه صورت ب 

(1) 
 

   
3

( , ) δ( ) ( ) δ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

f a L a

NL a a

g x t x x f t x x k q t w x t

k q t w x t c q t w x t

    

    

 

 در نظر گرفت: (8صورت معادله )به توان را میالف(  -1) معادلهحل  [22]با استفاده از روش گالرکین 

(8) 
1

( , ) ( ) ( )m m

m

w x t X x t




 

 که در آن
𝑚

(𝑡) معرف قسمت زمانی پاسخ بوده و 𝑋𝑚(𝑥)  با [22]شکل مودهای تیر یکسرگیردار است .

 :آید( بدست می1معادله ) ،الف( -1)در ( 8) معادلهجایگذاری 

(1) 

2 4

2 4
1 1

1

3

1 1

d d
( ) ( ) ( ) ( )

d d

δ( ) ( )+δ( ) ( ) ( ) ( )

d
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d

m m m m

m m

f a L m a m

m

NL m a m m a m

m m

X x t X x t
t x

x x f t x x k q t X x t

k q t X x t c q t X x t
t

 



  

 

 





 

 

   
   

   

  
     

 

    
        

    

 



 
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. به علت پیچیدگی معادلات، امکان سازی کردسادهرا  (1) معادلهتوان می [22]استفاده از اصل تعامد مودها با 

. [29]محاسبه پاسخ به روش اغتشاشات برای بیش از یک مود ارتعاشی در روش گالرکین وجود ندارد 

𝑛) بنابراین پاسخ فقط برای یک مود =  در کنار تابع 1نظر از نوشتن اندیس  هد شد. با صرفحاسبه خوا( م1

(𝑡) دست یافت: (99) معادلهتوان به می 

(99) 
   

 

32

1 1 1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f a L a NL a

a

t t X x f t X x k q X x t k q X x t

c q X x t

     



     


 


 

پاسخ  [24]های چندگانه . با استفاده از روش مقیاس[22]هستند  𝑋𝑚(𝑥) مقادیر ویژه توابع 𝑚 که در آن

 ود:شدر نظر گرفته می یستم به صورت زیرس

(99) 
2

0 0 1 1 0 1

2

0 0 1 1 0 1

( , ) ( , ) ( , ) O( )

( , ) ( , ) ( , ) O( )

t T T T T

q t q T T q T T

    

  

   


  
 

𝑇𝑛که در آن  = 𝑛𝑡  .برای تحلیل مسأله، پاسخ سیستم در سه حالت مختلف فرکانس در ادامه است

 .گیردمیتحریک مورد بررسی قرار 

 

 فرکانس تحریک نزدیک به فرکانس طبیعی اول سیستم -2-1
شود که قسمت های چندگانه، در این مرحله فرض میاز روش مقیاس برای امکان تحلیل مسأله با استفاده

 . [24]هستند  یغیرخطی ضریب سفتی فنر، ضریب میرایی و نیروی تحریک مقادیر کوچک

 شوند:میدر نظر گرفته پارامترهای سیستم به صورت زیر 

(92) ( ) ( )f t F t

c C








 

-می ، هایجداسازی این معادلات برحسب توان و ب( -1( و )99) در (92( و )99) معادلاتبا جایگذاری 

 دست یافت: (94( و )99)توان به معادلات 

 :0 معادلات مرتبه

 الف( -99) 2 2 2

0 0 1 1 0 1 0D ( ) ( ) 0L a L ak X x k X x q      

2 ب( -99)

0 0 0 1 0( ) 0L L
a

k k
D q q X x

m m
   

 :1 معادلات مرتبه

 الف( -94)
 

   

2 2 2 2

0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0

3

1 1 0 0 1 1 0 0

D ( ) ( ) 2D D ( )D

( ) ( )D ( ) ( )

L a L a a

f a NL a a

k X x k X x q CX x

X x F t CX x q k X x X x q

    



     

   
 

 ب( -94)
 

 

32

0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0

D ( ) 2D D D ( )

D

NLL L
a a

a

kk k C
q q X x q q X x q

m m m m

C
X x

m

 



      


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با در نظر گرفتن باشد. می 𝑇𝑛 عملگر مشتق جزئی نسبت به 𝐷𝑛 که در آن
0

به صورت  𝑞0و  
0

=


0

𝑒𝑖𝑇0  و𝑞0 = 0𝑒𝑖𝑇0،  ( 91) همعادل با استفاده از  توانب( را می -99الف( و ) -99معادلات )حل

 :ست آورددب

(91) 
2 2 2

1 1 1
0

2
01

( ) ( )
0

0( )

L a L a

L L
a

k X x k X x

k k
qX x

m m

 




   
             

  

 

 باشد:می ب( -91و ) (الف -91) اتمعادلبه صورت  (91) همعادلحل عمومی 

1 الف( -91) 0 2 0

0 1 1( )e ( )e cc
i T i T

A T B T  
   

1 ب( -91) 0 2 0

0 1 1 2 1( )e ( )e cc
i T i T

q c A T c B T
 

   

شان دهنده مزدوج مختلط ن ccو های طبیعی سیستم خطی متناظر هستند ها فرکانس 𝑛 که در آن

 محاسبه کرد: (91)از رابطه  توانمیرا  𝑐2و  𝑐1 باشد. ضرایبعبارات ماقبل می

(91) 
1

2

( )

, 1, 2

L
a

n
L

n

k
X x

mc n
k

m

 



 

در نظر  (98معادله )برای بررسی رفتار سیستم در ناحیه تشدید اول، نیروی تحریک هارمونیک به صورت 

 شود:گرفته می

(98)  
1 0 1( )

0 2
1 0, sin cc

2

i T TF
F t F t e





  

       

 است که میزان نزدیک بودن کننده پارامتر تنظیم  به 1  دهدمیرا نشان. 𝐴(𝑇1) و 𝐵(𝑇1)  از

 آید:یو حذف جملات سکولار بدست م ب( -94الف( و ) -94) در (98( تا )91معادلات ) جایگذاری

 الف( -91)  1 0 2 02 2 2

0 1 1 1 1 1 1 11 12D ( ) ( ) e e cc NST
i T i T

L a L ak X x k X x q     
       

1 ب( -91) 0 2 02

0 1 1 1 1 21 22D ( ) e e cc NST
i T i TL L

a

k k
q q X x

m m
   

      

 جملات غیرسکولار است و ضرایبنشانگر  NST که در آن
𝑖𝑗

, 𝑖, 𝑗 =  به صورت زیر هستند: 1,2

(29) 

1( )12 2
11 1 1 1 1 1 1 1 1 0

2

12 2 2 1 2 2 1 1 2

21 1 1 1 1 1 1 1

22 2 2 2 2 2 1

( )
2 ( ) ( ) ( )

2

2 ( ) ( ) ( )

2 ( )

2 ( )

i Tf

a a NL a

a a NL a

NL
a

N
a

X x
i A i CX x A ic CX x A k X x F e

i B i CX x B ic CX x B k X x

kC C
ic A ic A i X x A

m m m

kC C
ic B ic B i X x B

m m




 

 

 





        

       

       

        2
L

m


 

 است و 𝑇1 نشانگر مشتق نسبت به«  ́  »علامت که در آن 
1

 و 
2

  شوند:به صورت زیر تعریف می 
 

 الف( -29)

3 2 2 3 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2

2 2

1 2 1 2 1 1 2

2 3 2 2

1 1 1 1 1

3 ( ) 3 9 ( ) 6

6 ( ) 12 ( ) 12 ( )

6 ( ) 6 ( ) 9 ( )

a a

a a a

a a a

X x A A A Ac X x A Ac ABBc c

X x ABBc X x ABBc X x ABBc c

X x ABBc X x ABB X x A Ac

    

  

  
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 ب( -29)

3 2 2 3 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2

3 2 2 2

1 1 1 1 2 1 1

2

1 2 1 1 2

3 ( ) 3 9 ( ) 9 ( )

6 ( ) 6 ( ) 6 12 ( )

6 ( ) 12 ( )

a a a

a a a

a a

X x B B B Bc X x B Bc X x B Bc

X x AAB X x AABc AABc c X x AABc

X x AABc X x AABc c

    

   

 

 

𝐴̅ و 𝐵̅ به ترتیب مزدوج مختلف 𝐴 و 𝐵 هایهستند. با صفر قرار دادن ضرایب عبارت 𝑒𝑖1𝑇0 و 𝑒𝑖2𝑇0 در 

، چهار معادله با دو مجهول ظاهر خواهند شد که منجر به حل معقول ب( -91الف( و ) -91عادلات )م

 :[21] شودنظر گرفته میشود. لذا برای حذف جملات سکولار، حل به صورت زیر در نمی

(22) 
1 0 2 0

1 0 2 0

1 1 1 2 1

1 1 1 2 1

( )e ( )e

( )e ( )e

i T i T

i T i T

P T P T

q Q T Q T

  

 

 

 
 

 ب( -29الف( و ) -29) معادلاتتوان به می ب( -91الف( و ) -91)در ( 22( تا )29معادلات )با جایگذاری 

 دست یافت:

 الف( -29)
2 2 2

1 1 1 1
1 11

2
1 211 1

( ) ( )

( )

L a L a

L L
a

k X x k X x
P

k k
QX x

m m






   
              

  

 

 ب( -29)
2 2 2

1 1 2 1
2 12

2
2 221 2

( ) ( )

( )

L a L a

L L
a

k X x k X x
P

k k
QX x

m m






   
              

  

 

  ب( -24الف( و ) -24) معادلاتصورت به توان را می ب( -29الف( و ) -29) معادلاتشرط وجود جواب برای 

 :نشان داد

2 الف( -24)

11 1 21 1( ) 0L
L a

k
k X x

m
 

 
   

 
 

2 ب( -24)

12 2 22 1( ) 0L
L a

k
k X x

m
 

 
   

 
 

شوند میدر نظر گرفته  (21معادله )به صورت  𝐵(𝑇1)و  𝐴(𝑇1)، ب( -24الف( و ) -24) معادلات برای حل

[24]: 

(21) 1 1 2 1( ) ( )

1 1 1 1 2 1

1 1
( ) ( ) , ( ) ( )

2 2

i T i TA T a T e B T a T e 
  

( 21)و ( 29(، )29معادلات ) پس از جایگذاری 2́و  𝑎1́، 𝑎2́، 1́ با صفر قرار دادن مقادیرپاسخ حالت پایا 

 -21الف( و ) -21)معادلات های حقیقی و موهومی به صورت و جداسازی بخش ب( -24الف( و ) -24در )

 آید:بدست میب( 

 الف( -21)
2 2 2 2 2 2 2 2 3 2

2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2 3 2 3 2

2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2

3
( ) 2 2 ( ) 4 ( ) 4 ( )

8

3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) ( ) 0

NL a a a a

a a a a a

k X x a c c a c X x a c c X x a c X x a c a

c X x a c X x a c X x a X x a X x a

     

     

 

 ب( -21) 3

1 2 2 1 2

1
( ) ( ) 0

2
a aCX x a X x c   
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های حقیقی ام بخشبا ادغ .صفر است 𝑎2 توان دریافت که در حالت پایا مقدارمیب(  -21)معادله  با توجه به

 دست یافت: (21) معادلهتوان به میالف(  -21) و موهومی معادله

(21) 
 

 

2
2

32 31
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 223
2 201

1 1 1 1 1 1

3
( ) ( ) ( )

8

( ) ( ) ( ) 0
2 4

L
L a NL a a

L
a a f

k
a k X x a c k a X x X x c

m

F k
X x c CX x a X x

m

 
  

       
  

   
      

  

 

قابل محاسبه است و بسته به  𝑎1 بودن پارامترهای مسأله، مقدارو با معلوم ( 21)معادله با استفاده از 

 پذیر است.امکان برای آن پارامترهای سیستم، وجود یک یا سه جواب حقیقی

 

 نزدیک به فرکانس طبیعی دوم سیستمفرکانس تحریک  -2-2
شود که نیروی تحریک، قسمت غیرخطی ضریب سختی فنر و در این حالت همانند مرحله قبل فرض می

در این مرحله نیز برقرار هستند و  (91( تا )92عادلات )مضریب میرایی مقادیر کوچکی هستند. بدین ترتیب 

برای رعایت اختصار از بازنویسی آنها خودداری شده است. برای بررسی رفتار سیستم در ناحیه تشدید دوم، 

 :شوددر نظر گرفته می (28عادله )منیک به صورت نیروی تحریک هارمو

(28) 2 0 1( )
0 2

2 0, ( ) sin cc
2

i T TF
F t F t e





  

       

برقرار خواهند بود، با این  ب( -91الف( و ) -91) معادلاتبا صفر قرار دادن ضرایب جملات سکولار، بار دیگر 

ضرایب تفاوت که 
𝑖𝑗

, 𝑖, 𝑗 =  شوند:این بار به صورت زیر تعریف می 1,2

(21) 

1

2

11 1 1 1 1 1 1 1 1

( )12 2
12 2 2 1 2 2 1 1 2 0

21 1 1 1 1 1 1 1

22 2 2 2 2 2 1

2 ( ) ( ) ( )

( )
2 ( ) ( ) ( )

2

2 ( )

2 ( )

a a NL a

i Tf

a a NL a

NL
a

N
a

i A i CX x A ic CX x A k X x

X x
i B i CX x B ic CX x B k X x F e

kC C
ic A ic A i X x A

m m m

kC C
ic B ic B i X x B

m m




 

 

 





       

        

       

        2
L

m


 

 که در آن
1

و  
2

روند کار برای حل معادلات و بدست شوند. یتعریف مب(  -29الف( و ) -29)معادلات  با 

 𝑎1 شود. در این حالتی قبل است و از بازنویسی آن خودداری میآوردن پاسخ پایای سیستم همانند مرحله

  آید:بدست می( 99)معادله از  𝑎2 صفر بوده و

(99) 
 

 

2
2

32 32
2 2 2 1 2 2 2 2 1 1 2

2 223
2 202

1 2 1 2 1 2

3
( ) ( ) ( )

8

( ) ( ) ( ) 0
2 4

L
L a NL a a

L
a a f

k
a k X x a c k a X x X x c

m

F k
X x c CX x a X x

m

 
  

       
  

   
      

  

 

 آوردن نتایج عددی استفاده شده است.برای بدست  (99)معادله از 
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 مابین دو فرکانس طبیعی اول و دومفرکانس تحریک در حالت غیرتشدیدی و  -2-3
در این حالت فرض بر این است که فرکانس تحریک بین دو فرکانس طبیعی اول و دوم سیستم بوده و به 

در نظر گرفته  0 اندازه کافی از آنها دور باشد. در این حالت، نیروی تحریک و ضریب میرایی جاذب از مرتبه

 :شودگرفته میدر نظر  (99)معادله . نیروی تحریک به صورت [24] شوندمی

(99)   0 sinf t f t  

  دست یافت: ب( -92الف( و ) -92)توان به معادلات ، می(99)معادله پاسخ به صورت  در نظر گرفتنبا 

 الف( -92)
 2 2 2 2

0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 0

D ( )D ( ) ( )D

( ) ( ) sin

a L a a

L a f

CX x k X x cX x q

k X x q X x f t

      

  
 

2 ب( -92)

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0D D ( )D ( ) 0L
L a a

kc c
q q k q X x X x

m m m
      

 توان به صورت مجموع دو قسمت گذرا و پایا نوشت:را میب(  -92الف( و ) -92)معادلات پاسخ 

(99) 0 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )h p h pt t t q t q t q t      

 و 𝑞ℎ(𝑡) یعنی(، 99) پاسخ گذرای سیستم در معادله
ℎ

(𝑡) ،کند. با گذشت زمان به سمت صفر میل می

 :[21]شود نظر گرفته میپاسخ پایا به صورت زیر در 

(94) 0

0

( )

( )

p i t

p

t
e

q t Q




   
   

    
 

 :ودشحاصل می (91) معادلهبدین ترتیب 

(91) 
2 2 2 2

1 1 1 1 1
0 0 1

2
01 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0( ) ( )

L a L a L a a
f

L
L a a

k X x i ck X x k X x i cX x
f X x

k c
Qk X x i cX x i

m m

       
                 

  

 

شود. بدین نشان داده می [𝐴] و با [21]به ماتریس ایمپدانس معروف است  (91) معادلهماتریس ضرایب 

 ترتیب پاسخ سیستم به صورت زیر قابل بیان است:

(91) 21 0 1 22 0 1

0 0

11 22 12 21 11 22 12 21

( ) ( )
,

f fA f X x A f X x
Q

A A A A A A A A


  

 
 

𝐴𝑖𝑗 که در آن , 𝑖, 𝑗 = برای بدست آوردن  (91) معادلههستند. از  [𝐴]نشان دهنده اعضای ماتریس 1,2

 نتایج عددی استفاده شده است.
 

 تحلیل خطی مسأله -3
منظور بررسی رفتار دینامیکی تیر با جاذب دینامیکی با دو فرض خطی و غیرخطی بودن جاذب و به 

شود. در چنین حالتی ی بهتر اثرات غیرخطی فنر جاذب، ابتدا جاذب از نوع خطی در نظر گرفته میمشاهده

این بخش ابتدا با های تحلیل خطی نیز قابل بررسی است. در تحلیل مسأله علاوه بر روش اغتشاشات، با روش

ی رزونانس مسأله در ناحیه ،نظر کردن از بخش غیرخطی فنر جاذب، با استفاده از روش اغتشاشات صرف

حلیل، نتایج حاصل با نتایج بدست آمده از روش تحلیل خطی )استفاده سنجی تصحهو به منظور ررسی شده ب

 گیرد.از تبدیل لاپلاس( مورد مقایسه قرار می
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 شاتحل اغتشا -3-1
( 91)معادله ی رزونانس اول را از در ناحیه 𝑎1 توان مقدارمی (21)معادله در  𝑘𝑁𝐿 با صفر قرار دادن مقدار

 بدست آورد:

(91) 
 

22 3
2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

22
2 20

1 1

( ) ( ) ( )
2

( ) 0
4

L
L a a a

L
f

k
a k X x a c X x c CX x a

m

F k
X x

m

 
    

         
    

 
   

 

 

معادله و جایگذاری نتیجه حاصل در ( 21)معادله در ( 91)معادله بدست آمده از  𝑎1 با جایگذاری مقدار

آید. بنابراین تغییرات پاسخ بدست می 𝑋1(𝑥) آید که با ضرب آن درزمانی پاسخ بدست می، بخش (91)

 دامنه پاسخ در برابر فرکانس تحریک در حوالی تشدید اول قابل بررسی است.

 تبدیل لاپلاسبا استفاده از حل  -3-2

 :دست یافتب(  -98الف( و ) -98)توان به معادلات می، (1)و  (1)در معادلات  𝑘𝑁𝐿 با صفر قرار دادن مقدار

 الف( -98)
4 2

4 2

( , ) ( , )
( , )

w x t w x t
u x t

x t

 
 

 
 

 ب( -98)   ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0a L amq t c q t w x t k q t w x t     

𝑓(𝑡)نکه در آ = 𝑓0 𝑠𝑖𝑛𝑡 و است 𝑢(𝑥, 𝑡)  شود:تعریف می (91)با معادله 

(91)     ( , ) δ( ) ( ) δ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )f a L a au x t x x f t x x k q t w x t c q t w x t        

الف( و  -49)معادلات در حوزه لاپلاس به صورت  ب( -98الف( و ) -98)معادلات ی صفر، با فرض شرایط اولیه

 آید:بدست می ب( -49)

 الف( -49)
4

2

4

( , )
( , ) ( , )

w x s
s w x s u x s

x


 


 

 ب( -49)   2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0a L as mq s sc q s w x s k q s w x s     

 

,𝑤̅(𝑥𝑎 که در آن 𝑠)، 𝑢̅(𝑥, 𝑠) و 𝑞̅(𝑠) به ترتیب تبدیل لاپلاس توابع 𝑤(𝑥, 𝑡)، 𝑢(𝑥, 𝑡) و 𝑞(𝑡) 

 ( دست یافت:49)به معادله  توانمی 𝑥 نسبت بهالف(  -49)ی باشند. با تبدیل مجدد لاپلاس از معادلهمی

(49) 
3 2

4 2

( , ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )
( , ) x xx xxxU p s p w s p w s pw s w s

W p s
p s

   



 

,𝑊̅(𝑝 که در آن 𝑠) تبدیل لاپلاس 𝑤̅(𝑥, 𝑠) بوده و 𝑝 .متغیر در حوزه لاپلاس است 𝑤̅𝑥(0, 𝑠)، 

𝑤̅𝑥𝑥(0, 𝑠) و 𝑤̅𝑥𝑥𝑥(0, 𝑠) ی مشتقات اول تا سومبه ترتیب نشان دهنده 𝑤̅(𝑥, 𝑠) نسبت به 𝑥 در 𝑥 =

عکس تبدیل لاپلاس گرفتن دو بار و  𝑝نسبت به  ب( -49) عکس تبدیل لاپلاس گرفتن از معادلههستند. با  0

 . [28]آید و اعمال شرایط مرزی پاسخ سیستم بدست می 𝑠 و 𝑝 نسبت به (49) از معادله
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ی نوسانات انتهای آزاد تیر در حضور جاذب دینامیکی خطی میرا در رزونانس اول با دو روش حل مقایسه دامنه -2شکل 

𝑓0های چندگانه و تبدیل لاپلاس با نصب جاذب دینامیکی و ایجاد تحریک سینوسی در انتهای آزاد تیر، مقیاس = 𝐹0 =

0.015 ،𝑐 = 𝐶 = 0.01 ،𝑘𝐿 = 𝑚و  3 = 0.2 
 

 ب( -98الف( و ) -98)ی نتایج بدست آمده از این دو روش، فرکانس تحریک در معادلات به منظور مقایسه

 ی رزونانس اول در نظر گرفته شده است.در ناحیه

( مقایسه پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر در حوالی فرکانس طبیعی اول سیستم را برای دو روش 2شکل )

-شود، مطابقت خوبی در پاسخدهد. همانطور که مشاهده میدگانه نشان میهای چنتبدیل لاپلاس و مقیاس

 های بدست آمده از این دو روش وجود دارد.

به طور همزمان، به ترتیب به  𝑐 و 𝑘𝐿و مقادیر  𝑐 توان با صفر قرار دادن مقدار، می(98)معادله با توجه به 

ذب دست یافت. پاسخ فرکانسی سیستم خطی در معادلات حرکت برای حالت جاذب خطی نامیرا و بدون جا

 رسم شده است. (4)و  (9)های شکل

 4دارای  999بعد کوچکتر از ی فرکانسی بیتوان دریافت که سیستم در بازهمی (9)با توجه به شکل 

مقایسه پاسخ فرکانسی را برای سه حالت بدون جاذب، جاذب دینامیکی  (4)فرکانس طبیعی است. شکل 

جدید در پیک شود با اضافه کردن جاذب به تیر یک دهد. همانطور که مشاهده مینامیرا و میرا نشان می

دهد. با شود. وجود میرائی به وضوح دامنه نوسانات پاسخ را کاهش میمحدوده فرکانسی مورد نظر ظاهر می

ی اضافه کردن جاذب دینامیکی موجب کاهش چشمگیر دامنه نوسانات پاسخ در بازه (4)ه شکل توجه ب

حتی منجر به افزایش دامنه  92تا  9بین  فرکانسی شود، حال آنکه در سایر نواحیمی 1تا  2.1فرکانسی 

 تأثیر است.نوسانات شده و یا بر آن بی
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 سینوسی جاذب دینامیکی خطی میرا به ازای نصب جاذب و ایجاد تحریکپاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر در حضور  -3شکل

𝑓0در انتهای آزاد تیر،  = 0.015 ،𝑐 = 0.1 ،𝑘𝐿 = 𝑚و  3 = 0.2 
 

 
𝑓0پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر به ازای  -4شکل = 0.015 ،𝑐 = 0.1 ،𝑘𝐿 = 𝑚و  3 = های ، برای جاذب0.2

 در همان نقطه سینوسی تیر با تحریکمختلف دینامیکی خطی نصب شده در انتهای آزاد 
 

به ترتیب پاسخ فرکانسی سیستم خطی به ازای مقادیر مختلف میرائی و تغییرات بیشینه  (1)و  (1)شکل 

شود، با افزایش مشاهده می (1)همانطور که در شکل  دهند.دامنه نوسانات در رزونانس اول را نشان می

یابد و فرکانس تشدید در س اول ابتدا کاهش و سپس افزایش میمیرائی، بیشینه دامنه نوسانات در رزونان

دامنه نوسانات پاسخ در رزونانس اول توان دریافت که می (1)با توجه به شکل  یابد.رزونانس اول افزایش می

 .رسدبه ازای مقدار مشخصی از میرائی جاذب به کمترین مقدار خود می

Non-dimensional frequency

N
o
n

-d
im

en
si

o
n

a
l
o
sc

il
la

ti
o
n

a
m

p
li
tu

d
e

0 20 40 60 80 100
0

0.1

0.2

Non-dimensional frequency

N
o
n

-d
im

en
si

o
n

a
l
o
sc

il
la

ti
o
n

a
m

p
li
tu

d
e

0 2 4 6 8 10 12
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Absorber with damping

Absorber without damping

Without absorber



   9911نشریة پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                                          سال بیستم، شماره سوم، پاییز                             922

 

 

در انتهای  سینوسی به ازای نصب جاذب دینامیکی خطی میرا و ایجاد تحریکپاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر  -5شکل

𝑓0آزاد تیر،  = 0.015 ،𝑘𝐿 = 3 ،𝑚 =  𝑐و مقادیر مختلف  0.2

 
با نصب جاذب دینامیکی خطی میرا و  𝑐تغییرات دامنه نواسانات انتهای آزاد تیر در رزونانس اول در مقابل  -6شکل

𝑓0در انتهای آزاد،  سینوسی ایجاد تحریک = 0.015 ،𝑘𝐿 = 𝑚و  3 = 0.2 

 تحلیل غیرخطی مسأله -4
در این بخش با در نظر گرفتن فنر جاذب به صورت ترکیب دو بخش خطی و غیرخطی ابتدا به بررسی مسأله 

ی تشدید اول و دوم پرداخته شده و تأثیر پارامترهای جاذب بر پاسخ سیستم مورد مطالعه قرار در محدوده

گرفته است. سپس پاسخ سیستم در نواحی غیررزونانسی )بین تشدید اول و دوم( بدست آمده و با نتایج 

 سیستم دارای جاذب خطی میرا و نامیرا و سیستم بدون جاذب مورد مقایسه قرار گرفته است.
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 تحلیل مسأله در محدوده تشدید اول و دوم -4-1
 𝑎2 و 𝑎1، جایگذاری مقادیر (99( و )21)معادلات  با حلتوان به ترتیب در حوالی تشدید اول و دوم می

و ضرب بخش زمانی بدست آمده از آن  (91)معادله ، جایگذاری نتیجه حاصل در (21)معادله بدست آمده در 

ی نوسانات پاسخ در حضور جاذب خطی و غیرخطی در پاسخ را بدست آورد. مقایسه دامنه 𝑋1(𝑥) در

 نشان داده شده است. (8)و  (1)های رزونانس اول و دوم در شکل

شود شود، غیرخطی بودن فنر جاذب دینامیکی باعث میمشاهده می (8)و  (1)های همانطور که در شکل

های طبیعی سیستم نسبت به حالت خطی تغییر کند. استفاده از روش تحلیلی امکان اطلاع از تا فرکانس

توان می (8)و  (1)های کند. با توجه به شکلفراهم می رفتار واقعی سیستم در تمامی نواحی فرکانسی را

𝑘𝑁𝐿ور حتی اندکی غیرخطینگی به اندازه دریافت که حض = شود که فرکانس ظاهر شدن باعث می 0.15

ی پاسخ در هر دو رزونانس اول و دوم نسبت به حالت خطی افزایش یابند. همانطور که در بیشترین دامنه

نشان داده شده است، این افزایش در رزونانس دوم بیشتر از رزونانس اول بوده و به این  (8)و  (1)های شکل

ی فرکانسی غیررزونانسی بین دو فرکانس طبیعی اول و دوم نسبت به حالت خطی بزرگتر شده ترتیب بازه

ی در مباحث بعد بودن پارامترهای سیستم، این تغییرات در پاسخ فرکانسی اهمیت زیاداست. با توجه به بی

 های دینامیکی در ابعاد واقعی دارد.مربوط به طراحی جاذب

های غیرخطی است. های منحصر به فرد در سیستمی پاسخ یکی از ویژگیی پرش در دامنهبروز پدیده

ی فرکانسی مشخص دارای سه پاسخ احتمالی شود سیستم در یک بازه( مشاهده می1همانطور که در شکل )

ها ناپایدار بوده و مابین دو پاسخ پایدار دیگر قرار دارد. اینکه سیستم در کدامیک از ین پاسخاست. یکی از ا

 این دو دامنه پایدار نوسان خواهد کرد بستگی به شرایط اولیه سیستم دارد. 

 
پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر در حضور جاذب دینامیکی خطی و غیرخطی میرا در رزونانس اول سیستم با نصب  -7شکل

𝑓0جاذب دینامیکی و ایجاد تحریک سینوسی در انتهای آزاد تیر،  = 𝐹0 = 0.015 ،𝑐 = 𝐶 = 0.01 ،𝑘𝑁𝐿 =

0.15 ،𝑘𝐿 = 𝑚و  3 = 0.2 
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جاذب دینامیکی خطی و غیرخطی میرا در رزونانس دوم سیستم با نصب پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر در حضور  -8شکل

𝑓0جاذب دینامیکی و ایجاد تحریک سینوسی در انتهای آزاد تیر،  = 𝐹0 = 0.015 ،𝑐 = 𝐶 = 0.01 ،𝑘𝑁𝐿 =

0.15 ،𝑘𝐿 = 𝑚و  3 = 0.2 
 

غیرخطی نسبت ی نوسانات پاسخ در سیستم با این حال این احتمال وجود دارد که اندازه بیشترین دامنه

شود که بر مشاهده می (8)و  (1)های شکلی با مقایسه به سیستم خطی در شرایط اولیه مشابه کمتر باشد.

شود و بروز این پدیده ی پرش در رزونانس دوم ظاهر نمیخلاف رزونانس اول، در شرایط یکسان پدیده

 جاذب دینامیکی است. مستلزم وجود مقادیر بزرگتری از میزان غیرخطینگی در ساختار فنر

های تحلیلی و حل پارامتری مسأله امکان بررسی تأثیر پارامترهای مختلف بر رفتار استفاده از روش

کند. به منظور ایجاد درک بهتر از تأثیر پارامترهای فیزیکی سیستم بر رفتار نوسانی آن، فراهم میرا سیستم 

ی تحریک، میرائی و ی دامنهمقابل پارامترهای اندازه ی نوسانات پاسخ در رزونانس اول درتغییرات دامنه

 .شده است ترسیم (99)و  (99)، (1)های شکلبزرگی قسمت غیرخطی فنر جاذب به ترتیب در 

دهد. هر اندازه نشان میرا ی نوسانات پاسخ در رزونانس اول نیروی تحریک بر دامنه تأثیر اندازه (1)شکل 

ی فرکانسی بروز ی پاسخ در تمامی نواحی فرکانسی و طول بازهباشد، دامنهتحریک بزرگتر  یکه دامنه

 𝑎1برحسب  1ی درجه ، که یک معادله(21)معادله ی پرش بزرگتر خواهد بود. همچنین با توجه به پدیده

پرش ی بیشتر باشد پدیدهاخیر وجود دارد که اگر مقدار آن از مقدار  𝐹0 باشد، یک مقدار بحرانی برایمی

 وجود خواهد داشت.  𝑎1 بوجود آمده و در این ناحیه سه پاسخ حقیقی برای

وجود خواهد داشت.  𝑎1 از این حد بحرانی کمتر باشد تنها یک پاسخ حقیقی برای 𝐹0 حال اگر مقدار

باشد، بدست آوردن این مقدار بحرانی بر حسب پارامترهای دیگر به دلیل پیچیدگی معادلات بسیار سخت می

آید. با توجه به بدست می 9.9918مقدار عددی آن با توجه به فرضیات عددی مسأله در حدود  ،اینوجود با 

است، که کمتر از مقدار بحرانی است،  9.9911برابر با  𝐹0 شود که وقتی که مقدارمشاهده می (1)شکل 

 شود.ی نوسانات پاسخ ظاهر نمیی پرش در دامنهپدیده
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در انتهای آزاد  سینوسی و ایجاد تحریک دینامیکی غیرخطی فرکانسی انتهای آزاد تیر به ازای نصب جاذبپاسخ  -9شکل

𝑘𝑁𝐿تیر،  = 0.15 ،𝐶 = 0.01 ،𝑘𝐿 = 3 ،𝑚 =  𝐹0و مقادیر مختلف  0.2

 

دهد. هرچه ی نوسانات پاسخ را در رزونانس اول نشان میی میرائی جاذب بر دامنهتأثیر اندازه (99)شکل 

ی میرائی جاذب کوچکتر باشد، دامنه نوسانات رزونانسی بیشتر خواهد بود. این در حالی است که اندازه

دارای  𝐶، (21)ی پاسخ در نواحی غیر رزونانسی ندارد. با توجه به معادله میرائی تأثیر چندانی بر دامنه

است که به ازای مقادیر بزرگتر از آن، تنها یک پاسخ حقیقی و برای مقادیر کوچکتر  9.9919مقدار بحرانی 

 وجود خواهد داشت. 𝑎1سه پاسخ حقیقی برای 

 
در انتهای  سینوسی و ایجاد تحریک دینامیکی غیرخطی پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر به ازای نصب جاذب -11شکل 

𝑘𝑁𝐿آزاد تیر،  = 0.15 ،𝐹0 = 0.015 ،𝑘𝐿 = 3 ،𝑚 =  𝐶و مقادیر مختلف  0.2
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در انتهای  سینوسی و ایجاد تحریک دینامیکی غیرخطی پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر به ازای نصب جاذب -11شکل

𝐶آزاد تیر،  = 0.01 ،𝐹0 = 0.015 ،𝑘𝐿 = 3 ،𝑚 =  𝑘𝑁𝐿و مقادیر مختلف  0.2

 

دهد. با ی نوسانات پاسخ را در رزونانس اول نشان میغیرخطینگی فنر جاذب بر دامنه( تأثیر میزان 99شکل )

ی توان دریافت که بزرگی قسمت غیرخطی فنر جاذب تأثیر قابل توجهی بر اندازهتوجه به این شکل می

سمت  تر باشد، قله نمودار بیشتر بهی نوسانات پاسخ ندارد لیکن هر چقدر فنر سفت شوندهبیشینه دامنه

، که به ازای مقادیر بزرگتر از 𝑘𝑁𝐿ی بحرانی شود. با توجه به فرضیات عددی مسأله اندازهراست متمایل می

 است. 0.28𝑘𝐿شود، برابر با ی نوسانات پاسخ مشاهده میی پرش در دامنهآن پدیده

 
 تحلیل مسأله در محدوده غیررزونانسی -4-2

بخش زمانی پاسخ ( 94)معادله  و جایگذاری آن در( 91( و )91)معادلات از  0 با بدست آوردن مقدار

های آید. پاسخ فرکانسی سیستم بین فرکانسپاسخ بدست می 𝑋1(𝑥) آید که با ضرب آن دربدست می

 ترسیم شده است. (92)تشدید اول و دوم در شکل 

مستلزم آگاهی کامل از شرایط کاری ی نوسانات های دینامیکی به منظور کاهش دامنهاستفاده از جاذب

نشان داده شده است، اضافه کردن جاذب دینامیکی به تیر منجر  (92)باشد. همانطور که در شکل سیستم می

ست که اگر ا شده است. این در حالی 1.9تا  2.1ی فرکانسی ی نوسانات پاسخ در بازهبه کاهش دامنه

ی نوسانات باشد، افزودن جاذب موجب افزایش دامنه 2.1از و یا کوچکتر  1.9فرکانس تحریک بزرگتر از 

 ی نوسانات غیررزونانسی پاسخ ندارد.شود. حضور میرائی در ساختار جاذب تأثیری بر دامنهانتهای آزاد تیر می

توان دریافت که رفتار سیستم غیرخطی در نواحی غیر رزونانسی با تقریب بسیار می (92)با توجه به شکل 

مشابه سیستم خطی بوده و فنر غیرخطی جاذب دینامیکی مزیتی در کاهش نوسانات غیررزونانسی خوبی 

 نسبت به جاذب خطی ندارد.
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𝑓0پاسخ فرکانسی انتهای آزاد تیر به ازای  -12شکل = 0.015 ،𝑚 = 0.2 ،𝑘𝐿 = 3 ،𝑘𝑁𝐿 = 𝑐و 0.15 = 0.01 ،

 در همان نقطه سینوسی با تحریک های مختلف دینامیکی نصب شده در انتهای آزاد تیربا جاذب

 

 گیریبندی و نتیجهجمع -5
برنولی تحت تحریک رزونانسی و غیررزونانسی در حضور جاذب  -لریدر پژوهش حاضر رفتار ارتعاشی تیر او

دینامیکی غیرخطی با استفاده از روش تحلیلی مورد مطالعه قرار گرفته است. جاذب دینامیکی به کار رفته در 

ی یک میراگر خطی و یک فنر غیرخطی سفت شونده باشد که به وسیلهشامل یک جرم متمرکز میاین مقاله 

معادلات با استفاده از روش گالرکین، روش سازی گسستهبعدسازی و به تیر متصل شده است. پس از بی

 های چندگانه برای تحلیل آنها به کار برده شده است.مقیاس

کند. سفت مسأله در تمامی نواحی فرکانسی را فراهم می دقیقاستفاده از روش تحلیلی امکان تحلیل 

های طبیعی به سمت راست و همچنین افزایش شونده بودن فنر جاذب دینامیکی باعث جابجایی فرکانس

ده از روش شود. به این ترتیب استفای فرکانسی غیررزونانسی سیستم نسبت به حالت خطی میطول بازه

های دینامیکی بسیار با دهد که در طراحی جاذبتحلیلی اطلاعات دقیقی از رفتار واقعی سیستم ارائه می

ی نوسانات پاسخ در رزونانس اول، امکان اینکه در برخی ی پرش در دامنه. با توجه به بروز پدیدهاستاهمیت 

خ در سیستم غیرخطی نسبت به سیستم خطی ی نوسانات پاسشرایط اولیه حاکم بر مسأله بیشترین دامنه

ی نوسانات پاسخ در رزونانس اول، این پدیده در رزونانس وجود دارد. علیرغم ایجاد پرش در دامنه ،کمتر باشد

های ی حساسیت کمتر آن به میزان غیرخطینگی فنر جاذب در رزونانسشود که نشان دهندهدوم دیده نمی

ای بر یرخطینگی در فنر جاذب دینامیکی و میرا بودن آن تأثیر قابل ملاحظهوجود غضمناً،  باشد.بالاتر می

ی دامنه سیستم، شامل یک از پارامترهای برای هر ی نوسانات در نواحی غیررزونانسی ندارد.کاهش دامنه

بدست آورد که در متناظری توان مقادیر بحرانی میی میرائی و بخش غیرخطی فنر، نیروی تحریک، اندازه

 وقوع آن نقش تعیین کننده دارند. ی نوسانات پاسخ و یا عدموقوع پرش در دامنه
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های انگلیسیفهرست نماد  

A :سطح مقطع تیر 

c :ضریب میرایی جاذب دینامیکی 

ĉ :بعد جاذب دینامیکیضریب میرایی بی 

E :مدول الاستیسیته 

kf :نیروی فنر جاذب دینامیکی 

cf :نیروی میراگر جاذب دینامیکی 

( )f t :نیروی تحریک 
ˆ ( )f t :بعدنیروی تحریک بی 

I :ممان سطح 

Lk :بخش خطی سفتی جاذب دینامیکی 

NLk :بخش غیرخطی سفتی جاذب دینامیکی 
ˆ

Lk :بعد سفتی جاذب دینامیکیبخش خطی بی 
ˆ

NLk :بعد سفتی جاذب دینامیکیبخش غیرخطی بی 

L :طول تیر 

m :جرم جاذب دینامیکی 

m̂  :دینامیکیبعد جاذب جرم بی 

q :جابجایی عرضی جاذب دینامیکی 

q̂ :بعد عرضی جاذب دینامیکیجابجایی بی 

s : متغیر لاپلاس 

nT : مقیاس زمانیnام 

t : زمان 

t̂: زمان 

x: محور مختصات طولی 

ax :گاه گیردارفاصله محل اتصال جاذب دینامیکی تا تکیه 

fx :گاه گیردارفاصله محل اعمال تحریک تا تکیه 

x̂ :بعد طولیمختصه بی 
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( )mX x : قسمت مکانیmام پاسخ 

w :جابجایی عرضی تیر 

ŵ :بعد عرضی تیرجابجایی بی 

 
نمادهای یونانی   

δ :تابع دلتای دیراک 

 :چگالی تیر 

 :پارامتر تنظیم کننده 

( )m t : قسمت زمانیmام پاسخ 

 :فرکانس تحریک 

n:  فرکانس طبیعیnام 
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Abstract 

 

In the current paper the impact of the presence of a damped nonlinear Dynamic Vibration 

Absorber on dynamic behavior of an Euler-Bernoulli clamped-free beam is investigated under 

resonant and non-resonant excitations. Accordingly, the governing equations of motion are 

derived and converted to the form of non-dimensional equations. Then, these equations are 

solved using the Multiple Scales Method after applying the Galerkin Method. It is assumed 

that the Dynamic Vibration Absorber damping is linear, and its stiffness is composed of two 

parts, a linear and a third order nonlinear one. Resonant and non-resonant cases have been 

taken into account for sinusoidal excitation. The influence of the Dynamic Vibration Absorber 

parameters on the system vibrational behavior is provided. Obtained results illustrate the 

possibility that under specific circumstances the nonlinear dynamic vibration absorber could 

have a better performance in suppressing the oscillation amplitude than a similar linear one in 

jumping phenomenon region.  

In addition, the results show that in non-resonant frequency regions, there is no major 

difference in system vibrational behavior in presence of linear damped, undamped and 

nonlinear vibration absorbers. Furthermore, in comparison with similar linear case, the 

nonlinearity of the absorber stiffness relocates the resonant frequencies, and makes changes in 

the non-resonant frequency region. 


