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 2یاسر کیانی 

 استادیار

ای تحلیل ترموالاستیک مخازن دوار استوانه

 هدفمند درون بستر الاستیک
ای ساخته شده از مواد هدفمند که به بررسی یک مخزن استوانهدر تحقیق حاضر 

فشار داخی قرار دارد، در معرض تغییرات درجه حرارت، اینرسی دورانی و همچنین 
ای دور تا دور در درون یک فرض بر آن است که مخزن استوانه  پرداخته شده است.

بستر الاستیک با مدل وینکلر قرار گرفته است. کلیه خواص ترموالاستیک به جز 
اند. ضریب پواسون مخزن وابسته به شعاع بوده و با استفاده از مدل توانی ارائه شده

حرارت و معادله ناویر حاکم بر جابجایی مخزن در راستای شعاعی  معادله انتقال
ع اند. با به دست آوردن توابتشکیل شده و به صورت تحلیلی و جواب بسته حل شده

توزیع دما و جابجایی، عبارتهایی برای توزیع کرنش و تنش در مخزن به دست آمده 
دی به بررسی تاثیر سرعت است. با بررسی روابط به دست آمده و انجام مطالعات مور

دورانی و سفتی بستر الاستیک پرداخته شده است. نتایج حاصل از تحقیق نشان 
دهد که در کنار دو پارامتر یاد شده، نمای توانی ماده هدفمند بر روی توزیع می

 تنش،کرنش، دما و جابجایی مخزن بسیار تاثیرگذار است.

 

 ماده هدفمند، معادله ناویر، اینرسی دورانیای، مخزن استوانههای راهنما : واژه

 

 مقدمه -1

نسل جدیدی از مواد به عنوان مواد هدفمند، تحقیقات دهه اخیر بسیاری از محققان در حوزه آنالیز  با معرفی

تنش به این مواد معطوف شده است. در این دسته از مواد که اصولا برای تحمل بارهای حرارتی و مکانیکی 

نوان کند. به عنی تغییر میاند، خواص حرارتی و مکانیکی به عنوان تابعی از مختصات مکاهمزمان ساخته شده

مثال در استوانه ساخته شده از این مواد که تغییرات خواص در راستای شعاع است، خواص حرارتی و مکانیکی 

تابعی  تواند به عنوانمانند مدول الاستیستیه، ضریب انبساط حرارتی و ضریب انتقال حرارت هدایتی همگی می

 از شعاع پوسته در نظر گرفته شود. 

. در این ]1[ای ساخته شده از مواد هدفمند پرداختند ری و همکاران به تحلیل تنش در یک مخزن استوانهجبا

اند، معادله انتقال حرارت شعاعی تحقیق که خواص بر پایه یک مدل توانی در راستای ضخامت مخزن توزیع شده

اند. هر دو معادله لیلی حل شدهو معادله حاکم بر جابجایی شعاعی پوسته به دست امده است و به صورت تح

 اند. انتقال حرارت و ناویر به صورت تک متغیره بوده و در راستای شعاع مخزن بررسی شده
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. ]2[و همکاران به بررسی یه مخزن کروی ساخته شده از مواد هدفمند پرداختند اسلامی ،در تحقیق دیگری

ند و اانی در راستای شعاع پوسته توزیع شدهدر این تحقیق نیز خواص ترمومکانیکی بر پایه یک مدل تو

هایی جواب بسته برای بیان جابجایی و دمای کره بر حسب مختصات شعاعی به دست آمده است. ردی عبارت

به بررسی تحلیل تنش در مخازن ساخته شده از مواد هدفمند با در نظر گرفتن وابستگی خواص  ]3[و چین 

تحلیل نامبرده از روش اجزای محدود برای حل معادلات حاکم استفاده شده ترمومکانیکی به دما پرداختند. در 

نیز به تحلیل تنش در مخازن ساخته شده از مواد هدفمند پرداختند. روش حل به  ]4[است. لیو و همکاران 

باشد. نتایج این های به دست آمده از تحلیل مخازن همگن میکار رفته توسط این محققین بر پایه جواب

 ای را بر تغییرات تنشدهد که علاوه بر نمای ماده هدفمند، تغییرات خواص نیز تاثیرات عمدهیق نشان میتحق

 ای دارد.در مخازن استوانه

ده از های ساخته شای، کروی و دیسکتوتونکو و تمل نیز به بررسی تحلیل تنش و جابجایی در مخازن استوانه

گیری از معادلات ق سعی بر ان شده تا با معرفی توابع کمکی و بهره. در این تحقی]5[مواد هدفمند پرداختند 

 هایی برای توزیع متغیرهای اساسی به دست آید. های عمومی، پاسخدیفرانسیل با جواب

های تحلیلی که بتواند برای دیگر در راستای مسائل تحلیل تنش در مخازن هدفمند و تلاش برای ارائه پاسخ

محققان، مورد اعتبارسنجی قرار گیرد، اثرات دوران و تماس مخزن تاکنون مورد بررسی قرار نگرفته است. در 

. بدین منظور فرض بر آن است که این تحقیق این دو اثر به طور همزمان بر روی مخزن منظور گردیده است

ای ثابت مخزن در جدار خارجی خود توسط یک محیط الاستیک احاطه شده است و مجموعه با سرعت زاویه

در حال دوران است. خواص ترمومکانیکی در مخزن بر پایه یک مدل نمایی در نظرگرفته شده است. در این 

ضریب انبساط حرارتی و ضریب انتقال حرارت هدایتی حالت کلیه خواص مانند مدول الاستیسیته، چگالی، 

شوند. حل ارائه شده برای معادله انتقال حرارت و معادله حاکم همگی متغیر و بر پایه یک تابع توانی نوشته می

 باشد. می ]1[بر جابجایی شعاعی در مخزن بر مبنای مرجع 

 

 
 ای دوار ساخته شده از ماه هدفمند درون یک بستر الاستیکشماتیک یک مخزن استوانه  -1شکل
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بدین منظور سعی شده تا با حل تحلیلی معادلات ذکر شده با در نظر گرفتن آثار دوران و بستر الاستیک حل 

ها در استوانه به دست آید. اثر نمای ماده هدفمند، سرعت دوران ها و تنشتحلیلی برای دما، جابجایی، کرنش

ه های عددی ارائه شدستر بر روی پارامترهای ذکر شده مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج و مثالو سفتی ب

ها، دهد که در کنار دو فاکتور ذکر شده، نمای ماده هدفمند نیز تاثیر بالایی را بر روی توزیع تنشنشان می

ستگی دما به نمای ماده هدفمند کمتر از ها، جابجایی و دما دارد. با استفاده از مدل نمایی ارائه شده، وابکرنش

 باشد.وابستگی دیگر پارامترها می

 

 ارائه فرمولاسیون -2

ای در معرض بار حرارتی و مکانیکی قرار گرفته است. مخزن از جنس مواد در تحقیق حاضر یک مخزن استوانه

یل ماهیت بارهای حرارتی هدفمند بوده و تغییرات خواص تنها در راستای شعاع در نظر گرفته شده است. به دل

و مکانیکی که همگی به صورت متقارن محوری هستند توزیع دما و توزیع جابجایی در مخزن نیز به صورت 

 تنها مولفه شعاعی در نظر گرفته شده است. 

مدنظر است. همانگونه که اشاره  bو شعاع خارجی  aدر طول این بخش استوانه توخالی ضخیم به شعاع داخلی 

قرار  Cاست و همچنین در یک بستر الاستیک با سفتی   ای ثابتمخزن در حال دوران با سرعت زاویهشد، 

 ( نشان داده شده است.1گرفته است. شماتیک مخزن در شکل )

روابط بین . در این صورت، در غیاب دو مولفه دیگر جابجایی باشدمی  uمولفه تغییرمکان در راستای شعاع

 جایی به صورت زیر است:کرنش و جابه

(1) ,rr

u
u

r
    

 :ای به صورت زیر استکرنش برای حالت کرنش صفحه-روابط بین تنش

(2)  
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در رابطه بالا  T r باشد که از معادله انتقال گرمای هدایتی بدست می آید وتوزیع دما در جسم می  ضریب

باشندکه بر حسب ضریب پواسون و مدول الاستیسیته ضرایب لامه میوهمچنین. باشدمی حرارتیانبساط 

 زیر قابل محاسبه هستند. ماده به شکل

(3) 
    

,
1 1 2 2 1

E E
 

  
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با در نظر گرفتن نیروی حجمی ناشی از دوران و صرفنظر از معادلات تعادل در دو راستای محیطی و طولی 

 ]6[مخزن، معادله ی تعادل درراستای شعاعی به صورت زیراست 

(4)   21
0rr rr r

r
          

 است. rبه معنای مشتق نسبت به پارامتر  "پریم"نیز در روابط بعدی علامت که در رابطه بالا و 
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جایی برای استوانه هدفمند باید رابطه خواص ماده برای بدست آوردن معادله تعادل به صورت مولفه جابه

راستای شعاع دارای تغییرات است مدول الاستیسیته، ضریب انبساط  شناخته شود. از آنجا که ماده استوانه در

 را میتوان بر حسب یک مدل توانی به صورت زیر تعریف کرد rحرارتی و چگالی برحسب توان 
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( به 5( تا )1روابط )کنیم که نسبت پواسون برای استوانه ثابت است. در نتیجه با استفاده از اینجا فرض می در

 رسیمجایی شعاعی میمعادله  ناویر برحسب جابه
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 برای حل معادله ناویر بالا ابتدا باید توزیع دما در درون استوانه را به دست آورد

معادله انتقال حرارت هدایتی برای حالت پایا و یک بعدی درمختصات قطبی به همراه کلی ترین حالت شرایط 

 ]6[مرزی به صورت زیر قابل بیان است 

(7) 
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نمایی مطابق با رابطه زیر تغییر رابطه بالا ضریب انتقال حرارت هدایتی مشابه دیگر خواص به صورت  که در

 کندمی

(8) 
 

3

0

m
r

K r K
a

 
  

 
 

 ( داریم7( در معادله انتقال حرارت )8با جایگذاری رابطه )
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 شودبا انتگرال گیری مکرر از معادله بالا توزیع درجه حرارت در استوانه به شکل زیر حاصل می

(10)   31
2
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mA
T r r A

m


   

( به صورت 7گیری که در رابطه بالا هستند با استفاده از شرایط مرزی موجود در رابطه )های انتگرالکه ثابت

 زیر به دست خواهند آمد
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(11)    3 313
3

21 1 11 2
1

1 11 21
21 12 11 22

3 3

mm m
m

C f C f
A

C a C b
C C a C C b

m m

  
 




   
        

   

 

(12) 

   

   

3 313
3

3 313
3

1 11 21
12 2 22 1

3 3

2
1 11 21

21 12 11 22
3 3

m

m

m m
m

m m
m

C a C b
C a f C b f

m m
A

C a C b
C C a C C b

m m

 

 

 
 

 
 

   
        

   
   

        
   

 

 

 ( خواهیم داشت6و قرار دادن نتایج در معادله ناویر ) (10با محاسبه توزیع درجه حرارت از رابطه )
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 اندکه در رابطه بالا ثوابت به کار رفته به صورت زیر تعریف شده
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باشد. ( یک معادله اویلر است که دارای جواب خصوصی و عمومی می12شده در رابطه ) معادله دیفرانسیلی ارائه

 ( به شکل زیر در نظر گرفته شده است13جواب عمومی معادله دیفرانسیل )

(15)  gu r Br  

 ( خواهیم داشت13که با قرار دادن پاسخ بالا در بخش همگن رابطه )
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 از حل معادله بالا دو مقدار برای نمای توان به دست خواهد امد که عبارتند از 

(17) 
0.5

2
1 1 1

1,2 1
2 4 1

m m m




 
      

 

 بنابراین جواب خصوصی معادله به صورت زیر است

(18)   1 2
1 2

gu r B r B r
 

   

 از اعمال شرایط مرزی به دست خواهد آمد.های به کار رفته در رابطه بالا در ادامه و ثابت
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توان به صورت زیر در ( را می13( جواب خصوصی معادله )13با توجه به ماهیت توابع در سمت راست تابع )

 نظر گرفت

(19)   2 32 4 111 3
1 2 3

m mm m mpu r D r D r D r
   

   

1های( ثابت13( در رابطه )19که با قرار دادن رابطه ) 2 3D ،D،D  صورت زیر محاسبه خواهند شدبه 

(20) 
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و در نتیجه جواب خصوصی معادله دیفرانسیلی نیز مشخص خواهد بود. با جمع کردن دو جواب عمومی و 

 داشت اند. خواهیم( محاسبه شده19( و )18خصوصی که در دو رابطه )

(21)   2 31 2 2 4 111 3
1 2 1 2 3

m mm m m
u r B r B r D r D r D r

     
     

 ( دو مولفه کرنش در استوانه به صورت زیر محاسبه خواهند شد1با جایگذاری تابع جابجایی بالا در رابطه )

(22) 

    2 31 2 21 1
1 1 2 2 2 1 2 3 21 1

m mm
rr B r B r m D r m m D r
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m m
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     

های تنش در مخزن را به صورت زیر توان مولفه( می2( در روابط )22کرنش )و نهایتا با قرار دادن دو مولفه 

 محاسبه کرد

(23) 
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  
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کنیم. با این فرض ( از شرایط مرزی استوانه استفاده می24( و )23برای تعیین دو ثابت به کار رفته در روابط )

که مخزن در معرض فشار داخلی بوده و دور تا دور توسط بستر الاستیک احاطه شده باشد، شرایط مرزی به 

 زیر خواهند بودصورت 

(25)    , ( )rr i rra p b Cu b      

 معرف سفتی فنرهای وینکلر است.  Cکه 

های معادله را به صورت توان ثابت( می21( و )24( به معادلات )25با اعمال شرایط مرزی ارائه شده در رابطه )

 زیر محاسبه کرد
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 تعاریف زیر استفاده شده است( از 26که در رابطه )
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 ارائه نتایج و بحث -3
تواند برای تحلیل تنش، کرنش، دما و جابجایی در یک مخزن ای که در بخش قبل ارائه شد میحل جواب بسته

این بخش از یک ماده ساخته شده که دارای ای ساخته شده از ماده هدفمند به کار رود. در کلیه نتایج استوانه

0خواص 200E GPa ،3
0 7800 /Kg m  ،6

0 1.2 10 1/K    0.3و   .است استفاده شده است

1aهای این بخش از مخزنی با ابعاد در کلیه مثال m 1.2وb m  استفاده شده است. چهار نمای مختلف

اند به عبارت دیگر برای ماده هدفمند معرفی شده است که در این بخش کلیه نماها با هم برابر انتخاب شده

1 2 3 4m m m m m    50. فشار داخلی مخزن برابر باip GPa  .انتخاب شده است 

)اختلاف دمای سطح داخلی و خارجی با دمای مرجع به ترتیب برابر با ) 10aT a T K   و( ) 0T b K  در

 نظر گرفته شده است.

 
  بررسی سفتی بستر الاستیک -3-1

رداخته های مخزن پدر اولین مثال از این بخش به بررسی تاثیر بستر الاستیک بر روی توزیع تنش و جابجایی

شده است. بدین منظور با انتخاب مقادیر مختلفی برای ثابت فنرهای وینکلر تاثیر این بستر الاستیک بر روی 

نظر گرفته شده است به عبارت  تنش و جابجایی بررسی شده است. در این مثال مخزن به صورت ساکن در

ای برابر با صفر در نظر گرفته شده است و همچنین نمای ماده هدفمند برابر با واحد دیگر مقدار سرعت زاویه

شود ( ارائه شده است. همانگونه که مشاهده می2انتخاب شده است. نتایج به دست آمده از این مثال در شکل )

 باشد. اع داخلی مخرن برقرار میشرط مرزی تنش شعاعی همواره در شع

 یابد. لازم به ذکر است که تنش شعاعی در کلبا بالارفتن سفتی بستر مقدار تنش شعاعی در مخزن افزایش می

مخزن نیز همواره به صورت فشاری است. این در حالی است که تنش محیطی به دست آمده در مخزن همواره 

ابجایی به یابد. مطالعه جبالارفتن سفتی بستر به شدت کاهش میباشد. این تنش نیز با به صورت کششی می

دهد که مقدار جابجایی در مخزن همواره مثبت بوده و بیشینه جابجایی در شعاع وجود امده در مخزن نشان می

دهد، مجددا با افزایش سفتی بستر الاستیک که به نوعی سفتی سیستم را افزایش می دهد.داخلی رخ می

 یابد. مخزن کاهش می جابجایی در

لازم به ذکر است که به دلیل تغییرات خواص ماده هدفمند در راستای شعاع مخزن، نحوه تغییرات تنش و 

باشد. درصد تغییرات جابجایی و تنش در مخزن در مقادیر کم بستر جابجایی با سفتی بستر به شکل خطی نمی

 الاستیک بیشتر مشهود است.
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 ثابت فنرهای وینکلر بر روی توزیع تنش و جایجایی استوانه در حالت بارگذاری ترمومکانیکیبررسی اثر  -2شکل

 

 بررسی سرعت دوران  -3-2

ه های مخزن پرداختدر مثال دیگری از این بخش به بررسی تاثیر سرعت دوران بر روی توزیع تنش و جابجایی

است. بدین منظور با انتخاب مقادیر مختلفی برای ( نشان داده شده 3شده است و نتایج حاصل از آن در شکل )

سرعت دوران تاثیر این پارامتر بر روی تنش و جابجایی بررسی شده است. در این مثال مخزن بدون تماس با 

باشد. همچنین نمای ماده هدفمند برابر با واحد بستر است. به عبارت دیگر سطح خارجی مخزن بدون تنش می

دهد که با بالا بردن سرعت دوران در استوانه، از ( نشان می3ارائه شده در شکل ) انتخاب شده است. نتایج

شود. هر چند مقدار تنش محیطی که ماهیتی شدت تنش شعاعی فشاری که به وجود آمده است کاسته می

شود. با اضافه کردن سرعت دوران جابجایی شعاعی در مخزن در کلیه نقاط کششی دارد به شدت تقویت می

 کند.زایش پیدا میاف

در این حالت نیز جابجایی ماکزیمم در مخزن در شعاع داخلی که تحت تاثیر مستقیم بار اعمالی است مشاهده 

شده است. لازم به ذکر است که وابستگی تنش محیطی و جابجایی مخزن به سرعت دورانی به مراتب بیشتر از 

 باشد.تنش شعاعی می
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 دوران بر روی توزیع تنش و جایجایی استوانه در حالت بارگذاری ترمومکانیکیبررسی اثر سرعت  -3شکل

 

 بررسی نمای ماده هدفمند  -3-3

تاثیر نمای ماده هدفمند بر روی توزیع دما، مولفه جابجایی شعاعی و همچنین دو مولفه  در این مثال به بررسی 

الاستیک صرفنظر شده است. و مقادیر تنش، شود. بدین منظور از دو اثر دوران و بستر تنش پرداخته می

جابجایی و دما در راستای شعاع مخزن برای مقادیر مختلف نمای ماده هدفمند محاسبه گردیده است. نتایج 

توان نتیجه گرفت که بالارفتن ( می4( نشان داده شده است. با توجه به مشاهدات شکل )4حاصل در شکل )

رات تنش محیطی در مخزن خواهد شد. هر چند تغییرات تنش شعاعی نمای ماده هدفمند باعث کاهش تغیی

باشد. لازم به ذکر است که جابجایی در استوانه با به شدت تنش محیطی وابسته به نمای ماده هدفمند نمی

یابد. زیرا با بالارفتن این نما، مدول الاستیسیته در سیستم به بالارفتن نمای ماده هدفمند به شدت کاهش می

 یابد که باعث بالارفتن سفتی مجموعه خواهد شد.افزایش می شدت

یابد. هر چند پروفیل دما بر خلاف تنش فشاری با بالارفتن نمای ماده هدفمند، دما در درون استوانه کاهش می

 وابستگی شدیدی به نمای ماده هدفمند ندارد.
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 تنش و جابجایی استوانه در حالت بارگذاری ترمومکانیکی بررسی اثر نمای ماده هدفمند بر روی توزیع دما، -4شکل

 

 گیرینتیجه -4
در تحقیق حاضر با ارائه یک حل تحلیلی به بررسی ترموالاستیک مخازن تحت فشار ساخته شده از ماده 

هدفمند پرداخته شده است. بدین منظور اثر پارامترهایی همچون سرعت دورانی و بستر الاستیک نیز در 

اند شده رابطه توانی بیانفرمولاسیون گنجانده شده است. کلیه خواص ترمومکانیکی استوانه با استفاده از یک 

باشد. معادله انتقال حرارت در مختصات قطبی و در حالت متقارن محوری که نشان دهنده تغییرات خواص می

و همچنین معادله ناویر حاکم بر جابجایی شعاعی در حالت متقارن محوری تشکیل شده و به صورت کاملا 

بینی تنش، کرنش، دما و جابجایی مخزن ارائه برای پیش اند. در پایان توابعیتحلیلی و جواب بسته حل شده

 توان مقدار جابجایی ودهد که با معرفی بستر الاستیک میشده است. نتایج حاصل از این تحقیق نشان می

ها را در مخزن به شکل موثری کنترل کرد. با بالا رفتن سفتی بستر جابجایی و تنش محیطی به شدت تنش

تنش شعاعی افزایش خواهد یافت. مقادیر تنش، جابجایی و دما به شدت وابسته به  یابد هر چندکاهش می

باشند. برای مدل توانی ذکر شده، با بالا رفتن نمای ماده هدفمند، سرعت دوران و سفتی بستر الاستیک می

 یابد. نمای ماده هدفمند، دما و جابجایی در مخزن کاهش می
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Abstract 

 

In the present research, stress analysis of a functionally graded material cylindrical pressure 

vessel subjected to the simultaneous action of thermal loading, rotation and internal pressure is 

performed. Also it is assumed that vessel in located in an elastic medium which is designated 

according to the Winkler model. Except for Poisson’s ratio, all of the thermomechanical 

properties of the vessel are assumed to follow a power law model and vary across the radius of 

the vessel. Heat conduction equation and Navier equation which govern the temperature and 

radial displacement distribution across the radius of vessel are established and solved 

analytically. Closed form expressions are obtained for temperature distribution, radial 

displacement profile, strains and stresses components in the vessel.  

Parametric studies are provided to explore the effects of rotation and foundation stiffness on 

the structural responses of the vessel. It is shown that, foundation stiffness, power law index of 

the properties and angular speed all affect the stresses and displacement components of the 

vessel, significantly. 

 

 


