
  
  
  

  
، مدرج تحليل ارتعاشي، تيرساندويچي، هسته سفت و انعطاف پذير، نانو لوله هاي كربنيواژه هاي راهنما : 

  تئوري مرتبه بالاي توسعه يافته
  
  مقدمه -1

 حجيم معمولا و ضعيف كه مياني نخست هسته است. شده تشكيل اصلي بخش دو ساندويچي از تير يك

 هايورق از معمولا ها. رويه]1[هستند نازك معمولا و قوي كه هسته طرف دو در واقع هاياست. ديگري رويه

 لانه هايها،سازهفوم سبك، پليمرهاي از تواندمي هسته و شوندمي ساخته كامپوزيتي هايورق يا فلزي

 پذيري انعطاف و وزن كاهش منظور به اخير هايسال در. شود تشكيل تابعي توزيع خاصيت با مواد يا زنبوري

 تير كه شودمي باعث پذير انعطاف شده است. هسته استفاده مشبك جاي هسته به پلاستيكي هايبيشتر فوم
  باشد.  داشته را شدن خميده قابليت

                                                                                                                                                                                          
 s.etehadi71@gmail.com     ، گروه مكانيك، دانشگاه شهركردو مهندسي ، دانشكده فنيكارشناسي ارشددانشجوي 1

        mbd_dehkordi@yahoo.com ، گروه مكانيك، دانشگاه شهركردو مهندسي يار، دانشكده فنيدانشنويسنده مسئول، 2 
  07/12/96، تاريخ پذيرش: 21/10/96تاريخ دريافت:  

  1سجاد اتحادي
  دانشجوي كارشناسي ارشد

  
  
  
  

  2محسن بت شكنان دهكردي
  دانشيار

  

 تير تاثير پارامترهاي هندسي روي فركانسهاي طبيعي

 هاي كامپوزيتي تقويت شده با نانوساندويچي با رويه
  پذيرانعطاف و سفت و دو نوع  هستهلوله كربني مدرج 

-رويه و پذير انعطاف و سفت هسته با ساندويچي تير ارتعاشي رفتار حاضر درمقاله

 هايلوله نانو است. شده بررسي كربني هايلوله نانو با شده تقويت كامپوزيتي هاي

 گرفته قرار استفاده مورد هستند هارويه ضخامت تابع كه صورت موادي به كربني

در اين تحقيق جهت  .ميكنند تغيير ضخامت راستاي در ها آن خواص و است
مدلسازي رفتار تير ساندويچي از تئوري مرتبه بالاي ساندويچي توسعه يافته 
استفاده شده است. نتايج حاصل با نتايج موجود مقايسه گرديده است كه بيانگر 

 هايلوله نانو مختلف هايتوزيع براي دقت بالاي مدل سازي حاضر ميباشد. نتايج

است. در اين تحقيق نتايج  گرفته قرار بررسي مورد هاي مختلف گاهتكيه و كربني
هاي مختلف جديدي براي شرايط مرزي مختلف بر حسب نسبت طول به ضخامت

توان در تير ارائه شده است. يكي از نتايج مهم در اين تحقيق اين است كه نمي
توزيعي از نانولوله كربني منجر به بيشترين و يا حالت كلي گفت كه چه نوع 

كمترين فركانس طبيعي سازه ميشود و اين امر به شدت به نسبت طول به 
  باشد. ضخامت تير ويا سفتي و انعطاف پذيري هسته وابسته مي
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 بالا عمودي يانگ و مدول سازه نمودن وزن كمتر هرچه براي كم چگالي مانند خصوصياتي بايد هسته ماده

 باشد. در خمشي داشته سفتي سريع كاهش و ضخامت راستاي در اندازه از بيش شكل تغيير از ممانعت براي

 هايسازه بر حاكم كلي اصول .]2[كنندمي تحمل را برشي بارهاي ستههو خمشي بارهاي هارويه موارد بيشتر

 با ظاهريش تشابه علت به كه ساده ظاهر به ساختار اين .است يكسان هاآن بالاي تنوع وجود با ساندويچي

 دهد. يكمي نشان خود از هاييهاي فوق العادهقابليت و هامزيت شود،مي خوانده نام همين ساندويچ به

 نيز العادهفوق سبكي از و دارد خود اجزاي تك تك به نسبت بالاتري مقاومت بسيار ساندويچي ساختار

هاي موجود و  كربني داراي استحكام بيشتري نسبت به كامپوزيت  هاي نانو لوله نانو كامپوزيت. است برخوردار
ها به دليل استحكام  در كامپوزيت ها  هاي مبتني بر نانو ذرات هستند. از نظر تئوري كاربرد نانو لوله كامپوزيت

يا حفاظت در برابر اشعه نانو   . خواص رسانايي ها خواهد شد كششي بالا مانع مصرف الياف كربني در كامپوزيت
  روند.  ترين مواد به شمار مي ها يكي از مستحكم نانو لوله . ها ارزشمند باشد تواند براي كامپوزيت ها مي لوله

ها به خوبي روشن  ي پركننده در توليد نانوكامپوزيت هاي كربني را به عنوان ماده نو لولهاين موضوع، كاربرد نا
، افزايش سختي كامپوزيت در اثر جذب انرژي است  ها در كامپوزيت سازد. مزيت اصلي استفاده از نانو لوله مي

ي كربني داراي  ر پايه نانو لولههاي ب كه به دليل رفتار الاستيك و انعطاف پذير نانو لوله كربني است. كامپوزيت
توان به  ميمانند نمونه  اي را در صنعت خواهند داشت. نسبت استحكام به وزن بالا هستند و مصارف گسترده

  لوله كربني استفاده شده، اشاره كرد.  هاي بتن كه در آنها موادي مانند نانو نانوكامپوزيت
مكانيكي بتن را به مقدار قابل توجهي در دراز مدت  ، خواص افزودن پليمر به صورت پراكنده به سيمان

تواند منجر به بهبود ريز ساخت بناها شود زيرا مقاومت  مي هاسازهبه كار بردن نانو مواد در   دهد. افزايش مي
وابسته به ساختار ميكرو و انتقال جرم و پايداري وابسته به ساختار نانو است. نانو لوله  سازهمكانيكي و عمر 

به مقدار صحيح استفاده شود، همانند ميلگرد در بتن عمل كرده و مقاومت فشاري و  هاسازهكه اگر در  كربني 
ي شوك  عنوان جذب كنندهدهد. به علت انعطاف پذيري بالا، نانو لوله كربني به  را افزايش مي سازهخمشي 

  شود. مي هاسازهها و  عمل كرده و مانع ويراني ساختمان
هاي چند لايه هاي ساندويچي كه از تئوريتئوري مشهور مرتبه بالاي پانل) 1990(در سال  ]3[فروستيگ  

وري با تفاوت اصلي اين تئاند.  است را بدست آورد. در اين تئوري رويه و هسته به طور جداگانه مدل شده
تئوري هاي ديگر از جمله تئوري هاي كلاسيك در اين است كه در اين تئوري هر لايه به صورت جداگانه 
مدل شده است ولي در ديگر تئوري ها كل تير به صورت يك لايه مدل ميشوند و اين تفاوت باعث بالارفتن 

سازه در راستاي ضخامت در نظر . همچنين در اين تئوري انعطاف پذيري دقت نتايج در اين مدلسازي ميشود
  باشند. گرفته شده، كه بسياري از تئوريهاي تك لايه قادر به مدلسازي انعطاف پذيري نمي

در اكثر تحقيقات كه از تئوري مرتبه بالا استفاده شده است به علت انعطاف پذير بودن هسته از تنش درون 
دن مدول الاستيسيته و سفتي خمشي هسته نرم اي در هسته صرف نظر شده است. اين به خاطر كم بو صفحه

از تنش باشد. ولي در اين مقاله روابط ارائه شده براي هسته سفت نيز كاربرد دارد و در مقايسه با رويه مي
 ]4[ هاي كربني خواص مكانيكي قابل توجهي دارندنانو لوله نظر نشده است. اي در هسته صرفدرون صفحه

 از تعدادي شامل اگر  و ديواره تك نانولوله باشد، گرافيت از لوله يك شامل فقط كربني ي نانولوله چنانچه

  . ]5[ شود مي ناميده ديواره چند نانولوله باشد المركز متحد هاي لوله
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هاي كربني سنتي،  هاي كربني  به عنوان تقويت مواد مركب در مقايسه با استفاده از فيبر استفاده از نانو لوله
 ١مواد تابعي مدرج ]6[ طور قابل توجهي استحكام و سفتي كامپوزيت را افزايش دهدتواند به  مي

هاي كنند. در سالهاي ناهمگني هستند كه خواص مكانيكي آنها در راستاي ضخامت تغيير مي كامپوزيت
عي هايي با مواد تاب ها را بر روي خمش، ارتعاشات و كمانش سازهاخير اين موضوع به طور گسترده مطالعه

به مطالعه رفتار خمشي و ارتعاشي تير ساندويچي با  ]8[بهنگل و گانسان . ]7[مدرج معطوف كرده است 
به مقايسه و بررسي تاثير توزيع يكنواخت و توزيع تابعي مدرج بر  ]9[اند. شن  هاي تابعي مدرج پرداخته رويه

دهد كه توزيع تابعي مدرج رفتار خمشي  رفتار خمشي صفحه نانو لوله كربني پرداخته است. نتايج او نشان مي
از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه بالا براي مطالعه كمانش صفحات  ]10[بخشد. شن و ژو  را بهبود مي

هاي نانو لوله  دهد تغيير دما، كسر حجمي رويه اند. نتايج نشان مي ساندويچي با رويه نانو كربن استفاده نموده
  گذارد.  مانش صفحات ساندويچي تاثير ميها بر روي بار ك و ضخامت رويه

هايي از جنس نانو كربن  به بررسي رفتار ارتعاشي و خمشي تير ساندويچي با رويه ]7[كيتيپورنچاي وو و      
اند. آنها به اين نتيجه رسيدند كه توزيع تابعي مدرج  شنكو پرداختهرج با استفاده از تئوري تير تيموتابعي مد

نانولوله كربن فركانس طبيعي بالاتر و رفتار خمشي بهتر نسبت به حالت توزيع يكنواخت دارد. انصاري و 
اند را بررسي  هاي كربني تقويت شده ارتعاشات غير خطي صفحات كامپوزيتي كه با نانو لوله ]11[همكاران 

  ه است. او از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول و روابط ون كارمن استفاده كرده است. نمود
يابد و همچنين  هاي كربني، سختي خمشي صفحه افزايش مي او دريافت با افزايش كسر حجمي نانو لوله

اي بر رفتار  ها تاثير قابل ملاحظه شود. همچنين مشاهده نمود كه توزيع نانو لوله فركانس طبيعي بزرگتر مي
ر كسر حجمي نانو لوله كربني بر ارتعاشات آزاد غير تاثي ]12[گذارد. يانگ و همكاران  ارتعاشاتي صفحات مي

اند. نتايج او نشان داد كه با افزايش كسر حجمي كربن فركانس طبيعي افزايش  خطي را مورد مطالعه قرار داده
اي با هسته انعطاف پذير پرداخته  به بررسي رفتار تير ساندويچي و ساختارهاي لايه ]13[يابد. فروستيگ  مي

هاي فلزي و كامپوزيتي و هسته ساخته شده از فوم پرداخته  رويه ايشان در مطالعات خود به مطالعه است.
  است و معادلات حاكم بر رفتار اين ساختارها را محاسبه كرده است. 

هاي كامپوزيتي ي سفت و انعطاف پذير و رويهارتعاشي تير ساندويچي با هسته اين تحقيق رفتار در     
ها از تئوري تيموشنكو و در بررسي هاي كربني بررسي شده است كه در بررسي رويهتقويت شده با نانو لوله

اي استفاده شده است. براي حل هاي درون صفحههسته از الاسيسيته سه بعدي با در نظر گرفتن تنش
توزيع هاي مختلف نانو لوله كربني در استفاده شده است و تاثير  ريتزعادلات حركت بدست آمده از روش م

اين تحقيق بيشتر به بررسي اثر نسبت  در برفركانس طبيعي سيستم بررسي شده است.تكيه گاه هاي مختلف 
  طول به ضخامت تير براي دو نوع هسته سفت و انعطاف پذير بررسي شده است.

  
  

                                                                                                                                                                                          
1 Functionally graded materials 
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  بدست آوردن روابط حاكم - 2
ي كامپوزيتي نازك در بالا و پايين و همچنين هسته در وسط تير تير ساندويچي تشكيل شده است از دولايه

ها كاملا به يكديگر چسبيده اند در اين مقاله هسته سفت و انعطاف پذير در  قرار گرفته است و هسته و رويه
و   Lهاي كربني تقويت شده است. طول تيراييني توسط نانو لولهي بالايي و پنظر گرفته شده است. دولايه

در نظر گرفته شده است همچنين مركز مختصات را براي ) 1(ضخامت هر لايه طبق شكل  و  bعرض تير
  ها و هسته هركدام در وسط ضخامتشان در نظر گرفته شده است.لايه

  
  خواص مواد مركب -3

باشند. لذا لازم است كه خواص مكانيكي اين مواد بيان  ها از جنس نانو لوله كربني مي در اين تحقيق رويه
  :]14[شود  ها به شكل زير بيان مي شود. قانون هوك براي مخلوط

௫௫ߪ  )1( ൌ ଵଵܥ
∗ ∈௫௫ 

)2( ߬௫௭ ൌ ହହܥ
∗ ௫௭ߛ

ଵଵܥ  )3(
∗ ൌ ଵଵ݉ସܥ	 ൅ 2ሺܥଵଶ ൅ ଺଺ሻ݉ଶ݊ଶܥ ൅ ଶଶ݊ସܥ

ହହܥ  )4(
∗ ൌ ହହ݉ଶܥ ൅ ସସ݊ଶܥ

  ) داريم:4) و (3كه در فرمول (

)5(  ݉ ൌ  ߠݏ݋ܿ

)6(  ݊ ൌ  ߠ݊݅ݏ
ها  ها به صورت افقي در رويه هاي كربني با محور افقي است. چون كه در اين تحقيق نانو لوله زاويه نانو لوله ߠ 

ߠاند، لذا  قرار گرفته ൌ  شود: ) به شكل زير نوشته مي4) و (3و فرمول ( 0

 
ଵଵܥ  )7(

∗ ൌ ଵଵܥ ൌ ଵଵܧ

ହହܥ )8(
∗ ൌ ହହܥ ൌ ଵଷܩ ൌ  ଵଶܩ

ها براي خواص مكانيكي، مدول الاستيسيته و مدول برشي به شكل زير نوشته  طبق قانون مخلوط
  :]15[شود  مي

ଵଵܧ  )9( ൌ ଵߟ	 ௖ܸ௡ܧଵଵ
௖௡ ൅ ௠ܸܧ௠

)10( 
ଷߟ
ଵଶܩ

ൌ ௖ܸ௡

ଵଶܩ
௖௡ ൅

௠ܸ

௠ܩ
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  هندسه و ابعاد تير ساندويچي - 1شكل 

  
ଵଵܧكسر حجمي زمينه و   ௠ܸكسر حجمي نانو لوله كربني و   ௖ܸ௡كه 

௖௡  مدول الاستيسيته نانو لوله كربني و
ଵଶܩباشد. و   مدول الاستيسيته زمينه مي ௠ܧ

௖௡  ܩمدول برشي نانو لوله كربني و௠ باشد  مدول برشي زمينه مي
ي تابعي مدرج لوله كربنها به شكل نانورويه  .پارامترهايي براي خواص وابسته به مقياس است ଷߟو  ଵߟ

 )2( اند و در شكل مورد بررسي قرار گرفته FG-Λ وUD, FG-O, FG-X, FG-V كه اند درنظرگرفته شده
ها است كه  هاي كربني مدرج، تابعي از ضخامت رويه ها آورده شده است. كسر حجمي نانو لوله الگوي توزيع آن

௖ܸ௡، )1(ارتباط كسر حجمي و ضخامت بيان شده است. در جدول  )1(در جدول 
 باشد. كسر حجمي ويژه مي ∗

هاي كربني به مقياس براي نانو لولهپارامترهاي وابسته  و در اين تحقيق كسر حجمي هاي ويژه استفاده شده 
  :به صورت زير است

∗vୡ୬براي   ൌ ηଵمقادير  0.12 ൌ ηଷو  0.137 ൌ ∗vୡ୬و براي كسر حجمي  0.715 ൌ                    مقادير 0.17
ηଵ ൌ ηଷو  0.142 ൌ ∗vୡ୬ و براي كسر حجمي 1.138 ൌ ηଵمقادير  0.28 ൌ ηଷو  0.141 ൌ          برقرار 1.109

  باشد.  مي
 :]16[شود  ها به شكل زير نوشته مي طبق قانون مواد مركب چگالي رويه

ߩ  )11( ൌ ௖ܸ௡ߩ௖௡ ൅ ௠ܸߩ௠

 چگالي زمينه است. ௠ߩچگالي نانو لوله كربني و  ௖௡ߩكه 

 
 هاي جابجاييميدان -4

ها تئوري  رويهسازي در اين مقاله تئوري مرتبه بالاي ساندويچي توسعه يافته است بدين صورت كه براي مدل
اي نيز، در نظر گرفته شده است لذا هاي درون صفحهسازي هسته تنشتير تيموشنكو و همچنين براي مدل

  شود: ها به شكل زير بيان مي ميدان جابجايي رويه

tሻ,ݖ,ݔ௜ሺݑ  )12( ൌ ைݑ
௜ ሺݐ,ݔሻ ൅ ሻݐ,ݔ௜߶௜ሺݖ ሺ݅ ൌ  ሻܾ,ݐ

tሻ,ݖ,ݔ௜ሺݓ )13( ൌ ைݓ
௜ ሺݐ,ݔሻ ሺ݅ ൌ  ሻܾ,ݐ
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  رابطه كسر حجمي نانو لوله كربني و ضخامت -1جدول

كسر حجمي رويه 
 )ܖ܋܄كسر حجمي رويه بالا(  )ܖ܋܄پايين(

 الگوي توزيع

هاي  نانو لوله
  كربني

∗ܖ܋܄  Vୡ୬∗  UD 

૛ܖ܋܄∗ ሺ૚ െ ૛
|ܢ|

܊ܐ
ሻ 2Vୡ୬∗ ሺ1 െ 2

|z|

h୲
ሻ FG-O  

૝ܖ܋܄∗ ሺ
|ܢ|

܊ܐ
ሻ 4Vୡ୬∗ ሺ

|z|

h୲
ሻ FG-X  

૛ܖ܋܄∗ ሺ૙. ૞ ൅
ܢ
܊ܐ
ሻ 2Vୡ୬∗ ሺ0.5 െ

z
h୲
ሻ FG-V  

૛ܖ܋܄∗ ሺ૙. ૞ െ
ܢ
܊ܐ
ሻ 2Vୡ୬∗ ሺ0.5 ൅

z
h୲
ሻ FG-Λ  

 
 

 
  هاي كربني الگوي توزيع نانو لوله -2شكل

  
  شود.ها به شكل زير بيان ميروابط كرنش براي رويه و

)14(  ߳௫௫௜ ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൌ ௫,ݑ
௜ ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൌ ଴,௫ݑ

௜ ሺݔ,tሻ ൅ ௫,߶ݖ
௜ ሺݐ,ݔሻ

௫௭௜ߛ  )15( ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൌ ݑ
,௫
௜ ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൅ ݓ

,௫
௜ ሺݐݖݔሻ ൌ ߶௜ሺݐ,ݔሻ ൅ ଴,௫ݓ

௜ ሺݐ,ݔሻ 
فروستيگ در تحقيقات خود نشان داد كه جابجايي محوري در هسته به فرم درجه سه و جابجايي عرضي به 

  :شودميدان جابجايي براي هسته به شكل زير بيان ميبنابراين  .]17[فرم درجه دو ميباشد 

ሻݐ,ݖ,ݔ௖ሺݑ  )16( ൌ ଴ݑ
௖ሺݐ,ݔሻ ൅ ଵݑ

௖ሺݐ,ݔሻݖ௖ ൅ ଶݑ
௖ሺݐ,ݔሻݖ௖ଶ ൅ ଷݑ

௖ሺݐ,ݔሻݖ௖ଷ 

ሻݐ,ݖ,ݔ௖ሺݓ  )17( ൌ ଴ݓ
௖ሺݐ,ݔሻ ൅ ଵݓ

௖ሺݐ,ݔሻݖ௖ ൅ ଶݓ
௖ሺݐ,ݔሻݖ௖ଶ
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اتوجه به ميدان جابجايي كه براي خيز هسته در راستاي ضخامت تابعي از درجه دو درنظر گرفته شده است ب
ها پيوستگي ميدان جابجايي بين هسته و رويهباتوجه به ميتوان هسته انعطاف پذير را مورد بررسي قرار داد. 

  شوند.روابط سازگاري به شكل زير بيان مي

௖ݓ  )18( ቀݔ, െ
ܿ
2 ቁݐ, ൌ  ሻݐ,ݔ௧ሺݓ

  

௖ݑ  )19( ቀݔ, െ
ܿ
2 ቁݐ, ൌ ଴ݑ

௧ሺݐ,ݔሻ ൅
݄௧
2
߶௧ሺݐ,ݔሻ 

  
௖ݓ  )20( ቀݔ,

ܿ
2 ቁݐ, ൌ  ሻݐ,ݔ௕ሺݓ

௖ݑ )21( ቀݔ,

ܿ
2 ቁݐ, ൌ ଴ݑ

௕ሺݐ,ݔሻ െ
݄௕
2
߶௕ሺݐ,ݔሻ 

  

 توانيم ميدان جابجايي هسته را به صورت زير تعريف كنيم:روابط رياضي مي با اعمال يك سري

 

)22(  

uୡሺx,z,tሻ ൌ u଴
ୡሺx,tሻ ൅ ϕ଴

ୡሺx,tሻzୡ ൅ ቂ
ଶ

ୡమ
൬u଴

୲ ሺx,tሻ ൅ u଴
ୠሺx,tሻ‐2u଴

ୡሺx,tሻ ൅

୦౪
ଶ
ϕ୲ሺx,tሻ‐	

୦ౘ
ଶ
ϕୠሺx,tሻ൰ቃ zୡଶ ൅

ቂ
ସ

ୡయ
൬‐u଴

୲ ሺx,tሻ‐
୦౪
ଶ
ϕ୲ሺx,tሻ ൅ u଴

ୠሺx,tሻ‐
୦ౘ
ଶ
ϕୠሺx,tሻ‐cϕ଴

ୡሺx,tሻ൰ቃ zୡଷ  

)23(  
ሻݐ,ݖ,ݔ௖ሺݓ ൌ ଴ݓ

௖ሺݐ,ݔሻ ൅
ଵ

௖
଴ݓൣ

௕ሺݐ,ݔሻ െ ଴ݓ
௧ሺݐ,ݔሻ൧ݖ௖ ൅

ଶ

௖మ
ሾݓ଴

௧ሺݐ,ݔሻ ൅

଴ݓ
௕ሺݐ,ݔሻ െ ଴ݓ2

௖ሺݐ,ݔሻሿݖ௖ଶ  
  

  آيد:هاي خطي به صورت زير بدست ميبر اساس كرنشروابط كرنش  و
)24(  ߳௫௫௖ ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൌ ௫,ݑ

௖ ሺݐ,ݖ,ݔሻ 
௫௭௖ߛ  )25( ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൌ ݑ

,௭
௖ ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൅ ݓ

,௫
௖ሺݐ,ݖ,ݔሻ 

)26(  ߳௭௭௖ ሺݐ,ݖ,ݔሻ ൌ ௭,ݓ
௖ ሺݐ,ݖ,ݔሻ 

  شود.روابط تنش و كرنش بر اساس  رفتار الاستيك خطي به صورت زير بيان مي
  

)27(  ቎
௫௫௖ߪ

௭௭௖ߪ

߬௫௭௖
቏ ൌ ቎

ଵଵܥ
௖ ଵଷܥ

௖ 0
ଵଷܥ
௖ ଷଷܥ

௖ 0
0 0 ହହܥ

௖
቏ ቎
௫௫௖ߝ

௭௭௖ߝ

௫௭௖ߛ
቏ 
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௜௝ܥكه 
௖ 		ሺ݅,݆ ൌ 1,3,5ሻ باشد. معادلات حركت براساس اصل ضرايب سختي براي مواد ارتوتروپيك مي

  شوند.ي زير حاصل ميهميلتون بدون وجود نيروهاي ناپايستار برااساس معادله

)28(  න ሾ߲ܶ
௧మ

௧భ

െ ߲ܷሿ݀ݐ ൌ 0 

  
 كرنشي انرژي محاسبه -5

  شود.مي محاسبه زير شكل به كرنشي انرژي تغييرات اولين

)29(  

ܷߜ ൌ
∭ ௫௫௩೟೚೛ߪ

ݒ௫௫݀߳ߜ ൅∭ ݇௦߬௫௭௩೟೚೛
ݒ௫௭݀ߛߜ ൅∭ ௫௫௩್೚೟ߪ

ݒ௫௫݀߳ߜ ൅

∭ ݇௦߬௫௭௩್೚೟
ݒ௫௭݀ߛߜ ൅∭ ௫௫௩೎೚ೝ೐ߪ

ݒ௫௫݀߳ߜ ൅∭ ௭௭௩೎೚ೝ೐ߪ
ݒ௭௭݀߳ߜ ൅

∭ ߬௫௭ߜ௩೎೚ೝ೐
   ݒ௫௭݀ߛ

      

كه در معادله وجود  ௫௫௖ߪشده است از ترم  نيز بررسي) به علت اينكه در اين مقاله اهسته سفت 29در فرمول (
اي هسته صرفه نظر بشود، در تحليل در صورتي كه از تنش طولي درون صفحه دارد صرفه نظر نشده است.

هسته سفت خطا ايجاد ميشود. در اين تحقيق با توجه به اينكه قرار است هر دونوع هسته سفت و انعطاف 
 پذير مورد بررسي قرار بگيرد، براي تحليل هسته سفت تنش طولي هسته در فرمولاسيون لحاظ شده است

يدان جابجايي مضخامت با توجه به ميدان جابجايي فرض شده كه براي خيز هسته در راستاي وهمچنين 
 تابعي درجه دو در نظر گرفته شده است ميتوان هسته انعطاف پذير را مورد بررسي قرار داد.

  
  محاسبه انرژي جنبشي -6

)30(  

ܶߜ ൌ െ׬ ሷݑ௧൫ߩ ଴
௧ݑߜ଴௧ ൅ ሷݓ ଴

௧ݓߜ଴௧൯݀ݒ െ௩೟
׬ ሷݑ௕൫ߩ ଴

௕ݑߜ଴௕ ൅௩್

ሷݓ ଴
௕ݓߜ଴௕൯݀ݒ െ ׬ ሷݑ௖ߩ ௖ݑߜ௖݀ݒ െ ׬ ሷݓ௖ߩ ௖ݓߜ௖݀ݒ௩೎௩೎

   
  باشد.ها به صورت زير مي) شتاب هسته و رويه30فرمول ( در
 
ሷݑ  )31( ௜ ൌ ሷݑ ଴

௜ ൅ ሷ߶ݖ ௜ ሺi ൌ t,bሻ 
ሷݓ  )32( ௜ ൌ ሷݓ ଴

௜ ሺi ൌ t,bሻ 

)33(  

ሷݑ ௖ ൌ ሷݑ ଴
௖ ൅ ߶ሷ଴

௖ݖ௖ ൅ ൤
2
ܿଶ
൬ݑሷ ଴

௧ ൅ ሷݑ ଴
௕ െ ሷݑ2 ଴

௖ ൅
݄௧
2
߶ሷ ௧ െ

݄௕
2
߶ሷ ௕൰൨ ௖ଶݖ

൅ ൤
4
ܿଷ
൬െݑሷ ଴

௧ െ
݄௧
2
߶ሷ ௧ ൅ ሷݑ ଴

௕ െ
݄௕
2
߶ሷ ௕ െ ܿ߶ሷ଴

௖൰൨  ௖ଷݖ

ሷݓ  )34( ௖ ൌ ሷݓ ଴
௖ ൅

1
ܿ
ሷݓൣ ଴

௕ െ ሷݓ ଴
௧൧ݖ௖ ൅

2
ܿଶ
ሾݓሷ ଴

௧ ൅ ሷݓ ଴
௕ െ ሷݓ2 ଴

௖ሿݖ௖ଶ 
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  شود:) انرژي جنبشي به صورت زير بيان مي30ي () در معادله34) تا (31روابط ( ايگذاريبا ج
  

)35(  

ܶߜ ൌ െ׬ ሺൣܾ൫ܫ଴
௧ݑሷ ଴

௧ ൅ ଵܫ
௧߶ሷ ௧൯ݑߜ଴

௧ ൅ ܾ൫ܫଵ
௧ݑሷ ଴

௧ ൅ ଶܫ
௧߶ሷ ௧൯ߜ߶௧ ൅

௟
଴

଴ܫܾ
௧ݓሷ ଴

௧ݓߜ଴
௧൧ ൅ ൣܾ൫ܫ଴

௕ݑሷ ଴
௕ ൅ ଵܫ

௕߶ሷ ௕൯ݑߜ଴
௕ ൅ ܾ൫ܫଵ

௕ݑሷ ଴
௕ ൅ ଶܫ

௕߶ሷ ௕൯ߜ߶௕ ൅
଴ܫܾ

௕ݓሷ ଴
௕ݓߜ଴

௕൧ሻ݀ݔ െ ׬ ሷݑ௖ߩ ௖ݑߜ௖݀ݒ െ ׬ ሷݓ௖ߩ ௖ݓߜ௖݀ݒ௩೎௩೎
   

  

଴ܫ) مقادير 35در معادله (
௜ ଵܫو 

௜ ଶܫو 	
௜   آيند.هاي متفاوت نانو لوله كربني بدست ميبه صورت زير براي توزيع 	

  

଴ܫ  )36(
௜ ൌ ׬ ௜௩೔ߩ

ݖ݀ ሺi ൌ t,bሻ   

ଵܫ  )37(
௜ ൌ ׬ ௜௩೔ߩ

ݖ݀ݖ ሺi ൌ t,bሻ   

ଶܫ  )38(
௜ ൌ ׬ ௜௩೔ߩ

ݖଶ݀ݖ ሺi ൌ t,bሻ   
  
  حل معادلات حركت -7

براي تحليل ارتعاشات آزاد تير ساندويچي كه معادلات حاكم بر حركت آن بر اساس روش انرژي بدست آمده 
آيد در تير بدست مياست روش ريتز روش خوبي بر مبناي روش انرژي است كه با اين روش فركانس طبيعي 

له تكيه گاه ساده لولايي و غلتكي، ضمن در اين روش تكيه گاه هاي مختلف مورد بررسي قرار ميگيرد از جم
مورد بررسي  مقالهگيردار در اين -تكيه گاه آزادساده لولايي و غلتكي،  -تكيه گاه گيردارتكيه گاه گيردار، 
اي رويه ها و هم هسته در وسط تير ساندويچي و براي دستگاه مختصات تير را هم بر قرار گرفته است.

به صورت زير مي گيريم و پارامتر جديدي را در وسط ضخامتشان در نظر  zهركدام از آن ها هم در راستاي 
  :مي كنيم معرفي

ߞ  )39( ൌ
ݔ2
ܮ

 

جابجايي را براي جابجايي هاي هارمونيك به صورت سري هاي زير در نظر  يدانمطابق با روش ريتز م
را وارد ميكنيم كه اين ضرايب براي ارضا كردن شرايط مرزي  Rميگيريم كه در اين معادلات ضرايبي به اسم 

باشد كه در ادامه به مقدار هاي اين باشد كه براي شرايط مرزي مختلف اين مقدار متفاوت ميمساله مي
  يب براي شرايط مختلف خواهيم پرداخت.ضر

଴ݑ  )40(
௜ ሺݐ,ݔሻ ൌ ݁௜ఠ௧	ܴ௨ ෍ܷ଴௝

௜

ெ

௝ୀଵ

௝ܲሺߞሻ ሺ݅ ൌ  ሻܿ,ܾ,ݐ

)41(  ߶௜ሺݐ,ݔሻ ൌ ݁௜ఠ௧	ܴథ ෍∅௝
௜

ெ

௝ୀଵ

௝ܲሺߞሻ ሺ݅ ൌ  ሻܿ,ܾ,ݐ
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଴ݓ  )42(
௜ሺݐ,ݔሻ ൌ ݁௜ఠ௧	ܴ௪ ෍ ଴ܹ௝

௜

ெ

௝ୀଵ

௝ܲሺߞሻ ሺ݅ ൌ  ሻܿ,ܾ,ݐ

ሻ,ሺ݆ߞ௝ܲሺجابجايي كه معرفي شد مقدار  يداندر م ൌ كه به اسم ضرايب چبيشف مشهور هستند   ሻܯ  . . . ,	1
  شوند به صورت زير مي باشد:معرفي مي [1,1-]ي كه در بازه

)43(  ௝ܲሺߞሻ ൌ cosሾሺ݆ െ 1ሻ ሻሿߞሺݏ݋ܿܿݎܽ  

௠ܲሺേ1ሻبراي ابتدا و انتهاي تير مقدار اين رابطه مخالف صفر است يعني  )43در رابطه ( ് پس براي ارضا  0
 )2(در جدول را تعريف كنيم اين ضرايب  Rكردن شرايط مرزي در تكيه گاه هاي مختلف بايد ضرايب 

  گردآوري شده است.
جابجايي را  يدانجابجايي تعداد ضرايب مجهول جابجايي براي هر كدام از م ميداندر سري هاي  Mمقدار 

جابجايي همگرا بشوند و اين  يدانمشخص ميكند و اين مقدار بايد به نحوي انتخاب شود كه سري هاي م
  باشد.مقدار بسته به نوع شرايط مرزي متفاوت مي

ماتريس  رژي كرنشي و تغييرات انرژي جنبشيتغييرات انجابجايي كه تعريف شدند در يدان با جايگذاري م
فركانس هاي طبيعي تير بدست ) 44با توجه به رابطه (و  هاي سختي و جرم به صورت زير بدست مي آيند

  خواهند آمد.
)44(  ሺെ߱ଶܯഥ ൅ തݕഥሻܭ ൌ 0 

തݕ  )45( ൌ ሾ ܷ଴௝
௧ 		 ଴ܹ௝

௧ 		∅௝
௧ ܷ଴௝

௕
଴ܹ௝
௕ ∅௝

௕ ܷ଴௝
௖

଴ܹ௝
௖ ∅௝

௖ ሿ	 

  
  براي تكيه گاه هاي مختلف Rمقادير مختلف ضرايب  -2جدول                        

ܴ௪ ܴథ ܴ௨ شرايط مرزي تكيه گاه ها  

1 െ ଶ 1ߞ െ ଶ 1ߞ െ   (گيردار) ଶ C-Cߞ

1 െ ଶ 1ߞ െ 1 ߞ െ   گيردار)-(ساده لولايي ଶ S-Cߞ

1 െ ଶ 1ߞ െ 1 ߞ െ   گيردار)-(ساده غلتكي S-C ߞ

1 െ ଶ 1 1ߞ െ   (ساده لولايي) ଶ S-Sߞ

1 െ   غلتكي)-(ساده ଶ 1 1 S-Sߞ

1 െ 1 ߞ െ 1 ߞ െ  گيردار)- (آزاد F-C ߞ
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  شوند.به صورت زير تعريف مي Kഥو  Mഥهاي ماتريس
  

)46(  Kഥ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
௠௡݇ۍ

ଵଵ ݇௠௡ଵଶ ݇௠௡ଵଷ

݇௠௡ଶଵ ݇௠௡ଶଶ ݇௠௡ଶଷ

݇௠௡ଷଵ ݇௠௡ଷଶ ݇௠௡ଷଷ
				
݇௠௡ଵସ ݇௠௡ଵହ ݇௠௡ଵ଺

݇௠௡ଶସ ݇௠௡ଶହ ݇௠௡ଶ଺

݇௠௡ଷସ ݇௠௡ଷହ ݇௠௡ଷ଺

݇௠௡ଵ଻ ݇௠௡ଵ଼ ݇௠௡ଵଽ

݇௠௡ଶ଻ ݇௠௡ଶ଼ ݇௠௡ଶଽ

݇௠௡ଷ଻ ݇௠௡ଷ଼ ݇௠௡ଷଽ

݇௠௡ସଵ ݇௠௡ସଶ ݇௠௡ସଷ

݇௠௡ହଵ ݇௠௡ହଶ ݇௠௡ହଷ

݇௠௡଺ଵ ݇௠௡଺ଶ ݇௠௡଺ଷ
					
݇௠௡ସସ ݇௠௡ସହ ݇௠௡ସ଺

݇௠௡ହସ ݇௠௡ହହ ݇௠௡ହ଺

݇௠௡଺ସ ݇௠௡଺ହ ݇௠௡଺଺
					
݇௠௡ସ଻ ݇௠௡ସ଼ ݇௠௡ସଽ

݇௠௡ହ଻ ݇௠௡ହ଼ ݇௠௡ହଽ

݇௠௡଺଻ ݇௠௡଺଼ ݇௠௡଺ଽ

݇௠௡଻ଵ ݇௠௡଻ଶ ݇௠௡଻ଷ

݇௠௡଼ଵ ݇௠௡଼ଶ ݇௠௡଼ଷ

݇௠௡ଽଵ ݇௠௡ଽଶ ݇௠௡ଽଷ
				
݇௠௡଻ସ ݇௠௡଻ହ ݇௠௡଻଺

݇௠௡଼ସ ݇௠௡଼ହ ݇௠௡଼଺

݇௠௡ଽସ ݇௠௡ଽହ ݇௠௡ଽ଺

݇௠௡଻଻ ݇௠௡଻଼ ݇௠௡଻ଽ

݇௠௡଼଻ ݇௠௡଼଼ ݇௠௡଼ଽ

݇௠௡ଽ଻ ݇௠௡ଽ଼ ݇௠௡ଽଽ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

)47( Mഥ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
௠௡݉ۍ

ଵଵ ݉௠௡
ଵଶ ݉௠௡

ଵଷ

݉௠௡
ଶଵ ݉௠௡

ଶଶ ݉௠௡
ଶଷ

݉௠௡
ଷଵ ݉௠௡

ଷଶ ݉௠௡
ଷଷ
					
݉௠௡
ଵସ ݉௠௡

ଵହ ݉௠௡
ଵ଺

݉௠௡
ଶସ ݉௠௡

ଶହ ݉௠௡
ଶ଺

݉௠௡
ଷସ ݉௠௡

ଷହ ݉௠௡
ଷ଺

݉௠௡
ଵ଻ ݉௠௡

ଵ଼ ݉௠௡
ଵଽ

݉௠௡
ଶ଻ ݉௠௡

ଶ଼ ݉௠௡
ଶଽ

݉௠௡
ଷ଻ ݉௠௡

ଷ଼ ݉௠௡
ଷଽ

݉௠௡
ସଵ ݉௠௡

ସଶ ݉௠௡
ସଷ

݉௠௡
ହଵ ݉௠௡

ହଶ ݉௠௡
ହଷ

݉௠௡
଺ଵ ݉௠௡

଺ଶ ݉௠௡
଺ଷ
					
݉௠௡
ସସ ݉௠௡

ସହ ݉௠௡
ସ଺

݉௠௡
ହସ ݉௠௡

ହହ ݉௠௡
ହ଺

݉௠௡
଺ସ ݉௠௡

଺ହ ݉௠௡
଺଺
					
݉௠௡
ସ଻ ݉௠௡

ସ଼ ݉௠௡
ସଽ

݉௠௡
ହ଻ ݉௠௡

ହ଼ ݉௠௡
ହଽ

݉௠௡
଺଻ ݉௠௡

଺଼ ݉௠௡
଺ଽ

݉௠௡
଻ଵ ݉௠௡

଻ଶ ݉௠௡
଻ଷ

݉௠௡
଼ଵ ݉௠௡

଼ଶ ݉௠௡
଼ଷ

݉௠௡
ଽଵ ݉௠௡

ଽଶ ݉௠௡
ଽଷ
					
݉௠௡
଻ସ ݉௠௡

଻ହ ݉௠௡
଻଺

݉௠௡
଼ସ ݉௠௡

଼ହ ݉௠௡
଼଺

݉௠௡
ଽସ ݉௠௡

ଽହ ݉௠௡
ଽ଺

݉௠௡
଻଻ ݉௠௡

଻଼ ݉௠௡
଻ଽ

݉௠௡
଼଻ ݉௠௡

଼଼ ݉௠௡
଼ଽ

݉௠௡
ଽ଻ ݉௠௡

ଽ଼ ݉௠௡
ଽଽ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

  شوند.صورت زير تعريف ميهاي ماتريس جرم و سختي به كه درايه
  

)48(  ݇௠௡ଵଵ ൌ න ቆ
௠௧ݑ߲

ݔ߲
௡௧ݑ߲

ݔ߲
ቆܣ௧݄௧ ൅

3 ଵଵܥ
௖ ܿ
35

ቇ ൅
47 ହହܥ

௖ ௠௧ݑ ௡௧ݑ

15ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)49(  ݇௠௡ଵଶ ൌ න ቆെ
ଵଷܥ	11

௖ ௡௧ݓ

30
௠௧ݑ߲

ݔ߲
െ
19 ହହܥ

௖ ௠௧ݑ

30
௡௧ݓ߲

ݔ߲
ቇ 	ݔ݀	

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)50(  
݇௠௡ଵଷ ൌ න ൭ቆ

3 ܿ ଵଵܥ
௖ ݄௧

70
൅ ௧݄௧ቇܤ

௠௧ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௧

ݔ߲
	

௟/ଶ

ି௟/ଶ

൅
ହହܥ47

௖ 	݄௧	ݑ௠௧ ߶௡௧

30ܿ
൱݀ݔ 

)51(  ݇௠௡ଵସ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖

70
௠௧ݑ߲

ݔ߲
௡௕ݑ߲

ݔ߲
െ
7 ହହܥ

௖ ௠௧ݑ ௡௕ݑ

15ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
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)52(  ݇௠௡ଵହ ൌ න ቆ
ହହܥ
௖ ௠௧ݑ

30
߲ ௡௕ݓ

ݔ߲
െ
ଵଷܥ
௖ ௡௕ݓ

30
௠௧ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)53(  ݇௠௡ଵ଺ ൌ න ቆ
ହହܥ7

௖ ݄௕ ௠௧ݑ ߶௡௕

30ܿ
െ
ܿ ଵଵܥ

௖ ݄௕
140

௠௧ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)54(  ݇௠௡ଵ଻ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖

15
௠௧ݑ߲

ݔ߲
௡௖ݑ߲

ݔ߲
െ
8 ହହܥ

௖ ௠௧ݑ ௡௖ݑ

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)55(  ݇௠௡ଵ଼ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	2

௖ ௡௖ݓ

5
௠௧ݑ߲

ݔ߲
െ
2 ହହܥ

௖ ௠௧ݑ

5
௡௖ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)56(  ݇௠௡ଵଽ ൌ න ቆ
ହହܥ	4

௖ ௠௧ݑ ߶௡௖

5
െ
ܿଶ ଵଵܥ

௖

70
௠௧ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௖

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)57(  ݇௠௡ଶଵ ൌ න ቆെ
19 ହହܥ

௖ ௡௧ݑ

30
௠௧ݓ߲

ݔ߲
െ
11 ଵଷܥ

௖ ௡௧ݓ

30
௡௧ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)58(  
݇௠௡ଶଶ ൌ න ቌ

ଷଷܥ7
௖ ௠௧ݓ ௡௧ݓ

3ܿ

௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
௠௧ݓ߲

ݔ߲
௡௧ݓ߲

ݔ߲
൭െ

	ହହܥ	ܿ	2
௖

15
൅ ݄௧ሺെܦ௧ ሻ൱ቍ݀ݔ 

)59(  
݇௠௡ଶଷ ൌ න ቆെ

௠௧ݓ߲

ݔ߲
߶௡௧ ቆ

19 ହହܥ
௖ ݄௧
60

െ ௧݄௧ܦ ቇ
௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
	ଵଷܥ11

௖ ݄௧	ݓ௠௧

60
߲߶௡௧

ݔ߲
ቇ  ݔ݀

)60(  ݇௠௡ଶସ ൌ න ቆ
ଵଷܥ
௖ ௠௧ݓ

30
௡௕ݑ߲

ݔ߲
െ
ହହܥ
௖ ௡௕ݑ

30
௠௧ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)61(  ݇௠௡ଶହ ൌ න ቆ
௠௧ݓ߲

ݔ߲
௡௕ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

ܿ ହହܥ
௖

30
ቇ ൅

ଷଷܥ
௖ ௠௧ݓ ௡௕ݓ

3ܿ
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)62(  ݇௠௡ଶ଺ ൌ න ቆ
	ହହܥ	
௖ ݄௕ ߶௡௕

60
௠௧ݓ߲

ݔ߲
െ
ଵଷܥ
௖ ݄௕ ௠௧ݓ

60
߲߶௡௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
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)63(  ݇௠௡ଶ଻ ൌ න ቆ
ହହܥ	2

௖ ௡௖ݑ

3
௠௧ݓ߲

ݔ߲
െ
2 ଵଷܥ

௖ ௠௧ݓ

3
௡௖ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)64(  ݇௠௡ଶ଼ ൌ න ቆെ	
௠௧ݓ߲

ݔ߲
௡௖ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

ܿ ହହܥ
௖

15
ቇ െ

8 ଷଷܥ
௖ ௠௧ݓ ௡௖ݓ

3ܿ
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)65(  ݇௠௡ଶଽ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	ܿ	2

௖ ௠௧ݓ

15
߲߶௡௖

ݔ߲
െ
2 ܿ ହହܥ

௖ ߶௡௖

15
௠௧ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)66(  ݇௠௡ଷଵ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	3ܿ

௖ ݄௧
70

߲߶௠௧

ݔ߲
௡௧ݑ߲

ݔ߲
൅
ହହܥ47

௖ ݄௧ ߶௠௧ ௡௧ݑ

30ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)67(  
݇௠௡ଷଶ ൌ න ቆെ ߶௠௧

௡௧ݓ߲

ݔ߲
ቆ
19 ହହܥ

௖ ݄௧
60

െ ௧݄௧ܦ ቇ
௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
	ଵଷܥ	11

௖ ݄௧	ݓ௡௧

60
߲߶௠௧

ݔ߲
ቇ݀ݔ 

)68(  
݇௠௡ଷଷ ൌ න ൭߶௠௧ ߶௡௧ ቆ

47 ହହܥ
௖ ݄௧ଶ

60ܿ
൅ ௧݄௧ܦ ቇ

௟/ଶ

ି௟/ଶ

൅	
߲߶௠௧

ݔ߲
	
߲߶௡௧

ݔ߲
ቆ
	ଵଵܥ		ܿ	3

௖ ݄௧ଶ

140
ቇ൱݀ݔ 

)69(  ݇௠௡ଷସ ൌ න ቆ
	ଵଵܥ	ܿ

௖ ݄௧
140

߲߶௠௧

ݔ߲
௡௕ݑ߲

ݔ߲
െ
7 ହହܥ

௖ ݄௧ ߶௠௧ ௡௕ݑ

30ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)70(  ݇௠௡ଷହ ൌ න ቆ
	ହହܥ	
௖ ݄௧ ߶௠௧

60
௡௕ݓ߲

ݔ߲
െ
ଵଷܥ
௖ ݄௧ ௡௕ݓ

60
߲߶௠௧

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)71(  ݇௠௡ଷ଺ ൌ න ቆ
	ହହܥ	7

௖ ݄௧	݄௕ ߶௠௧ ߶௡௕

60ܿ
െ
ܿ ଵଵܥ

௖ ݄௧ ݄௕
280

߲߶௠௧

ݔ߲
߲߶௡௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)72(  ݇௠௡ଷ଻ ൌ න ቆ
	ଵଵܥ	ܿ

௖ ݄௧
30

߲߶௠௧

ݔ߲
௡௖ݑ߲

ݔ߲
െ
4 ହହܥ

௖ ݄௧ ߶௠௧ ௡௖ݑ

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)73(  ݇௠௡ଷ଼ ൌ න ቆ
	ଵଷܥ	
௖ ݄௧ ௡௖ݓ

5
߲߶௠௧

ݔ߲
െ
ହହܥ
௖ ݄௧ ߶௠௧

5
௡௖ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)74(  ݇௠௡ଷଽ ൌ න ቆ
	ହହܥ	2

௖ 	݄௧ ߶௠௧ ߶௡௖

5
െ
ܿଶ ଵଵܥ

௖ ݄௧
140

߲߶௠௧

ݔ߲
߲߶௡௖

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 



 1398 پاييز، سومنشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                    سال بيست و يكم، شماره                           114

 

)75(  ݇௠௡ସଵ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖

70
௠௕ݑ߲

ݔ߲
௡௧ݑ߲

ݔ߲
െ
7 ହହܥ

௖ ௠௕ݑ ௡௧ݑ

15ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)76(  ݇௠௡ସଶ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	
௖ ௡௧ݓ

30
௠௕ݑ߲

ݔ߲
െ
ହହܥ
௖ ௠௕ݑ

30
௡௧ݓ߲

ݔ߲
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)77(  ݇௠௡ସଷ ൌ න ቆ
	ଵଵܥ	ܿ

௖ ݄௧
140

௠௕ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௧

ݔ߲
െ
7 ହହܥ

௖ ݄௧ ௠௕ݑ ߶௡௧

30ܿ
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)78(  ݇௠௡ସସ ൌ න ቆ
௠௕ݑ߲

ݔ߲
௡௕ݑ߲

ݔ߲
ቆܣ௕݄௕ ൅

3 ܿ ଵଵܥ
௖

35
ቇ ൅

47 ହହܥ
௖ ௠௕ݑ ௡௕ݑ	

15ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)79(  ݇௠௡ସହ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	11

௖ ௡௕ݓ

30
௠௕ݑ߲

ݔ߲
൅
19 ହହܥ

௖ ௠௕ݑ

30
௡௕ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)80(  
݇௠௡ସ଺ ൌ න ൭ቆܤ௕݄௕ െ

3 ܿ ଵଵܥ
௖ ݄௕

70
ቇ
௠௕ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௕

ݔ߲

௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
	ହହܥ	47

௖ ݄௕	ݑ௠௕ 	߶௡௕

30ܿ
൱݀ݔ 

)81(  ݇௠௡ସ଻ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖

15
௠௕ݑ߲

ݔ߲
௡௖ݑ߲

ݔ߲
െ
8 ହହܥ

௖ ௠௕ݑ ௡௖ݑ

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)82(  ݇௠௡ସ଼ ൌ න ቆ
ହହܥ	2

௖ ௠௕ݑ

5
௡௖ݓ߲

ݔ߲
െ
2 ଵଷܥ

௖ ௡௖ݓ

5
௠௕ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)83(  ݇௠௡ସଽ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	
௖ ܿଶ

70
௠௕ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௖

ݔ߲
െ
4 ହହܥ

௖ ௠௕ݑ ߶௡௖

5
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)84(  ݇௠௡ହଵ ൌ න ቆ
ହହܥ
௖ ௡௧ݑ

30
௠௕ݓ߲

ݔ߲
െ
ଵଷܥ
௖ ௠௕ݓ

30
௡௧ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)85(  ݇௠௡ହଶ ൌ න ቆ
௠௕ݓ߲

ݔ߲
௡௧ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

ܿ ହହܥ
௖

30
ቇ ൅

ଷଷܥ
௖ ௡௧ݓ௠௕ݓ

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)86(  ݇௠௡ହଷ ൌ න ቆ
ହହܥ	
௖ ݄௧ ߶௡௧

60
௠௕ݓ߲

ݔ߲
െ
ଵଷܥ
௖ ݄௧ ௠௕ݓ

60
߲߶௡௧

ݔ߲
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)87(  ݇௠௡ହସ ൌ න ቆ
ହହܥ	19

௖ ௡௕ݑ

30
௠௕ݓ߲

ݔ߲
൅
11 ଵଷܥ

௖ ௠௕ݓ

30
௡௕ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
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)88(  
݇௠௡ହହ ൌ න ൭

7 ଷଷܥ
௖ ௡௕ݓ௠௕ݓ

3ܿ

௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
௠௕ݓ߲

ݔ߲
௡௕ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

	ହହܥ	ܿ	2
௖

15
൅
݄௕ሺ	െܦ௕ሻ

12
ቇ൱݀ݔ 

)89(  
݇௠௡ହ଺ ൌ න ቆെ

௠௕ݓ߲

ݔ߲
߶௡௕ ቆ

19 ହହܥ
௖ ݄௕
60

െ ௕݄௕ቇܦ
௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
	ଵଷܥ	11

௖ ݄௕ ௠௕ݓ

60
߲߶௡௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ 

)90(  ݇௠௡ହ଻ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	2

௖ ௠௕ݓ

3
௡௖ݑ߲

ݔ߲
െ
2 ହହܥ

௖ ௡௖ݑ

3
௠௕ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)91(  ݇௠௡ହ଼ ൌ න ቆെ	
௠௕ݓ߲

ݔ߲
௡௖ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

ܿ ହହܥ
௖

15
ቇ െ

8 ଷଷܥ
௖ ௡௖ݓ௠௕ݓ

3ܿ
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)92(  ݇௠௡ହଽ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	ܿ	2

௖ ௠௕ݓ

15
߲߶௡௖

ݔ߲
െ
2 ܿ ହହܥ

௖ ߶௡௖

15
௠௕ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)93(  ݇௠௡଺ଵ ൌ න ቆ
	ହହܥ	7

௖ ݄௕ ߶௠௕ ௡௧ݑ

30ܿ
െ
ܿ ଵଵܥ

௖ ݄௕
140

߲߶௠௕

ݔ߲
߲ ௡௧ݑ

ݔ߲
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)94(  ݇௠௡଺ଶ ൌ න ቆ
	ହହܥ	
௖ ݄௕ ߶௠௕

60
߲ ௡௧ݓ

ݔ߲
െ
ଵଷܥ
௖ ݄௕ ௡௧ݓ

60
߲߶௠௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)95(  ݇௠௡଺ଷ ൌ න ቆ
	ହହܥ	7

௖ ݄௕	݄௧ ߶௠௕ ߶௡௧

60ܿ
െ
ܿ ଵଵܥ

௖ ݄௕ ݄௧
280

߲߶௠௕

ݔ߲
߲	߶௡௧

ݔ߲
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)96(  ݇௠௡଺ସ ൌ න ቆെ
ଵଵܥ	ܿ	3

௖ ݄௕
70

߲߶௠௕

ݔ߲
߲ ௡௕ݑ

ݔ߲
െ
47 ହହܥ

௖ ݄௕ ߶௠௕ ௡௕ݑ	

30ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)97(  
݇௠௡଺ହ ൌ න ቆെ ߶௠௕

߲ ௡௕ݓ

ݔ߲
ቆ
19 ହହܥ

௖ ݄௕
60

െ ௕݄௕ܦ ቇ
௟/ଶ

ି௟/ଶ

െ
	ଵଷܥ	11

௖ ݄௕ ௡௕ݓ

60
߲߶௠௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ 
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)98(  
݇௠௡଺଺ ൌ න ൭߶௠௕ ߶௡௕ ቆ

47 ହହܥ
௖ ݄௕

ଶ

60ܿ
൅ ௕݄௕ቇܦ

௟/ଶ

ି௟/ଶ

൅	
߲߶௠௕

ݔ߲
߲߶௡௕

ݔ߲
ቆ
	ଵଵܥ	ܿ	3

௖ ݄௕
ଶ

140
ቇ൱݀ݔ 

)99(  ݇௠௡଺଻ ൌ න ቆ
	ହହܥ	4

௖ ݄௕ ߶௠௕ ௡௖ݑ

3ܿ
െ
ܿ ଵଵܥ

௖ ݄௕
30

߲߶௠௕

ݔ߲
௡௖ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)100(  ݇௠௡଺଼ ൌ න ቆ
	ଵଷܥ	
௖ ݄௕ ௡௖ݓ

5
߲߶௠௕

ݔ߲
െ
ହହܥ
௖ ݄௕ ߶௠௕

5
௡௖ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)101(  ݇௠௡଺ଽ ൌ න ቆ
	ହହܥ	2

௖ ݄௕ ߶௠௕ ߶௡௖

5
െ
ܿଶ ଵଵܥ

௖ ݄௕
140

߲߶௠௕

ݔ߲
߲߶௡௖

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)102(  ݇௠௡଻ଵ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖

15
௠௖ݑ߲

ݔ߲
௡௧ݑ߲

ݔ߲
െ
8 ହହܥ

௖ ௠௖ݑ ௡௧ݑ

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)103(  ݇௠௡଻ଶ ൌ න ቆ
ହହܥ	2

௖ ௠௖ݑ

3
௡௧ݓ߲

ݔ߲
െ
2 ଵଷܥ

௖ ௡௧ݓ

3
௠௖ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)104(  ݇௠௡଻ଷ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖ ݄௧
30

௠௖ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௧

ݔ߲
െ
4 ହହܥ

௖ ݄௧ ௠௖ݑ ߶௡௧

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)105(  ݇௠௡଻ସ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	ܿ

௖

15
௠௖ݑ߲

ݔ߲
௡௕ݑ߲

ݔ߲
െ
8 ହହܥ

௖ ௠௖ݑ ௡௕ݑ

3ܿ
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)106(  ݇௠௡଻ହ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	2

௖ ௡௕ݓ

3
௠௖ݑ߲

ݔ߲
െ
2 ହହܥ

௖ ௠௖ݑ

3
௡௕ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)107(  ݇௠௡଻଺ ൌ න ቆ
	ହହܥ	4

௖ ݄௕ ௠௖ݑ ߶௡௕

3ܿ
െ
ܿ ଵଵܥ

௖ ݄௕
30

௠௖ݑ߲

ݔ߲
߲߶௡௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)108(  ݇௠௡଻଻ ൌ න ቆ
ହହܥ	16

௖ ௠௖ݑ ௡௖ݑ

3ܿ
൅
8 ܿ ଵଵܥ

௖

15
௠௖ݑ߲

ݔ߲
௡௖ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)109(  ݇௠௡଻଼ ൌ 0 

)110(  ݇௠௡଻ଽ ൌ 0 
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)111(  ݇௠௡଼ଵ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	2

௖ ௠௖ݓ

5
௡௧ݑ߲

ݔ߲
െ
2 ହହܥ

௖ ௡௧ݑ

5
௠௖ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)112(  ݇௠௡଼ଶ ൌ න ቆെ	
௠௖ݓ߲

ݔ߲
௡௧ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

ܿ ହହܥ
௖

15
ቇ െ

8 ଷଷܥ
௖ ௠௖ݓ ௡௧ݓ

3ܿ
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)113(  ݇௠௡଼ଷ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	
௖ ݄௧ ௠௖ݓ

5
߲߶௡௧

ݔ߲
െ
ହହܥ
௖ ݄௧ ߶௡௧

5
௠௖ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)114(  ݇௠௡଼ସ ൌ න ቆ
ହହܥ	2

௖ ௡௕ݑ

5
௠௖ݓ߲

ݔ߲
െ
2 ଵଷܥ

௖ ௠௖ݓ

5
௡௕ݑ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)115(  ݇௠௡଼ହ ൌ න ቆെ	
௠௖ݓ߲

ݔ߲
௡௕ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

ܿ ହହܥ
௖

15
ቇ െ

8 ଷଷܥ
௖ ௠௖ݓ ௡௕ݓ

3ܿ
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)116(  ݇௠௡଼଺ ൌ න ቆ
	ଵଷܥ	
௖ ݄௕ ௠௖ݓ

5
߲߶௡௕

ݔ߲
െ
ହହܥ
௖ ݄௕ ߶௡௕

5
௠௖ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)117(  ݇௠௡଼଻ ൌ 0 

)118(  ݇௠௡଼଼ ൌ න ൭
	ଷଷܥ	16

௖ ௠௖ݓ	 ௡௖ݓ

3ܿ
െ
௠௖ݓ߲

ݔ߲
௡௖ݓ߲

ݔ߲
ቆെ

8 ܿ 	ହହܥ
௖

15
ቇ൱݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)119(  ݇௠௡଼ଽ ൌ න ቆ
ହହܥ	ܿ	4

௖ ߶௡௖

15
௠௖ݓ߲

ݔ߲
െ
4 ܿ ଵଷܥ

௖ ௠௖ݓ

15
߲߶௡௖

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)120(  ݇௠௡ଽଵ ൌ න ቆ
ହହܥ	4

௖ ߶௠௖ ௡௧ݑ

5
െ
ܿଶ ଵଵܥ

௖

70
߲߶௠௖

ݔ߲
߲ ௡௧ݑ

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)121(  ݇௠௡ଽଶ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	ܿ	2

௖ ௡௧ݓ

15
߲߶௠௖

ݔ߲
െ
2 ܿ ହହܥ

௖ ߶௠௖

15
߲ ௡௧ݓ

ݔ߲
ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)122(  ݇௠௡ଽଷ ൌ න ቆ
	ହହܥ	2

௖ ݄௧ ߶௠௖ ߶௡௧

5
െ
ܿଶ ଵଵܥ

௖ ݄௧
140

߲߶௠௖

ݔ߲
߲߶௡௧

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)123(  ݇௠௡ଽସ ൌ න ቆ
ଵଵܥ	
௖ ܿଶ

70
߲߶௠௖

ݔ߲
௡௕ݑ߲

ݔ߲
െ
4 ହହܥ

௖ ߶௠௖ ௡௕ݑ

5
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)124(  ݇௠௡ଽହ ൌ න ቆ
ଵଷܥ	ܿ	2

௖ ௡௕ݓ

15
߲߶௠௖

ݔ߲
െ
2 ܿ ହହܥ

௖ ߶௠௖

15
௡௕ݓ߲

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
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)125(  ݇௠௡ଽ଺ ൌ න ቆ
	ହହܥ	2

௖ ݄௕ ߶௠௖ ߶௡௕

5
െ
ܿଶ ଵଵܥ

௖ ݄௕
140

߲߶௠௖

ݔ߲
߲߶௡௕

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)126(  ݇௠௡ଽ଻ ൌ 0 

)127(  ݇௠௡ଽ଼ ൌ න ቆ
ହହܥ	ܿ	4

௖ ߶௠௖

15
௡௖ݓ߲

ݔ߲
െ
4 ܿ ଵଷܥ

௖ ௡௖ݓ

15
߲߶௠௖

ݔ߲
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)128(  ݇௠௡ଽଽ ൌ න ቆ
2	ܿଷ	ܥଵଵ

௖

105
߲߶௠௖

ݔ߲
߲߶௡௖

ݔ߲
൅
4 ܿ ହହܥ

௖ ߶௠௖ ߶௡௖

5
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)129(  ݉௠௡
ଵଵ ൌ න ቆ ௠௧ݑ ௡௧ݑ ൬

3 ܿ ௖ߩ
35

൅ ଴ܫ
௧൰ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)130(  ݉௠௡
ଵଶ ൌ 0 

)131(  ݉௠௡
ଵଷ ൌ න ௠௧ݑ ߶௡௧ ൬

3 ܿ ௖ߩ ݄௧
70

൅ ଵܫ
௧൰ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)132(  ݉௠௡
ଵସ ൌ න ቆ

ܿ ௖ߩ ௠௧ݑ ௡௕ݑ

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)133(  ݉௠௡
ଵହ ൌ 0 

)134(  ݉௠௡
ଵ଺ ൌ න ቆെ

ܿ ௖ߩ ݄௕ ௠௧ݑ ߶௡௕

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)135(  ݉௠௡
ଵ଻ ൌ න ቆ

ܿ ௖ߩ ௠௧ݑ ௡௖ݑ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)136(  ݉௠௡
ଵ଼ ൌ 0 

)137(  ݉௠௡
ଵଽ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿଶ ௠௧ݑ ߶௡௖

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)138(  ݉௠௡
ଶଵ ൌ 0 

)139(  ݉௠௡
ଶଶ ൌ න ቆ ௠௧ݓ ௡௧ݓ ൬

2 ௖ߩ ܿ
15

൅ ଴ܫ
௧൰ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)140(  ݉௠௡
ଶଷ ൌ 0 
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)141(  ݉௠௡
ଶସ ൌ 0 

)142(  ݉௠௡
ଶହ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿ ௠௧ݓ ௡௕ݓ

30
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)143(  ݉௠௡
ଶ଺ ൌ 0 

)144(  ݉௠௡
ଶ଻ ൌ 0 

)145(  ݉௠௡
ଶ଼ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௧ݓ ௡௖ݓ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)146(  ݉௠௡
ଶଽ ൌ 0 

)147(  ݉௠௡
ଷଵ ൌ න ߶௠௧ ௡௧ݑ ൬

3 ௖ߩ ܿ ݄௧
70

൅ ଵܫ
௧൰ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)148(  ݉௠௡
ଷଶ ൌ 0 

)149(  ݉௠௡
ଷଷ ൌ න ൭߶௠௧ ߶௡௧ ቆܫଶ

௧ ൅
3 ௖ߩ ܿ ݄௧ଶ

140
ቇ൱݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)150(  ݉௠௡
ଷସ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ݄௧ ߶௠௧ ௡௕ݑ

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)151(  ݉௠௡
ଷହ ൌ 0 

)152(  ݉௠௡
ଷ଺ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿ ݄௧ ݄௕ ߶௠௧ ߶௡௕

280
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)153(  ݉௠௡
ଷ଻ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ݄௧ ߶௠௧ ௡௖ݑ

30
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)154(  ݉௠௡
ଷ଼ ൌ 0 

)155(  ݉௠௡
ଷଽ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿଶ ݄௧ ߶௠௧ ߶௡௖

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)156(  ݉௠௡
ସଵ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௕ݑ ௡௧ݑ

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)157(  ݉௠௡
ସଶ ൌ 0 
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)158(  ݉௠௡
ସଷ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ݄௧ ௠௕ݑ ߶௡௧

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)159(  ݉௠௡
ସସ ൌ න ቆݑ௠௕ ௡௕ݑ ൬

3 ௖ߩ ܿ
35

൅ ଴ܫ
௕൰ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)160(  ݉௠௡
ସହ ൌ 0 

)161(  ݉௠௡
ସ଺ ൌ න ௠௕ݑ ߶௡௕ ൬ܫଵ

௕ െ
3 ௖ߩ ܿ ݄௕

70
൰ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)162(  ݉௠௡
ସ଻ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௕ݑ ௡௖ݑ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)163(  ݉௠௡
ସ଼ ൌ 0 

)164(  ݉௠௡
ସଽ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿଶ ௠௕ݑ ߶௡௖

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)165(  ݉௠௡
ହଵ ൌ 0 

)166(  ݉௠௡
ହଶ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿ ௠௕ݓ ௡௧ݓ

30
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)167(  ݉௠௡
ହଷ ൌ 0 

)168(  ݉௠௡
ହସ ൌ 0 

)169(  ݉௠௡
ହହ ൌ න ቆݓ௠௕ ௡௕ݓ ൬

2 ௖ߩ ܿ
15

൅ ଴ܫ
௕൰ቇ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)170(  ݉௠௡
ହ଺ ൌ 0 

)171(  ݉௠௡
ହ଻ ൌ 0 

)172(  ݉௠௡
ହ଼ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௕ݓ ௡௖ݓ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)173(  ݉௠௡
ହଽ ൌ 0 

)174(  ݉௠௡
଺ଵ ൌ න ቆെ

௖ߩ ݄௕ ܿ ߶௠௕ ௡௧ݑ

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
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)175(  ݉௠௡
଺ଶ ൌ 0 

)176(  ݉௠௡
଺ଷ ൌ න ቆെ

௖ߩ ݄௕ ݄௧ ܿ ߶௠௕ ߶௡௧

280
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)177(  ݉௠௡
଺ସ ൌ න 	߶௠௕ ௡௕ݑ ቆܫଵ

௕ െ
3 ௖ߩ ݄௕ ܿ ߶௠௕ ௡௕ݑ

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)178(  ݉௠௡
଺ହ ൌ 0 

)179(  ݉௠௡
଺଺ ൌ න ൭߶௠௕ ߶௡௕ ቆܫଶ

௕ ൅
3 ௖ߩ ܿ ݄௕

ଶ

140
ቇ൱݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)180(  ݉௠௡
଺଻ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿ ݄௕ ߶௠௕ ௡௖ݑ

30
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)181(  ݉௠௡
଺଼ ൌ 0 

)182(  ݉௠௡
଺ଽ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿଶ ݄௕ ߶௠௕ ߶௡௖

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)183(  ݉௠௡
଻ଵ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௖ݑ ௡௧ݑ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)184(  ݉௠௡
଻ଶ ൌ 0 

)185(  ݉௠௡
଻ଷ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ݄௧ ௠௖ݑ ߶௡௧

30
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)186(  ݉௠௡
଻ସ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௖ݑ ௡௕ݑ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)187(  ݉௠௡
଻ହ ൌ 0 

)188(  ݉௠௡
଻଺ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿ ݄௕ ௠௖ݑ ߶௡௕

30
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)189(  ݉௠௡
଻଻ ൌ න ൬

8 ௖ߩ ܿ ௠௖ݑ ௡௖ݑ

15
൰݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)190(  ݉௠௡
଻଼ ൌ 0 
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)191(  ݉௠௡
଻ଽ ൌ 0 

)192(  ݉௠௡
଼ଵ ൌ 0 

)193(  ݉௠௡
଼ଶ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௖ݓ ௡௧ݓ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)194(  ݉௠௡
଼ଷ ൌ 0 

)195(  ݉௠௡
଼ସ ൌ 0 

)196(  ݉௠௡
଼ହ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿ ௠௖ݓ ௡௕ݓ

15
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)197(  ݉௠௡
଼଺ ൌ 0 

)198(  ݉௠௡
଼଻ ൌ 0 

)199(  ݉௠௡
଼଼ ൌ න ൬

8 ௖ߩ ܿ ௠௖ݓ ௡௖ݓ

15
൰ ݔ݀

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)200(  ݉௠௡
଼ଽ ൌ 0 

)201(  ݉௠௡
ଽଵ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿଶ ߶௠௖ ௡௧ݑ

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)202(  ݉௠௡
ଽଶ ൌ 0 

)203(  ݉௠௡
ଽଷ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿଶ ݄௧ ߶௠௖ ߶௡௧

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)204(  ݉௠௡
ଽସ ൌ න ቆ

௖ߩ ܿଶ ߶௠௖ ௡௕ݑ

70
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)205(  ݉௠௡
ଽହ ൌ 0 

)206(  ݉௠௡
ଽ଺ ൌ න ቆെ

௖ߩ ܿଶ ݄௕ ߶௠௖ ߶௡௕

140
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

)207(  ݉௠௡
ଽ଻ ൌ 0 

)208(  ݉௠௡
ଽ଼ ൌ 0 
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)209(  ݉௠௡
ଽଽ ൌ න ቆ

2 ௖ߩ ܿଷ ߶௠௖ ߶௡௖

105
ቇ݀ݔ

௟/ଶ

ି௟/ଶ
 

ها ماتريس مربعي است كه هاي ماتريس سختي و جرم هستند. كه هركدام از آندرايه )209(تا  )48(روابط 
هاي مختلف نانو لوله كربني براي توزيع باشد.اندازه اين ماتريس همان همگرايي سري ميدان جابجايي مي

 آيند.مقادير طبق روابط زير بدست ميباشند و اين متفاوت مي  D୧و  C୧و   	B୧و  	A୧مقادير 

௜ܣ )210( ൌ ׬ ଵଵܧܾ
௜ ݖ݀ ሺi ൌ t,bሻ

			
೓೔
మ

	ି
೓೔
మ

   

௜ܤ )211( ൌ ׬ ଵଵܧݖܾ
௜ ݖ݀ ሺi ൌ t,bሻ

			
೓೔
మ

	ି
೓೔
మ

   

௜ܥ )212( ൌ ׬ ଵଵܧଶݖܾ
௜ ݖ݀ ሺi ൌ t,bሻ

			
೓೔
మ

	ି
೓೔
మ

   

௜ܦ )213( ൌ ׬ ܾ݇௦ܩଵଶ
௜ ݖ݀ ሺi ൌ t,bሻ

			
೓೔
మ

	ି
೓೔
మ

   

  
kୱ باشد كه مقدار آن ضريب تصحيح بردار برشي ميkୱ ൌ πଶ سختي  B୧سختي كششي،  A୧	باشد. مي ⁄12

  .ها است سختي برشي رويه D୧سختي خمشي و  C୧كوپل و 
  
 نتايج و بحث -8

در ابتدا براي كسب اطمينان از فرمولاسيون ارائه شده، صحت سنجي نتايج صورت گرفته است. بدين منظور 
با توجه به مقايسه شده است خواص هندسي و مكانيكي تير  ]7[نتايج حاصل از اين تحقيق با نتايج وو 

E୫باشد مدول الاسيسيته زمينه مي به صورت زير  ]7[مرجع  ൌ 2.5GPa و چگالي زمينه                    
ρ୫ ൌ 1190	kg/mଷ  وν୫ ൌ Eଵଵهم مقادير  نانولوله كربني براي 0.3

ୡ୬ ൌ 5.6466	TPa ،                    
Gଵଶ
ୡ୬ ൌ 1.9445	TPa   ، ρୡ୬ ൌ 1400	kg/mଷ  وυୡ୬ ൌ تمامي اين مقادير در دماي اتاق است و   0.175

Eୡي سفت مقادير براي هسته ൌ 113.8	GPa ، ρୡ ൌ 4430	kg/mଷ  وνୡ ൌ        ميباشد. 0.342
Lمشخصات تير ساندويچي به صورت  ൌ 200	mm ، b ൌ 10	mm ، c ൌ 8	mm و  h୲ ൌ hୠ ൌ 1	mm 

باشد. نتايج بر حسب رابطه عرض تير مي bضخامت هسته و  cطول تير و  Lفرض شده است كه 
ωLඥρୡሺ1 െ vୡଶሻ/Eୡ گزارش شده3( جدول در محاسباتهمگرايي بعد شده است. نتايج حاصل براي بي (، 

دهد ) نشان مي4( طور كه جدولهمان ) آورده شده است.4همچنين نتايج براي صحت سنجي در جدول (
باشد علت آن است كه شود البته نتايج حاصل كمي كمتر از نتايج وو ميتطابق خوبي بين نتايج مشاهده مي

شود تيموشنكو استفاده شده است كه منجر به ايجاد خطا مي در تحقيق وو براي مدلسازي كل تير، از تئوري
  باشد.در صورتيكه مدل تير اين تحقيق بر اساس تئوري مرتبه بالاي توسعه يافته مي

  در نظر گرفته شده است. 5با توجه به همگرايي بوجود آمده در نتايج مقدار همگرايي  برابر 
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مقايسه شده است خواص  ]18[نتايج حاصل از اين تحقيق با نتايج  براي صحت سنجي هسته انعطاف پذير
ها                    رويهباشد مدول الاسيسيته به صورت زير مي  ]18[با توجه به مرجع هندسي و مكانيكي تير 

E௧ ൌ E௕ ൌ 210	GPa  هارويهو چگالي ρ୲ ൌ ρୠ ൌ 7900	kg/mଷ  وν୲ ൌ νୠ ൌ تمامي اين مقادير   0.3
Eୡمقادير  پذيرانعطافي اتاق است و براي هسته در دماي ൌ 56	MPa  وρୡ ൌ 60	kg/mଷ  و

Gୡ ൌ 22	MPa  .مشخصات تير ساندويچي به صورت در نظر گرفته شده استL ൌ b  و ݉ܿ	30 ൌ 5	cm  و
c ൌ 3	cm   وh୲ ൌ hୠ ൌ 0.2	cm  تكيه گاه ساده ساده غلتكي در پنجفرض شده است. نتايج حاصل براي 

  ) گزارش شده است.5( دولمود اول محاسبه و در ج
  

ቀ مقاله حاضرفركانس طبيعي بي بعد شده همگرايي  و ]7[ مقايسه مرجع -3جدول
௅

௛
ቁ ൌ 20 ، ቀ

௖

௛೟
ቁ ൌ 	و 8

V௖௡∗ ൌ 0.12 
    فركانس طبيعي اول    فركانس طبيعي اول

FG-V  UD   مقدارM   FG-V UD   مقدارM   
0.7579  1.7579 1 S-S 1.7579  1.7579 1  C-C  
0.1551  0.1530 2   0.9913  0.9908 2    
0.1550  0.1529 3   0.3108  0.3080 3    
0.1400  0.1379 4   0.3100  0.3074 4    
0.1400  0.1379 5   0.3095 0.3066 5    
0.1453 0.1432  Wu [٧]0.3240 0.3195  Wu [٧] 

 
ቀ مقاله حاضر و ]7[ سه فركانس طبيعي بي بعد شده مرجعمقاي - 4جدول

௅

௛
ቁ ൌ ቀو  20

௖

௛೟
ቁ ൌ 8 

 V௖௡∗ ൌ 0.12   V௖௡∗ ൌ 0.17   V௖௡∗ ൌ 0.28  

UD FG-V  UD FG-V  UD FG-V 

C-C        

0.3393 0.3353 0.3095 0.3066 مقاله حاضر  0.3825 0.3872

Wu [7] 0.3195 0.3240 0.3470 0.3530  0.3949 0.4032

 3.95 3.12  3.87 3.34 4.46 4.03 اختلاف(%)

S-S        

0.1538 0.1511 0.1400 0.1379 مقاله حاضر  0.1741 0.1776

Wu [7] 0.1432 0.1453 0.1560 0.1588  0.1785 0.1825

 2.63 2.45  3.13 3.07 3.63 3.66 اختلاف(%)
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   مقاله حاضر و ]18[ مرجع )Hz(مقايسه فركانس طبيعي  -5جدول                                    
  

  
  نتايج عددي - 9

ها و تكيه گاه هاي امل طول تير در توزيعبعد از اينكه از صحت و همگرايي نتايج اطمينان حاصل شد، تاثير ع
بدين منظور مشخصات تير ساندويچي در اين تحقيق به صورت  است.مختلف بر فركانس طبيعي بررسي شده 

b ൌ 30	mm  وc ൌ 8	mm به ضخامت  طول تيرتاثير نسبت  )8(تا  )3( هايشكلفرض شده است. در
ሺ كل تير

୐

୦
ሻ  بي بعد شده با رابطه بر فركانس طبيعي اولωLඥρୡሺ1 െ vୡଶሻ/Eୡ  شرايط مرزي تمام براي

كسر حجمي كربن  هاشكلي سفت بيان شده است. در اين كربني براي هستهو توزيع هاي مختلف نانو لوله 
∗V௖௡برابر با  ൌ ቀ	و نسبت ضخامت هسته به رويه برابر با  در نظر گرفته شده است 0.12

ୡ

୦౪
ቁ ൌ در نظر 4

با افزايش طول تير در تمام تكيه گاه ها كاهش فركانس  )8(تا  )3(با توجه به نمودارهاي  گرفته شده است.
  سيستم مشاهده شده است.  طبيعي

همچنين با افزايش طول تير اختلاف مقدار فركانس طبيعي براي توزيع هاي مختلف بسيار كم شده است. 
بيشترين و كمترين فركانس طبيعي در ازاي طول هاي متفاوت بين الگوي توزيع هاي نانو لوله كربني متغير 

توزيع هاي نانو لوله  است ولي از يك طول به بعد بيشترين و كمترين فركانس طبيعي تقريبا بين الگوي
مقدار فركانس طبيعي بي بعد شده كه از روي نمودارها بدست آمده  )6(كربني ثابت ميشود كه در جدول 

  است براي دو طول مختلف نوشته شده است.

  مود  حاضر مقاله ]18[مرجع   اختلاف (%)
  اول  250  251  0.39
  دوم  535  537  0.37
  سوم  873  874  0.11
  چهارم  1280  1282  0.15
 پنجم  1769  1771  0.11
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  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته سفت و تكيه گاه گيردار گيردار -3شكل

  
  اولين فركانس طبيعي براي هسته سفت و تكيه گاه گيردار ساده لولايينمودار تغييرات  - 4شكل

5 10 15 20 25 30
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

L/h



 

 

UD

FG-O
FG-X

FG-V

FG-

5 10 15 20 25 30
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

L/h



 

 

UD

FG-O
FG-X

FG-V

FG-
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  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته سفت و تكيه گاه گيردار ساده غلتكي - 5شكل

  

  
  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته سفت و تكيه گاه ساده ساده لولايي -6شكل

5 10 15 20 25 30
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

L/h



 

 

UD

FG-O
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5 10 15 20 25 30
0.2
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 1398 پاييز، سومنشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                    سال بيست و يكم، شماره                           128

 

  
  تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته سفت و تكيه گاه ساده ساده غلتكينمودار  - 7شكل

  

  
  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته سفت و تكيه گاه آزاد گيردار - 8شكل

5 10 15 20 25 30
0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

L/h


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 فركانس طبيعي اول بي بعد شده براي توزيع هاي مختلف نانو لوله كربني وتكيه گاه هاي مختلف - 6جدول

∗V௖௡و  سفت براي هسته  ൌ ቀ	و  0.12
ୡ

୦౪
ቁ ൌ 4  

F-C  S-S غلتكي S-S  
  لولايي

S-C  
 غلتكي

S-C  
 C-C  لولايي

توزيع نانو 
ሺ  لوله

ܮ
݄
ሻ 

0.1958 0.5062 0.6892 0.6906 0.7821 0.8940 UD  5 

0.1956 0.5062 0.6820 0.6877 0.7750 0.8861 FG-O    

0.1960 0.5066 0.6975 0.6937 0.7896 0.9012 FG-X    

0.1979 0.4975 0.6908 0.6651 0.7635 0.8540 FG-V    

0.1920 0.5102 0.6740 0.7119 0.7916 0.9298 FG-Λ    

0.0351 0.0984 0.2141 0.1523 0.2156 0.2186 UD  30  

0.0350 0.0982 0.2136 0.1520 0.2151 0.2183 FG-O    

0.0352 0.0985 0.2148 0.1525 0.2161 0.2189 FG-X    

0.0366 0.1022 0.2232 0.1576 0.2237 0.2250 FG-V    

0.0336 0.0942 0.2030 0.1464 0.2052 0.2110 FG-Λ    

      

ሺ௅در  )5(با توجه به نمودار ها و جدول 
௛
ሻ ൌ در تمام تكيه گاه ها داراي بيشترين فركانس  FG-Vتوزيع  30

ሺ௅در تمام تكيه گاه ها داراي كمترين فركانس طبيعي است. در صورتي كه در  FG-Λطبيعي و توزيع 
௛
ሻ ൌ 5 

بيشترين فركانس طبيعي در بين تكيه گاه هاي متفاوت است به طور مثال براي گيردار گيردار و گيردار ساده 
داراي بيشترين فركانس طبيعي است در  FG-Λلولايي و گيردار ساده غلتكي و ساده ساده غلتكي توزيع 

داراي بيشترين  FG-Xو تكيه گاه ساده ساده لولايي توزيع  FG-Vصورتيكه در تكيه گاه آزاد گيردار توزيع 
  فركانس طبيعي است.

در ادامه نمودار فركانس طبيعي اول بي بعد شده را براي تمام توزيع هاي نانو لوله كربني و در تكيه گاه      
 انعطاف پذير و براي هستهتفاوت براي هسته انعطاف پذير بر حسب افزايش طول تير رسم شده است. هاي م

Eୡمقادير  ൌ 84.4	MPa  وρୡ ൌ 100	kg/mଷ  وνୡ ൌ  )14) تا (9هاي (در نمودارباشد. برقرار مي 0.25
∗V௖௡كسر حجمي كربن برابر با  ൌ ميباشد و همچنين نسبت ضخامت هسته به رويه ها برابر با  0.12

ቀ ௖
௛೟
ቁ ൌ   در نظر گرفته شده است. 4
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  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته انعطاف پذير و تكيه گاه گيردار گيردار - 9 شكل

  

  
  گيردار ساده لولايينمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته انعطاف پذير و تكيه گاه  -10شكل 

5 10 15 20 25 30
0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

L/h



 

 

UD

FG-O
FG-X

FG-V

FG-

5 10 15 20 25 30
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

L/h



 

 

UD

FG-O
FG-X

FG-V

FG-



    131                                                                              ... ساندويچي با تير تاثير پارامترهاي هندسي روي فركانسهاي طبيعي

  
  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته انعطاف پذير و تكيه گاه گيردار ساده غلتكي - 11شكل 

  

  
  نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته انعطاف پذير و تكيه گاه ساده ساده لولايي - 12شكل
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  هسته انعطاف پذير و تكيه گاه ساده ساده غلتكينمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي  - 13شكل

  

  
 نمودار تغييرات اولين فركانس طبيعي براي هسته انعطاف پذير و تكيه گاه آزاد گيردار -14شكل

5 10 15 20 25 30

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

L/h



 

 

UD

FG-O
FG-X

FG-V

FG-

5 10 15 20 25 30

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

L/h



 

 

UD

FG-O
FG-X

FG-V

FG-



    133                                                                              ... ساندويچي با تير تاثير پارامترهاي هندسي روي فركانسهاي طبيعي

با افزايش طول تير در تمام تكيه گاه ها كاهش فركانس طبيعي سيستم  )14(تا  )9(با توجه به نمودارهاي 
مشاهده شده است. همچنين هر چقدر كه طول تير افزايش ميابد اختلاف فركانس طبيعي بين توزيع هاي 
مختلف نانو لوله كربني كمتر ميشود. بيشترين و كمترين فركانس طبيعي در ازاي طول هاي متفاوت بين 

ير است ولي از يك طول به بعد بيشترين و كمترين فركانس طبيعي اي نانو لوله كربني متغالگوي توزيع ه
مقدار فركانس طبيعي بي بعد  )7( تقريبا بين الگوي توزيع هاي نانو لوله كربني ثابت ميشود كه در جدول

  شده كه از روي نمودار ها بدست آمده است براي دو طول مختلف نوشته شده است.

ሺ௅در  )7(و جدول  )14) تا (9ي (نمودارها با توجه به
௛
ሻ ൌ در تمام تكيه گاه ها داراي  FG-Vتوزيع  30

داراي كمترين فركانس به جز گيردار گيردار در تمام تكيه گاه ها  FG-Λبيشترين فركانس طبيعي و توزيع 
                 در صورتيكه در كمترين فركانس طبيعي است. UDو در تكيه گاه گيردار گيردار توزيع  طبيعي است

ሺ௅
௛
ሻ ൌ در تمام  FG-Oدر تمام تكيه گاه ها داراي بيشترين فركانس طبيعي است و توزيع FG-X   توزيع 5

داراي كمترين فركانس طبيعي است و در تكيه گاه آزاد گيردار و گيردار گيردار تكيه گاه ها بجز آزاد گيردار 
  راي كمترين فركانس طبيعي است.اد UDو در تكيه گاه گيردار گيردار توزيع  FG-Λتوزيع 

  
 تكيه گاه هاي مختلف فركانس طبيعي اول بي بعد شده براي توزيع هاي مختلف نانو لوله كربني و - 7جدول

∗V௖௡و  براي هسته انعطاف پذير  ൌ ቀ	و  0.12
ୡ

୦౪
ቁ ൌ 4  

F-C  
S-S 
 غلتكي

S-S  
  لولايي

S-C  
 غلتكي

S-C  
 C-C  لولايي

توزيع نانو 
ሺ  لوله

ܮ
݄
ሻ 

0.5941 1.1761 1.1804 1.4174 1.4208 1.4174 UD  5  

0.5526 1.0610 1.0660 1.2506 1.2545 1.4723 FG-O    

0.6252 1.2701 1.2740 1.5338 1.5369 1.8126 FG-X    

0.5932 1.1465 1.1732 1.3512 1.3554 1.5853 FG-V    

0.5446 1.0626 1.1534 1.2845 1.3197 1.5379 FG-Λ    

0.3246 0.7383 0.8766 0.8390 0.9166 0.8390 UD  30 

0.3219 0.7323 0.8715 0.8233 0.9019 0.9311 FG-O    

0.3271 0.7443 0.8817 0.8535 0.9303 0.9833 FG-X    

0.3428 0.7797 0.8863 0.8773 0.9393 0.9932 FG-V    

0.3028 0.6888 0.8556 0.7802 0.8713 0.8883 FG-Λ    
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  نتيجه گيري -10
 قرارگرفت. تير بررسي مورد مقاله اين در و يك هسته دو رويه شامل تيرساندويچي يك آزاد ارتعاشات تحليل

ها به صورت كامپوزيت در نظر گرفته شد. در باشد و رويه مي انعطاف پذير و سفت هسته شامل ساندويچي
و  از نانو لوله هاي كربني به عنوان تقويت كننده استفاده شد. هاي مورد استفاده كامپوزيترويه ها براي 

  توزيع هاي مختلف نانو لوله كربني در تكيه گاه هاي متفاوت مورد بررسي قرار گرفت. 
 

 شود:برخي از نتايج مهم بدست آمده در اين تحقيق به شرح زير بيان مي
  تير در تير ساندويچي كه شامل هسته با افزايش طول در تمام توزيع ها و تكيه گاه هاي متفاوت

 سفت و يا هسته انعطاف پذير باشد كاهش فركانس طبيعي مشاهده شده است.
  در طول هاي بزرگتر اختلاف فركانس طبيعي بين توزيع هاي متفاوت و در تكيه گاه هاي متفاوت

 باشد.بسيار كم مي
 گتر يعني ردر طول هاي بزሺ௅

௛
ሻ ൌ در تمام تكيه گاه ها براي هر دو نوع هسته مورد بررسي توزيع  30

FG-V .داراي بيشترين فركانس طبيعي است 

  در طول هاي بزرگتر يعنيሺ௅
௛
ሻ ൌ داراي  FG-Λدر تمام تكيه گاه ها براي هسته سفت توزيع  30

 كمترين فركانس طبيعي است.

  در طول هاي بزرگتر يعنيሺ௅
௛
ሻ ൌ در تمام تكيه گاه ها به جز گيردار گيردار براي هسته انعطاف  30

داراي كمترين فركانس طبيعي است، و در تكيه گاه گيردار گيردار هسته انعطاف  FG-Λپذير توزيع 
 داراي كمترين فركانس طبيعي است. UDپذير توزيع 

  در طول هاي كوچكتر يعنيሺ௅
௛
ሻ ൌ  FG-Xدر تمام تكيه گاه ها براي هسته انعطاف پذير توزيع  5

 داراي بيشترين فركانس طبيعي است.

  در طول هاي كوچكتر يعنيሺ௅
௛
ሻ ൌ در دو نوع هسته بيشترين و كمترين فركانس طبيعي بين  5
  .تكيه گاه هاي مختلف متفاوت است
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 Abstract 
 
In this article, the vibrational behavior of sandwich beams with stiff and flexible core and face 
sheets reinforced with carbon nanotubes has been investigated. Carbon nanotubes are used as 
materials that their properties change along the thickness. In this research for modelling the 
sandwich beam an extended high order sandwich theory is used. In order to model the 
behavior of faces the Timoshenko beam’s theory is employed and also for modeling the 
behavior of the core, three-degree displacement field is used considering the axial stresses and 
also compatibility conditions of the core. The equations of motion are derived using the 
variations of energy and the Ritz method is used to solve the equations of motion.  
The obtained results are compared with available results that show the high accuracy of the 
present modelling. The results for different distributions of carbon nanotubes and different 
boundary conditions have been investigated. In this research new results are presented for 
different boundary conditions in terms of different length to thickness ratio.  
One of the important result of this research is that, generally it cannot be say that what 
distribution of CNT leads to maximum or minimum natural frequency of the structure and this 
problem is strongly depended on the length to thickness ratio of the bam and also stiffness or 
flexibility of the core. 


