
 

  

  
 

  
 غيرمحلي اصلاح شده الاستيسيته نظريه ،تنش سطحي ،كمانش ،برنولي -تير اويلر ،وبتينانو هاي راهنما: واژه
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ماده يا  مطالعه و كاربرد هب اي از دانش كاربردي و فناوري است كه رشته )نانوتكنولوژي(نانو   فناوري
نانومتر كه اثرات فيزيكي جديدي (عمدتاً متأثر از غلبه خواص  100تا  1حدود  در ابعاد در يايه دستگاه

هاي  ها داراي اشكال و اندازه نانولوله ارتباط دارد. دهند كوانتومي بر خواص كلاسيك) از خود نشان مي
مكانيكي،  به خاطر خواصهاي كربني  نانولوله .باشند 5يا چند ديواره 4توانند تك ديواره مختلفي هستند و مي

مانند مهندسي  هاي مختلف الكتريكي و شيميايي ممتازشان، تاثير چشمگيري بر توسعه فناوري نانو در زمينه
شناسي، فيزيك كاربردي، ابزارهاي  ، دامپزشكي، زيستهاي خاصمواد، پزشكي، داروسازي و طراحي دارو
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بررسي تاثير تنش سطحي بر پايداري كمانشي 
نانوتيوب با استفاده از نظريه الاستيسيته 

  غيرمحلي اصلاح شده
برنولي با استفاده از نظريه الاستيسيته  - نانوتيوب اويلر كمانشمقاله، تحليل  اين در

و  غيرمحلي اصلاح شده با در نظر گرفتن اثر الاستيسيته سطح، تنش سطحي
گيري از اصل هميلتون و  با بهرهاست.  مورد بررسي قرار گرفتهپارامتر غيرمحلي 

ر گرفتن اثر تنش سطحي، و با در نظالاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده نظريه 
است. حل تحليلي معادلات  معادلات حاكم بر ديناميك نانوتير استخراج شده

الاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده براي استخراج رابطه نيروي بحراني كمانش 
است.   نانوتيوب با در نظر گرفتن تنش سطحي با استفاده از روش ناوير ارائه شده

نند ضريب مود كمانش، طول و قطر نانوتيوب، مقدار تأثير تغيير پارامترهايي ما
تنش سطحي و پارامتر غيرمحلي در مقدار نيروي بحراني كمانش نانوتيوب با 

  است.  استفاده از نظريه الاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده بررسي شده
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 ها خواص بسيار لولهنانو باشند. ميپيچيده شده از صفحات  (كربن) هايي از گرافيت لولهاز هاي كربني  نانولوله
رسانايي  نانومتر)، حالت رسانا و نيمه 4/0از كتر مانند اندازه بسيار كوچك (قطركوچ اي دارند و گستردهجالب 

اي، قدرت رسانايي  شان، برخورداري از خاصيت منحصر به فرد ترابري پرتابه ها برحسب شكل هندسي آن
گرمايي خيلي بالا، سطح جداره صاف يا قدرت تفكيك بالا كه ميزان عبور گاز از درون آنها به مراتب بيشتر از 

بروز خواص الكتريكي و  گيرند، يكه در جداسازي گازها مورد استفاده قرار م اي معمولي غشاهاي ميكروحفره
، حساس به تغييرات كوچك نيروهاي اعمال شده، مدول يانگ بالا، مكانيكي منحصر به فرد در طول آنها
مغناطيسي، ممان  واص مناسبالكتريسيته بسيار بالا، خ جريان حركتگسيل و جذب نورمادون قرمز، ضريب 

شود، قابليت  باعث استحكام بالاي نانولوله ميمغناطيسي بسيار بزرگ، چگالي سطحي بسيار بالاكه 
سازي انرژي چند برابر حجم الكترودهاي گرافيتي، داشتن خاصيت ابررسانايي، توليد ولتاژ، استحكام و  ذخيره

دليل داشتن خواص الكتريكي و پايداري شيميايي  هبهاي كربني  كاربردهاي نانولولهاز مقاومت كششي بالا. 
هاي شيميايي و گر حسترانزيستورها،  در ساخت مانند الكترونيك،كاربردهاي مختلفي و  صنايعدر بديل  بي

هيدروژن در  سازي ها، ذخيره دهي كامپوزيت اي، استحكام هاي نانولوله ها، حافظهگر حسمكانيكي و زيست 
هاي خورشيدي،  هاي سوختي، افزايش راندمان پيل ها و پيل هاي سوختي، افزايش ظرفيت باتري پيل

هاي  هاي رسانا، روكش هاي ابررسانا يا رساناي سبك، رنگ هاي ضدگلوله سبك و مستحكم، كابل جليقه
پليمرهاي رسانا، فيبرهاي  كامپوزيتي ضد رادار، حصار حفاظتي الكترومغناطيسي در تجهيزات الكترونيكي،

هاي  اندازي ادوات الكتريكي، ماهيچه هاي با قابليت ذخيره انرژي الكتريكي جهت راه بسيار مقاوم، پارچه
هاي طبيعي، صنايع نساجي، افزايش كارايي  مرتبه بيشتر از ماهيچه 100مصنوعي با قدرت توليد نيروي 

هاي بسيار سريع،  ، محلولي براي اتصال دروني تراشهها، مواد پلاستيكي مستحكم، تشخيص گلوكز سراميك
هاي  رساني به سلول ديدگي مغز، دارو هاي فوق سريع، كمك به درمان آسيب مدارهاي منطقي و پردازنده

اشاره كرد.  توان مي تصويربرداري درماني و ژن، ژنديده، از بين بردن تومورهاي سرطاني، تجزيه هيدرو آسيب
هاي كوچك  هاي كوانتومي براي ساختن مدارات الكتريكي در اندازه مانند نانوسيمزاتي ها در تجهي نانولوله

ها  از سوي ديگر نانولوله .شوند استفاده مي هادي هاي نيمه هاي آلي، نانوسيم هاي فلزي، نانوسيم شامل نانوسيم
   رند.گي اي قرار مي اي و بيرون صفحه هاي درون صفحه تحت بارگذاري در كاربردهاي واقعي

 به اين دليل شود كه هاي ماده مي تغيير ساختار كوانتومي الكترون باعثاعمال فشار بر يك نانولوله 
ويژگي حساسيت زياد به اعمال  ايناز . يابد ميافزايش يا كاهش  نانولوله الكتريكيرسانايي هاي  ويژگي

 ،همچنين ساخت.ها  دهنده بر پايه نانولوله هاي انتقال ترانسفورماتور يا دستگاه توان نيروهاي بسيار كوچك مي
يك علامت  صورت بهفشار و باز تبديل اين فشار  نيرو و ها در احساس تغييرات بسيار كوچك توانايي نانولوله
ايجاد فشار را  و نيرو اي حساس به تغييرات بسيار كوچك هاي نانولوله تواند امكان ساخت سوئيچ الكتريكي مي

به دو دسته هاي تحليل رفتار نانو ساختارهاي كربني  روش ).)2010(در سال  ،]16[ (دمير و همكاران نمايد
هاي  روش شامل هاي تحليلي نيز به دو دسته كلي روش .شود ميكلي آزمايشگاهي و تحليلي تقسيم بندي 

دليل  د. بهدنرگ ميهاي مبتني بر مكانيك محيط پيوسته تقسيم بندي  مبتني بر مكانيك كوانتومي و روش
هاي مبتني بر مكانيك  دشواري تحقيقات آزمايشگاهي در مقياس نانو و بالا بودن هزينه محاسباتي روش

اما از آنجايي كه  است.  هاي مبتني بر مكانيك محيط پيوسته بيشتر مورد توجه قرار گرفته كوانتومي، روش
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و نتايج  نبودههاي پيوسته قادر به در نظر گرفتن اثر مقياس كوچك  مبتني بر مكانيك محيطهاي  روش
اند تا اثرات  هاي نويني ايجاد شده نظريه رسند حاصل از آن توسط نتايج كارهاي آزمايشگاهي به تاييد نمي

الاستيسيته  نظريهز هاي اخير استفاده ا در سال .بيني نمايند درستي پيشه سازي در مقياس نانو را ب مدل
غيرمحلي در  نظريهكلاسيك و  نظريهاست. تفاوت اصلي بين  در تحليل نانوتيرها مرسوم شده 1غيرمحلي

هاي پيوسته براساس روابط ساختاري  هاي كلاسيك مكانيك محيط نظريهتعريف تنش است. بيشتر 
هاي همان نقطه  تابعي از كرنش صورت بهكنند تنش در هر نقطه  هايپرالاستيك استوار هستند كه فرض مي

 و )1972(در سال  ]2[ ارينگن و ادلن ،)1972(در سال  ]1[ غيرمحلي كه ابتدا توسط ارينگن  نظريهاست. 
هر نقطه نه تنها تابع ميدان كرنش آن در ارائه شد، بيانگر اين است كه تنش  )1983( در سال ]3[ارينگن 

ها دربرگيرنده اطلاعاتي از  نظريهاست. اين قبيل  محيط پيوستهنقطه است، بلكه تابع كرنش تمام نقاط 
پارامترهاي مادي تعريف  صورت بهكه در روابط ساختاري -هاي داخلي ها و اندازه طول نيروهاي مابين اتم

ها،  غيرمحلي در بررسي انتشار موج تنش الاستيك، انتشار موج داخل كامپوزيت نظريههستند.  -شوند مي
 است ها مورد استفاده قرار گرفته ارتعاشات آزاد و اجباري و كمانش و خمش تيرها و ورق مكانيك شكست،

يك علت مهم كه سبب ايجاد خواص و رفتار استثنايي در نانومواد  ).1999(در سال  ،]4[ سكمنگاويندجي و 
  ها شده، انرژي سطح است. و نانوسازه
هاي موجود در  هاي موجود در سطح نسبت به اتم اند اتم ، توضيح داده)1994(در سال  و همكارانش 2استريتز

ها نسبت به حجم  گيرند و بنابراين وضعيت تعادل و انرژي اين اتم حجم در معرض محيط متفاوتي قرار مي
وماً تحت تأثير سطح ها حساس هستند، لز خواص جامداتي كه نسبت به انرژي و وضعيت اتم است.متفاوت 
ي سطحي زيادي نسبت به ها هاي چندلايه كه اتم هاي نازك يا سازه ورقتيرها و در مورد  ويژه هب ردگي قرار مي

يا انرژي مازاد  شوند. كميت انرژي سطح كه به انرژي آزاد سطح  اثرات سطحي بسيار مهم ميحجم دارند، 
، در ترموديناميك سطوح جامد مطرح شد. )1906(در سال  3شود، نخستين بار توسط گيبز سطح مربوط مي

باشد  پذير مورد نياز براي ايجاد يك صفحه از طريق پروسه شكافت يا خزش مي اين كميت برابر كار برگشت
) j/m3( E )يانگالاستيسيته ( به مدول) j/m2( است. نسبت انرژي سطح) j/m2(كه واحد آن ژول بر مترمربع 

باشد كه واحد آن متر است. اين پارامتر معمولاً كوچك است ولي  ذاتي ميپارامتر ديگري به نام مقياس طول 
وقتي يك المان مادي، طول مشخصه قابل مقايسه با اين مقياس طول داشته باشد، انرژي سطحي نقش بسيار 

كند. پارامتر اساسي ديگر، تنش سطحي نام دارد كه نخستين بار توسط  مهمي در خواص و رفتار آن ايفا مي
هاي اصلاح شده مبتني  محققين به ارايه روشها،  براي درنظرگرفتن اين ويژگي راستا،در اين  معرفي شد.گيبز

الاستيسيته غيرمحلي  نظريهز جمله ا نظريههاي اخير چندين  اند. در سال بر مكانيك محيط پيوسته پرداخته
گراديان  نظريه و )2013(، درسال ]29[كوپل تنش شكوري وهمكاران  نظريهو ) 2002( ، درسال]5[ ارينگن

 ]31[ و محمودي اصلاح شده كوپل تنش آشوري نظريهو  )،2014( در سال ]30[ همكارانكرنش ليانگ و 
  به بررسي اثر مقياس كوچك هستند. هاي كلاسيك ارائه شده كه قادر نظريهاصلاح  براي )2015( در سال

                                                                                                                                                                                          
1 Nanlocal theory of elasticity (NLTE) 
2 Streitz, F.H. 
3 Gibbs, J.W. 
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محلي به دليل سادگي و كاربرد گسترده در الاستيسيته غير نظريهبر  يوش مبتنها ر از ميان اين روش
با استقبال  1كوليايج حاصل از روش ديناميك مولبيني رفتار مكانيكي نانو مواد و تطابق نتايج آن با نت پيش

كمانش، خمش، انتشار امواج و تحليل   ت بسياري در زمينهتاكنون تحقيقا است. تري مواجه شده گسترده
 انجام محليالاستيسته غير نظريهبر اساس هاي كربني  نانولوله و يا غيرخطي نانوتيرهاارتعاشات خطي 

محلي الاستيسته غير نظريهبا اين حال  است.  اثر سطح هم در نظر گرفته شدهمقالات است. در برخي از  شده
قادر به در نظر گرفتن اثر مقياس كوچك  و شرايط ارينگن داراي اين نقص است كه در بعضي حالات

مقالات تعدادي از باشد و نتايج آن كاملا بر نتايج الاستيسيته كلاسيك منطبق بوده كه به اين نقص در  نمي
، )2013(، در سال ]28[قنادپور و همكاران ، )2003(در سال  ،]6[است (پديسن و همكارانش  اشاره شده

 فوق الذكر نقصغيرمحلي و رفع  نظريهمحققان به اصلاح  بنابراين، .))2008(در سال  ]10[چلامل و وانگ 
، ينگ و ليم )2008(در سال ، ]8[، كومار و همكاران )2003(در سال  ،]6[(پديسن و همكارانش  اند پرداخته

براي اولين  نوين نظريهايده اصلي  .))2012(، در سال ]25[حسيني آرا و همكاران  ،)2012(، در سال ]24[
  ريزي شد. ، پايه)2003(در سال  ]6[بار توسط پديسون و همكارانش 

محلي اصلاح شده به اول از سري معادلات ساختاري غير بر پايه در نظر گرفتن دو ترم نظريهاساس اين 
محلي اصلاح معادلات ساختاري غير محلي استوار است.ز آن به جاي معادلات ساختاري غيرعنوان تقريبي ا

سري بي نهايت بر  صورت بهشده در واقع جواب خصوصي معادلات ساختاري غيرمحلي است كه تنش را 
اشاره شد دو ترم اول از سري به آنها دارد. در تحقيقاتي كه  حسب كرنش و مشتقات مرتبه بالاتر آن بيان مي

ساختارها در نظر حليل رفتار نانوريبي از آن جهت تمعادلات ساختاري غير محلي اصلاح شده به عنوان تق
حال  .سري فوق الذكر بحثي به ميان آمده باشد صورت بهحل آنكه در مورد همگرايي  بدون اند گرفته شده

 (در نظر گرفتن دو مذكور آنكه توجه به همگرايي سري نقش مهمي در تعيين حوزه اعتبار و كارآيي روش
  دارد. شده به عنوان تقريبي از آن)محلي اصلاح ترم از سري معادلات ساختاري غير

هاي مختلف  سر گيردار تحت بار گذاري به بررسي خمش تير يك ،)2003(در سال  ]6[ و همكارانش پديسن
اي ميان نسبت خيز بيشينه بر اساس  آوردن رابطه دست بهآنها با  برنولي پرداختند.-تير اويلر نظريهبر اساس 

الاستيسيته كلاسيك و پارامتر  نظريهالاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده اوليه به خيز بيشينه بر اساس  نظريه
ليم و وانگ  .به بحث در مورد اثر پارامتر غيرمحلي در خيز ناشي از خمش نانوتير پرداختند بعد محلي بيغير

ها نانوتيربا استفاده از اصل هميلتون، معادلات حركت و شرايط مرزي را براي خمش  ،)2007( در سال ]7[
هاي  بالا گرديد كه در تحليل تبهوليد شرايط مرزي غيركلاسيك مراستخراج نمودند كه اين روابط منجر به ت

 نظريهروابط،  استفاده از ايناستاتيكي و ديناميكي غيرمحلي پيش از آن لحاظ نشده بود. آنها در ادامه با 
 كومار و همكارانش اصلاح شدة ليم و وانگ معروف است. نظريهمحلي اصلاح شده را معرفي نمودند كه به غير

كمانش نانولوله كربني تحت شرايط مرزي مختلف را با در نظر گرفتن نانولوله كربني  ،)2008( در سال ،]8[
 نظريهمحلي و الاستيسيته غير نظريهي براساس رژبرنولي و با استفاده از روش ان - به عنوان تير اويلر

  الاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده مورد بررسي قرار دادند.

                                                                                                                                                                                          
1 Moleculad Dynamics (M.D.) 
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آمده براساس روش ديناميك مولكولي  دست بهنتايج خود را با نتايج  آنها براي بررسي صحت نتايج خود،
براي مقادير بسيار كوچك  نتايج نشان داد كه مقايسه كردند كه مطابقت خوبي نيز ميان آنها مشاهده شد.

الاستيسيته غير محلي اصلاح شده اوليه بر هم  نظريهمحلي و الاستيسيته غير نظريهنتايج  پارامتر غيرمحلي،
 11[ وانگ و فنگ گيرد. از هم فاصله مي نظريهولي با افزايش پرامتر غيرمحلي نتايج اين دو  باشد منطبق مي

ها را با استفاده از  وي كمانش محوري و ارتعاشات جانبي نانوسيم، اثرات سطح بر ر)2009( در سال ،]12و 
تير تيموشنكو مورد بررسي قرار دادند. در اين تحقيق، آنها اثرات الاستيسيته سطح و تنش باقيمانده  نظريه

 دست بهسطحي را با روابط تير تيموشنكو تركيب كردند تا معادلات حاكم بر كمانش يا ارتعاش نانوسيم را 
هاي طبيعي  د تا نيروي كمانش بحراني يا فركانسادلات را با روش تحليلي حل كردنسپس اين مع .ندآور
هاي سطح مثبت، باعث  آيند. آنها دريافتند كه در نظر گرفتن اثرات سطحي براي موادي با ثابت دست به

هاي با سطح مقطع  شود و اين موضوع براي نانوسيم هاي طبيعي مي افزايش نيروي كمانش بحراني و فركانس
به بررسي  ،)2010(، در سال ]13[ ليم دهد. تر نشان مي اي با نسبت طول به قطر بزرگ خود را بيش دايره
يك مدل محيط پيوسته به همراه ، )2010( در سال ،]14[ و همكارانش آن پرداخت. نظريهتر اين  دقيق
ها و  سازي اتمي براي بررسي اثر سطح بر نانوتيرها ايجاد كردند و نشان دادند كه اثرات سطح در تنش شبيه

اثر سطح بر روي فركانس هاي  ،)2010( در سال ،]15[و چانگ  لي ها كاملاً چشمگير است. تغييرشكل
طبيعي نانو لوله كربني را بررسي كرده و دريافتند كه در نظر گرفتن اثر سطح در معادلات حاكم بر مسئله 

ويژه در  بهها  هاي طبيعي شده و افزايش پارامتر غيرمحلي نيز باعث افزايش فركانس باعث افزايش فركانس
  .شود مي مودهاي بالا

تغييرشكل برشي مرتبه  نظريهعاشات آزاد نانولوله را بر اساس ، ارت]16[ران دمير و همكا، )2010(در سال 
يك مدل اجزاي محدود براي بررسي  ،)2011(در سال  ،]17[ همكارانشليو و  اول مورد بررسي قرار دادند.

مرداك و مدل تير  - اثرات انرژي سطحي بر روي نانوتيرها ارائه كردند. آنها با استفاده از نظرية سطح گورتين
هاي تحليلي مقايسه كردند.  آورده و نتايج خود را با ساير روش دست بههاي طبيعي را  نازك و ضخيم، فركانس

هاي طبيعي و بارهاي بحراني كمانش تحت شرايط مرزي مختلف  ر فركانسآنها همچنين اثرات سطحي را ب
اثرات سطح بر روي ارتعاش عرضي و كمانش محوري  ،)2011(، در سال ]19[ وانگ و وانگ .بررسي نمودند

برنولي اصلاح شده مورد بررسي قرار دادند. براي سه حالت تغيير شكل،  -اس مدل تير اويلررا بر اس نانوتير
كشش سطحي  تاثيرآورده و  دست بهمودهاي سيستم مورد نظر، فركانس طبيعي و نيروي محوري بحراني را 

است. آنها دريافتند كه اثرات سطح هنگامي كه ابعاد مقطع تيرها   و كشش سطحي باقيمانده محاسبه شده
غيرمحلي اصلاح شده به  نظريهبا استفاده از  ،)2011( در سال ،]20[وانگ  باشد. ت بسيار مهم مينانومتر اس

 هاي طبيعي بزرگتري را در مقايسه هاي حاوي سيال پرداخت. او فركانس بررسي ارتعاشات و كمانش نانولوله
محمود و  بيني كرد. پيش ي را براي نانولولهرآورده و مقاومت بالات دست بهمحلي كلاسيك غير نظريهبا 

برنولي و  -را با استفاده از مدل غيرمحلي تير اويلر نانوتيررفتار استاتيكي  ،)2012( در سال ،]21[ همكارانش
وسيله روش المان محدود مورد  ههاي سطحي ب سطح، شامل الاستيسيتة سطح و تنش با در نظر گرفتن اثرات

  .مطالعه قرار دادند
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برنولي غيرمحلي همراه با كشش سطحي و تنش  -از مدل تير اويلر ،)2012(در سال  ،]22[سان و همكاران 
هاي كربني تحت فشار محوري استفاده كردند. آنها دريافتند كه  سطحي براي بررسي رفتار كمانش نانو لوله

وده و بايد ابعاد كوچك و اثر سطح، دو ويژگي ذاتي نانوساختارها هستند كه هر دو از اهميت زيادي برخوردار ب
كمانش  ،)2012(در سال  ]24[ و يانگ و ليم ،)2012(در سال  ،]23[و همكاران  ليم .در نظر گرفته شوند

يد محلي اصلاح شده مورد بررسي قرار دادند. معادلات ديفرانسيل جدغير نظريهميله را بر اساس نانو حرارتي
اساس  نانوميله با شرايط مرزي غيرمحلي بربالاتر حاكم در هر دو جهت عرضي و محوري براي كمانش مرتبه 

بر نيروي بحراني بررسي شدند. آنها نيروي  ماآمده و اثرات مقياس نانو و تغيير د دست بهاصل حساب تغييرات 
دهد سختي  بيني كردند كه نشان مي محلي اصلاح شده پيشغير نظريهبا استفاده از بحراني بزرگتري را 

يابد. همچنين نشان دادند كه در دماي پايين و دماي اتاق، بار كمانش  ش ميافزاي ها در مقياس نانو ستون
در حالي كه در دماي بالا نيروي بحراني با  يابد افزايش مي ماييرات دبحراني نانو ساختارها با افزايش تغ

  يابد. افزايش تغييرات درجه حرارت كاهش مي
بر كمانش ديناميكي نانو لوله كربني تك جداره روي اثر دما ، )2012(در سال  ،]25[ همكارانحسيني آرا و 

پوسته و با  نظريهگاه ساده را بر اساس  پاسترناك تحت بار ضربه و با شرط تكيه- بستر الاستيك وينكلر
و  جم .كردنداستفاده از اصل تغييرات مورد مطاله قرار داده و تاثير پارامتر غيرمحلي را بر بار بحراني بررسي 

برنولي اصلاح شده را ارائه كرده و به بررسي تأثير كشش  -مدل تير اويلر ،)2013(در سال  ،]26[سمائي 
ها پرداختند. نتايج تحليل نشان داد كه اثرات سطحي و  سطحي در نيروي بحراني كمانش محوري نانولوله

افزايش حجم نانولوله اينرسي چرخشي تأثير قابل توجهي بر نيروي بحراني كمانش نانولوله دارد. آنها دريافتند 
شود. همچنين اثرات سطح  با فرض ثابت ماندن نسبت ابعادي آن موجب كاهش اثرات سطح بر بار بحراني مي

زهرا  با ثابت سطح مثبت، تمايل به افزايش بار محوري بحراني در مقايسه با مدل تير اويلر كلاسيك دارد.
را الاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده كامل  جديد نظريه ،)2017(در سال  ،]32[ سادات موسوي و همكاران

و با استفاده از اصل تغييراتي  پيشينآنها بر اساس معادلات ساختاري غيرمحلي اصلاح شده  ند.معرفي كرد
ند و نشان دادند بازآرايي سري ظاهر شده در صفحات مستطيلي را بررسي كردخمش و كمانش نانو ،ميلتوناه

  د.وش ميلات ساختاري اصلاح شده دن سري معادروابط منجر به خطاي قطع كر
 كمانش نانولولهتحليل گردد كه تاكنون تحقيقي كه دربرگيرنده  چاپ شده مشاهده ميبا بررسي مقالات 

الاستيسيته غيرمحلي  نظريهبا استفاده از  و پارامتر غيرمحليتنش سطحي  همزمان نظر گرفتن با در كربني
، ديگر جنبه نوآوري پژوهش كنوني در استخراج معادلات در اين راستااست.   باشد انجام نشده اصلاح شده

  باشد.  ا درنظر گرفتن تنش سطحي ميديناميكي و كمانشي حاكم بر نانوتير ب
 نظريهبا شرايط مرزي دو سر ساده با استفاده از برنولي  -اويلر نانوتيوب كمانشتحليل  مقاله، اين در

و پارامتر غيرمحلي  با در نظر گرفتن اثر الاستيسيته سطح، تنش سطحي 1هغيرمحلي اصلاح شد الاستيسيته
با  وغيرمحلي اصلاح شده  الاستيسيته نظريه و ميلتوناهگيري از اصل  با بهره است.  گرفتهمورد بررسي قرار 

  .است  شدهاستخراج  در نظر گرفتن اثر تنش سطحي، معادلات حاكم بر ديناميك نانوتير

                                                                                                                                                                                          
1 Modified Nonlocal Theory of Elasticity (MNLTE) 



  203                                                                                          بررسي تاثير تنش سطحي بر پايداري كمانشي نانوتيوب با ...

 

با  براي استخراج رابطه نيروي بحراني كمانش نانوتيوب با در نظر گرفتن تنش سطحيمعادلات  تحليليحل 
حذف خطاي عددي مربوط به براي  سريحل با تجديد آرايش  ،سپس است.  دهارائه ش استفاده از روش ناوير

 الاستيسيته معادلات ،تيردر محاسبه بار بحراني كمانش نانودرنظر گرفتن تعداد مشخصي از جملات سري 
نويسي در محيط  با برنامه .است  و استخراج شدهروابط مربوط به آنها بازنويسي و اصلاح شده غيرمحلي 

تأثير تغيير پارامترهايي مانند ضريب مود كمانش، طول و قطر نانوتيوب، مقدار تنش  Mapleافزار رياضي  نرم
الاستيسيته  نظريهنانوتيوب با استفاده از سطحي و ضريب غيرمحلي در مقدار نيروي بحراني كمانش 

آمده در محاسبه نيروي  دست به اي بين نتايج در نهايت مقايسه است. شده بررسيغيرمحلي اصلاح شده 
 نظريهاز آمده  دست بهبا نتايج اصلاح شده غيرمحلي  الاستيسيته نظريه بحراني كمانش با استفاده از

  است. قرار گرفته تيرها مورد بررسيكلاسيك  نظريهو اصلاح نشده محلي غير
  
الاستيسيته غيرمحلي  نظريهبا استفاده از  ج معادله حاكم بر ديناميك نانوتيراستخرا - 2

  نانوتيوب كمانش و تحليل اصلاح شده
، tضخامت  ،L طول اب همگن و همسانگرد برنولي از ماده- اويلر تير)يا نانو (نانولوله تيوبنانو يك)، 1در شكل (

 bچگالي  و ، ضريب پوآسون Eb مدول الاستيسيته، Iمقطع ممان اينرسي سطح  ،Aمساحت سطح مقطع 
كه بر - مياني سطحدر گوشه سمت چپ  (x, y, z) دكارتي مبدا دستگاه مختصاتاست.   نشان داده شده

(عمود بر  به ترتيب در راستاي طول، عرض zو  x ،y واقع شده و محورهاي -باشد ، منطبق ميxyصفحه 
 در وبنانوتي. اند ) نشان داده شده1جهت مثبت محورها در شكل ( قرار دارند. تير نانو جانبي و ضخامت صفحه)

nlفشاري  ار محوريتحت بدو انتهاي خود 
xN N  .بر  ر تحليل نتايج فرض شده كه نانوتيوبد قرار دارد

  گاه ساده در دو انتهاي خود قرار دارد. روي تكيه
  

  )كسينماتيروابط انحنا ( -روابط كرنش -1- 2
زير  صورت به تيرانحناي صفحه مياني نانوو  دوبعدي هاي جابجايي مولفهبرنولي  -تير اويلر نظريهبر اساس 
 شوند تعريف مي

  )الف-1( 0 , ,, xu u x t zw   

  )ب-1( , ,w w x t  

,  پ)-1( ,x xxk w  

در امتداد محورهاي ترتيب  به تيرهر نقطه از نانو) t( ) و زمانيxمكاني ( جابجايي w(x, t)و u(x, t)  ،كه در آن
x  وz  وبوده u0 جابجايي هر نقطه از صفحه مياني در امتداد محور x  وκx هتير بانحناي صفحه مياني نانو  

) در نوشتن روابط در t,و ( )x,لازم به ذكر است كه نماد زيرنويس ( است. بارگذاري ناشي از علت تغيير شكل
  باشند. مي tو  xدهنده اولين مشتق بر حسب  ترتيب نشان هاين مقاله ب
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  در دو انتهاي خود Nتحت بار محوري فشاري  نازك وبنانوتي - 1ل شك

  
  شود تعريف ميزير  صورت بهنانوتير  x (خطي) طولي كرنش ،مچنينه

)2(  0 ,x x xzk    

  است زير صورت به نانوتير 0x فحه خنثي)ص( كرنش صفحه ميانيدر آن كه 

)3(  0 0, ,x xu   

  ساختاري غيرمحلي اصلاح شده هرابط - 2- 2
  است زير صورت بهنانوتير  خطي و كرنش l (محلي) قانون هوك، روابط ميان تنش كلاسيك اساسبر 

)4(  ,l
x b xE   

  باشد مي صورت زير هبراي نانوتير ب nl تنش غيرمحلي حاكم برمحلي ساختاري غيره معادل

)5(   1 ,nl l
x x     

  شود زير تعريف مي صورت به  محليعملگر غيردر آن كه 

)6(  
2

2 2 2 2 2
2

,e e

d
L L

dx
     

  شود توسط رابطه زير تعريف مي   بعد محلي بيپارامتر غيركه 
)7(  0 ,i

e

e L

L
   

 از خواص ذاتي ماده e0 طول مشخصه خارجي و Leهاي كربن)،  طول مشخصه داخلي (فاصله بين اتم ௜ܮ كه
(آمارا و  آيد مي دست بهمقدار آن ي ديناميك شبكه اتمي زسا آزمايشگاهي و يا مدلاست كه از كارهاي 

  شود زير تعريف مي صورت به نانوتيربراي  * عملگر غيرمحلي اصلاح شده ).)2010( در سال، ]18[همكاران 

)8(  
2

* 2 2
2

0

,i i
e

i

d
L

dx
 





  
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 همعادلبه عنوان  پژوهش كنونيدر  است و )5(رابطه  براي رابطه زير يك جواب خصوصيگردد كه  اثبات مي
  شود ميدر نظر گرفته براي نانوتير  ساختاري غير محلي اصلاح شده

)8(  * ,nl l
x x    

 و با استفاده از تعريف عملگرهاي غيرمحلي )5) در رابطه (8ايگذاري تنش غيرمحلي از رابطه (با ج :برهان
  آيد كه مي دست به) 8غيرمحلي اصلاح شده (عملگر  و )6كلاسيك (

)9  

    *

2 2 4 6
2 2 2 2 4 4 6 6

2 2 4 6

2 4 2 4
2 2 4 4 2 2 4 4

2 4 2 4

1 1

1

,

1

1

nl l
x x

l
e e e e x

l l
e e e e x x

d d d d
L L L L

dx dx dx dx

d d d d
L L L L

dx dx dx dx

    

    

     

  

  
       
  
    

           
    

 

  
  هاي منتجه غيرمحلي اصلاح شده تنش -3- 2

nlغيرمحلي  گشتاور
xM غيرمحلي  )مستقيممحوري (، نيرويnl

xN و نيروي برشي غيرمحليnl
xQ  منتجه براي

  آيند مي دست بهاز روابط زير  ترتيب هب تيرنانو

nl,  )الف- 10( nl
x x

A

M zdA   

nl,  )ب- 10( nl
x x

A

N dA   

nl,  )پ- 10( nl
x xz

A

Q dA   

  شوند نوشته ميزير  صورت به) ب-10) و (الف-10، روابط ()8(و  )4( ،)3( ،)پ-1( با استفاده از روابط

  )الف- 11(
     

       

* * *
0

Λ

* 2 * * 2 *
0

Λ Λ Λ

,

nl nl l
x x x b x b x

A A A

b x b x b x b x

M zdA zdA E zdA E zdA

E k z dA E zdA E k z dA E Ik

      

    

    

   

   

  
 

  )ب- 11(

   

       

   

   
* *

    
* * * *

0 0

A A A A

* *
0 0, ,

nl nl l
x x x b x

A A A

b x b x b x b x

b x b x

N dA dA E dA

E dA E k zdA E dA E k zdA

E A E Au

    

     

  

   

   

  

  

     
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  باشد ميزير  صورت بهت كلي معادلات ديفرانسيلي تعادل براي يك المان از نانوتير در حال

)12(  , , 0,nl nl
x x xz z    

  آيد كه مي دست به zگيري نسبت به  و انتگرال z ) در12با ضرب رابطه (

)13(  
2 2

, ,

2 2

0,

h h

nl nl
x x xz z

h h

zdz zdz 
 

    

  آيد كه مي دست به) 10و با استفاده از روابط ( )13به جز از ترم آخر روابط (گيري جز  با انتگرال

)14(    2
,

2

0,
h

z
nl nl nl

hx x x xz
z

M Q z



    

nlبا توجه به صفر بودن تنش برشي 
xz  در ( نانوتيردر صفحات بالايي و پاييني

2

h
z  (ي برشي ، نيرو

nlغيرمحلي منتجه 
xQ ست ازا عبارت  

)15(  , ,nl nl
x x xQ M  

  شوند نوشته ميزير  صورت به ، نيروهاي برشي غيرمحلي منتجه)15() در رابطه الف- 11با جايگذاري روابط (
)16(  *

, ,nl
x b xxxQ E I w   

  
  نانوتيوب تحت بار كمانشي انرژي پتانسيلمحاسبه  - 4- 2

  شود زير تعريف مي صورت به يل كل نانوتير انرژي پتانس

)17(  Π m eU K W W     

كار انجام شده  Weو كار انجام شده توسط نيروهاي غشايي  Wmانرژي جنبشي،   Kانرژي كرنشي، Uكه در آن 
  باشد مي صورت زير انجام شده توسط بار خارجي بهكار  توسط بار خارجي است.

)18(   
0

,
L

eW p x wdx   

  است برابر است با wخيز كه فقط ناشي از تغيير  )مستقيممحوري (كار انجام شده توسط نيروهاي 

)19(   2

,

0

1
,

2

L
nl

m x xW N w dx   

  ست ازا نانوتير عبارت يانرژي كرنش

)20(  
 

0

,
L

nl
x x

A

U dAdx  ∬  
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زير  صورت به)، انرژي كرنشي ب-10) و (الف-10و با استفاده از روابط ( )20(در رابطه  )2( با جايگذاري رابطه
  است

)21(  

   

0

0 0 0

  

0 0

0 0 0 0

 

,

L L L
nl nl nl
x x x x x x

A A A

L L L L
nl nl nl nl
x x x x x x x x m b

A A

U dAdx dAdx z k dAdx

dA dx zdA k dx N dx M k dx U U

    

   

   

   
        
   
   

  

   

∬ ∬ ∬

∬ ∬
 

  باشد. انرژي كرنش خمشي مي Ubانرژي كرنش غشايي و  Um در آن، كه
  ست ازا عبارت انرژي جنبشي نانوتير

)22(     
 

2 2

, ,

0

1
,

2

L

b t t

A

K u w dAdx     ∬  

  
  نانوتيوب و شرايط مرزيبر ديناميك استخراج معادلات حاكم  - 5- 2

 دست به از رابطه زيرتير حاكم و شرايط مرزي نانو همعادلهميلتون  انرژي با استفاده از اصلدر اين بخش 
  باشد زير مي صورت بهميلتون . شكل كلي اصل هاآيد مي

)23(  2

1

Π 0,
t

t

dt   

  شود زير نوشته مي صورت بهتغييرات مرتبه اول كار انجام شده توسط بار خارجي  )18(با استفاده از رابطه 

)24(   
0

, ,
L

eW p x y wdx    

  ست ازا عبارت) 19(با استفاده از رابطه  محوريي به اول كار انجام شده توسط نيروهمچنين تغييرات مرت

)25(  
, ,

0

,
L

nl
m x x xW N w w dx    

  )25(به جز از رابطه  گيري جز با انتگرال

)26(     , ,
0

0

,
Lx L

nl nl
m x x x x

x
W N w w N w wdx  




    

  شود ميزير بيان  صورت بهتغييرات مرتبه اول انرژي كرنشي غشايي  )21(و ) 3(با استفاده از روابط 

)27(  0,

0

,
L

nl
m x xU N u dx    

  ست ازا ول انرژي كرنشي غشايي عبارت، تغييرات مرتبه ا)27(گيري جز به جز از رابطه  با انتگرال

)28(   0 , 0
0

0

,
Lx L

nl nl
m x x x

x
U N u N u dx  




    
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  ل انرژي كرنشي خمشيبراي تغييرات مرتبه او )21(و ) پ-1(با استفاده از روابط 

)29(  ,

0

,
L

nl
b x xxU M w dx    

  آيد كه مي دست به )29(به جز از رابطه گيري جز  با انتگرال

)30(  , , , , , , ,0 0 0
0 0

,
L L

x L x L x Lnl nl nl nl nl
b x x x x x x x xx x x x xx x x

U M w dx M w M wdx M w M w     
  

  
        

غيرمحلي منتجه بر اساس رابطه  )ممان( گشتاور محلي منتجه بر حسببا توجه به رابطه نيروي برشي غير
  استزير  صورت بهاول انرژي كرنشي خمشي  ، تغييرات مرتبه)15(

)31(  , ,0 0
0

,
L

x L x Lnl nl nl
b x xx x x xx x

U M wdx Q w M w   
 

 
    

  ست ازا رتبه اول انرژي جنبشي عبارتتغييرات م )1( و )22(با استفاده از روابط 

)32(  

 

   

 

 

 

, , , ,

0

 

0 , 0 , , ,, ,
0

  

2
0, 0, 0, 0, , ,

0 0

 

, 0, 0, ,

0

,

L

b t t t t

A

L

b x x t tt t

A

L L

b t t t t b xt xt

A A

L

b xt t t xt

A

K u u w w dAdx

u zw u zw w w dAdx

u u w w dAdx z w w dAdx

z w u u w dAdx

   

  

    

  

  

    

  

 





 



∬

∬

∬ ∬

∬

 

 زير صورت بهجنبشي  تغييرات مرتبه اول انرژي تيروچگالي نانو ثابت بودن  نازك بودن تيرفرض توجه به  با
  آيد مي دست به
)33(   0 0, 0, 0, 0, 2 , ,

0 0

,
L L

t t t t xt xtK J u u w w dx J w w dx        

  شوند تعريف مياز رابطه زير ، J2و  J0كه در رابطه فوق، 

)34(  
 

,  0, 2,i
i b

A

J z dA i ∬  

  )30(و ) 28(، )26(، )24(گيري نسبت به زمان از روابط  با انتگرال
  الف)- 35( 

2 2

1 1 0

,
t t L

e

t t

W dt p x wdxdt    

  )ب- 35(   
2 2 2

1 1 1

, ,, 0
0

,
t t tL x L

nl nl
m x x x xx x

t t t

W dt N w wdxdt N w w dt  



      
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  )پ- 35( 
2 2 2

1 1 1

, 0 , 0
0

0

,
t t tL x L

nl nl
m x x x x

x
t t t

U dt N u dxdt N u dt  



      

  )ت- 35(
2 2 2 2

1 1 1 1

, ,0 0
0

,
t t t tL

x L x Lnl nl nl
b x xx x x xx x

t t t t

U dt M wdxdt Q w dt M w dt   
 

 
        

  عمليات رياضيو انجام  )33(همچنين با استفاده از رابطه 

)36(  

 

 

   

2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

2 2
2

1
1 1

0 0, 0, , , 2 , ,

0 0

0 0, 0, , , 2 , ,

0 0

0 0, 0 , 2 0, 0 , 2 , ,

0 0 0

t t tL L

t t t t xt xt

t t t

t tL L

t t t t xt xt

t t

t tL L L
t t

tt tt t t xttt t
t t

Kdt J u u w w dxdt J w w dxdt

J u u w w dtdx J w w dtdx

J u u w w dtdx J u u w w dx J w w

   

  

    




  

  

     

  

 

  

 

 

 

 

2

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2

1

2 2

1 1

2 , ,

0 0, 0 , 2 , ,

0 0

0 0, 0 , 2 , ,

0 0

0 0, 0 ,

0

2 , 2

0

x

t t

xt x t t

t tL L

tt tt xtt x

t t

t tL L

tt tt xtt x

t t

t L

tt tt

t

t tL

xxtt

t t

dtdx

J w w dx

J u u w w dtdx J w w dtdx

J u u w w dxdt J w w dxdt

J u u w w dxdt

J w wdxdt J w



  

  

 








   

    

  

 

 

 



   , 0
,

x L

xtt x
w dt





 

 دست بهزير  صورت به نانوتيرمعادلات حاكم و شرايط مرزي  )17(در رابطه  )36(و ) 35(با جايگذاري روابط 
  دنآي مي

  معادلات حاكم

  )الف- 37(   , 0 , 2 , , ,
, 0,nl nl

x xx tt xxtt x x x
M J w J w N w p x y    

0  )ب- 37( 0, 0,nl
x ttN J u   

	 نانوتيرشرايط مرزي ابتدا و انتهاي  ( 0, )x L  
2  )الف- 38( , , 0,   ,nl nl

x xtt x xQ prescribedJ w N w or w    

,  )ب- 38( ,0,   nl
x x prescriM or dw be   

,0  )پ- 38(  , nl
xN or u prescribed   
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  نانوتيوب با درنظر گرفتن اثر تنش سطحي تحليل كمانش -6- 2
فشاري  )مستقيممحوري (آوردن معادلات حاكم و شرايط مرزي كمانش نانوتير نازك تحت بار  دست به براي

nl يكنواخت
xN N  ، برابر  (عرضي) هاي شامل مشتقات زماني و نيروي جانبي ترم) 37حاكم (در روابط

  عبارت است ازآمده  دست به حاكم همعادل. شود داده ميصفر قرار 

)39(  , , ,nl
x xx xxM Nw   

) در نانوتيرشرايط مرزي ابتدا و انتهاي  0, )x L باشند زير مي صورت به  
,  )الف- 40( 0,   ,nl

x xQ Nw or w prescribed   

,0,  )ب- 40(    ,nl
x xM or w prescribed   

 محوريتحت بار  نانوتير كمانش، معادلات حاكم و شرايط مرزي )16( و )11( حال با استفاده از روابط
  دگرد زير باز نويسي مي صورت به

)41(  *
, , ,b xxxx xxE I w Nw   

 آيد مي دست بهزير  صورت به )كامپوزيتيهاي  اي (مانند تير با لايه تير لايه مدل برايتي خمشي موثر سف
  ))2012( ،]23[سان و همكاران (
)42(  *

,S SEI EI E I   

سطح ( تير ) و لايه رويي(تيوب تير ترتيب از حجم دهنده ممان اينرسي مقطع عبوري بهنشان  ISو I  كه
با قطر  يا هداير با مقطع(تيوب)  تي خمشي موثر براي يك تيرفباشد. س مي )بيروني تير يا جدار تيوب

  ))2008( ،]9[و همكاران  هي( آيد مي دست بهزير از رابطه ) را ببينيد) 1(شكل ( dنانوتيوب 

)43(  
22 4 3

*

0

cos  ,
2 2 64 8S S

d d
EI EI

d d
E td E E

            
  

هاي  تيوبلازم به ذكر است كه براي نانوزاويه قوس المان سطح دايروي بر روي مقطع نانوتيوب است.  θ كه
سان و ( زير جايگزين شود رابطه، طبق *(EI) تواند با سفتي خمشي موثر مي EbIتك ديواره، سفتي خمشي 

  ))2012( ،]22[همكاران 

)44(      33 3
*

,
8 8

C

C C S
S

S

E d t dt E d t
EI E I E I

  
     

 شود صورت زير تعريف مي ي سطحي بهرابطه بين تنش سطحي و انرژ ،از سوي ديگر

)45( , 


 



 

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 دارارا  2يا و  1 مقادير و  باشد و  دلتاي كرونكر مي αβ كرنش سطحي و αβ، تنش سطحي،  كه
براساس مفاهيم مكانيك  نظريهكلي يك رابطه ) 1978( و )1975( هاي در سال 2و مرداك 1گورتين. باشند مي

د. در مدل آنها سطح به عنوان يك لايه شو مي شاملهاي پيوسته ارائه كردند كه انرژي سطحي را نيز  محيط
. خواص سطح با حجم است هدر نظر گرفته شدرياضي بدون ضخامت چسبيده به حجم زيرين و بدون لغزش 

هاي بالايي و پاييني از  شود. اگر لايه هاي لامه مشخص مي ماده متفاوت بوده و با تنش پسماند سطح و ثابت
كه توسط گورتين و - هاي سطحي كرنش بين لايه-ص مشابهي داشته باشند، رابطه تنشيك جنس بوده و خوا

سان و ( بر كمانش نانوتيرها كاربرد داردشود كه در روابط حاكم  به شكل زير ساده مي - مرداك بيان شد
  ).)2012( ،]22[همكاران 

)46( 0 ,s sS     

كرنش طولي سطحي  sεو  اي تنش صفحه sτ، تنش سطحي پسماند پيش از ايجاد كمانش 0τ، كه در آن
 hs مدول و Esاست كه در آن  اي مدول صفحه S = Eshs ،همچنين بارگذاري است. ناشي ازايجاد شده 

اما تاثير سطح به  .(لايه بيروني) است را پوشانده(تيوب) ي است كه روي سطح تير ضخامت لايه بسيار نازك
 اي كه به گونه ))2010( در سال ،]15[چانگ لي و (شود  در مختصات كارتزين درنظر گرفته مي Lطول 

 دلخواه از نيروي گسترده تنش سطحي ناشي .متقارن باشد zاما نسبت به محور  بوده سطح مقطع دلخواه
p(x) شود گ بيان مييان -معادله لاپلاس در طول تير با  

)47(   , ,s xxp x Hw    

جابجايي  wشود و  در امتداد طول تير تعيين مي يسطحتنش پارامتر ثابتي است كه توسط  H ،كه در آن
اي  براي مقطع دايره و هندسه سطح مقطع تير دارد كه بستگي به تنش سطحي Hمقدار  .عرضي تير است

  شود ميزير تعريف  صورت به
)48( 2 ,sH d

  شود زير تخمين زده مي صورت به H0، نبنابراي
)49(  0

02 ,H d t   

  مقدار بسيار كم آن است. به دليل آمده از تغيير شكل كمانش، وجود بهست كه تنش سطحي ا معناه اين بو 
زير  صورت به يبا در نظر گرفتن اثر تنش سطح برنولي است كه - در واقع معادله تير اويلر )41( معادله

 ))2012(در سال  ،]22[سان و همكاران ( گردد بازنويسي مي

)50(     * * 0
, , ,xxxx xxEI w N H w    

  .اند معرفي شده) 49) و (44(در روابط  ترتيب هب H0 و *(EI) ،كه

                                                                                                                                                                                          
1 Gurtin, M.E. 
2 Murdoch, A.I. 
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) شرايط مرزي ابتدا و انتهاي نانوتير 0, )x L عبارتند از  
*  )الف- 51(

, , 0 ,   ,xxx xw Nw or w prescribed     

*  )ب- 51(
, ,0, ,xx xw or w prescribed    

  شود نوشته ميزير  صورت بهگاه ساده  روي تكيه نانوتيرشرايط مرزي براي  )40(با استفاده از روابط 
) نانوتيرشرايط مرزي ابتدا و انتهاي  0, )x L  

nl, 0  )الف- 52(
xM   

w,0  )ب- 52(   
  است زيرصورت  هگاه ساده ب شرايط مرزي براي نانوتير روي تكيه )51(با استفاده از روابط  كه

) نانوتيرشرايط مرزي ابتدا و انتهاي  0, )x L  
*  )الف- 53(

, 0,xxw   

w,0  )ب- 53(   
. بسط گردد تفاده ميساروش ناوير  از تيرنانوحل عددي معادلات ديفرانسيلي حاكم بر كمانش  براي اكنون

  ))2017(، در سال ]33[ (زهرا سادات موسوي و همكارانشود  گرفته مي خيز در نظرسري فوريه داده براي 
)54(   

1

sin  ,m
m x

m x
w x c

L





 
  

 
  

  كه

)55(  
2

4 4
0

1
,mn

m
b

p L
c

E I A S
 

  
 

 

با جايگذاري  . حالنمايد ميرا ارضا  )53( ، شرايط مرزي داده شده در روابط)54(رابطه  درميدان جابجايي 
كمانش نانوتير  ، بار بحرانيدست آمده به) و حل معادله 41 (رابطه نانوتير) در معادله حاكم بر رفتار 54( ابطهر

  شود مي از رابطه زير محاسبه

)56(  
2 4

02 2
,bE I A

N S
L A

 
  
 

 

  شود زير تعريف مي صورت به Aكه در آن مربع اسكالر 

)57(  2 2,A m   

  ست ازا عبارت Aاسكالر و 

)58(  ,A m  
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  باشد ميزير  صورت به S0همچنين سري بينهايت 

)59(     
0

2 2 2
0 1 ,

i

ii
S A 





   

  دوش زير بازنويسي مي صورت به، سري فوق الذكر S0حال با تجديد آرايش سري 

)60(  

       

    
  
 

2 2 2 4 4 4 8 8 8 2 2 2 6 6 6
0

0

4 4 4 8 8 8 2 2 2 4 4 4 8 8 8

2 2 2 4 4 4 8 8 8

2 2 2

1 1

1 1

1 1

1 ,

ii

i

S A A A A A

A A A A A

A A A

A S

         

         

     

 





        

       

    

 



 

  شود ميصورت زير تعريف  هب Sكه در آن سري هندسي 

)61(   22 2 2

0

,
i

i

S A 




  

 ست ازا  ، عبارتS0سري  و متعاقباً Sبا استفاده از آزمون نسبت براي همگرايي سري، شعاع همگرايي سري 

)62(  1
,conv A




  

  ست ازا عبارت Sمجموع سري هندسي 

)63(  4 4 4

1
,

1
S

A 



 

  ست ازا عبارت S0مجموع سري هندسي و 

)64(   0 2 2 2

1
,

1
S

A 



 

  گردد زير بازنويسي مي صورت به تير، بار بحراني كمانش نانو)64(و ) 56(با استفاده از روابط 

)65(  
2 4

2 2 2 2 2

1
,

1
b

cr

E I A
N

L A A


 

  
     

 

ن اثر سطح با درنظر گرفت اثر سطح است كه بدوننانوتير در واقع معادله كمانش  )65آمده ( دست بهمعادله 
  ))2012( ،]22[سان و همكاران ( دوش نوشته ميزير  صورت به

)66(   * 2 4
0

2 2 2 2 2

1
,

1cr

EI A
N H

L A A


 

  
       

 



 1398 پاييز، سومنشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                    سال بيست و يكم، شماره                           214

 

2 مقادير )58و ( )57( با توجه به رابطه معرفي شدند.) 49( و) 44(در روابط در  H0 و *(EI) كه 2A m  و 
22A m براي محاسبه  ه شدهسادرابطه بنابراين  .دنباش برابر ميNcr باشد زير مي صورت به  

)67(   * 2 2
0

2 2 2 2
,

1

1cr

EI A
N H

L A


 

  
       

 

  
  الاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده نظريهكمانش نانوتيوب با استفاده از  بررسي و تحليل نتايج -3

با آمده  دست به نتايج و بحث در تحليلبه  Mapleافزار رياضي  با برنامه نويسي در محيط نرم بخشدر اين 
و  )اصلاح نشده( غيرمحلي نظريهنتايج آن با  اعتبارسنجي مقايسه و و غيرمحلي اصلاح شده نظريهاستفاده از 

 ، قطرL نانوتيوب ، طولmشامل ضريب  پارامترهاي مختلف ثر تغييرا و بررسي تيرها كلاسيك نظريه
پرداخته  Ncrنيروي بحراني كمانش نانوتير  مقدار بر  و پارامتر غيرمحلي 0تنش سطحي  ،d نانوتيوب

  ).)2012( ،]22[سان و همكاران (شود  گرفته ميزير در نظر  صورت به مشخصات نانوتيوب شود. مي

05.5 ,  0.066 , τ 25 , 50 ,
nN nN

E TPa t nm S
nm nm

     

هندسي پارامترهاي مختلف مگر اينكه تغييرات  است گرفته شدهدر نظر  nm 22/1= dو  nm 7= L ،همچنين
هاي  در تحليل دديبا مقايسه نتايج ديناميك مولكولي با نتايج ع ،همچنين .گرددبررسي و فيزيكي نانوتير 

و   )2010( در سال ،]17[آمارا و همكاران ( است  شده درنظر گرفته nm 36/1 = e0Li  پارامتر پيش رو مقدار
لازم به ذكر است كه با توجه به مقدار در نظر گرفته شده  .))2013(در سال  ،]27[ و سهماني انصاري

7eL nm 0بعد  مقدار پارامتر غيرمحلي بي 0.194i

e

e L

L
   است. همچنين، براي بررسي تاثير  آمده دست به

0در نتايج ارائه شده دامنه تغييرات  پارامتر غيرمحلي  10  است. در اين پژوهش   در نظر گرفته شده
7eLبا فرض ثابت بودن طول نانوتير ( بعد  براي بررسي تاثير مقدار پارامتر غيرمحلي بي nm مقدار ،(

0پارامتر  ie L بازه  در
00 70iLe nm  را ببينيد).6(  است (شكل  مورد بررسي قرار گرفته (  

  
  mضريب تغيير اثر بررسي  -1- 3
نمودار  از است. نشان داده شده mبرحسب ضريب  Ncr يتغييرات نيروي بحراني كمانشنمودار  ،)2( شكل در

با شيب  كمانشي بحرانينيروي مقدار  = m 5تا مقدار  mبا افزايش مقدار كه  گردد ميمشاهده اين شكل 
 = m 20در  طوريكه بهشود  را ميگهمبا شيب ملايمي  كمانشينيروي  پس از آنافزايش يافته و  بسيار زيادي

  باشد. مي  = nN 550Ncrنيروي كمانشي داراي مقدار 
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  .mبرحسب ضريب  Ncr يتغييرات نيروي بحراني كمانش -2لشك

 
  نانوتيوب L طولبررسي اثر تغيير  -2- 3

nm2 L  برحسب طول نانوتير Ncr، نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش )3(در شكل    به ازاي قطرهاي
گردد كه براي قطرهاي مختلف  از اين شكل مشاهده مي است.  شده ) رسمd = 1، 2و nm 3(تير مختلف نانو

با افزايش قطر نانوتير مقدار از سوي ديگر يابد و  نيروي بحراني كاهش ميمقدار آن با افزايش طول نانوتير 
 براي باشد. كه اين رفتار مشابه كمانش تيرهاي كلاسيك مي  افزايش يافته نانوتير نيروي بحراني كمانشي

 برابر با بيشينهاز مقدار  ترتيب به nm2 = L  نيروي بحراني كمانشي در d = 1، 2و nm 3 نانوتير با قطرهاي
nN 1250 100، 500و = Ncr به مقادير nN 210 50، 100و = Ncr  درnm 20 = L است. كاهش يافته  

 
  .Lبرحسب طول نانوتير  Ncrتغييرات نيروي بحراني كمانش  -3لشك
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  نانوتيوب d قطر بررسي اثر تغيير  -3- 3
 مختلفهاي  طولبه ازاي  dبرحسب قطر نانوتير  Ncr، نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش )4(در شكل 

ا افزايش قطر بگردد  از شكل مشاهده ميطور كه  همان است.  شده نشان داده) L = 5، 10و L )nm 15 تيرنانو
خطي تير وكمانشي نانفتار ر nm 4/0 = d اي كه تا قطر يابد به گونه افزايش ميمقدار نيروي بحراني نانوتير، 

 مقدار ي برابر باو قطر nm5 = L براي نانوتير با طول طوريكه  به باشد رفتار غيرخطي ميبوده و پس از آن 
nm 8/1 = d ،برابر با نيروي كمانشي بيشترين مقدار nN 4/0 = Ncr د.دار را  

  
  0تنش سطحي بررسي تغيير اثر  - 4- 3

 است.  نشان داده شده 0 تنش سطحي برحسب Ncr)، نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش 5در شكل (
افزايش با افزايش تنش سطحي مقدار نيروي بحراني  ونمودار از نوع خطي است كه رفتار  گردد مشاهده مي

  .باشد مي nN 550 = Ncrمقدار نيروي بحراني كمانشي برابر با  nN/nm 200 = 0طوريكه در  يابد به مي
  

 
  .نانوتير Lبه ازاي قطرهاي مختلف  dبرحسب قطر نانوتير  Ncrتغييرات نيروي بحراني كمانش  - 4لشك

 

  .0برحسب تنش سطحي  Ncrتغييرات نيروي بحراني كمانش  - 5لشك
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  . بر حسب پارامتر غير محلي Ncrنمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش  -6لشك

  
  بررسي اثر تغيير پارامتر غير محلي  -5- 3

نشان داده   بر حسب پارامتر غير محلي Ncr)، نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانشي 6در شكل (
كمانش  مقدار نيروي بحراني  با افزايش پارامتر غير محلي گردد همان طور كه مشاهده مياست.  شده

است مقدار نيروي بحراني   = 0طوريكه در حالتي كه  گردد به يابد تا سرانجام همگرا مي كاهش مي نانوتير
است. اين  كاهش يافته  = 10در  nN 64 = Ncrبه  nN 125 = Ncrاز مقدار بيشينه برابر با  Ncrكمانشي 

  باشد. رفتار شبيه رفتار تابع هموگرافيك مي
  
  ها نظريهالاستيسيته غيرمحلي اصلاح شده با ساير  نظريه  نتايجمقايسه بين  - 6- 3

برحسب  قرار دارد گاه ساده روي تكيهكه بر نانوتير  Ncr ي، نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش)7(در شكل 
اصلاح غيرمحلي  نظريهاصلاح شده،  الاستيسيته غيرمحلي نظريه شامل نظريهسه  استفاده ازبا  Lنانوتير طول 

در هر  Ncrشود كه نيروي بحراني كمانشي  مياست. مشاهده  نشان داده شده اتيره كلاسيك نظريهنشده و 
 نظريهغيرمحلي اصلاح شده و  نظريهاي كه در دو  گونه يابد به با افزايش طول نانوتير كاهش مي نظريهسه 

آمده  دست بهنتايج  كلاسيك تير نظريهدر  وليبه شدت محسوس بوده  شاين كاه اصلاح نشده غيرمحلي
در محاسبه ي را ثابتمقدار  نظريهاين عملاً و  يابد كاهش مي ناچيزيبا شيب بسيار  براي مقدار نيروي كمانشي

 نظريه در Ncrهمچنين، نيروي بحراني كمانشي  .نمايد بيني مي پيشنيروي بحراني كمانش نانوتيوب 
بوده نزديك به يكديگر  nm 2 = Lها در  نقطه شروع منحنيدر  كلاسيك نظريهاصلاح شده و  محليغير
 هاي منحنينانوتير  با افزايش مقدار طول و سپس (Ncrكلاسيك = nN 162و  (Ncrهشداصلاح  = nN 156 طوريكه به

مقادير  nm 20 = L طول براي طوريكه بهگيرند  فاصله مي يكديگراز  نظريهدر اين دو  نيروي بحراني كمانشي
 نظريهمحلي اصلاح شده، الاستيسيته غير نظريهاز هر سه  Ncrآمده براي نيروي بحراني كمانشي  دست به

و  (Ncrاصلاح نشده = Ncr) ،nN 10هشداصلاح  = nN 90عبارتند از  ترتيب بهكلاسيك  نظريهغيرمحلي اصلاح نشده و 
nN 161 = كلاسيكNcr).  
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  اصلاح شده،  غيرمحلي نظريهنانوتير بر حسب طول بر اساس  Ncrمقايسه تغييرات نيروي بحراني كمانش  - 7لشك
  تير. كلاسيك نظريهاصلاح نشده و غيرمحلي  نظريه

  
  گيري نتيجه -4

تيوب ارائه اصلاح شده جهت تحليل كمانش نانو الاستيسيته غيرمحلي جديد معرفي شده نظريهدر اين مقاله 
محلي اصلاح شده و كرنش توسط معادلات ساختاري غيرمحلي رابطه ميان تنش غير نظريهدر اين  .شد

با استفاده از  فشاري تحت بار محوري نانوتيرنسيلي حاكم و شرايط مرزي ابتدا معادلات ديفرا استخراج شد.
ارائه يك سري فوريه  صورت به حاكم برخيز كمانشي روش انرژي استخراج شد و به كمك روش ناوير رابطه

هاي  . سپس با تجديد آرايش ضريب بسط سري كه خود يك سري بينهايت از پارامتر غيرمحلي و توانشد
با استفاده از  ،همچنين .يك سري هندسي بازنويسي شد صورت هبباشد، ضريب بسط  مرتبه بالاتر آن مي

كه با استفاده از آن نيروي  دست آمد ، شعاع همگرايي سري بهمون نسبت براي همگرايي سري هندسيآز
نويسي در محيط   با برنامه حوري محاسبه گرديد.روي تكيه گاه ساده تحت بار مبر بحراني كمانش نانوتير 

تأثير تغيير پارامترهايي مانند ضريب مود كمانش، طول و قطر نانوتيوب، مقدار تنش  Mapleافزار رياضي  نرم
الاستيسيته  نظريهسطحي و ضريب غيرمحلي در مقدار نيروي بحراني كمانش نانوتيوب با استفاده از 

  آمده عبارتند از: دست بهخلاصه اي از نتايج  .شد غيرمحلي اصلاح شده بررسي
با افزايش مقدار نشان مشاهده گرديد كه  mبرحسب ضريب  Ncrنمودار تغييرات نيروي بحراني كمانشي از  - 1
m  5تا مقدار m =  نيروي  پس از آنافزايش يافته و  كمانشي با شيب بسيار زيادي بحرانيمقدار نيروي

  .شود كمانشي با شيب ملايمي همگرا مي
مشاهده  مختلفبه ازاي قطرهاي  L برحسب طول نانوتير Ncrاز نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش  - 2

و از سوي ديگر  يابد مقدار نيروي بحراني كاهش ميآن با افزايش طول براي قطرهاي مختلف نانوتير  شد كه
اين رفتار مشابه كمانش تيرهاي است.  با افزايش قطر نانوتير مقدار نيروي بحراني كمانشي نانوتير افزايش يافته

  باشد. مي كلاسيك

Nonlocal Theory 

Modified Nonlocal Theory 

Classic Beam Theory 
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 Lتير نانو مختلفهاي  به ازاي طول dبرحسب قطر نانوتير  Ncrاز نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش  - 3
تا  براي نانولولهاي كه  يابد به گونه افزايش ميا افزايش قطر نانوتير، مقدار نيروي بحراني بگردد كه  مشاهده مي

  باشد. زفتار كمانشي نانوتير خطي بوده و پس از آن رفتار غيرخطي مي nm 4/0 = dقطر 
با افزايش  وخطي است  0 تنش سطحي برحسب Ncrنمودار تغييرات نيروي بحراني كمانش  نموداررفتار  - 4

  يابد افزايش ميتنش سطحي مقدار نيروي بحراني 
با كه  گردد مشاهده مي بر حسب پارامتر غيرمحلي  Ncrاز نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانشي  - 5

يابد  كاهش ميكمانش نانوتير شبيه رفتار تابع هموگرافيك  مقدار نيروي بحراني  افزايش پارامتر غير محلي
است مقدار نيروي بحراني   = 0در حالتي كه  طوريكه بهگردد  ميبه مقداري غيرصفر همگرا تا سرانجام 

  است. بيشينهداراي مقدار  Ncrكمانشي 
كه نيروي  شود ميمشاهده  Lطول نانوتير برحسب  نانوتير Ncrاز نمودار تغييرات نيروي بحراني كمانشي  - 6

 نظريهاي كه در دو  يابد به گونه با افزايش طول نانوتير كاهش مي نظريهدر هر سه  Ncrبحراني كمانشي 
 نظريهغيرمحلي اصلاح نشده اين كاهش به شدت محسوس بوده ولي در  نظريهغيرمحلي اصلاح شده و 

يابد و عملاً اين  آمده براي مقدار نيروي كمانشي با شيب بسيار ناچيزي كاهش مي دست بهكلاسيك تير نتايج 
همچنين، نيروي  نمايد. بيني مي مقدار ثابتي را در محاسبه نيروي بحراني كمانش نانوتيوب پيش نظريه

 طول ها در نقطه شروع منحنيدر  كلاسيك تير نظريهاصلاح شده و  غيرمحلي نظريهدر  Ncrبحراني كمانشي 
nm 2 = L  هشداصلاح  طوريكه بهبوده نزديك به يكديگرNcr) ≈ كلاسيكNcr) نانوتير  با افزايش مقدار طول و سپس

  .گيرند فاصله مي يكديگراز  نظريهدر اين دو  نيروي بحراني كمانشي هاي منحني
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  فهرست نمادهاي انگليسي
 u: تغيير مكان طولي

 x: مختصه طولي

 L: طول تير

 w: ) تيرتغيير مكان عرضيخيز (

 z: مختصه در راستاي جابجايي جانبي

 h: ضخامت تير

 t: زمان

 E: مدول الاستيسيته تير

 : ضريب پواسون

 ρb: تير چگالي

 β: عملگر غير محلي

 *β: عملگر غيرمحلي اصلاح شده

: عملگر لاپلاسين 2 

 : پارامتر غيرمحلي

 Li: طول مشخصه داخلي

 Le: طول مشخصه خارجي

 e0: (خواص ذاتي ماده) بعد پارامتر بي

 nl:  تانسور تنش غيرمحلي

 l:  تانسور تنش محلي

 *E:  مدول يانگ تير با در نظر گرفتن تنش سطح

 Eb:  مدول يانگ تير

 x: كرنش تير

 αβ:  دلتاي كرونكر

 ES:  الاستيسيته سطح

 0:  تنش كششي پسماند
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 s:  اي تنش صفحه

 s:  كرنش  طولي سطحي

 hs:  سطح تير را پوشانده استضخامت لايه بسيار نازكي است كه روي 

 S:  مدول سطحي

 H:  شود پارامتر ثابتي كه توسط سطح تنش در امتداد طول تير تعيين مي

 H0:  اي براي سطح مقطع دايره H تخمين
 k: ضريب تصحيح برش

 I:  گشتاور اينرسي سطح مقطع تير
 Is:  گشتاور اينرسي سطح

 *I: سطحگشتاور اينرسي تير با در نظر گرفتن اثر 
 h: )تيرنانوتيوب (ضخامت 

 d: نانوتيوب قطر
 κx: انحناي صفحه مياني

 0x: كرنش صفحه مياني

 : انرژي پتانسيل تير

 U: انرژي كرنشي تير
 Wm: كار انجام شده توسط نيروهاي غشايي

 We: كار انجام شده توسط بار خارجي
 K: انرژي جنبشي تير

 Um: انرژي كرنش غشايي
 Ub: انرژي كرنش خمشي

: محلينيروي غير nl
xN 

: محلينيروي برشي غير nl
xQ 

 Ncr: كمانشيبار بحراني 
 s: انديس سطح
 b: انديس تير

 cr: انديس بحراني
 nl: انديس غيرمحلي

 l: انديس محلي
 SWCNT:  (Single Walled Carbon NanoTube)جداره  نانولوله كربني تك

 MWCNT:  (Multi Walled Carbon NanoTube)نانولوله كربني چندجداره 

  



 1398 پاييز، سومنشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                    سال بيست و يكم، شماره                           224

 

Abstract 
 
In this paper, buckling analysis of an Euler-Bernoulli nanotube is investigated using modified 
nonlocal elasticity theory considering the surface elasticity, surface tension effect and 
nonlocal parameter. Using Hamilton principle in conjuctre with modified nonlocal elasticity 
theory considering surface effect the governing dynamic equations of motion for nanotube has 
been derived. The critical buckling load for nanotube considerng surface tension effect is 
analytically obtained based on Navier’s series solution. Effect of changes of various 
parameters such as mode coefficent of buckling, nanotube length and diameter, surface 
tension and nonlocal paprameter on the critical buckling load are all investigated using 
modified nonlocal elasticity theory. 
 

 


