
  
  
  
  

  
  فرامعينروش ، بارگذاري Iشكل، مود كليدي شيارضرايب مرتبه بالاتر،  :هاي راهنماواژه

  
  مقدمه -1

توجه به تمركز تنش شديد در شوند كه با مياستفاده قطعات طراحي با هدف مشخصي در  شيارها معمولا
توان به مي از انواع مختلف شيارها باشد.مي ضروريها آن در نتيجه استحكامو  بررسي توزيع تنش ،هانوك آن

(در  باشدمي VO شياركه حالت خاصي از شكل  كليدي شياراشاره كرد.  شكلكليدي و U ،V، VO هايشيار
در اصطلاح به يك شكاف كه در انتهاي آن سوراخ ، )شودصفر  VO شيار دهانه صورتيكه زاويه بازشدگي

در  شكل كليدي شياروجود آمدن از بههاي رايج يكي از مثال .شودگفته مي داشته باشدشكل وجود ايدايره
 .باشدمي هاموجود در نوك آن به منظور كاهش تمركز تنش ٦هاترك كاري نوكسوراخ ،قطعات مهندسي

كه در ادامه به برخي از  اندمورد مطالعه قرار گرفته محققين مختلفيدر گذشته توسط  شكلكليدي هايشيار
   شود.اشاره مي تحقيقاتاين 
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4 Key-hole notches 
5 High order terms 
6 Stop hole 

 ١اميرمحمد ميرزايي
  دانشجوي كارشناسي ارشد

  
  ٢اللهيمجيدرضا آيت 

  استاد
  

  ٣بهادر بهرامي
  دانشجوي دكترا

ي ميدان تنش مجانبي به همراه ضرايب محاسبه
  شكلشدت تنش و مرتبه بالاتر در شيار كليدي

بارگذاري با استفاده از روش  Iپژوهش حاضر، ابتدا توزيع تنش مجانبي مود در 
است. روش كار محاسبه شده ٤شكل هاي كليديتوابع پتانسيل مختلط براي شيار
و  Zappalorto ي تحقيق صورت گرفته توسطبه اين صورت است كه برپايه

Lazzarin ]1رت بسط سري هاي تنش و جابجايي بصو] و گسترش آن، مولفه
ي ضرايب شدت تنش و روش فرامعين براي محاسبهآيند. سپس از بدست مي

در پايان نيز براي  شود.مي استفادهسري بدست آمده،  ٥لاترضرايب مرتبه با
ارزيابي صحت ضرايب محاسبه شده، ميدان تنش حاصل از توزيع تنش مجانبي با 

ترم  دهند كه در نظر گرفتنميگردد. نتايج نشان مقادير اجزا محدود مقايسه مي
  شود.اول يا همان ترم تكين به تنهايي منجر به خطاي زيادي در محاسبات مي
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ليديك(شيار يك سوراخ را كه به انتهاي يك شكاف متصل بود تنش ] تحليلMori ]2 ،)1964(در سال 
 ] با استفاده از تابع4وNeuber ]3انجام داد. سپس  I، با استفاده از تابع تنش ايري تحت بارگذاري مود شكل)

 بررسي ايتحت بارگذاري درون صفحه شكل راشيار كليدي ، رفتارتنش ايري و در دستگاه مختصات قطبي
هاي انتهايي دايروي يا بيضوي، تحت شكل با سوراخV هايشيار را براي تنش تمركز ضريب كرد. در ادامه وي

توزيع تنش ، Neuberبا تجديد نظر در حل ] Kullmer ]5. چند سال بعد كرد محاسبهصفحه  از برش خارج
   بدست آورد. III و I ،II هايتحت بارگذاري مود را كليدي شكلشياراطراف 

درون تحت بارگذاري  شده اتصالات جوش شهيدر ر يمحل يهاتنش فيتوص يبرا يديگر در پژوهش
ايشان  دادند.مورد توجه قرار را شكلكليدي هايشيارتنش توزيع ميدان  ]6[ و همكاران Radaj ،ايصفحه
 T١) و با تاكيد بر نقش تنش KIIو  KI( معادلب شدت تنش ترك نوك تيز ايتنش را برحسب ضر هايمولفه

و  IIIشكل با فرض شرايط مود ميدان تنش نزديك شيار كليدي ها،ي پژوهش. در ادامهمحاسبه كردند
هاي تنش محاسبه شده مولفه از طرفيبدست آمد.  ]Smith ]7 پتانسيل مختلط توسطابع واستفاده از ت

با  ]Richard ]8و  Kullmer اخيرا نوشته شده بود. معادل يب شدت تنش تركانيز براساس ضر Smith توسط
- يكليد شعاع نوك شيار روي بار شكست شيار اثرتمركز ويژه روي شكست قطعات ساخته شده از مواد ترد، 

] Paris ]9و  Creagerكه از حل دقيق ارائه شده توسط  نشان دادندهمچنين  هاآن .مطالعه كردندرا  شكل
اما تحت  .كرداستفاده  Iدر بارگذاري مود شيارهاي كليدي شكل براي  توانميشكل، هاي سهميشياربراي 

دقت لازم براي توصيف  ]Paris]9 و  Creagerي رابطهص يا بارگذاري مود تركيبي لخا IIبارگذاري مود 
  است. نيز گزارش شده ]Pook ]10را ندارد. اين ضعف توسط  شكل اطراف شيار كليدي ميدان تنش

 Pook ]10[ توزيع تنش مود  ،هاي نوك گردمشاهده كرد كه براي تركII  وقتي توسط معادلهCreager 
اساس بر ]Lazzarin ]1 و Zappalorto. اخيرا رسدنمي  KIIبراي  درستي، به مقدار شودمحاسبه مي Parisو 

را  IIو  Iتحت بارگذاري مود  V-Oهاي ، مساله شيار٢موسخيليشويلي -كلوسوف توابع پتانسيل مختلط روش
برابر صفر درنظر گرفته شود، حل ارائه  VOي شيار ي دهانهها نشان دادند در صورتيكه زاويهآن حل كردند.

شكل دييبراي شيارهاي كل ]6[ و همكاران Radajو  ]Kullmer ]5ارائه شده توسط  حل ها باشده توسط آن
دست آوردن ميدان تنش در ي بپژوهش صورت گرفته در زمينه توان آخرينمي بنابراينبرابر خواهد بود. 

  دانست. ]Lazzarin ]1 و Zappalortoشكل را مربوط به تحقيق مجاورت شيارهاي كليدي
هاست مورد توجه محققين سال ،باشد هاشيارتنش اطراف  ي دقيق ميدانقادر به محاسبه كه ايي رابطهارائه
ي ضرايب محاسبه لي از آنجا كهباشد وسري مي يك بسط بصورت شده ارائهاست. معمولا توزيع تنش بوده

تاثير بسزايي  وقاتگاهي اكه مرتبه بالاتر به روش تحليلي دشوار است، از بدست آوردن ضرايب مرتبه بالاتر 
هاي نوك گرد، شياري ضرايب مرتبه بالاتر درخصوص محاسبه شود.صرف نظر مي ،در توصيف تنش دارند

اي در زمينه بدست آوردن ضرايب گستردهتحقيقات از سوي ديگر، اما  است.تاكنون تحقيقي انجام نشده
ترك داراي قطعات مرتبه بالاتر و نيز تاثير آن بر ميدان تنش و ساير پارامترهاي مهم مكانيك شكست، براي 

   پردازيم.ها ميهاي نوك تيز انجام شده، كه در ادامه به مرور آنشيارو اخيرا 

                                                                                                                                                         
1 T-stress 
2 Kolosov- Muskhelishvili 
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بر  آنتأثير ي مطالعات قبلي نشان دهنده ،هادر ترك سري جمله دوميا همان  Tتنش در خصوص اهميت 
و چقرمگي شكست ] 15-13[پايداري مسير رشد ترك  ،]12و11[روي اندازه و شكل ناحيه پلاستيك 

مشخص  ]18[  Karihalooدر پژوهش انجام گرفته توسط ،علاوه بر اين. است بوده ]17و16دار [قطعات ترك
 تاثير نيز ٢ترد مواد شبه ١اندازه اثرتوانند در مي (n≥3)  ترك يمساله كه جملات مرتبه بالاتر يك استهشد

تأثير قابل توجهي در ، (n=3)ن غيرتكيآشكار كرد كه دومين جمله  مطالعات بيشتر همچنين .داشته باشند
  . ]19[اي و مركزي كوچك دارد هاي لبهترك رفتار شكست قطعات شامل

، براي يك شيار با زاويه غيرصفر دادند كه نشان ]Cho]20  و Kim در مورد قطعات شياردار، ،از سوي ديگر
 اخيرا دارد. Iتوجهي به دومين جمله سري مود  وابستگي قابل شياراندازه و شكل ناحيه پلاستيك نوك 

Ayatollahi  وNejati ]21شيارضرايب شدت تنش و مرتبه بالاتر ترك و  ،روش فرامعين كارگيريهببا  ]22و 
 IIخالص و مود  Iتحت مود  هاييمثالها براي محدود محاسبه كردند. آن اجزابا استفاده از تحليل را نوك تيز 

نشان دادند كه صرف نظر و  هرا بدست آورد شدت تنش و مرتبه بالاتر ضرايب ،خالص و همچنين مود تركيبي
جملات مرتبه بالاتر  شدذكر همانطور كه  .تواند خطاي زيادي را ايجاد كندكردن از جملات غير تكين مي

 توانيم دليل نيبه هم .تاثير بسزايي در توزيع تنش اطراف ترك و شيارهاي نوك تيز داشته باشند تواننديم
در اين  در مورد شيارهاي نوك گرد نيز اين جملات تاثير قابل توجهي داشته باشند.نمود كه  ينيبشيپ

به يك حل  ]Lazzarin ]1 و Zappalortoشكل توسط كليديي ارائه شده براي شيارهاي پژوهش، ابتدا رابطه
هاي جابجايي و تنش اطراف شيارهاي كليدي است. سپس ميدانمجانبي و به صورت سري توسعه داده شده 

 دست آمده است. در ادامه به كمك مدلسازي اجزا محدودبهاي قطبي و سپس كارتزين شكل در مختصات
شكل و استفاده از روش فرامعين، ضرايب مرتبه بالاتر شيار يار كليدياي داراي شي خمش سه نقطهقطعه

  دست آمده ارزيابي شده است.اند. در پايان نيز صحت نتايج بشكل محاسبه شدهكليدي
  
   شكلكليدي شيارتحليل تنش  - 2

، توزيع تنش ]Lazzarin ]1 و Zappalortoتوسط  VO شياردر اين قسمت بر اساس حل صورت گرفته براي 
  .خواهد شدكه در ادامه به تشريح آن پرداخته  شودشكل محاسبه و توسعه داده ميكليدي شيار

در مختصات قطبي  ايتنش درون صفحه هايمولفه، پتانسيل مختلط موسخيليشويلي توابع براساس روش
r، وrr آيند:دست ميبزير صورت هب  

)1( 2

4Re[ ( )]

2 2 { ( ) ( )}

rr

i
rr r

z

i e z z z




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  

    

 

    
  

Zappalorto و Lazzarin ]1[  توابع پتانسيل ارائه شده توسط  توجه بهباWilliams ]23 براي شيارهاي [
  :معرفي كردند VOنوك تيز، توابع پتانسيل زير را براي شيار 

                                                                                                                                                         
1 Size effect 
2 Quasi brittle 



 1398نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                    سال بيست و يكم، شماره سوم، پاييز                           228

 

)2( 1 2

( )

( )

z a z b z

z c z d z e z f z

 

   







    

 

   
  

 a ،bضرايب و مختلط با بخش حقيقي مثبت ي مختلط، مختصات نقاط در صفحه zي بالا، كه در رابطه
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   در هاپارامترهاي آنبه همراه شكل (ب) (الف) و شيار كليدي شكل VOشيار نمايي از  - 1شكل 

  دستگاه مختصات قطبي و كارتزين
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و  ه كرددهاي ناچ استفاروي بال ١توان از شرط تنش صفربراي نوشتن شرايط مرزي مي)، 1مطابق با شكل (
  :) بيان نمود4ي (آن را به صورت معادله
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 Williamsگزارش شده توسط دستگاه با مشابه  يدستگاه همگنسازي، و ساده) 4(با اعمال شرايط مرزي 
  :آيدبه دست مي ]23[
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 ،)5(در رابطه  كه     2و شياري بازشدگي زاويه VO بدست آوردن جواب براي است.  شكل
ي براي محاسبه ،دو معادله بصورت زيرمنجر به نهايتا صفر شود كه  ستيدترمينان ماتريس بالا باي ،غيربديهي

  :شودميمقادير ويژه مساله 
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 

 
  

) II(مود متقارنبراي مود پاد ن معادله) و دوميIمود متقارن (مود بارگذاري ، براي )6(ي از رابطه اولين معادله
شكل هاي كليدي. از آنجا كه در شيارباشدمي  تنها مود  و در اين مقالهب) - 1(شكل  باشدميI 

و با قرار دادن مقدار  صرف نظر كرده دومي مد نظر است، از معادلهبارگذاري   مقادير  ،ي اولدر معادله
  :شوندبصورت زير مشخص مي I ويژه مود

  )7( sin 2 0 ,
2

I I
n n

n
n N      

 
تواند شكل ميشيار كليدي ي توزيع تنش اطرافشود معادلهمشاهده مي )7(ي همانطوري كه در رابطه

تنها مقدار  ]Lazzarin ]1 و Zappalorto ي ارائه شده توسط نهايت مقدار ويژه داشته باشد، كه در رابطه بي
ي اين معادله مورد توجه است. ليكن در اين پژوهش تمامي مقادير ويژهي اول آن مورد توجه قرار گرفتهويژه

  شود.قرار خواهد گرفت كه در ادامه تشريح مي

Iپارامتر  ،)5(براساس معادله ي معادله و مقدار ويژه nبا درنظر گرفتن از طرفي 
nC ورت زير به بصI

nA  مرتبط
  شود:مي

                                                                                                                                                         
1 Traction free 
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)8( 

sin (1 )
2
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2
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2

I I I I
n n n n

n
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C A A
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




  
    
  
 

  

مفهوم حدگيري از و براي استفاده بايد باشد ، مبهم ميnي فوق به ازاي مقادير زوج توجه شود كه رابطه
 Iي مود دهندهنشانI ي مقدار ويژه و بالانويس ي شمارهدهندهنشان n ،)8ي (در رابطه .استفاده شود

  بارگذاري است.

 كه داراي شعاع  شيار يارهيدا يلبه با استفاده ازتوان  يرا مشيار كليدي شكل  يمرز طيشرا ديگر
  :رت زير بيان كرده صوب باشد مي

)9( 0rr rr r 
 

 
   

:آيندمعادلات زير بدست مي و ساده سازي، Iمود  هاي تنشروي مولفه بر )9( با اعمال شرايط مرزي
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n n n n
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)10(
 2(1 ) 0

2
I n I I n
n n n

n
B C F        

Iرا با مجهول  ي بين ساير ضرايبرابطه ،حل دستگاه معادلات خطي بالا
nA كند. بنابراين، مشخص مي

I( را بر اساس تنها يك ضريب مجهولI  هاي تنش مودتوان مولفه مي
nA( .نوشت  

  
1 2

1 2

1

( )( 1) ( )( 3)
2 2

( ) ( )

( )

I I
n n

I I n
n n I I

n n

I n I
n n
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D A
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   
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 


  

  
1

1 2
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I I n
n n I I

n n

I n I
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
   

  





 
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  I I n I I n
n n n nB C A     

)11(
 

2

2
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I I n
n n

I I n
n n

n
F C

n
A



 





 

 
  

  .شوندتعريف ميصورت زير هب نيز )11ي (معادلهدر  كار رفتهبه ارامترهاي كمكيپ
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1
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( )
cos ( 1)
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I
n
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
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

 
 
 
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 
 
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  
 

  

 و در قالب يك بسط سري زير به شكلتوان ها را ميتنش، )3) و (11با توجه به معادلات ( در نهايت
  :بازنويسي كرد

  1
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2
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                          

                   
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

                          

                          


 

  
 ي اولشود براي جملهي جمله است. همانطوركه مشاهده ميي شمارهدهندهنشان n ،)13ي (در رابطه

)n=1( توان ،r  در  به كار رفته واسطپارامترهاي  باشد. همچنيناين جمله مي گيتكينمنفي شده كه نشانگر
  :اندشده ذكر) 14ي (معادله در ،تنشهاي مولفه

      1( ) 2sin cos ( 1) (1 )sin ( 1) / sin
2 2 2

I
n

n n n
n                    

  
  

2 1

tan
2

( ) ( ) 2 2 / 1
2

tan (1 )
2

I I
n n

n
n

n


   



  
                   

  

)14( 
 2 2

tan ( 1)
2

( ) ( ) 4 / 1
tan

2

I I
n n

n

n
n


   



         
  
    
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هاي تنش در مختصات ، براي بدست آوردن مولفهاندمحاسبه شدهدر مختصات قطبي  هااز آنجا كه تنش
بين ي رابطه .دوران دهيم ي هاي تنش را به اندازهمولفه ،دورانكافيست با استفاده از روابط  كارتزين
  است. هاي تنش در مختصات كارتزين و قطبي در زير آمدهمولفه

)15( 
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  :آيندبدست ميصورت زير هكارتزين بدر مختصات هاي تنش مولفه )،15( يابطهبا استفاده از ر
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 تنش از روابط موسخليشويلي توان مشابهنيز مي )ruوuدر مختصات قطبي ( جابجاييتوابع ي سبهبراي محا
در  .بدست آورد تنش هايمولفهجايي را از روي هاي جابيا با استفاده از روابط الاستيسيته مولفه ،استفاده كرد
  است. استفاده شده، اندذكر شدهكه در زير از روابط الاستيسيته  اين پژوهش

  1 1
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)17(  , ( )r r ru dr u r u d        
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هاي جابجايي ، مولفه)17با توجه به معادلات ( د.نباشميضريب پوآسون  و ول يانگ مد Eالا در روابط ب
  د:نشوزير مشخص مي شكل بهدر مختصات قطبي 
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اي به ترتيب برابر اي و كرنش صفحهباشد كه براي حالت تنش صفحهمي ١كلوسف ثابت  ،)18(در روابط 
(3 ) / (1 )   3 و 4 هاي جابجايي در مختصات كارتزينبراي بدست آوردن مولفه. است)xuوyu( نيز 
  .استفاده كرد ي ي دوران مختصات به اندازهكافيست از رابطه
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  :نوشتزير  يشيوه به توانمي را هاي جابجاييمولفهبا اعمال دوران، 
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  باشد.مدول برشي ماده مي Gكه در روابط فوق 

                                                                                                                                                         
1 Kolosov constant 
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) بدست آمد. 20در قالب معادلات ( نهايت ترمهاي جابجايي بصورت يك بسط سري با بيشكل عمومي مولفه
Iولي براي استفاده از اين معادلات لازم است كه ضرايب ثابت آن 

nA  .براي هر هندسه مشخص تعيين گردد
ي استفاده از روش عددي موسوم به روش فرامعين جهت تعيين ضرايب ثابت بسط سري در قسمت بعد نحوه

  شود.شكل توضيح داده ميدر سوراخ كليدي
  
  روش فرامعينمحاسبه ضرايب مرتبه بالاتر به  -3

به مجهولات  از تريتعداد كم يده جهت محاسبهبر استفاده از تعداد زيادي دا اساس روش فرامعين مبتني
 اغلب تحليل اجزا محدود كهاز آنجايي ،سوي ديگراز  باشد. ميكمك حل يك دستگاه معادله جبري فرامعين 

 ،تحليل اجزاء محدود حاصل از تر از پارامترهاي ديگرها دقيقمقادير جابجايي گره ،باشدجابجايي مي يبر پايه
بر اساس ي ضرايب و محاسبه ١معادلات فرامعيندستگاه  ساختند. از اين رو نباشميمانند تنش و كرنش 

شيار هاي اطراف نوك زيادي از گره تعداد ، در اين پژوهشاساس . براينشودترجيح داده مي هاجابجايي گره
 اين عمل، يشوند. در نتيجهها برازش ميجابجايي اين گره جابجايي بر رويعمومي و معادلات  انتخاب شده

 .شوندمحاسبه مي فرامعينازحل يك دستگاه معادلات  بدست آمده در قسمت قبل، هايمجهول سري ضرايب
  باشد.] براي يك ترك نوك تيز موجود مي21فرضيات بيشتر روش عددي فرامعين در مرجع [

 ديگري براي ران صلب ودويكي براي  جملهبايد دو  ،روابط جابجايي از هنگام استفادهلازم به توجه است كه 
از آنجا كه انتقال صلب براي كل  مشخص است، )2(شكل  درهمانطور كه  .به سري اضافه شودانتقال صلب 

دوران صلب بصورت خطي و تابع مكان نقاط  از آنجايي كهجسم يكسان است، آن را به صورت يك ثابت و 
)  xجابجايي در راستاي  براي y آن را بصورت ،شيار است xu ) yجابجايي درراستاي براي  xو( )yu ،

معادلات  ،با درنظرگرفتن جابجايي و دوران صلب .كنيمبه سري اضافه مي ،پادساعتگرد مثبت چرخشبه ازاي 
  :شودمي بازنويسيبه صورت زير  )20(جابجايي اطراف شيار 
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1 Overdetermined System of Equations 
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ها جابجايي آن وجايگزيني مكان ودر تحليل اجزا محدود  شيارهاي اطراف نوك با انتخاب تعداد زيادي از گره
مربوط به جابجايي و چرخش  و پارامترهاي مجهول، يك دستگاه معادلات بر حسب ضرايب )21( معادله در

در اطراف شيار استفاده شود  گره k تعداد شود. به طور مثال در صورتي كه از جابجاييشيار حاصل ميصلب 
توان مي ،فرامعينبا حل كردن آن با استفاده از روش كه  خواهد شدحاصل  زيردستگاه معادلات به فرم 

نشانگر تعداد جملات  Nي زير در معادله .شكل را محاسبه كردكليدي شيارضرايب شدت تنش و مرتبه بالاتر 
   .شودمعين در نظر گرفته ميفراي ضرايب در دستگاه معادلات كه براي محاسبه باشدسري مي
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     2 1 2 ( 3) ( 3) 1k k N N
U C X

    
  

  

)  ها و مقادير عددي توابعترتيب شامل جابجايي گرهبه [C] و  [U]ماتريس هاي  ،)22( يهرابطدر  , )f r  و
( , )g r  به عبارت ديگر ماتريس  باشند.هاي انتخابي ميدر مكان گره [U] به طور مستقيم از نرم افزار اجزا

هايجايگزيني مكان نقاط انتخابي در سري) از 21ي (با توجه به رابطه [C]آيد و ماتريس محدود بدست مي
xu وyu .كه در بردار اين دستگاه معادلات پارامترهاي مجهول در محاسبه مي شود[X] ضرايب ،اندقرارگرفته 

  باشند. آن مي نسبت به نوك شيارو دوران صلب  مربوط به جابجايي صلب ضرايبسري به همراه  مجهول
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  شكلجابجايي و دوران صلب شيار كليدي  -2شكل
  

از نوك ناچ را  ترهاي دورقابليت استفاده از گره )21(مرتبه بالاتر سري در معادله  مقادير ويژهدرنظر گرفتن 
 شيارضروري است كه مقادير گرهي بايستي نسبت به مختصات محلي نيز بر اين نكته  تأكيد سازد.فراهم مي

 .گرفته شوند در نظر

ها انتخابي، تعداد گره هايگرهتعداد از حل  بودن تر و همچنين مستقلدقيق جواببه منظور دستيابي به 
اين عمل منجر به تشكيل  (2k>2N+3).شود دستگاه معادلات انتخاب مي بيشتر از تعداد مورد نياز براي حل

ي باشد. براي حل معادلهمي [X]، همان بردار آنپارامترهاي مجهول  كهمعادلات فرامعين شده  يك دستگاه
توان طرفين معادله را در ) مي22( TCضرايب مجهول سري را بدست آورد نهايتاً و ضرب كرده.  

)23( 

        

          
1

T T

T T

C U C C X

X C C C U





  

چند ترم اوليه بسط سري در يك قطعه با شيار در قسمت بعد، روش عددي فرامعين به منظور تعيين ضرايب 
  شود.كار گرفته ميشكل بهكليدي

  
  عددي هايمثال -4
 شكلشيار كليدي درحضور يك Rبه شعاع  ايديسك دايره نيمي قطعه ،اين پژوهشدر  ي مورد بررسيمونهن

 متفاوت و برابر با شيارچهار شعاع نوك  اين منظور براي باشد.مياي نقطهتحت بارگذاري خمش سه 
/ {0.0125,0.025,0.05,0.1}R  است درنظر گرفته شده.   
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  اجزا محدود به كمك روشسازي شده مدلقطعه  كيشماتتصوير از  اينمونه -3لشك

  
  شكلكليدي اريشي اول از دستگاه فرامعين براي ي چهار جملهمقادير ضرايب بدست آمده - 1جدول             

4A  3A  2A  1A  
R

  
0.1743 -3.1011 0.04980.7892 0.0125 
0.1553 -3.15480.06580.8188 0.025 
0.069 -3.14670.09220.874 0.5 
-0.353 -2.91350.12910.9839 0.1 

  
)نسبت طول شيار به شعاع قطعه  / )a R و همچنين نسبت پهناي شيار به شعاع نوك شيار( / )w  برابر ،

ند. براي المانبندي اهضخامت واحد مدلسازي و تحليل شد اي باها در حالت تنش صفحهنمونهباشد. مي 0.5
ضرايب سري مقادير كه ي. از آنجاياستهاستفاده شد چهاروجهي ايزوپارامتريك ايگره 8هاي از المان قطعات
به ترتيب براي مدول يانگ و ضريب  ν=0.25  و E=1 مقادير دلخواه  ثوابت مادي هستند، مستقل از تنش

دست به ،هاي انتخابيهاي گرهء محدود مكان و جابجايي. پس از هر تحليل اجزااندهنظر گرفته شد پواسون در
به همراه  ضرايب سريدر نهايت . شوندمياستفاده  روش فرامعين و به عنوان ورودي برنامه كامپيوتري آمده

شوند. در جدول ميكامپيوتري استخراج  به عنوان نتايج خروجي از برنامه شيارضرايب انتقال و چرخش صلب 
  است.  ي اول سري گزارش شدهت آمده براي ضرايب چهار جمله) مقادير بدس1(

  . شودمشاهده ميسازي شده ي مدل قطعهشماتيك ) نيز تصوير 3در شكل (
  
  بحث بر روي نتايج -5

شكل اي داراي شيار كليديي نيم ديسك دايرهبراي قطعهشدت تنش و مرتبه بالاتر  در بخش قبل، ضرايب
تا ميزان  ،استفاده شده بدست آمدهمقادير تحت بارگذاري خمش سه نقطه بدست آمدند. در اين بخش از 

و  )4(در شكل گردد. مشخص شكلاطراف شيار كليديتنش  ميدان دقت در بهبود جملات مرتبه بالاتر تأثير
0.0125شيار با شعاع نوك ي به ترتيب براي قطعاتتنش مماستوزيع  )5(

R


  0.1و

R


  .رسم شده است

xتنش توزيع  )6(در شكل  همچنين x  0.025با نسبت شعاع نوكبراي شيار
R


  توزيع  )7(در شكل و

0.05با نسبت شعاع نوك براي شيار  yyتنش 
R


 شوند. ديده مي  
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مدلسازي قطعه بدست از همان مولفه كه  هاي تنش نسبت به حداكثر تنش لازم به ذكر است كه تمامي مولفه
اضافه نمودن جملات  تأثير الف)-7( والف) -6(، الف)-5(، الف)-4(هاي در شكل اند.بي بعد شده ،آيدمي

0.05يفاصله بهدايروي  هاي تنش در يك مسيربر روي مؤلفه تكين يجملهمرتبه بالاتر به 
R


  از مبدا براي

/ هايبه عبارت ديگر براي شعاع است.ان داده شدهنش هر نمونه {0.0125,0.025,0.05,0.1}R   نمودارها
مود  گذارياراز آنجا كه تحت باين،  علاوه براند. رسم شده {0.0625,0.075,0.1,0.15}ي به ترتيب در فاصله

I شود، دانستن توزيع تنش دقيق براي اين نقاط اهميت شروع مي خالص، شكست از نقاط روي نيمساز شيار
 ي تنش مماسي روي نيمساز شيارمولفه ،اي دارد. به اين خاطر براي نشان دادن تاثير ضرايب مرتبه بالاترويژه

هايي تعداد جمله Nها، همانطور كه قبلا ذكر شد در اين شكل ت.اسرسم شده ب)- 5(و  ب)- 4(هاي در شكل
محدود بدست آمده و در اين ء شود. نتايجي كه بطور مستقيم از اجزااست كه در بسط سري تنش منظور مي

هاي بسط سري در آن لحاظ شده باشند. اند، معادل حالتي است كه كليه جملهها نشان داده شدهشكل
هاي تنش، مولفههاي تنشمولفهو  زواياروي ديگر بر همچنين براي نشان دادن تاثير ضرايب مرتبه بالاتر 

xx  و
 yy در امتداد مسير به ترتيب/ 3   مسير و/ 4  نشان  ب)-7(و  ب)-6(هاي در شكل

كوچك هاي مشخص است، براي شعاع ب)-5(و  ب)-4(هاي ي شكلهمانطور كه از مقايسه است.داده شده
0.0125نوك ناچ (

R


نوك  ) توزيع تنش به رفتار تكين تنش در نوك ترك نزديك است كه با افزايش شعاع

0.1( شيار
R


ي تكين و توزيع تنش حاصل از جملهي با مقايسه شود.تنش كاسته مي ) از خاصيت تكينگي

نقش ضرايب مرتبه بالاتر با كه شود مشاهده مياجزا محدود  تحليل با نتايج حاصل از ،ضرايب مرتبه بالاتر
 به تدريج تفاضل با حركت در امتداد يك زاويه به عبارت ديگرشود. تر ميپر رنگ گرفتن از نوك شيارفاصله
شود. از بيشتر ميتكين سري  يهو نتايج بدست آمده از جملاجزا محدود از تحليل  هاي حاصلتنش بين

به نتايج اجزاء محدود تحليلي را حاصل از تنش  ، مقاديرسريبا افزايش تعداد جملات در توان طرفي مي
ها را به صورت مقادير تنش ،Iز سري مود اگرفتن سه جمله  درنظربه طور خاص  نمونه اين در. كرد نزديك

   .است قابل توجهي بهبود داده

  ب  الف

0.0125نوك شعاعنسبت شكل با  كليدي شياراطراف  يتنش مماستوزيع  - 4شكل
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 نوك شعاعنسبت شكل با  كليدي شياراطراف  يمماس توزيع تنش - 5شكل 
 

0.1
R


  

0) بر حسب زاويه، (ب) در امتداد مسير (الف    

  ب  الف

xتنش توزيع  -6شكل  x  0.025نوك شعاعنسبت شكل با  كليدي شياراطراف
R


   

/در امتداد مسير ) برحسب زاويه، (ب) (الف 3   

  ب   الف
0.05 نوك شعاعنسبت شكل با  كليدي شياراطراف  yyتنش توزيع  - 7شكل 

R


   

/در امتداد مسير ) برحسب زاويه، (ب) (الف 4   

دهد كه روش متداول در مقالات قبلي كه فقط به جمله تكين در نتايج بدست آمده در اين مقاله نشان مي
اي داشته باشد. بنابراين در نظر گرفتن تواند خطاي قابل ملاحظهكند مياطراف سوراخ كليدي شكل اكتفا مي

 شود.توصيه مي هاي اطراف شيار كليدي شكلحداقل سه جمله از بسط سري جهت استخراج تنش
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  بندي عجم -6
 ،شكلكليدي شيارمناسبي براي پتانسيل مختلط، ابتدا توزيع تنش  وابعتروش  از با استفاده پژوهشدر اين 

هاي جابجايي هاي تنش، مولفه. در ادامه با استفاده از مولفهمحاسبه شدصورت سري هب Iتحت بارگذاري مود 
 Iمود ضريب شدت تنش  يبراي محاسبه فرامعينروش سپس . بدست آمددر مختصات قطبي و كارتزين 

  شد.  كارگرفتهبه ،همحاسبه شدمرتبه بالاتر سري  ضرايببه همراه  شكلكليدي شيار
تحليل اجزاء محدود براي يك  حاصل از ايصفحه درونجابجايي  ايگره مقادير استفاده ازدر اين روش، با 

عمليات  ، ضرايب سري باايگره مقادير روي اين جابجايي بر دار و برازش معادلات تحليليشيارقطعه 
 و محاسبه همزمان ضرايب شدت تنش شوند. سادگي روش ارائه شده،اي محاسبه ميماتريسي ساده

در  .باشندشده مي استفادهمزاياي روش  ترينهدقت بالاي نتايج از برجستهمچنين  و پارامترهاي مرتبه بالاتر
بهبود نتايج حاصل از جملات تكين، اهميت قابل  ه جملات مرتبه بالاتر سري درآخر نشان داده شد ك

  توجهي دارند.
  

   مراجع
  

[1] Zappalorto, M., and Lazzarin, P., “In-plane and Out-of-plane Stress Field Solutions 
for V-notches with End Holes”, International Journal of Fracture, Vol. 168, No. 2, 
pp.167-180, (2011). 

 
[2] Mori, K., “Tension of a Semi-infinite Plate with a Circular Hole Connected to the 

Straight Edge by a Slit. Bull”, J-STAGE, Vol. 7, No. 26, pp. 272-277, (1964). 
 

[3] Neuber, H., “Theory of Notch Ntresses”, 2nd Edn., Springer, Berlin, (1958). 
 
[4] Neuber, H., “Kerbspannungslehre”, 3rd Edn., Springer, Berlin, (1985). 
 
[5] Kullmer, G., “Elastic Stress Fields in the Vicinity of a Narrow Notch with Circular 

Root. Reliability and Structural Integrity of Advanced Materials”, Proceedings of the 
9th Biennial European Conference on Fracture (ECF 9), Vol. II., Varna, Bulgaria, pp. 
905-910, (1992). 

 
[6] Radaj, D., Lehrke, H.P., and Greuling, S., “Theoretical Fatigue Effective Notch 

Stresses at Spot Welds”, Fatigue & Fracture of Engineering Materials & Structures, 
Vol. 24, No. 5, pp. 293-308, (2001). 

 
[7] Smith, E., “The Mode III Elastic Stress Distribution Near the Root of (a) an Intrusion-

Type Notch and (b) a Key-hole Notch”, International Journal of Engineering Science, 
Vol. 44, No. 5-6, pp. 340-344, (2006). 

 
[8] Kullmer, G., and Richard, H.A., “Influence of the Root Radius of Crack-like Notches on 

the Fracture Load of Brittle Components”, Archive of Applied Mechanics, Vol. 76, No. 
11-12, pp. 711-723, (2006).  

 



    241                                                                                    ي ميدان تنش مجانبي به همراه ضرايب شدت تنش و ...محاسبه

[9] Creager, M., and Paris, P.C., “Elastic Field Equations for Blunt Cracks with 
Reference to Stress Corrosion Cracking”, International Journal of Fracture 
Mechanics, Vol. 3, No. 4, pp. 247–252, (1967). 

 
[10] Pook, L.P., “Finite Element Analysis of Corner Point Displacements and Stress Intensity 

Factors for Narrow Notches in Square Sheets and Plates”, Fatigue & Fracture of 
Engineering Materials & Structures, Vol. 23, No. 12, pp. 979–992, (2000).  

 
[11] Larsson, S.G., and Carlsson, A.J., “Influence of Non-singular Stress Terms and 

Specimen Geometry on Small-scale Yielding at Crack-tips in Elastic–plastic 
Materials”, Journal of the Mechanics and Physics of Solids, Vol. 21, No. 4, pp. 263–
277, (1973). 

 
[12] Rice, J.R., “Limitations to the Small Scale Yielding Approximation for Crack Tip 

Plasticity”, Journal of the Mechanics and Physics of Solids, Vol. 22, No. 1, pp. 17–
26, (1974). 

 
[13] Cotterell, B., “Notes on the Paths and Stability of Cracks”, International Journal of 

Fracture, Vol. 2, No. 3, pp. 526-533, (1966). 
 
[14] Melin, S., “The Influence of the T-stress on the Directional Stability of Cracks”, 

International Journal of Fracture, Vol. 114, No. 3, pp. 259–265, (2002). 
 
[15] Fett, T., and Munz, D., “T-stress and Crack Path Stability of DCDC Specimens”, 

International Journal of Fracture, Vol. 124, No. 1-2, pp. L165–L170, (2003). 
 
[16] Smith, D.J., Ayatollahi, M.R., and Pavier, M.J., “The Role of T-stress in Brittle 

Fracture for Linear Elastic Materials under Mixed-mode Loading”, Fatigue and 
Fracture of Engineering Materials and Structures, Vol. 24, No. 2, pp. 137–150, 
(2001). 

 
[17] Ayatollahi, M.R., Pavier, M.J., and Smith, D.J., “Mode I Cracks Subjected to Large 

T-stresses”, International Journal of Fracture, Vol. 117, No. 2, pp. 159–174, (2002). 
 
[18] Karihaloo, B.L., “Size Effect in Shallow and Deep Notched Quasi-brittle 

Structures”, International Journal of Fracture, Vol. 95, pp. 379–390, (1999). 
 
[19] Kardomateas, G.A., Carlson, R.L., Soediono, A.H., and Schrage, D.P., “Near-tip 

Stress and Strain Fields for Short Elastic Cracks”, International Journal of Fracture, 
Vol. 62, No. 3, pp. 219–232, (1993). 

 
[20] Kim, J.K., and Cho, S.B., “Effect of Second Non-singular Term of Mode I Near the 

Tip of a V-notched Crack”, Fatigue and Fracture of Engineering Materials & 
Structures, Vol. 32, No. 4, pp. 346–356, (2009). 

 
[21] Ayatollahi, M.R., and Nejati, M., “An Over-deterministic Method for Calculation of 

Coefficients of Crack Tip Asymptotic Field from Finite Element Analysis”, Fatigue 
and Fracture of Engineering Materials and Structures, Vol. 34, No. 3, pp. 159–176, 
(2011). 

 



 1398نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                    سال بيست و يكم، شماره سوم، پاييز                           242

 
[22] Ayatollahi, M.R., and Nejati, M., “Determination of NSIFs and Coefficients of 

Higher Order Terms for Sharp Notches using Finite Element Method”, International 
Journal of Mechanical Sciences, Vol. 53, No. 3, pp. 164–177, (2011). 

 
[23] Williams, M.L., “Stress Singularities Resulting from Various Boundary Conditions 

in Angular Corners of Plates in Extension”, Journal of Applied Mechanics, Vol. 19, 
No. 4, pp. 526-528, (1952). 

  
  فهرست نمادهاي انگليسي

aطول شيار :  
Gمدول برشي :  
Nتعداد جملات در نظر گرفته شده در سري :  
rي شعاعي تا مبدا مختصات: فاصله  
ruدر دستگاه مختصات قطبي در راستاي  ي جابجايي: مولفهr 

uدر دستگاه مختصات قطبي در راستاي  ي جابجايي: مولفه 

xuي جابجايي در دستگاه مختصات كارتزين در راستاي : مولفهx  
yuاستاي ي جابجايي در دستگاه مختصات كارتزين در ر: مولفهy  

zمختصات نقطه در دستگاه موهومي : 
  

  نمادهاي يوناني
 : شيار يدهانهزاويه نصف  

r: در دستگاه مختصات قطبي در راستاي  ي كرنشمولفهr 

: در دستگاه مختصات قطبي در راستاي  ي كرنشمولفه  
زاويه در دستگاه مختصات قطبي :  
ثابت كلوسف :  
شعاع نوك شيار :  
rr: در دستگاه مختصات قطبي در راستاي  ي تنشمولفهr 

: در دستگاه مختصات قطبي در راستاي  ي تنشمولفه 

xxي تنش در دستگاه مختصات كارتزين در راستاي : مولفهx  
yy: ي تنش در دستگاه مختصات كارتزين در راستاي مولفهy  
r: ي تنش برشي در دستگاه مختصات قطبيمولفه 

xy: ي تنش برشي در دستگاه مختصات كارتزينمولفه   
تابع پتانسيل مختلط : 

 :تابع پتانسيل مختلط  
  



    243                                                                                    ي ميدان تنش مجانبي به همراه ضرايب شدت تنش و ...محاسبه

Abstract 
 
In the present study, the asymptotic stress distribution related to mode I loading is calculated 
by using the complex potential functions method for the key-hole notch. The new solution is 
an extension to study of Zappalorto and Lazzarin [1] and has been developed to derive the 
components of stress and displacement in the series expansion. Then, the over-deterministic 
method is utilized to calculate the coefficients of the series.  

Finally, to evaluate the derived coefficients, the truncated stress series have been compared 
with its relevant finite element values. The results show that considering the singular terms 
alone will generate large amounts of errors in calculations.  


