
  
  

  

  
  حل اجزا محدود. ،يليتحل مهيناز تورم، حل  يخمش ناش يه،سازه دولا يدروژل،ه :هاي راهنماواژه

  

  مقدمه-1
مهم و ها يكي از انواع هيدروژلشود. متورم مي يال پيراموني،است كه در اثر جذب س يكالاست ياژل ماده

باشد كه روند. رفتار كلي ساختار حاصل در حالت متورم شده، شبيه جامدات نرم ميها به شمار ميپركاربرد ژل
حسگر و عملگر  عنوانبه زمانهمتوانند ميها هيدروژل تواند بعد از تغييرشكل، شكل اوليه خود را بازيابند.مي

ساختارهاي  .]3, 2[ مواد كاربردهاي فراواني در پزشكي دارند اينهمچنين  .]1[قرار گيرند  استفاده مورد
توانند از خود مي ورمكه در اثر ت است هايكي از كاربردهاي ديگر هيدروژل ،دو يا چندلايه 4يخودتاشو

اساس كار اين ساختارها خمش بر اساس تورم . ]5, 4[هندسه خود را تغيير دهند  و العمل نشان دادهعكس
كنند، شكل و ي تورم ژل كار ميحسگرهايي كه بر پايه و به طورخاص، در عملگرها ي هيدروژل است.لايه

  ي سيستم به توزيع فضايي حلال در داخل ژل و مقدار جذب آن بستگي دارد. اندازه
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3مصطفي باغاني

  دانشيار

خمش ناشي از تورم در هيدروژل دولايه: رهيافت 
  ي و عدديليتحل مهين

و عملگرهاي ساخته از شده از هيدروژل از اهميت طراحي دقيق و كارآمد حسگرها 
براي حل مسئله خمش  يليتحل مهيناي برخوردار است. در اين مقاله يك روش ويژه

شود. اي ارائه ميي دولايه در شرايط كرنش صفحهناشي از تورم هيدروژل در سازه
لايه به صورت ي دولايه از هيدروژل و الاستومر تشكيل شده است. اتصال بين دو سازه

ي طرح شده به كمك ابزار اجزا محدود با ايده آل فرض شده است. همچنين، مسئله
سازي شده است. براي نيز شبيه ABAQUSدر نرم افزار  UHYPERگيري از كد بهره

 مهينارائه شده چند مثال به كمك روش  يليتحل مهينبررسي صحت و دقت روش 
ارائه  يليتحل مهينطابق خوبي بين نتايج روش و اجزا محدود حل شده است. ت يليتحل

ها با پارامتر شود. تغييرشكل و توزيع تنش در لايهشده و روش اجزا محدود مشاهده مي
و اجزا محدود ارائه شده است. در نهايت،  يليتحل مهينمواد مختلف، به كمك روش 

ي دولايه سازه ي هيدروژل بر انحناي پليمري لايهتاثير چگالي اتصالات عرضي شبكه
  بررسي شد.
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همچنين  .]8-6[توانند پس از تورم به صورت سطوح منحني درآيند هاي دوبعدي ژل ميبه عنوان مثال، ورق
اند، زماني كه در سيال قرار گرفته و ساختارهاي دولايه كه از يك لايه الاستومر و يك لايه ژل تشكيل شده

با استفاده از  ]12[موريموتو و آشيدا  .]11-9[شوند ي ژل ميشود دچار خمش ناشي از تورم لايهمتورم مي
و نيز تجزيه گراديان تغييرشكل به دو بخش تورم همگن و خمش  ]13[استراتژي ارائه شده توسط ريولين 

ي نيز استفاده شده بود، تغييرشكل بزرگ خمش يك تير دولايه ]14[خالص كه توسط لوكانتونيو و همكارانش 
با توجه به اين كه تير دولايه از يك لايه هيدروژل و يك لايه  هيدروژلي در پاسخ به دما را بررسي كردند.

الاستومر تشكيل شده بود، مولفه تغييرشكل ناشي از تورم فقط متوجه لايه هيدروژل بوده و تورم به صورت 
يه خمش ناشي از تورم تير دولا ]9[عبداللهي و همكارانش  در راستاي ضخامت صورت گرفته است. يك بعدي

اي با استفاده از متشكل از يك لايه هيدروژل حساس به دما و يك لايه الاستومر را در شرايط كرنش صفحه
ها، اربابي بررسي كرده و از حل عددي براي اعتبارسنجي نتايج استفاده كردند. به دنبال آن يليتحل مهينروش 

از جنس هيدروژل حساس  مشابهي براي خمش ناشي از تورم تير دولايه يليتحل مهينحل  ]15[و همكارانش 
خمش ناشي از تورم را براي تير سه لايه  ]10[در نهايت، عبداللهي و همكارانش  و الاستومر ارائه كردند. pHبه 

 مهيني آن الاستومر است، با استفاده از حل كه دو لايه آن را هيدروژل حساس به دما تشكيل داده و يك لايه
 ]16[ش و همكاران هانگ بررسي كرده و نتايجشان را به كمك حل اجزا محدود اعتبارسنجي كردند. يليتحل

اين كار سرآغازي دوباره . همراه است را بررسي نمودند هاي بزرگالاستيك كه با تغيير شكل نفـوذ در مـواد
ها در اين مقاله با . آناستهاي پيوسته ها با ديدگاه ترموديناميك محيطشكل بزرگ ژلتغيير بـراي بررسـي

شناختي مدلي را كه سازگار با قانون دوم ترموديناميك است، ارائه نمودند. آنها مدل پديده اسـتفاده از ديـدگاه
 ]17[ش گذاري ارائه كردند. ژائو و همكارانعدي ساده حل و نتايجي را بدون صحهبيك را براي يك مساله خود

. حالت تعادلي را بررسي نمودند ري، همچنين مساله تورم ناهمگن يك هيـدروژل كـروي درا استفاده از اين تئوب
افزار نيز با استفاده از تئوري استخراج شده، حل تعادلي ناهمگن را با استفاده از نرم ]18[ شهانگ و همكاران

ABAQUS مساله نفوذ سيال در  ]19[ش و همكاران دودا، ]16[ شبا الهام از كار هانگ و همكاران. انجام دادند
ها در با استفاده از روش حساب تغييرات تحليل نمودند و يك مدل رفتاري براي تورم ژل يك ماده جامد را،

هاي بزرگ ها در تغيير شكلژل رميرفتار تـو، ]20[د چستر و انان. در ادامه، ارائه كردند هـاي بـزرگتغييرشكل
 مهيندر اين مقاله، يك روش . هاي پيوسته مدلي را ارائـه نمودنـدرا بررسي و بر اساس ترموديناميك محيط

و الاستومر در  PNIPAMي متشكل از هيدروژل ي دولايهبراي بررسي تغييرشكل بزرگ خمشي سازه يليتحل
سازه در حالت اوليه به صورت صاف بوده و بر اثر تورم هيدروژل دچار شود. اي ارائه ميشرايط كرنش صفحه

از يك تنسور گراديان تغييرشكل براي نگاشت حالت اوليه به حالت نهايي بدون در نظر گرفتن شود. خمش مي
و همچنين شباهت  ]16[با توجه به جامعيت مدل هانگ و همكارانش شود. حالت مياني مجازي، استفاده مي

سازي رفتار تورمي هيدروژل از اين مدل استفاده دل، در اين مقاله براي مدلهاي ديگر به اين مبسيار مدل
ي دو لايه به صورت عددي نيز سازه ABAQUSافزار در نرم UHYPERشود. همچنين با استفاده از كد مي

 با حاضر كار تفاوت شود.استفاده مي يليتحل مهينتحليل شده و از نتايج آن براي اعتبارسنجي نتايج حل 
 يسنج صحت نيهمچن و ييجابجا انيگراد تنسور يهيتجز عدم ،]12[ دايآشو  موتويمور يمقاله مانند ييكارها

  . باشديم محدود المان جينتا با يليتحل مهين حل از حاصل جينتا
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ساختار  .بودند نشده يسنج صحت يليتحل مهين حل از حاصل جينتا مشابه يكارها در كه است حيتوض به لازم
شوند. همچنين سينماتيك مسئله تعريف شده و هندسه معرفي مي 2در بخش كلي مقاله به اين شرح است: 

شود. سپس تئوري تورم هيدروژل به صورت مختصر معرفي شده تغييرشكل و معادلات مربوط به آن ارائه مي
رامترهاي مسئله و دستگاه شود. سپس پاو معادلات سينماتيك شامل تنش و معادلات تعادل شرح داده مي

ي دولايه ي خمش سازهبراي حل مسئله يليتحل مهينشوند. پس از آن يك روش معادلات حاكم معرفي مي
يك مطالعه موردي براي نشان دادن قدرت و دقت روش ارائه  3شود. در بخش ناشي از تورم هيدروژل ارائه مي

با مقايسه با حل به كمك روش اجزا محدود بررسي انجام شده صحت نتايج به دست آمده  2شده در بخش 
  شود. گيري انجام ميبندي و نتيجهجمع 4نهايت در بخش  شود. پس از بحث بر روي نتايج به دست آمده، درمي

  
  تغييرشكل خمشي ناشي از تورم-2

يه از جنس شود. يك لاي چسبيده به هم بررسي ميي متشكل از دو لايهدر اين مقاله تغيرشكل خمشي سازه
 ي(لايه PNIPAMي ديگر از جنس هيدروژل ) و لايه1ي شماره يالاستومر تراكم ناپذير خنثي بوده (لايه

نشان داده  )1(شكل هاي اوليه (صاف) و نهايي (خميده) در ي دولايه در حالتشماتيك سازه) است. 2ي شماره
ي هيدروژلي و متورم شدن اين نفوذ سيال در لايهي دولايه به دليل تغييرشكل بزرگ خمشي سازه شده است.
اي مدل دهد. ابعاد خارج از صفحه بينهايت فرض شده و در نتيجه مسئله به صورت كرنش صفحهلايه رخ مي

ي دولايه پس از تغييرشكل به صورت صفحه باقي شود كه سطح مقطع سازهشده است. همچنين، فرض مي
با معرفي مختصات كارتزين  شود.و عددي صرف نظر مي يليتحل مهينازه در حل ماند و نيز از اثرات انتهاي سمي

 1 2 3, ,X X XX ي دلخوان به صورت زير ي دولايه، مختصات نقطهبه عنوان مختصات مرجع براي سازه
  شود:بيان مي

1 1 2 2 3 3,X X X  X e e e  )1( 

  گرفتن:با در نظر 
 

   

 

1

1 2
2

3

/ 2, / 2

0, ,

,

X L L

X H H

X

  
     


  

  

)2( 

  با در نظر گرفتن:
               

 

   

1 1 1 1 2 2 2 2, , ,

, ,

,

i i i i

n

n

r r r h r r r h

z

  

          
     


  

  

)3( 

كه در آن  , ,i i r ze اي، محورهاي مختصات استوانه nh  و n
ir ي ضخامت و شعاع داخلي لايهn ام در

بوده و همچنين حالت تغييرشكل يافته      2 1 1
i ir r h  .است  
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  ي الاستومر و هيدروژل در (الف) حالت اوليه و (ب) حالت نهاييي دولايهشماتيك هندسه سازه -1شكل

  
اگر فرض شود            2 1,n n n nr r X X    و 

3
nz Xتوان به صورت زير ، گراديان تغييرشكل را مي

  :]21[نوشت 
 

     
 

2
2 1 3

2 1

.
n n

n n
r z

dr X d
r

dX dX 


     F e e e e e e 
)4( 

توان به صورت زير هاي اصلي را ميي ضرب دياديك است. همچنين كششدهندهنشان كه در آن علامت 
  استخراج كرد: )4(ي از معادله

 
       

 
 2

2 1

, , 1.
n n

n n n n
r z

dr X d
r

dX dX
     

)5( 

ي مماسي كشش، توزيع خطي به صورت اگر براي مولفه 
12 /n X L   فرض كنيم، كشش اصلي مماسي

  شود:زير بيان ميبراي هر لايه به صورت 
     2

2
.n nr X

L
   

)6( 

ي الاستومر، كشش اصلي در راستاي شعاعي براي اين لايه به صورت زير به ناپذيري لايهبا توجه به فرض تراكم
  آيد:دست مي

 
   

1

1
2

.
2

r

L

r X



  )7( 

ي ي ديفرانسيل مرتبهيك معادله )5(ي با مقدار متناظر آن در معادله )7(ي كشش شعاعي در معادلهبا تساوي 
اول با شرط مرزي      1 1

2 0 ir X r  آيد. با حل اين معادله توزيع به دست مي   1
2r X  به صورت زير به

  آيد:دست مي
      2
1 1

2 2 ,i

L
r X X r


   

)8( 

و  كه در آن  1
ir  هستند.مجهولات سينماتيكي  

ارائه  ]16[كه توسط هانگ و همكارانش  ١سازي رفتار تورمي هيدروژل از تابع انرژي آزاد هلمهلتزبراي مدل
ي پليمري و مخلوط شدن حلال و شود. اين تابع انرژي از دو بخش كه ناشي از كشش شبكهشده، استفاده مي

  شود:پليمر است، تشكيل مي
                                                                                                                                                         
1 Helmholtz 
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       2 2, ,s mW C W W C F F )9( 

كه در آن  2F هيدروژل تنسور گراديان تغييرشكل ،C هاي حلال، غلظت نامي مولكولsW  وmW  به ترتيب
به صورت زير بيان  mWو  sWي پليمري و مخلوط شدن حلال و پليمر است. انرژي ناشي از كشش شبكه

  شوند:مي
       2 2 21

3 2 log ,
2sW NkT I J  F )10( 

  log ,
1 1m

kT C C
W C C

C C

 
  

     
 )11( 

كه در آن  2
iJ iJI F F  و   2 2detJ  F داي اول و دترمينان تنسور گراديان تغييرشكل است. به ترتيب ناور

ي دماي مطلق دهندهنشان Tهاي شبكه پليمري بر واحد حجم پليمر خشك، تعداد موثر زنجيره Nهمچنين 
  است. ي پليمر و حلالپارامتر اندركنش شبكه و 

رسد، پتانسيل شيميايي داخل هيدروژل به صورت همگن زماني كه هيدروژل متورم شده و به حالت تعادلي مي
0مياي سيال پيرامون آن يبرابر پتانسيل ش  هاي حلال داخل هيدروژل لزوماً به اما مولكول شود.مي

بنابراين بهتر است انرژي آزاد هيدروژل را به صورت تابعي از تنسور گراديان شوند. صورت همگن توزيع نمي
  توان از تبديل لژاندر استفاده كرد، به عبارت ديگر:تغييرشكل و پتانسيل شيميايي بنويسيم. براي اين منظور مي

     2 2ˆ , , .W W C   F F )12( 

توان به صورت تراكم ناپذير فرض كرد، تغيير شكل حلال و شبكه پليمري را مي همچنين با توجه به اين كه
 هاي حلال است، بنابراين:هيدروژل فقط ناشي از نفوذ مولكول

 2 1 .J C   )13( 

  انرژي آزاد تبديل يافته به صورت زير قابل بيان است: )12(-)9(با استفاده از معادلات 
       

  
 

 

  
 

  

2 2 2

22
2 2

2 2

1ˆ , 3 2 log
2

11
1 log 1 .

W NkT I J

JkT J
J J

J J



 
 

  

      
 
 

F

  

)14( 

آزاد اين مدل به شود، تابع انرژي استفاده مي ١ي الاستومر از مدل نئوهوكينسازي لايههمچنين براي مدل
  شود:صورت زير بيان مي

    
 

       
1 2

1 1 1 1 1
1 3 2 ln ln

2

G
W I J J   F  

)15( 

كه در آن  1F  ،تنسور گراديان تغييرشكل الاستومر 1G مدول برشي ، 1
1I  و 1J  به ترتيب ناورداي اول

 ي الاستومري است. همچنين و دترمينان تنسور تغييرشكل لايه ٢گرين راست-تنسور تغييرشكل كوشي
  باشد.ي فشار هيدرواستاتيك ميضريب لاگرانژ است كه نماينده

                                                                                                                                                         
1 Neo-Hookean 
2 Right Cauchy-Green deformation tensor 
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1n( تنش كوشي اصلي براي لايه الاستومر ( به عنوان يك لايه) ي تراكم ناپذير 1 1J و همچنين براي ( 
2nهيدروژل ( يلايه ( 22[ آيدبا استفاده از تابع انرژي آزاد به صورت زير به دست مي[:  

   
 

   
1

1 1

1
, 1, 2,3 ,j j

j

W
j  




  


  )16( 

   
 

   
2

2 2

2
, 1, 2,3 .j j

j

W
j 




 


  )17(  

0C) در حالت خشك ()14(ي تابع انرژي آزاد هيدروژل (معادله است. اين تكينگي باعث ايجاد  ١) تكين
در حل عددي خواهد شد. براي رفع اين مشكل حالت اوليه را هيدروژل متورم شده در حلال با پتانسيل  لمشك

0شيميايي مشخص ( در اين حالت هيدروژل نسبت  گيريم.) بدون حضور نيروهاي مكانيكي در نظر مي
شود به عبارت ديگر به حالت خشك به صورت همسانگرد متورم مي     2 2 2

1 2 3 0      . واضح است كه
به  0در دماي ثابت مقدار  )17(ي تنش در  اين حالت صفر است، بنابراين با برابر صفر قرار دادن معادله

  صورت زير قابل محاسبه است:
0

3 3 3 6
0 0 0 0 0

1 1 1 1
ln 1 .N

kT


    

   
        

   
  

)18( 

اند و هيچ تنشي را آل چسبيدهي الاستومر و هيدروژل در حالت اوليه به صورت ايدهلايه شود كهفرض مي
در اين حالت اصلاح شود، براي اين كار تمام كنند. بنابراين بايد انرژي آزاد هلمهلتز تحمل نمي 2

i ي در معادله
با  )14( 2

0 i   3جايگزين شده و انرژي آزاد بر
0 همچنين براي نوشتن كد ]18[شود تقسيم مي .UHYPER 

  شود.از انرژي آزاد اصلاح شده استفاده مي ABAQUSار افزدر نرم
با توجه به تقارن مسئله، تغييراتي در راستاي مماسي وجود ندارد (  / 0n

r   ي تعادل ) بنابراين معادله
  اي براي هر لايه به صورت زير قابل بيان است:در مختصات استوانه

 

   

   

   
2

2 2 2

0
n nn

rr
n n

X

r X X r X
   

 
 

  )19( 

گيري، تنش و انتگرال )19(ي در معادلهو جايگذاري  )16(و  )8(معادلات  استفاده ازي الاستومر با براي لايه
  آيد:به صورت زير به دست مي 2Xدر راستاي شعاعي به صورت تابعي از 

   
   

   

   11 1
1 2

2 2 1
22

,r
r n

dr X
X dX c

dXr X
  

    
)20( 

  الاستومر    يلايه    داخلي    شعاع در شرط تنش شعاعي صفر گيري بوده كه ازثابت انتگرال 1cآن  كه در
 )       1 1 10 @ 0r ir r  ي الاستومر به هاي اصلي كوشي براي لايه) قابل محاسبه است. بنابراين تنش

  آيند:صورت زير به دست مي
  

                                                                                                                                                         
1 Singular 
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       
     

4 2
1 1 14 3 4

2 2
(1)

2 2 2
1 12

2

16 16
1

( )
8

i i

r

i i

G r LX r L X
X

L r LX r

 


 

      
   

  
)21( 

       
     

     

6 4
1 1 1(1) 5 4

2 2

2 2
1 12 2 3 4 5

2 2

2 2
1 12 2

2

( ) 32 80

48 2

8

i i

i i

i i

X G r LX r

L X r L r L X

r LX L r

  

 

 

   
   

   

  

)22(  

  
و جايگذاري  )17(ي ) در معادله)5(ي هاي اصلي (معادلهي هيدروژل پس از جايگذاري كششبراي لايه

شرايط مرزي  آيد.، يك معادله ديفرانسيل مرتبه دوم به دست مي)19(ي هاي به دست آمده در معادلهتنش
  از:  ي ديفرانسيل عبارتندمناسب براي معادله

ي دولايه (شرط تنش شعاعي صفر در شعاع بيروني سازه      2 1 2
2 0r X H H   (  و پيوستگي ميدان

تنش در مرز بين دو لايه (         1 1 2 1
2 2r rX H X H   (.  با توجه به خمش آزاد سازه، نيرو و گشتاور

  برآيند در راستاي مماسي در هر سطح مقطع برابر صفر است. بنابراين داريم:
  

(1) (1) ( 2)

(1)

(1) (2)
(1) (2)2 2

2 2 2 20
2 2

( ) ( )
( ) ( ) 0

H H H

H

dr X dr X
X dX X dX

dX dX  


   )23( 

(1)

(1) ( 2)

(1)

(1)
(1) (1) 2

2 2 20
2

(2)
(2) (2) 2

2 2 2
2

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) 0

H

H H

H

dr X
r X X dX

dX

dr X
r X X dX

dX










 




  

)24(  

ها اتخاذ شود. روش حل به اند و بايد روشي مناسب براي حل آناكنون معادلات حاكم بر مسئله به دست آمده
و  ي خمش (اين ترتيب است كه ابتدا يك حدس اوليه براي شعاع انحنا و زاويه 1

irشود، ) در نظر گرفته مي
شود به صورت عددي حل مي )19(ي دوم سپس با استفاده از مقادير حدس زده شده معادله ديفرانسيل مرتبه

تا تابع    2
2r X  به دست آيد. در نهايت با جايگذاري   1

2r X و  )8(ي از معادله   2
2r X  در معادلات

و  ير جديدي براي رافسون مقاد-ها به كمك روش نيوتنو حل آن )24(و  )23( 1
ir آيد. مقادير به دست مي

شود. اين رويه استفاده مي )19(جديد به دست آمده دوباره به عنوان حدس اوليه براي حل معادله ديفرانسيل 
و  تا زماني كه يك همگرايي مناسب براي مقادير  1

ir كند.به دست آيد، ادامه پيدا مي  
  
  نتايج و بحث-3

ي ي دولايهروش ارائه شده در بخش پيشين براي خمش ناشي از تورم سازهدر اين بخش دقت و صحت 
شود. حجم شود. سيال پيرامون هيدروژل آب در نظر گرفته ميهيدروژلي با ارائه چند مثال عددي بررسي مي
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28يك مولكول آب  310 m  ي اتاق پارامترهاي هيدروژل مورد استفاده در دما. ]18[شود در نظر گرفته مي
214 10 JkT    7و/ 4 10 PakT     0.001همچنين ~ 0.01Nv   0.1و   18[است[.   

ي الاستومر مدول برشي لايه 1 2 MPaG  0ميايي حلال يپتانسيل ششود. فرض مي / 0.05kT    در
ي با توجه به اين كه در راستاي مماسي گراديان وجود ندارد، تمامي نتايج به جز زاويهشود. نظر گرفته مي

L/) مستقل از نسبت طول به ضخامت (( خمش H 23[) هستند[.   
kT/ي و تنش به وسيله kTهمچنين براي مقايسه بهتر نتايج، پتانسيل شيميايي به كمك   اند.بي بعد شده 

0(با پتانسيل شيميايي  PNIPAM) ناشي از تورم آزاد هيدروژل 0ي بين كشش (نخست، رابطه / kT ( به
 ١آباكوس يتجار افزارنرم از يعدد حل يبرا. شود) بررسي ميFEMو اجزا محدود ( يليتحل مهينكمك روش 

   استفاده شده است.
1جهات  متورم شده (تواند آزادانه در تمام براي اين كار مكعبي از هيدروژل كه مي 2 3 0      و از (

گره استفاده  8براي حل اجزا محدود از المان مكعبي با  شود.حالت اوليه به حالت نهايي برسد، در نظر گرفته مي
در دارد آزادانه ، ولي به مكعب اجازه است شده و يك نقطه از مكعب براي جلوگيري از حركت صلب مقيد شده

 يبرا و شده گرفته نظر در كيپرالاستيها ماده صورت به يعدد حل در دروژليه. متورم شودت تمام جها
 است حيتوض به لازماستفاده شده است.  UHYPER نياز سابروت قبلشده در بخش  ذكر يتابع انرژ يسازمدل
 UHYPER نياعمال شده و در سابروت ييدما يهياول دانيم صورت به آباكوس افزارنرم در ييايميش ليپتانس

همچنين براي محاسبه كشش ناشي از تورم آزاد به . شوديدر نظر گرفته م ييايميش ليدما به عنوان پتانس
مقدار كشش ناشي از تورم براي مقادير به صورت ضمني حل شده است.  )18(ي ، معادلهنيمه تحليليصورت 
طور نشان داده شده است. همان )2شكل ( به صورت تابعي از پتانسيل شيميايي محاسبه شده و در Nمختلف 

  و اجزا محدود وجود دارد.  نيمه تحليليشود تطابق خوبي بين نتايج حاصل از روش كه مشاهده مي
تر باشد دهد، هر چقدر اين پارامتر بيشدر شبكه پليمري را نشان مي 2چگالي اتصالات عرضي Nپارامتر 
نشان داده شده، به طوري كه با افزايش  )2شكل ( تر خواهد بود. اين پديده به خوبي دري پليمري صلبشبكه
N .در مرحله بعد، تغييرشكل بزرگ خمشي ناشي از تورم  مقدار كشش ناشي از تورم آزاد كاهش يافته است
شود. براي و اجزا محدود بررسي مي يليتحل مهين) به دو روش 1ي نشان داده شده در شكل (ي دولايهسازه

متر) در نظر گرفته سانتي 5/0متر (ضخامت الاستومر سانتي 1متر و ضخامت آن سانتي 3طول سازه  اين كار
 دروژليالاستومر و ه يهيلا نيب اتصال. شوديم استفاده نينئوهوك مدل از الاستومر يسازمدل يبراشود. مي

 مش ياندازه به تيحساس زيآنال ستيبايم محدود، المان روش يسنج دقت يبرافرض شده است.  يچسب
مختلف محاسبه  يهامش اندازه با محدود المان روش به ه،يدولا يسازه شعاع عيتوز منظور نيا يبرا. شود انجام

) توزيع شعاع 4( در شكل ).)3شكل (( است شده سهيمقا يليتحل مهينبه دست آمده از روش  جهيشده و با نت
   1,2

2r X ي با سه نوع هيدروژل با دولايهي سازهN) 0.001,0.005,0.01هاي مختلفN  كه از روش (
  ي دولايه رسم شده است.تحليل و اجزا محدود به دست آمده، در راستاي ضخامت سازه

                                                                                                                                                         
1 Abaqus 
2 Cross link 
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جايي كه وجود دارد. از آني و اجزا محدود ليتحل مهينشود تطابق خوبي بين نتايج طور كه مشاهده ميهمان 
   1,2

2r X  2مستقل از نسبت طول به ضخامت است، مقدارX ) فقط به كمك ضخامت دولايهHبعد ) بي
ي هيدروژلي، ي پليمري لايهدر شبكه )Nبا توجه به اين كه با كاهش چگالي اتصالات عرضي (شده است. 

شود كه با كاهش چگالي يابد. اين امر موجب ميشود، ميزان تورم آن افزايش مياز صلبيت هيدروژل كاسته مي
  ي هيدروژلي افزايش يابد.اتصالات عرضي شيب نمودار توزيع شعاع در لايه

  

 
  به دست آمده از حلهيدروژل به صورت تابعي از پتانسيل شيميايي سه نوع كشش ناشي از تورم آزاد  -2شكل 

  رسم شده است. )FEMو اجزا محدود ( نيمه تحليلي
  

 
  ،يليتحل مهيمختلف و روش ن يهابه روش المان محدود با اندازه مش ه،يدولا يشعاع سازه عيتوز -3شكل 

  روش المان محدود يدقت سنججهت 
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 Nاست، ولي مقدار شعاع با افزايش  Nي الاستومري مستقل از مقدار اما شيب توزيع شعاع خمش در لايه
تري به الاستومر وارد شده و نيروي بيشصلبيت هيدروژل افزايش يافته و  Nيابد، زيرا با افزايش افزايش مي

شود. همچنين با توجه به ناپيوستگي ماده در محل اتصال اين امر موجب تغيير حجم بيش الاستومر مي
تر براي بررسي بيش خورد.شكستگي در محل اتصال به چشم مي Nهيدروژل به الاستومر، براي تمام مقادير 

بعد شعاعي و مماسي در راستاي ضخامت دولايه براي مقادير هاي بيتوزيع تنشمسئله، 
0.001,0.005,0.01N   نشان داده 5و اجزا محدود محاسبه شده و در شكل ( يليتحل مهينبه دو روش (

  . و اجزا محدود وجود دارد يليتحل مهينشود تطابق خوبي بين نتايج طور كه مشاهده ميشده است. همان
مقدار تنش شعاعي و مماسي كم است، زيرا مقدار چگالي اتصالات  Nي هيدروژل براي مقادير پايين در لايه

ي هيدروژل عرضي در هيدروژل كم بوده و در نتيجه صلبيت هيدروژل كم است. مقدار تنش بيشينه در لايه
هاي با افتد. همچنين در هيدروژلهيدروژل با الاستومر اتفاق ميآل در مرز بين دو لايه به دليل اتصال ايده

ي الاستومر مربوطه به وجود آمده است، زيرا وقتي مقدار تري در لايهي بيشپايين تنش بيشينه Nمقدار 
N تري به شود و در نتيجه گشتاور خمشي بيشتواند متورم تر ميدر هيدروژل كم باشد هيدروژل بيش
ي هيدروژل و كاهش باعث افزايش تنش در لايه Nبنابراين افزايش مقدار  شود.ي الاستومر در وارد ميلايه

  شود. ي الاستومر ميآن در لايه
  

 
  هاي متفاوتNي دولايه با سه نوع هيدروژل با براي توزيع شعاع سازهو اجزا محدود  يليتحل مهيننتايج  -4شكل 
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ي هيدروژلي اين محور شود كه در هر لايه يك محور خنثي وجود دارد و براي لايهعلاوه بر اين مشاهده مي
تواند با توجه به تعداد و محل محورهاي خنثي مي يكسان است. قابل ذكر است كه Nبراي تمامي مقادير 
العلامه است كه برش مقدار تنش مماسي در مرز بين دو لايه مختلف .]23[ها تغيير كند هندسه و سختي لايه

هاي به دست آمده از حل اجزا تر كانتور تنشدهد. براي شفافيت بيشبه وجود آمده بين دولايه را نشان مي
0.001Nمحدود براي حالت    نشان داده شده است. )6شكل (در  

  (الف)

  (ب)
  يليتحل مهينتوزيع تنش (الف) شعاعي و (ب) مماسي در راستاي ضخامت دولايه به دست آمده از روش  -5شكل 

0.001,0.005,0.01Nو اجزا محدود براي    
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  (الف)

  (ب)
0.001Nكانتور تنش (الف) شعاعي و (ب) مماسي براي دولايه با هيدروژل  -6شكل    

  
ي كه ميزان تغييرشكل سازه) است ي خمش (هاي دولايه انحنا و زاويهيكي از موارد مهم در طراحي سازه

ي داخلي (دهد. به همين دليل انحناي لايهدولايه را نشان مي 11/ ir ي دولايه براي ) و زاويه خمش سازه
0.001,0.005,0.01Nهيدروژل با    به كمك روش تحليل ارائه شده به صورت تابعي از پتانسيل شيميايي

شود با افزايش طور كه مشاهده مينشان داده شده است. همان) 7شكل (در و روش اجزا محدود محاسبه شده و 
ي يابند. سازهي هيدروژل افزايش ميمقدار پتانسيل شيميايي مقدار انحنا و زاويه خمش به دليل تورم لايه

0.001Nتر (دولايه با هيدروژل نرم كند. تري را تجربه ميي خمش بيشتر انحنا و زاويه) به دليل تورم بيش
، صحت روش تحليل ارائه شده را به خوبي يليتحل مهينهمچنين تطابق خوب بين نتايج اجزا محدود و حل 

  دهد.نشان مي
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  (الف)

  (ب)
0.001,0.005,0.01Nي خمشي سازه دولايه با سه نوع هيدروژل با زاويه(الف) انحنا و (ب)  -7شكل    

  و اجزا محدود يليتحل مهينبه دست آمده به كمك روش 
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  نتيجه گيري-4
ي دولايه متشكل از هيدروژل براي تغييرشكل خمشي ناشي از تورم سازه يليتحل مهيندر اين مقاله يك روش 

ي دولايه اي ارائه شد. در اثر نفوذ حلال در هيدروژل و متورم شدن آن، سازهصفحهو الاستومر در شرايط كرنش 
شود. با در نظر گرفتن چگالي انرژي آزاد براي هيدروژل و مدل نئوهوكين براي الاستومر و دچار خمش مي

حاكم به كمك ي تعادل براي سازه، معادلات ديفرانسيل حاكم بر مسئله به دست آمدند. معادلات اعمال معادله
ارائه شده، به كمك كد  يليتحل مهينهاي عددي حل شدند. همچنين براي صحت سنجي روش روش

UHYPER افزار نرمABAQUS  و اجزا  يليتحل مهينمسئله به روش اجزا محدود نيز حل شد. نتايج روش
هيدروژل بر ميدان ي پليمري محدود تطابق خوبي داشتند. همچنين تاثير چگالي اتصالات عرضي در شبكه

صلبيت هيدروژل هاي به وجود آمده در سازه بررسي شدند. با كاهش چگالي اتصالات عرضي جابجايي و تنش
ي خود باعث افزايش ميزان انحنا و يابد، كه اين امر به نوبهكاهش يافته و در نتيجه ميزان تورم آن افزايش مي

وان حسگر، هاي دولايه به عني حاضر براي طراحي سازهالهشود. روش ارائه شده در مقي خمش سازه ميزاويه
  .شودپيشنهاد ميو بوده مناسب و رهايش دارو  هاي خودتاشوسازهعملگر 
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  انگليسي نمادهاي فهرست
Cهاي حلالغلظت نامي مولكول  

1c گيريثابت انتگرال  
 1,2,3i i e   در حالت اوليهمحورهاي مختصات كارتزين  
 , ,i i r ze   اي در حالت تغييرشكل يافتهمختصات استوانهمحورهاي  

 nF ي تنسور گراديان تغييرشكل لايهnام  
 1G  مدول برشي الاستومر  
 nH  ي ضخامت لايهnام در حالت اوليه  
 nh ي ضخامت لايهn در حالت تغييرشكل يافتهام  
 nI ي ناورداي اول تنسور گراديان تغييرشكل لايهnام  
 
1

nI گرين راست-ناورداي اول تنسور تغييرشكل كوشي  
 nJ  ي دترمينان تنسور گراديان تغييرشكل لايهnام  
L طول دولايه در حالت اوليه  
N هاي شبكه پليمري بر واحد حجم پليمر خشكتعداد موثر زنجيره  
 n

ir ي شعاع داخلي لايهnام در حالت تغييرشكل يافته  
Tدماي مطلق كلوين  
Wتابع انرژي آزاد هلمهلتز  

sW ي پليمريانرژي ناشي از كشش شبكه  
mW انرژي ناشي از مخلوط شدن حلال و پليمر  
    

  نمادهاي يوناني
 ي خمش دولايهزاويه  
 n
r ي كشش اصلي شعاعي لايهnام  
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 n
 ييهلامماسي  يكشش اصل nام  
 n
z ييهلا خارج از صفحه يكشش اصل nام  
 پتانسيل شيميايي  
 حجم يك مول آب  
 ضريب لاگرانژ  
 n
j   تنش اصلي كوشي در راستايj ي براي لايهnام  
 ي پليمر و حلالپارامتر اندركنش شبكه  
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Abstract 
 
The accurate and efficient design of the bilayer sensors and actuators made of hydrogels are of 
crucial importance. In this work, an analytical method is developed to solve the swelling 
induced bending of hydrogel bilayer under plane strain condition. The bilayer consists of a 
neutral incompressible elastomer layer attached to a hydrogel layer. The interface of two layers 
is assumed to be perfectly bonded. Moreover, the plotted problem is simulated using Finite 
Element Method (FEM) employing UHYPER subroutine in ABAQUS software. Several cases 
are solved to demonstrate the validity and performance of the proposed analytical method.  
A good correspondence between the presented method and the finite element method is 
observed. The deformation and the stresses inside the layers are presented for various material 
parameters employing both the developed analytical formulation as well as the finite element 
method. Finally, the effect of density of cross-link in hydrogel polymer network on curvature 
is also investigated. 


