
 

  
  
  
  

  
-ئوري ميرسكيت، انتقال حرارت گذرا، )FGM(ي جدار ضخيم، مواد متغير تابعي استوانه واژه هاي راهنما:
  ، اصل كار مجازي.هرمان مرتبه اول

  
 مقدمه-1

دهي و روكش نمودن قطعات تحت هاي قبل در صنايع هوافضا از مواد سراميكي خالص جهت پوششدر سال
هاي هاي بسيار خوبي بودند ولي مقاومت زيادي در مقابل تنششد. اين مواد عايقاثر دماي كاري بالا استفاده مي

نمودند. از جمله حفره و ترك ايجاد مي هاي پسماند در اين مواد مشكلات زياديويژه تنشه وارد شده نداشتند، ب
هاي حرارتي در اين مواد نيز موجب اي استفاده شد. تنشبعدها براي حلّ اين مشكل از مواد كامپوزيت لايه

ي مركّب كه هم مقاومت حرارتي و گرديد، با توجه به اين مشكلات طرح مادهي لايه لايه شدن ميپديده
كرد. به اين ترتيب با توجه به ل لايه لايه شدن را نداشته باشد ضرورت پيدا ميمكانيكي بالا داشته و هم مشك

هاي حرارتي بالا وجود داشت، دانشمندان علم مواد براي مشكلاتي كه در صنايع مختلف براي مواد تحت تنش
سندايي در  يدر منطقه )1984(را پيشنهاد نمودند. نخستين نمونه از اين مواد در سال  FGاولين بار مواد 
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  دانشيار

  
  3محمدرضا قريب

  استاديار

اي جدار هاي استوانهحل ترموالاستيك گذراي پوسته
تئوري تغيير شكل برشي بر مبناي  FGMضخيم 
 يعرض عمودي كرنش اثر درنظرگرفتن با اول يمرتبه

  هرمان -طبق نظريه ميرسكي
 گرفتن نظر در با و اول مرتبه هرمان -ميرسكي ينظريه از استفاده با مقاله اين در
 شده ساخته ضخيم جدار هاياستوانه بر حاكم  معادلات ، عرضي عمودي كرنش اثر
 براي تنش و جاييجابه و شده استخراج گذرا حرارتي بارگذاري تحت FGM مواد از

 از استفاده با معادلات. است آمده دستبه تحليلي صورتبه دوسرگيردار اياستوانه
 با دمايي مرزي شرايط. است شده حل متغيرها جداسازي روش و مجازي كار اصل

 حاضر يمطالعه در. اندشده اعمال مسئله به جاييجابه حرارت انتقال گرفتن درنظر
 عددي حلّ با مربوط نمودارهاي و شده بررسي جاييجابه و تنش توزيع بر زمان اثر
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ها به طور پيوسته از يك سطح به سطح باشد كه خواص آن، مواد كامپوزيتي با ريزساختار ناهمگني ميFGمواد 
ها ي آني تغيير يكنواخت در نسبت حجمي مواد تشكيل دهندهوسيلهكند. اين خاصيت ويژه بهديگر تغيير مي

توزيع تنش در يك ورق ناهمگن با توزيع دلخواه خواص مكانيكي  )1987(در  ]Sugano ]1 آيد.مي دستبه
دست آوردند و تاثيرات ناهمگني را بر تنش و دما بررسي ها بهتحت دماي گذرا را توسط تئوري كلاسيك ورق

ي توخالي كامپوزيتي چند لايه تحت هاي استوانهتوزيع تنش )1991(در  ]Tanigawa ]2و  Ootao كردند.
ها توزيع حرارت را در راستاي ودند. آنكيرشهف ارائه نم-بارگذاري حرارتي گذرا را با استفاده از تئوري لاو

. ي كسينوسي استفاده نمودندشعاعي و طولي در نظر گرفته و براي حلّ آن از تبديل لاپلاس و تبديل فوريه
تحت بارهاي  FGMي توخالي هاي مكانيكي و حرارتي در يك استوانهتنش )2002(در  ]3[وهمكاران  اسلامي

و  Ootaoدست آوردند. در حالت پاياي حرارتي را به ]4[تحت بارهاي حرارتي نامتقارن  )2003(متقارن و در 
Tanigawa ]5[  حلّ سه بعدي ورق مستطيلي  )2005(درFGM ها تحت بار حرارتي گذرا را ارائه نمودند، آن

ي انتقال حرارت را با روش در اين تحقيق توزيع خواص مكانيكي را به صورت نمايي در نظر گرفتند و معادله
ي حل تحليلي استوانه )2009(در  ]6[ي كسينوسي حل نمودند. حسيني و همكاران لاپلاس و تبديل فوريه

ها ي مستوي ارائه نمودند. آنتحت بارگذاري حرارتي گذرا را به كمك تئوري الاستيسيته  FGMجدار ضخيم 
اي حل صورت تابع تواني در نظر گرفتند و استوانه را در حالت كرنش صفحهخواص مكانيكي و حرارتي را به

باشد. عسگري و اخلاقي هاي برشي نميي طول و تنشي مستوي قادر به مشاهدهي الاستيسيتهتئور نمودند.
با طول محدود را به روش اجزاء  FGMي توخالي انتقال حرارت گذراي دو بعدي استوانه )2009(در  ]7[

  ارائه نمودند و تأثيرات توزيع خواص در جهت شعاعي و طولي را بررسي نمودند.  محدود
هاي جدار ضخيم همگن و همسانگرد بر با استخراج معادلات حاكم بر استوانه )2010(در  ]8[نژاد قنّاد و زماني

انسيل ناهمگن خطي با ضرايب ثابت حاصل را براي مبناي تئوري تغيير شكل برشي، دستگاه معادلات ديفر
يك حل تحليلي براي استوانه جدار ] 9[ )2012(ايشان همچنين در . شرايط مرزي دوسر گيردار حلّ نمودند

ضخيم ناهمگن تحت فشار داخلي و خارجي ارائه نمودند آنها در اين مقاله فقط به بررسي اثرات فشار داخلي و 
حلّ ميدان حرارتي  )2011(در  ]10[نژاد و همكاران . رحمتياستوانه ناهمگن پرداختندخارجي در بر روي 

ها از روش چندلايه كردن ي روش چندلايه كردن ارائه نمودند. آنرا به وسيله FGMي توخالي گذراي استوانه
هاي كامپوزيتي است براي اين منظور استفاده كردند و توزيع حرارات وابسته به زمان و كه مبتني بر تئوري

هاي ا براي پوستهحلّ تحليلي ترموالاستيك گذر )2013(در  ]11[نژاد و همكاران شعاع را ارائه نمودند. زماني
ها براي حلّ اي چرخان همگن تحت شرايط مرزي كلي و فشار داخلي و خارجي را ارائه نمودند. آناستوانه
ي انتقال حرارت از روش جداسازي متغيرها استفاده نمودند و توزيع حرارت و تنش را ارائه نمودند. معادله

ي كامپوزيتي را ارائه نمودند. نامتقارن در استوانه حل تحليلي انتقال حرارت )2016(در  ]12[نوروزي و همكاران
ها از روش جداسازي متغيرها و سري فوريه براي رسيدن به اين مهم استفاده نمودند. قاروني و همكاران آن
ي حلّ تحليلي يك استوانه) TSDT(ي سوم با استفاده از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه )2016(در  ]13[

ها توزيع خواص ناهمگني را تحت فشار داخلي و بارگذاري پاياي حرارتي را ارائه كردند، آن FGMجدار ضخيم 
پاسخ  )2017(در  ]14[ يعقوبي ارقنّاد و پرهيزكبه صورت تواني در راستاي شعاعي استوانه در نظر گرفتند. 

   دست آوردند.ي داخلي استوانه را بهبه فشار و شار حرارتي پايا در جداره FGMي جدار ضخيم استوانه
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حرارتي گذرا با  تحت بارگذاري FGMي جدار ضخيم جايي در يك استوانهدر اين تحقيق توزيع تنش و جابه
 -طبق نظريه ميرسكي يعرض عمودي كرنش اثر درنظرگرفتن با اول يتئوري تغيير شكل برشي مرتبه استفاده از

  افزار آباكوس مقايسه شده است.دست آورده شده است و نتايج حلّ تحليلي با حلّ عددي حاصل از نرمبههرمان 
  
  بندي و روابط اساسيفرمول-2
ي مياني پس از تغيير شكل راست ي اول خطوط راست و عمود بر صفحهي تغيير شكل برشي مرتبهنظريه در

هاي ديگر مانند تئوري الزاماً عمود نيستند، اين بدين معني است كه در مقايسه با تئوري مانند وليباقي مي
با به  )1958(] در 15ميرسكي و هرمان [ شود.نظر نميي مستوي از كرنش و تنش برشي صرفالاستيسيته

و همسانگرد را اي ضخيم از مواد همگن كارگيري نظريه تغيير شكل برشي مرتبه اول، حل پوسته هاي استوانه
)، برابر است با rي هر نقطه از پوسته از محور تقارن (، فاصله)1(مطابق شكل بر طبق اين نظريه ارائه كردند. 

  ).zي آن نقطه از صفحه مياني () و فاصلهRي مياني(مجموع شعاع صفحه
 
)1(  െࢎ/૛ ൑ ࢠ ൑ ࢘							 ૛/ࢎ ൌ ࡾ ൅  ࢠ
h  ضخامت وL .طول استوانه است  
)2(  ૙ ൑ ࢞ ൑ ࢒ و ࢎ ൌ ࢘૙ െ  ࢏࢘
  جايي شعاعي استوانه برابر است با:ي مستوي جابهبراساس نظريه الاستيسيته 

)3(  ࢛࢘ ൌ ૚࢘ࢉ ൅
૛ࢉ
࢘
ൌ ࡾ૚ሺࢉ ൅ ሻࢠ ൅

૛ࢉ
ࡾ ൅ ࢠ

 

ቚبا توجه به شرط  
௭

ோ
ቚ ൏   جايي شعاعي استوانه برابر است با:و به كمك بسط تيلور جابه 1

  
)4(  

௥ݑ ൌ ܿଵሺܴ ൅ ܼሻ ൅
ܿଶ
ܴ
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ܴଷ

 ଶݖ

  

جايي شعاعي مركز استوانه واقع بر جدار داخلي در خصوص همگرايي تئوري بحث شده به ازاي دماي ثابت، جابه
] 16) مقايسه شده است. اپك چي و همكاران [FEMمحاسبه و با روش عددي ( h/Rبه ازاي مقادير مختلف 

ها گراف زير براي بررسي ميزان همگرايي چنين روندي را مورد بررسي قرار دادند. بر طبق بررسي آن )2003(در 
  هرمان ارائه شده است. -نظريه ميرسكي

  شود.صورت زير نوشته ميجايي در حالت كليّ بهدر تئوري تغيير شكل برشي بردار جابه
)5(  

ሬሬԦࢁ ൌ ૙ሬሬሬሬሬԦࢁ ൅ ࢠ૚ሬሬሬሬሬԦࢁ ൅ ૛ࢠ૛ሬሬሬሬሬԦࢁ ൅ ⋯ ൌ ෍ ሬሬሬሬሬሬԦ࢓ࢁ
ஶ

ୀ૙࢓

 ࢓ࢠ

جايي به صورت زير درنظر گرفته ميدان جابه هرمان مرتبه اول) -اساس تقريب مرتبه يك (نظريه ميرسكيبر 
  . ]15[شودمي
)6(  ൜

࢞ࢁ
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  ي جدار ثابت تحت بارگذاري مكانيكي و حرارتي گذراپروفيل استوانه -1شكل 

  

  
 R/hجايي شعاعي به ازاي مقادير مختلف خطاي نسبي جابه -2 شكل

  
باشد و ميدان كرنش بر ) مي7ي (اندازه كوچك به صورت معادلههاي بيتانسور كرنش در حالت تغيير شكل

  اساس روابط سينماتيك در حالت تقارن محوري عبارتند از:
෤ࢿ  )7( ൌ

૚
૛
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 ي صفر و يك تنش برابرند با:هاي مرتبهمنتجه
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  ሼࢠࡺ,ࣂࡺ,࢞ࡺ, ሽࢠ࢞ࡺ ൌ නቊ࣌࢞,
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, ,ࢠ࣌ ቋࢠ࢞࣎ ሺ૚ ൅

ࢠ
ࡾ
ሻࢠࢊࢠ 

  هاي ناهمگنتحليل ترموالاستيك استوانه -1-2
  بر اساس اصل كار مجازي، تغييرات انرژي كرنشي با تغييرات كار نيروهاي خارجي برابر است، يعني:

ܷߜ  )10( ൌ ܹߜ

ها بر جسب هاي حرارتي، تنشروابط رفتاري براي مواد ناهمگن و همسانگرد و با در نظر گرفتن كرنش براساس
  مقادير كرنش عبارتند از:

  
)11(  

ە
ۖ
۔

ۖ
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݅																																																	௫௭ߛܧߣ ് ݆ ് ݇		

ߣ ൌ
1

ሺ1 ൅ ߭ሻሺ1 െ 2߭ሻ
					

 

  

 كرنش) در اين معادلات انرژي كرنشي بر حسب 11ي (با توجه به تعريف انرژي كرنشي و جايگذاري معادله
  دست خواهد آمد.به
 
 
 
 
)12(  

ە
ۖ
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ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
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௏
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ܹߜدر صورت عدم وجود نيروي خارجي  ൌ ) در راستاي طولي 12ي (گيري از معادلهبا انتگرال. خواهد شد 0

تحت بارگذاري حرارتي  FGMي و شعاعي استوانه و استفاده از اصل كار مجازي معادلات تعادل يك استوانه
  صورت زير نوشت.توان بههاي تنش را ميگذرا بر حسب منتجه

)13(  

ە
ۖ
۔

ۖ
ܴۓ ௫ܰ ൌሖ 0
௫ܯܴ െሖ ܴ ௫ܰ௭ ൌ 0
ܴ ௫ܰ௭ െሖ ఏܰ ൌ 0
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  باشد.ي زير هميشه برقرار است و در دو انتهاي استوانه صفر ميبراي تبيين شرايط مرزي مورد نظر رابطه
)14( ܴሾ ௫ܰߜ߶଴ ൅ ଵ߶ߜ௫ܯ ൅ ௫ܰ௭߰ߜ଴ ൅ ଵሿ଴߰ߜ௫௭ܯ

௅ ൌ 0 
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  توزيع ناهمگني خواص مكانيكي و حرارتي -2-2
)، خواص مكانيكي از قبيل مدول كشساني FGMهاي تشكيل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد (در استوانه

)E) نسبت پواسون ،(ν) و چگالي (ρها بالاخص در اين بررسي باشند. در اكثر تحليل) تابعي از شعاع استوانه مي
هاي انتقال حرارت از جمله شود. همچنين ثابتپواسون ثابت در نظر گرفته مي به علّت تغييرات جزئي، نسبت

) نيز تابعي از شعاع استوانه C) و ظرفيت گرمايي ويژه (K)، ضريب رسانش گرمايي (αضريب انبساط حرارتي (
در  درنظر گرفته شده است. در اين تحليل، تمام خواص مكانيكي و حرارتي ذكر شده به صورت توزيع تواني

  راستاي شعاع استوانه در نظر گرفته شده است.
ܭ  )15( ൌ ௜ܭ ൬

ݎ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡భ

 

ߩ  )16( ൌ ௜ߩ ൬
ݎ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡మ

 

ܥ  )17( ൌ ௜ܥ ൬
ݎ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡య

 

ܧ  )18( ൌ ௜ܧ ൬
ݎ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡ర

 

ߙ  )19( ൌ ௜ߙ ൬
ݎ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡ఱ

 

به ترتيب مدول كشساني، ضريب انبساط حرارتي، ضريب رسانش حرارتي، ظرفيت   ௜ߩ، ௜ܥ، ௜ܭ، ௜ߙ، ௜ܧكه
  باشد.) ثابت ناهمگني ماده مي=௜  )1,2,3,4,5i݊ي داخلي استوانه و گرمايي ويژه و چگالي در لايه

  
	]FG ]17 ي ناهمگن ي انتقال حرارت گذراي استوانهحل معادله -3-2 	
ي جدار ضخيم متقارن محوري در غياب منبع بعدي براي يك استوانهيكي انتقال حرارت گذراي معادله

 باشد.حرارتي، براساس قانون فوريه به شكل زير مي

ܿߩ  )20(
߲ܶ
ݐ߲

ൌ
1
ݎ
߲
ݎ߲
൬ݎܭ

߲ܶ
ݎ߲
൰ 

  شوند.شرايط مرزي و اوليه در حالت كليّ به شكل زير درنظر گرفته مي
  

.ܤ ܿ. ൞
ܿଵଵܶሺ ,௜ݎ ሻݐ ൅ ܿଵଶ

߲ܶ
ݎ߲

ሺݎ௜, ሻݐ ൌ ଵ݃

ܿଶଵܶሺ ,଴ݎ ሻݐ ൅ ܿଶଶ
߲ܶ
ݎ߲

ሺݎ଴, ሻݐ ൌ ݃ଶ

 

.ܫ  )21( ܿ.			ሼܶሺ ,ݎ 0ሻ ൌ ௜ܶ ሺ ሻݎ

ي باشند. حل معادلهي مسأله مي، شرط اوليهሻݎ௜ܶሺهايي وابسته به شرايط مرزي و ثابت )௜ )i,j=1,2݃ و௜௝ܥ 
 آيد.دست ميبا استفاده از روش جداسازي متغيرها، تابع بسل تعميم يافته و بسط تابع ويژه به )20(

در ابتدا شرايط مرزي ناهمگن به شرايط مرزي همگن تبديل شده است، براي اين كار تابع انتقال حرارت 
ܶሺݎ,   شود.صورت زير در نظر گرفته ميبه ሻݐ

  
     )22( ܶሺݎ, ሻݐ ൌ ௛ܶሺݎ, ሻݐ ൅ ௦ܶሺݎሻ
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  بعد خواص دلخواه در راستاي شعاعتوزيع بي -3شكل 

  
  آيد.دست مي) عبارت زير به20( ) درمعادله22ي (با قرار دادن معادله

)23(  
ܿߩ
߲ ௛ܶሺݎ, ሻݐ

ݐ߲
ൌ
1
ݎ
߲
ݎ߲
൭ݎܭ ൬

߲ ௛ܶሺݎ, ሻݐ
ݎ߲

൅
߲ ௦ܶሺݎሻ
ݎ߲

൰൱ 

  نمود.مجزا تفكيك  صورت دو معادلهتوان به) را مي19ي (معادله
)24(  

ە
۔

ܿߩۓ
߲ ௛ܶሺݎ, ሻݐ

ݐ߲
ൌ ݇

߲ଶ ௛ܶሺݎ, ሻݐ
ଶݎ߲

൅ ൬
߲݇
ݎ߲

൅
݇
ݎ
൰
߲ ௛ܶሺݎ, ሻݐ

ݎ߲
1
ݎ
߲
ݎ߲
൬ݎܭ

߲ ௦ܶሺݎሻ
ݎ߲

൰ ൌ 0
 

 
  شود.) تعريف مي25است مطابق شرايط ( ௦ܶاي كه داراي عبارتشرايط مرزي براي معادله

)25( 
൞
ܿଵଵ ௦ܶሺ ௜ሻݎ ൅ ܿଵଶ

߲ ௦ܶ

ݎ߲
ሺݎ௜ሻ ൌ ଵ݃

ܿଶଵ ௦ܶ	ሺݎ଴ሻ ൅ ܿଶଶ
߲ ௦ܶ

ݎ߲
ሺݎ଴ሻ ൌ ݃ଶ

 

  
) 25دست آمده و با اعمال شرايط مرزي (به ௦ܶ) تابع 24ي (گيري از قست دوم معادلهبا دو بار انتگرال

  .آينددست ميبه ଶܥو  ଵܥهايثابت
ଵܥ ൌ

ଵ݃ܿଶଵ െ ݃ଶܿଵଵ
ܿଵଵܿଶଵݎଵ

ି௡భ െ ଴ݎ
ି௡భ ൅ ݊ଵܿଶଶܿଵଵݎ଴

ି௡భିଵ െ ܿଵଶܿଶଵݎ௜
ି௡భିଵ

 

)26(            
ଶܥ ൌ

݃ଵ െ ܿଵܿଵଵݎ௜
ି௡భ െ ܿଵଶ݊ଵݎ௜

ି௡భିଵ

ܿଵଵ
 

  شود.صورت زير در نظر گرفته ميبه ௛ܶي مربوط به تابع شرايط مرزي و اوليه

0.60

0.80

1.00

1.20

1.40

1.60

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

P/
P i

r/ri

n=-1

n=-0.5

n=0

n=0.5

n=1
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൞
ܿଵଵ ௛ܶሺݎ௜, ሻݐ ൅ ܿଵଶ

߲ ௛ܶ

ݎ߲
ሺݎ௜, ሻݐ ൌ 0

ܿଶଵ ௛ܶሺݎ଴, ሻݐ ൅ ܿଵଶ
߲ ௛ܶ

ݎ߲
ሺݎ଴, ሻݐ ൌ 0

 

)27(  ௛ܶሺݎ, 0ሻ ൌ ௜ܶሺݎሻ െ ௦ܶሺݎሻ

  .باشدصورت زير قابل حل مي) با استفاده از قوانين جداسازي متغير به24ي (قسمت اول معادله
)28(  ௛ܶሺݎ, ሻݐ ൌ ݂ሺݎሻ݃ሺݐሻ

)29(  1
݃ሺݐሻ

߲݃ሺݐሻ
ݐ߲

ൌ
1
ܿߩ
ቆ
݇

݂ሺݎሻ
߲ଶ݂ሺݎሻ
ଶݎ߲

൅ ൬
߲݇
ݎ߲

൅
݇
ݎ
൰

1
݂ሺݎሻ

߲݂ሺݎሻ
ݎ߲

ቇ 

)30(  

ە
۔

ܭۓ
߲ଶ݂ሺݎሻ
ଶݎ߲

൅ ൬
߲݇
ݎ߲

൅
݇
ݎ
൰
߲݂ሺݎሻ
ݎ߲

൅ ܵଶ݂ܿߩሺݎሻ ൌ 0

߲݃ሺݐሻ
ݐ߲

൅ ܵଶ݃ሺݐሻ ൌ 0
 

,ݎ௛ܶሺدر نهايت تابع   .آيددست ميبه شكل زير به ሻݐ
  
)31(  ௛ܶሺݎ, ሻݐ ∶ൌ ௣ିݎ ൤݀ଵܬ௤

௫
ሺ0ሻ ൅ ݀ଶܻ௤

௫
ሺ0ሻ൨ ൅ ෍ିݎ௣ ൤ܣ௡ܬ௚

௫
൫ݏᇱ௥

ೣ
൯ ൅ ௡ܻ௤ܤ

௫
൫ݏᇱ௥

ೣ
൯൨ ݁ି௦೙

మ೟
ஶ

௡ୀଵ

 

  كه:         
ݍ  )32( ൌ ඥ݌ଶ െ ଶߚ ൌ  ݌
ߙ  )33(

ݔ
ൌ  ′ݏ

݌  )34( ൌ ݍ ൌ
݊ଵ
2

 
ݔ  )35( ൌ

2 െ ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ ݊ଷ
2

 
)36(  

௡ᇱݏ ൌ
1
ݔ
ඨ
ଵݎ
௡భି௡మି௡యݏ௡ଶߩଵܿଵ

݇ଵ
 

,ݎ௛ܶሺي) بر روي معادله30با اعمال شرايط مرزي ( ي مقدار ويژه ي مربوط به يك مسألهي مشخصهمعادله ሻݐ
  آيد.به دست مي

ܿଶଶݏݔ௡ᇱ ଴ݎ
௫ିଵ݂௤

௫ାଵ
ሺݏ௡ᇱ , ଴ݎ

௫ሻ െ ܿଶଵ݂௤
௫
ሺݏ௡ᇱ , ଴ݎ

௫ሻ ൌ 0 
)37(  ݂௤

௫
ሺݏ௡ᇱ , ௫ሻݎ ൌ ௤ܬ

௫
ሺݏ௡ᇱ , ௫ሻݎ ൤ܿଵଵܻ௤

௫
ሺݏ௡ᇱ ௜ݎ

௫ሻ െ ܿଵଶݏ௡ᇱ ௜ݎݔ
௫ିଵܻ௤

௫ାଵ
ሺݏ௡ᇱ ௜ݎ

௫ሻ൨

െ 		ܻ௤
௫
௡ᇱݏ ௫ݎ ൤ܿଵଵܬ௤

௫
ሺݏ௡ᇱ ௜ݎ

௫ሻ െ ܿଵଶݏ௡ᇱ ௜ݎݔ
௫ିଵܬ௤

௫ାଵ
ሺݏ௡ᇱ ௜ݎ

௫ሻ൨ 
,ݎ௛ܶሺتوان تابعدر نتيجه مي توان از بسط تابع ويژه را مي nAصورت زير تعريف نمود كه ضريب ثابت را به ሻݐ

   دست آورد.ليوويل به-و قانون اشتورم

 
)38(  ௛ܶሺݎ, ሻݐ ൌ ෍ܣ௡ିݎ௣

ஶ

௡ୀଵ

݂௤
௫
ሺݏ௡ᇱ , ௫ሻ݁ି௦೙ݎ

మ೟
 

,Tሺrتوزيع انتقال حرارت گذراي  در نهايت تابع tሻ آيد.ميدست به  
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)39(  ܶሺݎ, ሻݐ ൌ ෍ܣ௡ିݎ௣

ஶ

௡ୀଵ

݂௤
௫
		ሺݏ௡ᇱ , ௫ሻݎ ݁ି௦೙

మ೟
൅ ܿଵିݎ௡భ ൅ ܿଶ 

شود بنابراين توزيع اختلاف ي كرنش حرارتي، عبارت توزيع اختلاف دما ظاهر ميبا توجه به اينكه در معادله
  آيد.دست ميدما به صورت زير به

)40(  ∆ܶሺݖ, ሻݐ ൌ ܶሺݖ, ሻݐ െ ஶܶ

باشند كه براي حلّ آن بايد نيروها و لنگرها را به حقيقت يك دستگاه معادلات ديفرانسيلي مي ) در9معادلات (
) بر حسب 8هاي كرنش و سپس به كمك روابط (هاي تنش و با جايگذاري در روابط ساختاري به مولفهمنتجه
خطي با ضرايب ثابت جايي نوشت. در نهايت يك دستگاه چهار معادله ديفرانسيل ناهمگن هاي جابهمؤلفه

  صورت زير نوشت.توان آن را بهآيد كه ميدست ميبه
)41(  ሾܣሿ

݀ଶ

ଶݔ݀
ሼݕሽ ൅ ሾܤሿ

݀
ݔ݀

ሼݕሽ ൅ ሾܥሿሼݕሽ ൌ ሼܨሽ 

  باشد.ي زير ميصورت رابطهجايي بههاي بردار جابهشامل مؤلفه yكه در آن بردار مجهول 
)42(  ሼݕሽ ൌ ሼ߶଴ ߶ଵ ߰଴ ߰ଵሽ்

  .صورت زير نشان داده شده استبه ሽܨሼبردار نيروي صورتهمچنين قسمت ناهمگن دستگاه معادلات به
  
  
  
  
)43(  

ሼܨሽ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

0
0

െߙ௜ න ൬
ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
ଶ௡

Δܶሺݖ, ሻሺ1ݐ ൅ ݖሻ݀ݒ

௛
ଶ

ି௛ଶ

															

െߙ௜ න ൬
ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
ଶ௡

Δܶሺݖ, ሻሺ1ݐ ൅ ሻሺܴݒ ൅ ݖሻ݀ݖ2

௛
ଶ

ି௛ଶ ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

 

  
هاي حرارتي، در ) و درنظر گرفتن كرنش11جملات مربوط به بارگذاري حرارتي با توجه به روابط ساختاري (

هاي سوم و چهارم قسمت ناهمگن دستگاه معادلات در نقش عبارت انرژي كرنشي وارد شده كه نهايتاً در مؤلفه
 ሿସൈସܤሾ قارن و مت ሿସൈସܥሾو ሿସൈସܣሾهاي) ماتريس41شوند. در دستگاه معادلات (نيروي حجمي ظاهر مي

  ها آورده شده است.هاي مربوط به آنپادمتقارن هستند كه در ادامه درايه
 
)44(  

ଵଵܣ ൌ ܴሺ1 െ ሻݒ න ൬
ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ ݖ݀

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

)45(  
ଵଶܣ ൌ ܴሺ1 െ ሻݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ ݖ݀ݖ ൌ ଶଵܣ

௛/ଶ

ି௛/ଶ
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)46(  
ଶଶܣ ൌ ܴሺ1 െ ሻݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ ݖଶ݀ݖ

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

)47(  
ଷଷܣ ൌ ሺ1ߤܴ െ ሻݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ ݖ݀

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

)48(  
ଷସܣ ൌ ሺ1ߤܴ െ ሻݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ ݖ݀ݖ ൌ ସଷܣ

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

)49(  
ସସܣ ൌ ሺ1ߤܴ െ ሻݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ ݖଶ݀ݖ

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

ଵଷܣ  )50( ൌ ଵସܣ ൌ ଶଷܣ ൌ ଶସܣ ൌ ଷଵܣ ൌ ଷଶܣ ൌ ସଵܣ ൌ ସଶܣ ൌ 0

)51(  
ଵଷܤ ൌ ݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ݖ݀ ൌ െܤଷଵ

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

)52(  
ଵସܤ ൌ ݒ න൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ሺܴ ൅ ݖሻ݀ݖ2 ൌ െܤସଵ

௛
ଶ

ି௛ଶ

 

)53(  
ଶଷܤ ൌ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ሾሺݒ െ ݖሻߤ െ ݖሿ݀ߤܴ ൌ െܤଷଶ

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

)54(  
ଶସܤ ൌ න൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ሾܴሺݒ െ ሻߤ ൅ ݒሺ2ݖ െ ݖ݀ݖሻሿߤ ൌ െܤସଶ

௛
ଶ

ି௛ଶ

 

ଵଵܤ  )55( ൌ ଵଶܤ ൌ ଶଵܤ ൌ ଶଶܤ ൌ ଷଷܤ ൌ ଷସܤ ൌ ସଷܤ ൌ ସସܤ ൌ 0

  
ଶଶܥ  )56( ൌ െܴߤ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ1 ൅
ݖ
ܴ
ቁ݀ݖ

௛/ଶ

ି௛/ଶ
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)57(  
ଷଷܥ ൌ െݒ න ൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰ /ሺܴ ൅ ݖሻ݀ݖ

௛/ଶ

ି௛/ଶ

 

  
ଷସܥ  )58( ൌ െݒ න൬

ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ݖ݀

௛
ଶ

ି௛ଶ

െ ሺ1 െ ሻݒ න ൬
ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ቀ
ݖ
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௛
ଶ

ି௛ଶ

  
  
)59(  

ସସܥ ൌ െ2ݒ න൬
ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡

ݖ݀ݖ

௛
ଶ

ି௛ଶ
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௜ݎ
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ቆ
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௛
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ܴ ൅ ݖ
௜ݎ

൰
௡
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ݖ
ܴ
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௛
ଶ

ି௛ଶ

 

ଵଵܥ  )60( ൌ ଵଶܥ ൌ ଵଷܥ ൌ ଵସܥ ൌ ଶଵܥ ൌ ଶଷܥ ൌ ଶସܥ ൌ ଷଵܥ ൌ ଷଶܥ
ൌ ସଵܥ ൌ ସଶܥ ൌ 0 

ضريب تصحيح برشي است كه براي استوانه  Kشود و ي زير تعريف ميبه صورت رابطه μكه در روابط فوق 
ହبرابر با

଺
  باشد.مي 

ߤ  )61( ൌ
ܭ
2
ሺ1 െ  ሻߥ2

  حل ترموالاستيك استوانه تحت بارگذاري حرارتي -4-2
) يك دستگاه چهار معادله ديفرانسيل ناهمگن خطي با 41ي (همانطور كه توضيح داده شد، دستگاه معادله

) نوشته شود دستگاه شامل حلّ 61ي (صورت رابطهمعادلات را بهباشد كه اگر اين دستگاه ضرايب ثابت مي
  باشد.خصوصي و حلّ عمومي مي

ሽ′′ݕሼܣ )62( ൅ ሽ′ݕሼܤ ൅ ሽݕሼܥ ൌ ሼܨሽ

)63(  ሼݕሽ ൌ ሼݕሽ௚ ൅ ሼݕሽ௣
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ሽݕሼبراي حلّ عمومي دستگاه فوق مقدار ൌ ሼߦሽ݁௠௫ به عنوان حل پيشنهادي 62ي (در سمت چپ معادله (
 شود.قرار داده مي

)64(  ݁௠௫ሾ݉ଶܣଵ ൅݉ܣଶ ൅ ሽߦଷሿሼܣ ൌ ሼ0ሽ

௠௫݁با توجه به اينكه ്   :توان نوشتمي 0
)65(  |݉ଶܣଵ ൅ ଶܣ݉ ൅ |ଷܣ ൌ 0 

باشند. ي مزدوج غير صفر ميصورت سه جفت ريشهمحاسبه شده كه به imي ي فوق، مقادير ويژهاز حلّ معادله
باشند. با از اين سه جفت ريشه، يك جفت آن عدد حقيقي و دو جفت ديگر آن نيز اعداد مختلط مزدوج مي

آيند. دست ميبه ي متناظر با مقادير ويژه)، بردارهاي ويژه62ي (ي حاصل در معادلهقرار دادن مقادير ويژه
  شود.رنهايت حلّ عمومي به شكل زير حاصل ميد
)66(  

ሼݕሽ௚ ൌ෍ܥ௜ሼߦሽ௜݁௠೔௫

଺

௜ୀଵ

 

ي متقارن محوري براي يك استوانه ሽܨሼ) يعني بردار نيروي62ي (براي حلّ خصوصي، قسمت ناهمگن معادله
باشد؛ نمي xناهمگن با ضخامت ثابت و تحت بار حرارتي گذرا، مقدار ثابتي است لذا جواب خصوصي تابعي از 

  دست آورد.ي زير جواب خصوصي را بهتوان با معكوس كردن ماتريس طبق معادلهبنابراين مي
)67(  ሾܥሿሼݕሽ ൌ ሼܨሽ ⇒ ሼݕሽ ൌ ሾܥሿିଵሼܨሽ

دست جايي را بههاي ميدان جابهتوان مؤلفهي موردي ميصورت مطالعهبنابراين با حل دستگاه معادلات فوق به
  شوند.بيان مي) 14ي (شرايط مرزي توسط رابطه آورد.

,ሼ߶଴به عبارتي مقادير  ߶ଵ, ߰଴, ߰ଵሽ وሼ ௫ܰ,ܯ௫, ௫ܰ௭,ܯ௫௭ሽ دو انتهاي استوانه طوري در نظر گرفته  در
) برابر صفر باشد. با داشتن شش ثابت مجهول در جواب عمومي و دو ثابت 14ي (شوند كه همواره رابطهمي

مختلف در دو انتهاي استوانه شامل چهار شرط  توان با اعمال شرايط مرزيمجهول در جواب خصوصي، مي
دست آوردن ثوابت مجهول، بردار مرزي در هر سمت، هشت ثابت مجهول را محاسبه كرد. در نهايت با به

  آيند. دست ميبه x ,z ,tجايي است، برحسب متغيرهاي هاي ميدان جابهكه شامل مؤلفه ሽݕሼمجهول
 

 بررسي نتايج-3

 ) داريم:14ي (گيردار با توجه به رابطهبراي شرايط مرزي دوسر 

)68(  ൜
ݔ ൌ 0 ⇒ ߶଴ ൌ 0, ߶ଵ ൌ 0, ߰ଵ ൌ 0, ߰ଵ ൌ 0
ݔ ൌ ܮ ⇒ ߶଴ ൌ 0, ߶ଵ ൌ 0, ߰ଵ ൌ 0, ߰ଵ ൌ 0 

ي موردي و بررسي نتايج حلّ عددي با حلّ تحليلي، يك استوانه با مشخصات زير در نظر گرفته براي مطالعه 
استفاده شده است. براي  ABAQUSافزار المان محدود براي تحليل عددي اين پژوهش از نرم ].11است [شده 
استفاده شده  CoupleTemperature and Displacement  از خانواده ١T8CAXبندي استوانه از المان المان

داخلي و خارجي ي گره مي باشد. شرايط مرزي دمايي در دو لايه 8است كه هر المان از اين تحليل داراي 
  استوانه مدل شده است.

                                                                                                                                                                                          
1 A 8-node axisymmetric thermally coupled quadrilateral, bilinear displacement and temperature. 
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  ي موردي استفاده شدهمقادير عددي مطالعه -1جدول               
  مقدار  كميت

௜ݎ  شعاع داخلي ൌ 0.4݉ 

௢ݎ    شعاع خارجي ൌ 0.6݉ 

ܮ    طول ൌ 8݉ 

௜ܧ    مدول كشساني براي جدار داخلي ൌ  ܽ݌ܩ200

ߥ    نسبت پواسون ൌ 0.3 

௜ߩ    داخليچگالي براي جدار  ൌ 7854 ݇݃ ݉ଷ⁄  

௜ߙ    ضريب پخش حرارتي ൌ 12ሺ10ି଺ሻ 1 ⁄ܭ°  

௜ܿ    حرارت مخصوص ൌ 434 ݆ ⁄ܭ°݃݇  

௜݇    هدايتي  ضريب انتقال حرارت ൌ ݓ60.5 ⁄ܭ°݉  

ଵଵܥ    ي داخليجايي لايهضريب انتقال حرارت جابه ൌ 6ܹ	 ݉ଶܭ⁄  

ଶଵܥ   ي خارجيجايي لايهضريب انتقال حرارت جابه ൌ 25ܹ ݉ଶܭ⁄  

ஶܶଵ    دماي سيال داخلي ൌ  ܭ280.15°

	    دماي سيال خارجي ஶܶଶ ൌ  ܭ9°

شرايط مرزي دو سر گيردار نيز با مقيد كردن دو سر استوانه و بستن تمامي درجات آزادي دو سر استوانه مدل 
 اي در نظر گرفته شده است، باي استوانهصورت شعاعي در پوستهشده است. براي ايجاد خواص ناهمگني كه به

ي مساوي و نسبت دادن خواص مدول الاستيسيته، چگالي، حرارت لايه 20ي استوانه به تعداد تقسيم جداره
ي ي مركز هر لايه از لايهمخصوص، ضريب انتقال حرارت و ضريب پخش حرارتي در هرلايه بسته به فاصله

هم ي همگن و همسانگرد بهستوانها 20اي مورد نظر از ي استوانهصورت تابع تواني، نهايتاً پوستهداخلي به
ها، حد اند و خواص در محلّ اتصال لايهها در محلّ اتصال به هم پيوستهشود. اين لايهچسبيده تشكيل مي

  شود.ميانگين چپ و راست مرز دو لايه در نظر گرفته مي
 اثر درنظرگرفتن با اول يتغيير شكل برشي مرتبهتئوري ) مقايسه نتايج حاصل از دو روش 5) و (4شكل (
با توجه به  باشد.كه از تطابق خوبي برخوردار مي دهد؛و روش المان محدود را نشان مي يعرض عمودي كرنش
حاصل از حل دقيق و حل عددي انتقال  دماي نسبي مي توان دريافت كه حداكثر ميزان خطاي )5(و  )4(شكل 

درصد مي باشد كه  4و عددي كمتر از   تحليليحل  جاييجابه خطاي نسبي درصد و 7/0حرارت كمتر از 
 هاي منفي است.nمربوط به 
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 t=3 s, n=0براي زمان  توزيع دما مقايسه -4شكل 

 
 

  
 t=40 sو  z=0در  جايي شعاعيي جابهمقايسه -5شكل 
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توزيع  )8(و  )7(دهد. شكل هاي مختلف را نشان ميي همگن براي زمانتوزيع دماي استوانه )6(شكل 
ي هاي مختلف و براي مادهي همگن به ازاي زمانجايي شعاعي در راستاي ضخامت استوانه را براي مادهجابه

بعد تنش محيطي در راستاي ضخامت توزيع بي )9(دهد. شكل ناهمگن به ازاي ثابت ناهمگني مختلف نشان مي
جايي شعاعي، محوري، تنش محيطي جابه )13-10(دهد. شكل استوانه را براي ثابت ناهمگني مختلف نشان مي

 n=1توزيع تنش محيطي را به ازاي  )14(دهد. شكل و تنش برشي را به ازاي ثابت ناهمگني مختلف نشان مي
جايي شعاعي و تنش محيطي را بر توزيع جابه )16(و  )15(دهد. شكل هاي مختلف استوانه نشان ميبراي لايه

جايي شعاعي در راستاي طولي توزيع جابه )17(دهد. شكل ني مختلف نشان مياساس زمان براي ثابت ناهمگ
  دهد.را براي زمان و ثابت ناهمگني مختلف نشان مي

   
  هاي مختلفي توزيع دما براي زمانمقايسه -6شكل 

 
 

  
  x=L/2ي همگن در جايي شعاعي استوانهتوزيع جابه -7شكل 
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  t=40 sو  x=L/2ي ناهمگن در جايي شعاعي استوانهجابه توزيع -8شكل 

  
  

  
  t=40 sو  x=L/2در  FGMي توزيع تنش محيطي استوانه -9شكل 
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  t=40 sو  z=0ي ناهمگن جايي شعاعي در استوانهتوزيع جابه -10شكل 

  
 

 
  t=40 sو  z=0جايي محوري در توزيع جابه -11شكل 
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  z=-h/2و  t=40 sتوزيع تنش محيطي در  -12شكل 

  

  
  t=40 sو  Z=0توزيع تنش برشي در  -13شكل 
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  t=40 sدر n=1هاي مختلف به ازاي مقايسه توزيع تنش محيطي در لايه -14شكل 
  
  

  
  z=0و  x=L/2در  بر اساس زمان جايي شعاعيتوزيع جابه -15شكل 
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 z=-h/2و  x=L/2در  اساس زمان بر توزيع تنش محيطي -16شكل 

 

  
  z=0و ثابت ناهمگني مختلف در  در زمان جايي شعاعيي توزيع جابهمقايسه -17شكل 

 

  گيرينتيجه-4
جايي ي مثبت مقادير جابهها nتوان دريافت كه به ازاي در قسمت قبل مي آمدهدستبهبا توجه به نمودارهاي 

باشد. همچنين ي منفي مقادير كمتري را دارا ميها nدر مقايسه با حالت همگن مقادير بيشتر و به ازاي 
ي جداره استوانه، كاهش و ي مثبت يا منفي، تنش بيشينه در يك نيمهها nتوان نتيجه گرفت كه به ازاي مي

  يابد. ي ديگر جداره، افزايش ميدر نيمه

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0 5 10 15 20 25 30 35 40

 
(M

p
a)

t (s)

n=-1

n=-0.5

n=0

n=0.5

n=1

-0.00005

0

0.00005

0.0001

0.00015

0.0002

0.00025

0.0003

0.00035

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

U
r
(m

m
)

x/L

n=1 ‐ ‐ ‐ ‐      
n=0  

t=40s

t=20s

t=10s

t=3s



 1399مهندسي مكانيك ايران                                      سال بيست و دوم، شماره اول، بهار نشرية                                       150

ي همگن ي ناهمگن نسبت به استوانهجايي استوانهتر باشد، كاهش يا افزايش تنش يا جابهبزرگ nقدر هرچ
بزرگ نباشد. مقادير تنش برشي در اين بارگذاري در ابتدا و انتهاي استوانه  nشود؛ بنابراين بهتر است بيشتر مي

رسند. دليل استوانه اين مقادير به صفر مي مقاديري را به خود اختصاص داده است كه با دور شدن از دو انتهاي
يابد، جايي و تنش افزايش ميبا افزايش زمان مقادير جابه  باشد.شرايط مرزي دو انتهاي استوانه مي مهماين 

هاي جايي در زمانكنند. مقادير جابهاما پس از گذشت زمان اين مقادير ثابت شده و به مقدار ثابتي ميل مي
  صورت خطي در نظر گرفت.هتوان بكم را مي
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  فهرست نمادهاي انگليسي

,u : جايي محوري در جابه هايمولفهFSDT  
,w:  جايي شعاعي در جابه هايمولفهFSDT  
E:  مدول كشساني  
:  نسبت پواسون  
:  چگالي  
K:  ضريب هدايت حرارتي  
:  ضريب انبساط حرارتي  
q:  شار حرارتي  
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C:  حرارت مخصوص  

,i oh:  جاييضريب انتقال حرارت جابه  
T:  دماي مرجع  
T:  دما  

( , )T r t:  توزيع اختلاف دما  
t:  زمان  

J:  لتابع بسل نوع او  
Y:  تابع بسل نوع دوم  

in:  هثابت ناهمگني ماد  
, :  ثوابت لامه  
:  سرعت دوراني  

, ,x zN N Nنيروهاي محوري  
, ,x zM M Mلنگرهاي خمشي  

xzN:  نيروي برشي  
xzM:  لنگر پيچشي  

U:  انرژي كرنشي  

U :  چگالي انرژي كرنشي  
W:  كار نيروهاي خارجي 
r:  نسبت شعاع به شعاع داخلي  
h:  ضخامت پوسته  
L:  طول استوانه  
R:  ي مياني استوانهشعاع صفحه  
z:  ي هر نقطه استوانه از صفحه ميانيفاصله  
k:  ضريب تصحيح برشي  
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Abstract 
 
In this article, analytical formulation of axisymmetric FGM thick-walled cylinders with power 
varying of mechanical and thermal properties under transient heating using first order shear 
deformation theory is presented. Equilibrium equations are derived by virtual work principles 
and energy method. Also, transient heat transfer equation is solved by separation of variables, 
generalized Bessel function and Eigen function method. General thermal boundary condition 
involving conduction and convection without heat source is considered.  
At the end the results of analytical solution are compared with finite element method, for this 
aim cylinder is modeled in ABAQUS. The effects of time varying on stress and displacement 
distribution has been studied in this paper. According to results increasing time lead to increase 
the stress and displacement, by the way after a moment the stress and displacement are time 
independent and they become constant. The boundary condition of two ends and thermal 
boundary condition play a significant role in results. 


