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  مقدمه -1

، هستند بالايي وزن به استحكام و وزن به سفتي نسبت داراي كه مقاوم و سبك هايسازه از استفاده امروزه
 بدنه به توانمي هاسازه نوع اين كاربردهاي جمله از. است شده متداول و رايج بسيار مهندسي رفمصا در

، هاديواره، هاسقف، خودروها و قطارها، هاكشتي بدنه، فضاپيماها و هاموشك، هواپيماها مانند پرنده اجسام
، ورق يا تير از اعم ساندويچي هساز يك .برد نام ديگر عمده مصارف و هاپل و هاستون، ساختماني تيرهاي
 را ضخيم نسبتاً و پذيرانعطاف، نرم) Core( هسته يك كه است مستحكم و نازك) Skin( هيدورو از متشكل

 با جابجايي ميدان و حركت معادلات استخراج جهت متعددي مطالعات اخير يهاسال در. اندبرگرفته در
 هسته با ساندويچي پنل كمانش )1998( سال در ]Frostig ]1 .است شدهانجام مختلف يهاروش از استفاده
 و خطي حاكمِ معادلات تحليل اين در .نمود بررسي بالا مرتبه اثرات گرفتن نظر در با را عرضي پذيرانعطاف

 تغييرات بالا مرتبه تئوري يك از استفاده با و گرديده استخراج مسئله مرزي شرايط همراه به غيرخطي
  .است آمده دستبه سازه ضخامت راستاي در هسته غيرخطي
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تحليل ناپايداري ديناميكي تير ساندويچي با
 ير بر روي بستر الاستيكپذانعطافهسته 

 ديناميكي ناپايداري روي بر الاستيك بستر و نوساني محوري بار اثرات، پژوهش اين در
 تشكيل هسته يك و دورويه از ساندويچي تير. است شده مطالعه لايه سه ساندويچي تير

 تير بر حاكم معادلات مرتبه بالاي تيرهاي ساندويچي، تئوري با استفاده از. است شده
 با بالوتين روش از استفاده با ديناميكي ناپايداري نواحي. گرديد ساندويچي استخراج

 مراجع ساير نتايج با حاضر روش نتايج. تاس شده استخراج ساده گاهيتكيه شرايط
 در. دادند نشان را مناسبي تطابق سازيشبيه با تحليلي نتايج مقايسه. اندشده مقايسه
 تحريك فركانس و طبيعي فركانس، ديناميكي ناپايداري بر مختلف پارامترهاي اثر پايان

 تحريك و يطبيع هايفركانس، بستر الاستيك ضريب افزايش با. است شده بررسي
    .است يافته كاهش تير ناپايداري و افزايش
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 Frostig و Thomsen]2[ بالا مرتبه تئوري از گيريبهره با را ساندويچي پنل آزاد ارتعاشات )2004( سال در 
 از، گرديده فرض غيرخطي هسته عمودي و ايصفحه جابجايي هايمؤلفه مدل اين در. قراردادند بررسي مورد

 ارائه تئوري. است شده استفاده هسته براي بعديسه الاستيسيته ازحل و هارويه براي صفحه كلاسيك تئوري
 مرزي شرايط فرض توانايي همچنين، داشته كارايي گسترده و متمركز شامل هابارگذاري انواع براي گرديده
 يتئور يك )2005( سال در] 3همكاران [و  Malekzadeh .است دارا را پايين و بالا هايرويه در متفاوت
 در. كردند ارائه پذيرانعطاف هسته با ساندويچي صفحه ديناميكي رفتار تحليل براي افتهيبهبود يبالا مرتبه
 بيترتنيابه. گرديد استفاده هسته در الاستيسيته حل از و هارويه در برشي اول مرتبه تئوري از روش اين

  . است شده گرفته نظر در خامتض راستاي در شده جاديا تغييرات و هسته غيرخطي جابجايي ميدان
 برخي كه است كلي و موضعي ارتعاشي مدهاي و استهلاك ضرايب، طبيعي هايفركانس شامل حاصله نتايج

 ارائه تئوري در. است نبوده دستيابيقابل ساندويچي هايسازه بالاي مرتبه تئوري وسيلهبه نتايج اين از
 و ساده مرزي شرايط براي مسئله و شدهگرفته نظر رد هارويه چرخشي اينرسي و عرضي برش، گرديده

 هايسازه آزاد ارتعاشات )2009( سال در ]4همكاران [و  Rahmani .است گرديده حل ناوير روش وسيلهبه
 آزاد ارتعاشات تحليل به بالا مرتبه تئوري از استفاده با هاآن. كردند تحليل را FG هسته يك با ساندويچي

 تئوري از هارويه براي. پرداختند FG پذيرانعطاف هسته مثل تركيبي فوم هسته اب ساندويچي تيرهاي
 )2014( سال در ]Malekzadeh ]5 .شودمي استفاده الاستيسيته تئوري از FG هسته براي و كلاسيك
 بسته فرم بنديفرمول تحليل اين در. كرد بررسي را FG هسته يك با خميده ساندويچي تير آزاد ارتعاشات

. شد استفاده و استخراج Z/R مقدار گرفتن نظر در بدون) RHOBT( افتهيبهبود بالاي مرتبه تئوري بعدي ود
 طبيعي فركانس روي بر هاآن اثرات تا شد بررسي ايسازه پاسخ روي بر بعد بدون پارامترهاي برخي تأثير
ارتعاشات آزاد تير ساندويچي  ،)2016(] در سال Aldraihem ]6 وKhdeir  .شود داده نشان خميده تير اصلي

طبيعي براي شرايط  يهافركانسبا هسته نرم را با استفاده از تئوري زيگزاگ بررسي كردند. پس از استخراج 
 )1971( سال در ]Jaeger ]7 و Burney مرزي و هندسي مختلف تير، نتايج را با نتايج تجربي مقايسه كردند.

 .كردند ارائه را مختلف مرزي شرايط با ستون يك ديناميكي اريناپايد نواحي تعيين براي عددي روش يك
Iwatsubo را متناوب بارگذاري تحت يهاستون ناپايدار و پايدار ارتعاشات )1972( سال در ]8[ همكاران و 

 دوسر يهاستون پارامتريك ناپايداري )1973( سال در ]9[ همكاران و Iwatsubo .قراردادند يبررس مورد
 سال در ]10[ همكاران و Iwatsubo. كردند بررسي محوري متناوب بارگذاري تحت را ساده-يردارگ و رداريگ
 Sujata و Kar .كردند بررسي متناوب محوري نيروهاي تحت را هاستون مركب و ساده يهارزونانس )1974(
 را ايهضرب محوري نيروي يك تحت مخروطي متقارن ساندويچي تير يك پايداري )1991( سال در ]11[

 و استاتيكي كمانش نيروهاي روي بر هسته چگالي و ضخامت، برشي پارامتر اثر درنهايت. كردند بررسي
 پارامتريك ناپايداري، )1995( سال در ]Kar ]12 و Ray .گرفت قرار يبررس مورد پارامتريك رزونانس نواحي
 ساندويچي تير يك پارامتريك ناپايداري. كردند بررسي را مختلف مرزي شرايط تحت ساندويچي تير يك

 استاتيك نيروي اثر. است شده ملاحظه مختلف مرزي شرط 9 با نوساني محوري نيروي تحت لايه سه متقارن
 كمانش نيروهاي روي برشي پارامتر اثر. است شده يبررس هسته اتلاف ضريب روي هسته ضخامت و

 اتلاف ضريب و هسته ضخامت پارامتر، برشي مترپارا اثر اين بر علاوه. اندشده يبررس همچنين استاتيكي
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 پارامتريك ناپايداري )1996( سال در ]Kar ]13 و Ray .است شده مطالعه پارامتريك نواحي روي بر هسته
 تير انتهاي در محوري ايضربه نيروي يك تحت الاستيك سكووي هسته با متقارن لايه سه ساندويچي تير يك
 ضخامت چون پارامترهايي اثر همچنين و استاتيكي كمانش نيروي روي بر برشي پارامتر اثر. كردند بررسي را

 و Dwivedy .اندشدهيبررس پارامتريك ناپايداري نواحي روي بر، هسته اتلاف ضريب، استاتيك نيروي، هسته
 قارنمت لايه سه ساندويچي تير يك پارامتريك ناپايداري بررسي و مطالعه به )2007( سال در ]14[ همكاران

 پايين و بالا هايجابجايي، نرم هسته علت به. پرداختند نوساني محوري نيروي يك تحت و نرم هسته با
  .است شده استفاده بالاتر مرتبه تئوري از كلاسيك تئوري از استفاده جايبه و هستند متفاوت هارويه

 حاكم معادلات، هسته براي بعديدو تئوري يك و هارويه براي تير تئوري و هميلتون اصل از استفاده با 
 به حركت معادلات استخراج براي افتهيميتعم گلركين روش يك. است شده استخراج مرزي شرايط و حركت

 پارامتريك ناپايداري نواحي. است شدهاستفاده مختلط ضرايب با هيل-متيو بعدبي معادلات از مجموعه يك
، برشي پارامتر تأثير. اندشده يبررس HSU توسط مختلف مرزي شرايط براي ساده و مركب تشديدهاي براي

 .است شده مطالعه ناپايداري نواحي روي بر رويه ضخامت به هسته ضخامت نسبت و هسته اتلاف ضريب
Dwivedy ساندويچي تير يك پارامتريك ناپايداري نواحي مطالعه به )2009( سال در ]15[ همكاران و 

 MRE وصله يك هسته لايه در. پرداختند نوساني محوري نيروي تحت رسانا هايپوسته با لايه سه متقارن
 نواحي و شد استخراج سيستم حاكم حركت معادلات. است قرارگرفته نرم ويسكوالاستيك وصله دو بين

 HSU روش توسط مختلف مرزي شرايط نظرگرفتن در با مركب و ساده تشديدهاي براي پارامتريك ناپايداري
 و مختلف مغناطيسي هايميدان با MRE وصله بدون و همراه سيستم ناپايداري نواحي .است شدهيبررس

 ديناميكي ناپايداري )2011( سال در ]16[ همكاران و Dwivedy .است شده مطالعه پوسته مواد نفوذپذيري
 ضرايب با حاكم حركت معادلات هاآن. كردند بررسي را عايق هايرويه و MRE نرم هسته با ساندويچي تير

 تحت MRE نرم ويسكوالاستيك هسته و عايق هايرويه با لايه سه نامتقارن ساندويچي تير براي را پيچيده
 و هميلتون اصل از همچنين. كردند استخراج بالا مرتبه تير تئوري از استفاده با نوساني محوري نيروهاي

 ياصل و مركب پارامتريك تشديدهاي ايبر را پارامتريك ناپايداري نواحي. كردند استفاده نيز گلركين روش
 اتلاف ضرايب، متفاوت برشي هاي مدول با مختلف مرزي شرايط گرفتن نظر در همچنين و اول مود سه براي
  .كردند تعيين رويه مختلف هايضخامت و MRE هايوصله تعداد، هسته

 Song را متناوب محوري نيروهاي تحت تيرهاي ناپايدار و پايدار ارتعاشات )2012( سال در ]17[ همكاران و 
 اثر تحت اويلر تيرهاي ديناميكي پايداري )2014( سال در ]18[ همكاران و Huang .قراردادند يبررس مورد

 سال در ]19[ همكاران و Sahoo .كردند بررسي هيل-متيو روش از استفاده با را باد محوري ناپايدار نيروي
 بارگذاري تحت را MRE و ويسكوالاستيك تركيبي هسته با چيساندوي تير يك ديناميكي پايداري )2014(

 معادله به شبيه كه حركتي معادلات آوردن دست به براي. دادند قرار بررسي و تحليل مورد ديناميكي محوري
 تعادل روش توسط ديناميكي ناپايداري نواحي. است شده استفاده محدود المان روش از، است متيو

 وصله موقعيت و اعمالي مغناطيسي ميدان مانند مختلف پارامترهاي اثر درنهايت. اندشده نييتع هارمونيك
MRE است شده يبررس هاآن توسط ساندويچي تير پايداري روي بر .Smyczynski در ]20[ همكاران و 
  . كردند تحليل را لايه پنج ساندويچي تير يك پايداري )2015( سال
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 تير. است سازه اين پايداري روي بر هالايه چسبندگي تأثير كنترل و تير اين رياضي مدل استخراج، هدف
 هارويه بين چسب دولايه و فلزي فوم هسته، فلزي آن دورويه كه لايه پنج شامل ساده گاهتكيه با ساندويچي

. دارد بستگي لايه هر ماده جنس به و كندمي تغيير تير ضخامت راستاي در مكانيكي خواص. است هسته و
 ديفرانسيل معادلات سيستم هميلتون اصل پايه بر. است شده فيتعر تير مسطح مقطع براي جابجايي انميد

 ورق و لمينيت كامپوزيت ديناميكي ناپايداري )2015( سال در ]Singh ]21 و Sahoo .آمد دست به جزئي
 بين مرز در عرضي برشي تنش پيوستگي هاآن. كردند بررسي زيگزاگ تئوري از استفاده با را ساندويچي

 همكاران و Dash .كردند تعيين را ناپايداري مرزهاي بالوتين روش از استفاده با و گرفته نظر در را هالايه
 نيروي يك تحت را ويسكوالاستيك هسته با ساندويچي تير يك ديناميكي ناپايداري )2016( سال در ]22[

 استخراج هميلتون اصل وسيلهبه حركت معادلات. ندكرد بررسي، پايدار دمايي گراديان يك و نوساني محوري
 مختلط ضرايب با) Hill( هيل معادلات از ايمجموعه به حركت معادلات كاهش براي گلركين روش و

 ناپايداري نواحي روي بر دما گراديان و هسته اتلاف ضريب، برشي پارامتر اثر هاآن. است شده استفاده
 با ساندويچي تير تحليل و بررسي به )2016( سال در ]23[ همكاران و kumar .كردند بررسي را ديناميكي

 محيط شرايط در ساندويچي تير روي بر هاآن. پرداختند آزاد ارتعاشات و ديناميكي پايداري براي FG مواد
 در .است ساندويچي تير براي آزاد ارتعاشات و ديناميكي پايداري يافتن هاآن هدف. كردند تمركز بالا حرارتي

 شرايط تحت تير اين. است شده استفاده ضدزنگ فولاد از مياني لايه و FG ماده از بالايي لايه تحقيق اين
. دارد قرار) اتاق( معمولي دماي در تير ديگر رويه و بالا دماي در هيروكي و است محوري ديناميكي نيرويي
   .است غيرخطي هم و خطي هم تير در دما تغييرات
Ahuja و Duffield ]24 [مقطع با تير يك پايدار پارامتريك رزونانس و پارامتريك ناپايداري )1975( سال در 
 داد نشان تئوري و تجربي نتايج. كردند بررسي تجربي و تئوري صورتبه را الاستيك بستر يك روي بر متغير

  .دارد اصلي ريناپايدا ناحيه مرزهاي روي بر قطعي اثر خطي متغير مقطع با تير يك شيب فاكتور كه
 Doyle الاستيك بستر يك روي بر آن از بخشي كه تير يك طبيعي پاسخ )1982( سال در ]25[ همكاران و 

 توابع اختلاف. است انتها دو در آزاد و ساده مرزي شرايط داراي مطالعه مورد تير. كردند مطالعه دارد قرار
 است قرارگرفته الاستيك بستر روي بر ملاًكا تير كه يباحالت شده محاسبه طبيعي هايفركانس و شكل

 سفتي و هندسي سفتي هايماتريس، )1986( سال در ]26[ همكاران و Eisenberger .است شده مقايسه
، هاماتريس اين از استفاده با. كردند استخراج، دارند قرار الاستيك بستر روي بر كه تيرهايي براي را دقيق
 قرار الاستيك بستر روي بر ايپاره و كامل صورتبه كه تيرهايي براي ها شيپ دمو و كمانش نيروهاي يافتن
 روي بر كه تيموشنكو تير پارامتريك ناپايداري )1988( سال در ]Yokoyama]27 .است پذيرامكان، دارند
 هايفركانس روي بر الاستيك بستر اثر. كرد تحليل را است گرفته قرار وينكلر نوع الاستيك بستر يك

 مختلف گاهيتكيه شرايط با تيموشنكو تير ديناميكي ناپايداري نواحي و استاتيكي كمانش نيروهاي، طبيعي
 از خاصي حالت كه برنولي -اويلر تير براي كمانش نيروي و طبيعي فركانس پارامترهاي. است شده يبررس
 با تير نوع دو هر براي كيدينامي ناپايداري نواحي. دارد موجود نتايج با خوبي خيلي انطباق است حاضر مدل

  .است شده ارائه الاستيك بستر ثابت مختلف مقادير
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Omidi تير ديناميكي پايداري )2009( سال در ]28[ همكاران و FG نيروي تحت الكتريك پيزو هايلايه با 
 با. ادندد قرار بررسي و تحليل مورد را دارد قرار پيوسته الاستيك بستر يك روي بر كه نوساني محوري فشاري
 ضريب، شدهاعمال ولتاژ، حجمي كسر اثر. آمد دست به ديناميكي حركت معادلات، هميلتون اصل اعمال
 در ]Murmu ]29 و Pradhan .شد بررسي ديناميكي ناپايداري نواحي روي بر الكتريك پيزو ضخامت و بستر
 وينكلر الاستيك بستر روي بر FG ساندويچي و FG تيرهاي ترمومكانيكي و ارتعاشي تحليل به )2009( سال

] به تحليل استاتيكي و ديناميكي ورق ها و پوسته هاي كامپوزيتي دو 30و همكاران [ Tornabene .پرداختند
ارتعاشات آزاد يك ] Chen ]31 و Pourasgharپاسترناك پرداختند. -انحنايي بر روي بستر الاستيك وينكر

بني بر روي بستر الاستيك در محيط حرارتي را با استفاده از ورق استوانه اي تقويت شده با نانو لوله كر
پاسترناك استفاده كردند. -آن ها از بستر الاستيك نوع وينكلر تئوري الاستيسيته سه بعدي بررسي كردند.

Moradi-Dastjerdi و Momeni-Khabisi ]32 ارتعاشات آزاد و اجباري ورق هاي ساندويچي را با هسته [
ي بر روي بستر چپوزيتي تقويت شده با نانولوله كربني مطالعه كردند. ورق هاي ساندويهمگن و رويه كام

  الاستيك پاسترناك و تحت نيروهاي نوساني قرار داشتند.
Akour ]33[ بارگذاري تحت و خطي الاستيك بستر روي بر ساده گاهتكيه با غيرخطي تير )2010( سال در 

 اصلي پارامتر سه. است شده استفاده حاكم معادلات استخراج براي هميلتون اصل. كرد تحليل را هارمونيك
 نيز پايداري نواحي ضمناً. اندشده يبررس غيرخطي جمله ضريب و طبيعي فركانس، ميرايي ضريب شامل كه

 بر تيموشنكو FGM تير ديناميكي پايداري )2011( سال در ]34[ همكاران و Mohanty .اندشدهمشخص
 بستر كه گرفتند نتيجه هاآن. كردند بررسي محدود المان روش از استفاده با را وينكلر كالاستي بستر روي

  .دهدمي افزايش اول مود سه در را تير پايداري الاستيك
 Bose را تيرها ديناميكي ناپايداري روي بر ميرايي و الاستيك بستر اثر، )2012( سال در ]35[ همكاران و 

 كه گرفتند نتيجه درنهايت. است شدهاستفاده FEM روش از تير ناپايداري بررسي براي. قراردادند موردبررسي
 پاسخ )2014( سال در ]Arefi ]36 .بردمي بالا را آن پايداري تير ميرايي گرفتن نظر در و الاستيك بستر

 ديفرانسيل معادله استخراج از پس. كرد تحليل را الاستيك بستر روي بر واقع FG تير يك غيرخطي
. است شده استفاده مسئله پاسخ مطالعه براي تحليلينيمه روش يك، تير تئوري از استفاده با يرخطيغ

 انتهاي با تيرها. اندشده بررسي جداگانه صورتبه غيرخطي و خطي ايزوتروپيك و FG تيرهاي براي هاپاسخ
 )2016( سال در ]Dash ]37 و Pradhan .اندشده بررسي تحقيق اين در غيرخطي و خطي بسترهاي و ساده

 تحت پسترناك متغير بستر يك روي بر متقارن مخروطي ساندويچي تير يك استاتيكي و پارامتريك پايداري
 از آمدهدستبه مرزي شرايط و حركت معادله. كردند بررسي را دمايي گراديان با ايضربه محوري نيروي يك

 تعميم گلركين روش از استفاده با حركت بعدبي معادلات از هيل معادله. هستند بعد بدون هميلتون معادله
، هندسي پارامتر، هسته اتلاف ضريب، دمايي گراديان، الاستيك بستر، مخروط اثر. است آمده دستبه يافته
 .است شده بررسي ناپايداري پارامتريك نواحي و كمانش نيروهاي روي بر برشي پارامتر و مدول نسبت

Pradhan بر گرفته قرار لايه سه متقارن ساندويچي تير يك آزاد ارتعاشات )2016( سال در ]38[ همكاران و 
  . كردند تحليل را است گرفته قرار ايضربه محوري نيروي تحت كه پسترناك متغير بستر روي
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Sirati هسته با ساندويچي تيرهاي تحليل به )2016( سال در ]39[ همكاران و FGM بستر روي بر كه 
 شرايط و حاكم معادلات. پرداختند تير دوم مرتبه برشي شكل تغيير تئوري از استفاده با، دارند ارقر وينكلر
 ساده مرزي شرايط براي نوير حل. است شده استخراج پتانسيل انرژي مينيمم اصل از استفاده با مرتبط مرزي

 در ]40[ همكاران و Tossapanon .است پيشنهادشده استاتيك تحليل براي دقيق روابط و است شدهاستفاده
 شامل الاستيك بستر روي بر FG ساندويچي تيرهاي ارتعاشات و كمانش مسائل حل براي )2016( سال

 تير هايرويه كه است شده فرض. كردند استفاده چبيشف كالوكيشن روش از، برشي لايه فنرهاي و وينكلر
. است شده ساخته همگن ماده از تير تههس و فلز و سراميك فازهاي با شده ساخته FGM از ساندويچي

 مختلف مرزي شرايط با تير. است شده استفاده حركت حاكم معادلات استخراج براي تيموشنكو تير تئوري
  .است شده هگرفت نظر در طبيعي هايفركانس و بحراني هايبارگذاري يافتن براي

راي استخراج معادلات حركت تير و اصل هميلتون ب HSAPTبالاي  مرتبهدر اين پژوهش، از تئوري 
و  )CLPT(با استفاده از تئوري كلاسيك  هارويهاست. در اين تئوري،  شدهاستفادهساندويچي با هسته نرم 

 با و اندشده تحليل، ]Frostig ]2 هسته با استفاده از ميدان جابجايي با جملات مرتبه دو مبتني بر مدل دوم
 دستبه ]Bolotin ]41 روش بر اساس ديناميكي ناپايداري نواحي، 1متيو تمعادلا و گلركين روش از استفاده

بررسي و هدف اين پژوهش  و هسته نيز ارضا شده است. هارويهبين  مرزهايشرط سازگاري در  .است آمده
ساده بر روي  گاهيتكيهو شرايط  پذيرانعطافناپايداري ديناميكي تير ساندويچي متقارن با هسته  مطالعه

 تحريكفركانس  بر روي فركانس طبيعي، اثرات بستر الاستيك. نوساني است محوري بارتر الاستيك تحت بس
بر روي نواحي  هارويهاست. اثر زواياي الياف كامپوزيتي  گرفته قرار بررسي موردو ناحيه ناپايداري ديناميكي 

افزايش پايداري  هايروشازه از افزايش سفتي معادل كل س است. گرفته قرار مطالعه موردناپايداري نيز 
پايداري ديناميكي را  توانمي. با استفاده از بستر الاستيك هاستسازهديناميكي و كاهش ارتعاشات در 

، كاست. است هاسازهافزايش داد و از اثرات ارتعاشات و ناپايداري نامطلوب كه يكي از دلايل خستگي و خرابي 
 ديناميكي ناپايداريارتعاشات و ي محققين و طراحان جهت كاهش اين پژوهش داراي ارزش كاربردي برا

  .است پذيرانعطافهسته نرم و  ي ساندويچي باهاسازه
 

  تحليلي روابط -2 
ساده تحت نيروي  گاهيتكيهاست، تير ساندويچي داراي شرايط  شده دادهنشان  )1(كه در شكل  طورهمان

)0 محوري ) cos( )tP t P P t    .0قرار داردP،نيروي استاتيكي tP امنه نيروي ديناميكي،د  فركانس نيروي
 .زمان است tديناميكي اعمالي و 

 نشان شكل در نيز مختصات. است شده داده نشان ب)-1( شكل در h ضخامت و ابعاد با ساندويچي تير 
  . است تير پائين و بالا هايرويه بيانگر ترتيب به b و t هايانديس. است شده داده

  

                                                                                                                                                                                          
1 Mathieu equations 
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  (الف)

  

  (ب)

  محوري نوساني نيروي تحت و الاستيك بستر روي بر ساندويچي تير) الف -1 شكل
  مختصات دستگاه با ساندويچي تير هندسه) ب 

  
  :است شده گرفته نظر در زير فرضيات شده ارائه مدل در

  .شوندمي تحليل فروستيگ دوم مدل از استفاده با هسته و كيرشهف تئوري از استفاده با هارويه  -1
  .شودمي گرفته نظر در جابجايي هايميدان ريسازگا شرط  -2
  .شوندمي فرض يكسان هارويه از فرضي مقطع سطح روي نقاط تمام براي W عرضي جابجايي -3
 .است عرضي يپذيرانعطاف داراي هسته  -4
  نيروي محوري نوساني به رويه ها اعمال مي شود. -5

  
  سينماتيك روابط - 2-1

بنابراين  ؛است شده استفاده هارويهدر  كيرشهفكلاسيك وري آوردن معادلات حاكم از تئ به دستبراي 
  است: شده ارائهزير  صورتبهميدان جابجايي 

0
0

0

( , )
( , , ) ( , ) )

( , , ) ( , )   (i=t,b)

i
i

i i

i

w x t
u x z t u x t z

x
w x z t w x t


 




  )1(

0كه در آن 
iu 0( تيرلايه مياني  ييجابجاz = (  در راستايx 0و

iw 0( تيرمياني يي عرضي لايه جابجاz = ( 
است. بر اساس اين تئوري خطوط راست قائم بر صفحه مياني قبل از تغيير شكل، بعد از تغيير شكل نيز 
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 بهمدل دوم فروستيگ  بر اساسجابجايي هسته  هايميدان راست و عمود بر صفحه مياني باقي خواهند ماند.
  ]:2[ است شده دادهزير  صورت

2 3
0 1 2 3

2
0 1 2

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , ) ( , )   

c c c c
c c c c

c c c
c c c

u x z t u x t z u x t z u x t z u x t

w x z t w x t z w x t z w x t

   

  
  )2(

0k = ( c ,1 ,2 ,3( كه
ku ،0 ,1 ,2( و ايصفحهجابجايي  هايميدانk = ( c

kw  جابجايي عرضي  هايميدان
 هارويههسته و  پژوهشجابجايي مجهول وجود دارد. در اين  11در اين مدل  مجموع درهسته هستند. 

  .اندسبيدهچكامل به هم  طوربه
  
  هاكرنش -2-2

 است: شده تعريفزير  صورتبه هارويهدر  هاكرنشمعادلات سينماتيك براي 

)3( 

0 1
i i i
xx xx i xxz     

0i i i i i
zz yy xy zy xz          

0 0, 1 0,,i i i i
xx x xx xxu w  

  است: شده ارائهزير  صورت بهدر هسته  هاكرنشهمچنين روابط  

)4( 

2 3
0 1 2 3

c c c c c
xx xx c xx c xx c xxz z z         

0i i i
yy xy zy      

0 1
c c c
zz zz c zzz     

2
0 1 2

c c c c
xz xz c xz c xzz z     

 
0 0, 1 1, 2 2, 3 3,, , ,c c c c c c c c

xx x xx x xx x xx xu u u u      
	

0 1 1 2, 2c c c c
zz zzw w  

	

0 1 0, 1 2 1, 2 3 2,, 2 , 3i c c c c c c c c
xz x xz x xz xu w u w u w         

 است: شده ارائه زير صورتبهو هسته  هارويهشرط سازگاري ميدان جابجايي با فرض كردن اتصال كامل بين 

)5(  

( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

c t
c c t t

c b
c c b b

c t
c c t t

c b
c c b b

h h
u z u z

h h
u z u z

h h
w z w z

h h
w z w z

   

   
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   
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  داريم: سازيساده) و پس از 2) (1) در روابط (5با جايگذاري رابطه (

)6(  

2 3

0 0 1 2 3 0,2 4 8 2
t c c c c tc c c t

x

h h h h
u u u u u w    

 
2 3

0 0 1 2 3 0,2 4 8 2
b c c c c bc c c b

x

h h h h
u u u u u w     	

2

0 0 1 22 4
t c c cc ch h

w w w w  
 

2

0 0 1 22 4
b c c cc ch h

w w w w    

0)، 6با توجه به رابطه (
cu 0وw .عدد تقليل مي يابد  7بنابراين تعداد مجهولات به  مجهولات مسئله هستند

0كه شامل  1 2 3 0 1, , , , ,c c c c c cu u u u w w 2و
cw .است  

  
  روابط حاكم - 2-3

 زير است: صورت بهنسيل كمينه و هسته با استفاده از اصل انرژي پتا هارويهمعادلات حركت 

2 2

1 1

( ) 0
t t

extt t
Ldt U T W dt          )7(

توسط نيروهاي خارجي  شده انجامي كار دهندهنشان extWاپراتور تغييرات مرتبه اول و  دهندهنشان كه 
تير  كرنشي كل و انرژي جنبشي كل ي لاگرانژين، انرژيدهندهنشانهم به ترتيب  Tو L،Uاست.

زير  صورتبهتغييرات انرژي كرنشي، انرژي جنبشي و كار خارجي تير ساندويچي به ترتيب ساندويچي است. 
  است: شده ارائه

( ) ( ) ( )

, ( , , )
t b t

t t b b c c c c c c
xx xx t xx xx b zz zz xz xz xx xx cv v v

i i i i i

U dV dV dV

dV dA dz dx dz i t b c
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T dt
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 
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   
 
  
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
 
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)9( 

  

  2 2
0 , ,0 0 0

1 2 ( ) ( )
L L L

ext s t x b xW F w dx P t w dx P t w dx          )10( 

)كه  ) ( ) 2P t P t  0وs wF K w   است وwK  .و  هارويهبرآيند براي  هايتنشمدول بستر (وينكلر) است
  :(i= t, b)است  شده تعريفزير  صورت بههسته 
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i)، 13-91در معادلات (
nI) (i = t, b, c)2 ,1, 0(n =   بهو هسته است كه  هارويهگشتاورهاي اينرسي براي 

  است: شده تعريفزير  صورت
2

2

  (i=t,b,c)
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n i i i
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I z dz
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   

 تعريفزير  صورت بهساده  گاهيتكيه) براي تير ساندويچي با شرايط 19-13حل دقيق تحليلي معادلات (
 است: شده

0 0(0, ) ( , ) 0, (0, ) ( , ) 0xx xxw t w L t M t M L t     

از روش باقيمانده وزني به شيوه توابع وزني گلركين  توانمي) تير 19-13عادلات ديفرانسيل (براي حل م
 ]:40[ كرد) استفاده 20رابطه ( صورتبه
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ai,هاي تحليل،  1تعداد شكل مود Nكه  bi  براي تير با ندكنميتوابع شكلي هستند كه شرايط مرزي را ارضا .
  ساده داريم: گاهيتكيهشرايط 
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i x i x
x x

L L
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:شودمي) ارائه 22رابطه ( صورتبه)، معادله حركت 13-91) در روابط (20-12با جايگذاري روابط (  
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(.)) 22كه در رابطه ( ( ) /d dt ،      ,
TT T

i if a b  و     1 0 fK K P H K      است.  
  
  تحليل ناپايداري ديناميكي -2-4

. لذا يابدنامحدود افزايش  صورت بهدامنه ارتعاشات ممكن است كه با اعمال نيروي نوساني به يك سيستم، 
اي اهميت است. مطالعه و بررسي نواحي ناپايداري سيستم و تعيين مرزهاي نواحي ناپايداري ديناميكي دار

د توانمي) 22است. حل رابطه ( 2معادله متيو بر اساس) معادله حاكم بر رفتار ناپايداري تير 22رابطه (
نامحدود بيانگر ناپايداري ديناميكي و محدوده اين  هايپاسخمحدود و نامحدود را نتيجه دهد.  هايپاسخ
، مرزهاي نواحي ناپايداري 3روش بالوتين ر اساسب. كنندمي، نواحي ناپايداري ديناميكي را مشخص هاپاسخ

. نواحي ناپايداري در مرزهاي حل با شوندميتعيين  T2و  T پريود) هاي زماني( بازهديناميكي توسط حل با 

 بنابراين با تعريف ؛استداراي اهميت اساسي   T2بازه زماني  f صورت سري داريم:به   
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 داريم: سازيساده) و 22) در رابطه (23با جايگذاري رابطه (
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مثبت و منفي مرزهاي ناحيه  هايعلامتاست.  tPو 0Pژه براي مقادير معلوم ) يك مسئله مقدار وي42رابطه (
  كنند.ناپايداري ديناميكي را تعيين مي

  

                                                                                                                                                                                          
1 Mode shapes 
2 Mathieu type equations 
3 Bolotin’s approach 
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  نتايج و بحث -3
بحث شده است.  گذاريصحهتصديق و  منظوربهدر اين بخش بر روي نتايج حاصل از تعدادي مثال 

آزاد و ناپايداري ديناميكي سيستم با استفاده از پارامترهاي مختلف  هايفركانسديناميكي از قبيل  هايصهمشخ
 شده استخراجمتلب  نويسيبرنامهدستيابي به اين اهداف، كد  منظوربهاست.  گرفته قرار مطالعه موردسيستم 

با  گرفتن نيروي محوري در نظرعي بدون طبي هايفركانس، شده استخراجكد  گذاريصحهاست. براي تصديق و 
  .ه استشد منجر به انطباق خوبي بين نتايج تحقيقات قبلي مقايسه شده است كه

  ي كامپوزيتي و هسته نرمهارويه: ارتعاشات آزاد تير ساندويچي با 1مثال 
نيكي و هندسي است. خواص مكا شده بررسيدر اين مثال ارتعاشات آزاد تير ساندويچي با شرايط مرزي ساده 

تحليل ناپايداري ديناميكي  زمينه درعدم وجود تحقيقات كافي  به دليل است. شده ارائه )1(تير در جدول 
 شدهاستفادهروش تحليلي  گذاريصحهحاضر، براي تصديق و  پژوهشتيرهاي ساندويچي با شرايط مشابه 

)HSAPT( ،كه در  طورهمانمقايسه شده است.  ]6طبيعي با نتايج تجربي و تحليلي مرجع [ هايفركانس
  است انطباق مناسبي بين نتايج وجود دارد. شده دادهنشان  )2(جدول 

  ]6خواص مكانيكي و هندسي تير ساندويچي [ -1جدول                    

1 2 3

12 13 23

3
12 13 23

131 , 10.34 GPa, 

6.895 , 6.205

0.22, 0.49, 1627

E GPa E E

G G GPa G GPa

v v v kg m

  

  

   

)90/0( اورتوتروپلمينيت  هارويه 

36.90 MPa, G=3.45 MPa,  =97 ,  =0E kg m   هسته همگن 

10 :1, ( , )c ih h i b t   هارويهنسبت ضخامت هسته به   

10L h 
 

 تير ضخامت به طول نسبت

  طبيعي بدون بعد  هايفركانسمقايسه  -2جدول 

اختلاف(%)
پژوهش حاضر  

 شماره مود]6مرجع [

HSAPT 

06/0-  2828/1  2836/1 1  

18/0 -  8706/2  8758/2 2  

2/0 -  9580/4  9682/4 3  

13/0 -  6667/7  6771/7  4  

03/0 -  0542/11  0578/11 5  
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  ]6خواص مكانيكي و هندسي تير ساندويچي [ -3جدول                          

3

kg
E=10658 Mpa,  G=4000 Mpa,  =1446

m
 هارويه   

3

kg
115 MPa,  =199 ,  =0.3

mcE    هسته 

t b c254 ,  h h 0.762 ,  h 12.7 ,  b=25.4mmL mm mm mm    واص هندسيخ   

 

 طبيعي تير ساندويچي هايفركانسمقايسه  -4جدول 

  پژوهش حاضر

مرجع [
6[

 

 شماره مود

اختلاف
 

(%)
  H

SA
PT

  

74/0  6/284  5/282  1  

58/0  8/937  5/932  2 

48/0  9/17056/16973  

42/0  5/24902480 4  

36/0  5/32688/32565  

 

 ها و هسته همگنرويه : تحليل ارتعاشات آزاد تير ساندويچي با2مثال 

شده است. خواص مكانيكي  گاهي ساده بررسيدر اين مثال ارتعاشات آزاد تير ساندويچي همگن با شرايط تكيه
] در 6مرجع [ شده است. نتايج پژوهش حاضر در مقايسه با نتايج حاصل از ) ارائه3و هندسه تير در جدول (

شده در  هاي استخراجاق مناسبي بين نتايج است. فركانسشده است كه بيانگر انطب ) نشان داده4جدول (
  ] حاصل نتايج تجربي و حل تحليلي است.6مرجع [

  
  : تحليل ناپايداري ديناميكي تير همگن3مثال 

است. خواص تير همراه با هندسه  شده بررسيناپايداري ديناميكي تير همگن با شرايط مرزي ساده  در اين مثال
را در مقايسه با مرجع  ) نواحي ناپايداري ديناميكي پژوهش حاضر2شكل ( .است شده ئهارا )5(تير در جدول 

ها با كاهش نسبت شده است به دليل اعمال شرايط مرزي بر رويه طور كه نشان دادهدهد. هماننشان مي] 10[
بنابراين  ه است؛تر شد] نزديك10ضخامت هسته به ضخامت تير نواحي ناپايداري به نواحي ناپايداري مرجع [

   شده است. ] مشاهده10انطباق مناسبي بين نتايج در مقايسه با مرجع [
0)2(t crP P P  

 
 .پارامتر تحريك است
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 خواص مكانيكي و هندسي تير همگن -5جدول                               

3

kg
70 GPa, 0.32, =2710 ,

m
E v   تير 

t b c370 ,  h h 2 ,  h 21 ,  b=40mml mm mm mm     خواص هندسي 

 

 

  ]10[ و مرجع HSAPTمقايسه نواحي ناپايداري با استفاده از تئوري  -2شكل

0.84ch(با نسبت  HSAPTتئوري  h ( ،..... ، تئوريHSAPT  با نسبت)0.05ch h (،—، 10[ مرجع و[،- -   
 

 ا هسته نرم بر روي بستر الاستيك: تحليل ناپايداري ديناميكي تير ساندويچي ب4مثال 

است. خواص مكانيكي و  شده بررسيساندويچي با شرايط مرزي ساده  تير ديناميكي در اين مثال ناپايداري
، اثر بستر وينكلر بر روي فركانس طبيعي اول را )3(است. شكل  شده ارائه) 1(هندسه تير ساندويچي در جدول 

  . دهدمينشان 

 
  ستر الاستيك بر روي فركانس طبيعي بدون بعد تير ساندويچياثر مدول ب -3شكل
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0( اثر مدول بستر الاستيك بر روي فركانس تحريك بدون بعد تير ساندويچي براي -4شكل  0P N(.  

كه به يافته است شده است با افزايش ضريب بستر، فركانس طبيعي افزايش) نشان داده3طور كه در شكل(همان
دليل افزايش سفتي تير ساندويچي است. 

2

dim 2( )non f

L
E

h
   .طور كه در همان فركانس بدون بعد است

هاي شده است، با افزايش مدول بستر الاستيك ناحيه ناپايداري ديناميكي در فركانس ) نشان داده4شكل(
شده است، با افزايش مدول بستر نواحي  ) نشان داده5طور كه در شكل(همانافتد. تحريك بيشتر اتفاق مي

تر شده است كه به دليل افزايش سفتي تير و متعاقب آن پايداري بيشتر تير ساندويچي است. باريك ناپايداري
هاي كمترهمچنين با افزايش مدول بستر ناحيه ناپايداري در نسبت

2
 افتد.اتفاق مي  

  

 

0(ستر الاستيك بر روي نواحي ناپايداري ديناميكي تير ساندويچي براي اثر مدول ب -5شكل  0P ( تير ساندويچي .

7)، تير ساندويچي با بستر الاستيك و مدول -بدون بستر الاستيك ( 210 ( )wK N m).... تير ساندويچي با بستر ،(
8الاستيك و مدول 210 ( )wK N m)---(  

410tP N  

45 10tP N   
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4(بر روي نواحي ناپايداري ديناميكي تير ساندويچي براي  كامپوزيتاثر زاويه الياف  -6شكل 

0 10P N(  و

)7 210 ( )wK N m.(0 0(0 / 0 ) )... ،(0 0(90 / 90 ) )---،(0 0(0 / 90 ) )-(  
  

تر شده است عريض شده است، با افزايش زاويه الياف نواحي ناپايداري ) نشان داده6( طور كه در شكلهمان
كه به دليل كاهش سفتي تير و متعاقب آن ناپايداري بيشتر تير ساندويچي است. همچنين با افزايش زاويه 

هاي كمترالياف، ناحيه ناپايداري در نسبت
2

 افتد.اتفاق مي  
  

  

  (الف)

  

  (ب)

42پاسخ زماني تير ساندويچي در  -7شكل 10tP N . الف) در جهت عرضي  هارويه پاسخW  
0(براي   Uب) در جهت افقي   0P N( ) 20و ( / )wK N m.( 
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. در آيدمي به دستتصديق نواحي ناپايداري  نظورمبه) پارامترهاي مختلف سيستم 22( رابطهبا حل 
2( Aزماني نقطه  هايپاسخ )7-9( هايشكل 0.8  42و 10tP N دادهنشان  )5(در شكل  ) كه 
ر است، نواحي پايدار و ناپايدا شده دادهنشان  )9-7( هايشكلكه در  طورهماناست، رسم شده است.  شده

انطباق مناسبي نسبت به حل معادله حركت و استخراج مرز نواحي ناپايداري ديناميكي دارند. با توجه به 
)20داخل ناحيه ناپايداري منحني با  A، نقطه )5(نمودار شكل  )wK N mبنابراين سيستم ؛ قرار دارد

در تير  هارويهاست جابجايي عرضي و افقي  شده دادهنشان  )7(كه در شكل  طورهمانبايستي ناپايدار باشد. 
  كه بيانگر ناپايداري سيستم است. كندميميل  نهايتبيزمان به سمت  گذشت باساندويچي 

7بر روي مرز ناحيه ناپايداري منحني با  A، نقطه )5(با توجه به نمودار شكل  210 ( / )wK N m.قرار دارد 
 گذشت بادر تير ساندويچي  هارويهاست جابجايي عرضي و افقي  شده دادهان نش )8(كه در شكل  طورهمان

  .كندميزمان به سمت ناپايداري ميل  گذشت بازمان داراي پايداري نسبي است، اما 

8خارج از ناحيه ناپايداري منحني با  A)، نقطه 5با توجه به نمودار شكل ( 210 ( )wK N m.قرار دارد 
ها در تير ساندويچي باگذشت شده است جابجايي عرضي و افقي رويه ) نشان داده9(شكل كه در  طورهمان

  زمان داراي پايداري است، بنابراين سيستم پايدار است.

 

 

  (الف)

  (ب)

42 پاسخ زماني تير ساندويچي در -8شكل  10tP N . الف) در جهت عرضي هارويه پاسخ W 

0(براي   U هت افقيب) در ج  0P N( ) 7و 210 ( )wK N m.(  
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(الف
(  

  (ب)

42پاسخ زماني تير ساندويچي در  -9شكل  10tP N . الف) در جهت عرضي  هارويه پاسخW  
0(براي   Uب) در جهت افقي   0P N( ) 8و 210 ( )wK N m.(  

  

  گيرينتيجه- 4
ناپايداري ديناميكي تيرهاي  زمينه درهدف از انجام اين پژوهش با توجه به خلأ نتايج مطالعات پيشين 

ساندويچي، استفاده از روش مرتبه بالا براي تحليل تير ساندويچي با هسته نرم بر روي بستر الاستيك و نيز 
نوساني است.  بارمحورياعمال  به دليلتير  هايشكلاميكي و تغيير آوردن نواحي ناپايداري دين به دست

همچنين به بررسي اثر تغييرات مدول بستر الاستيك بر روي فركانس طبيعي، فركانس تحريك و نواحي 
ي كامپوزيتي بر روي نواحي ناپايداري نيز هارويهالياف  قرارگيرياست. تأثير زاويه  شده پرداختهناپايداري 

 دست به هايمعادلهاست. براي استخراج روابط حاكم از اصل هميلتون و براي حل  گرفته قرار ررسيب مورد
  :گرددميزير ارائه  صورت بهبنابراين نتايج اين پژوهش ؛ است شده استفادهاز روش گلرگين  آمده

زايش سفتي اف به دليلكه  يابدميبا افزايش مدول بستر الاستيك، فركانس طبيعي سيستم افزايش  -1
 تير است.

. دهدميتحريك بالاتر رخ  هايفركانسبا افزايش مدول بستر الاستيك، ناحيه ناپايداري ديناميكي در  -2
تير با فركانس تحريك مشخصي دچار ناپايداري ديناميكي شده باشد،  كهدرصورتي واقع در
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اعمال شود پايدار  بر روي بستر الاستيك قرار گيرد و همان فركانس تحريك به آن كهدرصورتي
 قرار خواهد گرفت. خواهد بود. با افزايش مقدار فركانس تحريك، تير در معرض ناپايداري

 به دليل. اين امر شودميو تير پايدارتر  ترباريكبا افزايش مدول بستر الاستيك، ناحيه ناپايداري  -3
 افزايش سفتي تير است.

. شودميايجاد  2در مقادير كمتري از نسبت  با افزايش مدول بستر الاستيك، نواحي ناپايداري -4
ولي ميزان افزايش فركانس طبيعي بيشتر از ميزان افزايش  يابدميفركانس تحريك افزايش  واقع در

 .يابدميكاهش  2بنابراين نسبت ؛ فركانس تحريك است

و تير پايدارتر  ترباريكسمت صفر ميل كند، ناحيه ناپايداري  هر چه زاويه الياف كامپوزيت به -5
دوم و بالاتر تحريك با  هايفركانسهمچنين در زيرا سفتي معادل تير افزايش مي يابد. . شودمي

 .دهدميرخ  2كاهش زاويه الياف كامپوزيت، نواحي ناپايداري در مقادير كمتري از نسبت 
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Abstract  
 
The purpose of the present work was to study the dynamic instability of a three-layered sandwich 
beam with flexible core and simply supported boundary conditions subjected to a periodic axial load 
resting on elastic foundation. A higher-order theory was used for analysis of sandwich beams.  
In this theory, the classical theory was used for the face sheets and quadratic and cubic functions 
were assumed for the core, respectively. The elastic foundation was modeled as Winkler’s type. The 
dynamic instability regions were investigated for simply supported conditions by Bolotin’s method. 
The governing equations derived by the principle of minimum potential energy. The results showed 
that the responses of the dynamic instability of the system were influenced by the excitation 
frequency, the foundation modulus and the angle of the plies. Comparison of the present results with 
the published results in the literature for the special case confirmed the accuracy of the proposed 
theory. 

 

 

   


