
  
  

  

  
ارتوتروپيك  از موادساخته شده  ينيم صفحه -ايضربه ايصفحه خارج بارگذاري -ولترا نابجايي هاي راهنما:واژه

  ديناميكي يب شدت تنشاضر -تابعي
  
  مقدمه -1

دهد كه اين مواد قابليت شوند نشان ميناميده مي 5كه مواد تابعيجديدي مطالعات بر روي مواد كاربردي 
باشند. اين مطالعات به مقاومت در دماهاي بسيار بالا و تحمل تغييرات دماي زياد بين دو سطح خود را دارا مي

در رآكتورهاي يا  هاجت ،هامنظور مهيا كردن موادي صورت گرفت كه در ساختارهاي فضايي، بدنه هواپيما
باشند مختلفي مانند سراميك و يا فلزات مي گيرند. مواد تابعي تركيبي از مواداي مورد استفاده قرار ميهسته

بنابراين تحليل تنش در مواد تابعي شامل كه از لحاظ ميكروسكوپي خواص ماده هموژن و يا همگن را ندارند. 
ترك تحت بارگذاري ديناميكي از اهميت بسزايي برخوردار است. در ابتدا مروري بر تحقيقات انجام شده در 

  گيرد.انجام ميتحت بار ديناميكي ي ساخته شده از مواد تابعي حاوي ترك هازمينه تحليل تنش محيط
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محاسبه ضرايب شدت تنش در نيم صفحه ساخته شده از مواد 
اي تحت چندين ترك لبهارتوتروپيك تابعي تضعيف شده توسط 

  ايبارگذاري ضربه
ي ساخته شده از مواد تحليل تنش در نيم صفحه 3با استفاده از روش توزيع نابجايي

اي اي تحت بار خارج صفحهارتوتروپيك تابعي تضعيف شده توسط چندين ترك لبه
با تشكيل معادله حاكم و اعمال شرايط  4ابتدا حل نابجايي .اي انجام شده استضربه

مرزي و پيوستگي در محل نابجايي با استفاده از تبديلات فوريه و لاپلاس انجام 
 هايبراي تركتكين از نوع كوشي با استفاده از اين حل، معادلات انتگرالي گردد. مي
. دشونتشكيل ميي ساخته شده از مواد ارتوتروپيك تابعي اي در نيم صفحه لبه

تابع توزيع نابجايي روي  سپس با استفاده از روش عددي اين معادلات حل گرديده تا
هاي ماده، پارامتر ناهمگني چندين مثال حل شده تا اثرات ثابت ها بدست آيد.ترك

و موقيت ترك بر روي ضريب شدت تنش ديناميكي در نيم صفحه ساخته شده از 
  قرار بگيرد.ماده ارتوتروپيك تابعي مورد مطالعه 
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انجام شده است. وي اثر امواج تنش هارمونيك را روي  ]A.W. Maue ]1اولين تحليل ديناميكي ترك توسط 
استفاده  1هاف-از روش وينر مسألهبينهايت واقع در محيط نامحدود بررسي نمود و براي حل  يك ترك نيمه

هاي جابجايي و تنش در حال رشد را ارائه داد و ميدانمسائل الاستوديناميكي براي ترك  ]G. Sih ]2 كرد.
پراش امواج برشي از يك ترك را حل نمود  ا طول محدود بدست آورد. او همچنينرا براي يك ترك ب ديناميكي

 همسانگردي نيم صفحه اي به محيط حاوي ترك را نيز مورد مطالعه قرار داد.و سپس برخورد امواج ضربه
مورد بررسي  ]S. Itou ]3اي توسط اي ضربهرك محدود تحت بارگذاري درون صفحهتضعيف شده توسط يك ت

رك تحت فشار يكنواخت مرز نيم صفحه قرار گرفته بود و همچنين سطوح ت قرار گرفت. ترك بصورت عمود بر
اي وابسته به زمان بارگذاري شده بود. اثر مرز نيم صفحه بر روي ضريب شدت تنش ديناميكي در با تابع پله

 ,Y.S. Ing .يافتضريب شدت تنش كاهش مي رفت بطوريكه با افزايش مرزر گاين مطالعه مورد بررسي قرا

C.C. Ma ]4[ اي را مورد خارج صفحه يك ترك محدود در محيط الاستيك تحت بارگذاري ديناميكي گذراي
آنها با استفاده از تبديل فوريه و لاپلاس ضريب شدت تنش ديناميكي را بصورت حل صريح  .اندادهمطالعه قرار د

بدست آورند. نتايج تحقيق آنها نشان داد كه ضريب شدت تنش ديناميكي با گذر زمان بصورت نوساني به 
ضريب شدت تنش ديناميكي براي يك ترك واقع در يك  ]C. Zhang ]5 .شودمي مقادير استاتيكي همگر

در اين تحقيق، اثرات ناهمسانگردي و اي را انجام داد. پادصفحهاي ذاري ضربهتحت بارگصفحه ناهمسانگرد 
  تغييرات زمان بر روي ضرايب شدت تنش مطالعه گرديد.

 C.W. Shul, K. Y., Lee ]6[ بررسي ك گريفيث در يك ماده ارتوتروپيك ي متقارن را روي ترااثرات بار ضربه
تنش بهره بردند. آنها نشان دادند كه  اي بدست آوردن ضريب شدتگرالي بركردند. آنها از روش تبديلات انت

ضريب تمركز تنش استاتيكي بيشتر است و از  %22فراجهش نمونه در ضريب تمركز تنش ديناميكي به اندازه 
 باشد.سبي بين ترك و نيروهاي اعمالي مياينكه مقدار فراجهش تحت تاثير مشخصات ماده و همچنين موقعيت ن

و  J. Chenگذرا توسط  يتحت بارگذار يتابع كيارتوتروپساخته شده از ماده  كهيعمود بر مرز بار يترك داخل
 يمعادلات انتگرال ليتشك يبرا يينابجا تهياز دانس قيتحق نيقرار گرفت. در ا يمورد بررس ]7[ همكارانش

 بر كيارتوتروپ يهااندك ثابت ريماده و تأث يهمگننا شيشدت تنش با افزا بيضر شيافزا .استفاده شده بود
 فيتضع يساخته شده از ماده تابع كهيدر بار ياهيمدل لا. ضريب شدت تنش در اين مطالعه گزارش گرديد يرو

  توسطگذرا  يتحت بارگذار يمواز يهاشده توسط ترك
 N. Noda, B. Wang ]8[ دستگاه  كيمسأله مورد نظر به  ه،يلاپلاس و فور لاتيارائه شد. با استفاده از تبد

دو  ،يعدد جيدر نتاهمچنين حل شدند.  يعدد يهامعادلات توسط روش نيكه ا ديمنجر گرد نيمعادلات تك
ترك بر  تيو موقع يناهمگن بيشده بود كه اثرات ضر زيآنال يساخته شده از ماده تابع كهيدر بار يترك مواز

با استفاده از تبديلات  ]9[و همكارانش   W. Feng.ه بودقرار گرفته شد يشدت تنش مورد بررس بيضرا يرو
تحت بار گذرا  تابعي ارتوتروپيك ز باريكه ساخته شده از مادهفوريه كسينوسي و لاپلاس ترك داخلي موازي مر

 همگني نسبت به ضرايب ارتوتروپيك بر روي ضريب شدتضريب ناكردند. آنها مشاهده كردند كه را بررسي 
ناهمگن تحت بار  هيصفحه همگن و لا ميندو  نيواقع در فصل مشترك ب هايكتر تاثير چشم گيري دارد.

  .ديمطالعه گرد ]S. Itou ]10توسط  ياضربه

                                                                                                                                                         
1Wiener-Hopf  
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حل  يبراكه  كاهش يافتلاپلاس  يدر فضا يمسأله به دو جفت معادلات انتگرال هيفور ليتبدبا استفاده از 
 1بيان گرديد كه با استفاده از روش اشميت يسر كيسطوح ترك توسط  ييجابجا نيباختلاف معادلات  نيا

و همكارانش  A. Hejazi ضرايب شدت تنش بدست آمد.ين سري محاسبه گرديد و در نهايت ضرايب مجهول ا
اي گذرا، اري خارج صفحهتحليل تنش در يك نيم صفحه ساخته شده از ماده ارتوتروپيك تحت بارگذ ]11[

ها در فضاي ها و تنشجابجاييستفاده از تبديلات فوريه، د. با اده توسط چندين ترك را انجام دادنتضعيف ش
لاپلاس محاسبه گرديد معكوس تبديل  2دي هوپ-لاپلاس حاصل گرديد و سپس با استفاده از روش كاگنيارد

در نهايت اثر ضريب ارتوتروپيك، تغييرات طول ترك و اثر زمان بر روي ضريب شدت تنش مورد بررسي كه 
نتيجه حاصل از اين مطالعه تاثير قابل توجه زمان و طول ترك بر روي ضريب شدت تنش را نشان  .قرار گرفت

  چندين ترك منحني توسط تضعيف شده با همسانگردبينهايت  در صفحهگذرا تنش ديناميكي  تحليل داد.
M. Ayatollahi, M.M. Monfared ]12[ مورد بررسي قرار گرفت. در اين مطالعه با استفاده از تبديل فوريه ،

ها در فضاي لاپلاس بدست آمد كه در نهايت با استفاده از توزيع دانسيته نابجايي بر روي ها و تنشجابجايي
  ها محاسبه گرديدضرايب شدت تنش در نوك تركسطوح ترك 

K. Wu,  J. Chen ]13[ ترك  ضريب شدت تنش ديناميكي در يك صفحه همگن تضعيف شده توسط چندين
له منجر به معادلات انتگرالي قرار گرفت. در اين مطالعه حل مسأ مورد مطالعه هم راستا تحت بارگذاري گذرا

كي با روش عددي يو سپس ضرايب شدت تنش دينام شدحل  3چبيشف -گرديد كه با استفاده از روش گوس
چندين ترك واقع در فصل مشترك بين دولايه همسانگرد و ناهمسانگرد تحت  معكوس لاپلاس بدست آمد.

مورد بررسي قرار گرفت.  ]14[و همكارانش  P. Yousefiتفاده از روش نابجايي توسط اي با اسبارگذاري ضربه
بر روي ضرايب شدت تنش ديناميكي و اثرات زمان ها اندركنش بين ترك ت ناهمسانگردي،در اين تحقيق اثرا

و  ايتضعيف شده توسط چندين ترك لبهتابعي ارتوتروپيك ي ساخته شده از ماده نيم صفحه بررسي شد.
با توجه تابعي ارتوتروپيك ا معادله حاكم بر محيط انجام شده است. ابتد اي در اين مقالهحت بار ضربهداخلي ت

  اي بدست آمده است. به بارگذاري خارج صفحه
ي دوم تبديل سپس با استفاده از تبديلات فوريه و لاپلاس معادله حاكم به معادله ديفرانسيل معمولي از مرتبه

هاي برش مقدار ها روي لبهچند مقداري بودن جابجاييارضاء كردن شرايط مرزي و همچنين شرط با  شده كه
حل مسأله منجر به معادلات انتگرالي بر لاپلاس بدست آمده است.  در فضايها ها و در نهايت تنشجابجايي

توسط روش عددي معادلات داراي تكينگي از نوع كوشي بوده و حل آنها ها شده كه اين روي سطوح ترك
انجام  ]15[ 5همچنين محاسبه معكوس لاپلاس با استفاده از روش استهفست گردد.انجام مي 4چبيشف -گاوس

مزيت اين  اي بدست آمده است.هاي داخلي و لبهشده است كه درنهايت ضرايب شدت تنش براي نوك ترك
  تاثيري ندارد.هاي بكار رفته در روش حل تعداد تركآناليز  روش دراين است كه

  
  

                                                                                                                                                         
1 Schmidt 
2 Cagniard-de Hoop   
3  Gauss- Chebyshev 
4 Chebyshev- Gauss 
5 Estehfest 
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   ايصفحه خارج حل نابجايي -2
) نشان داده شده است. 1در شكل (باشد كه مي hتابعي داراي مرز ارتوتروپيك  نيم صفحه ساخته شده از ماده

,0)نقطه  و از بصورت عمود بر مرز در محيط برش ،)1مطابق شكل ( ) هاي جابجايي . مؤلفهشده است ايجاد
x,به ترتيب درراستاي محورهاي wو  ,vuبا  y  وz هاي جابجايي مقاله مؤلفهدر اين د. نشونمايش داده مي

دليل بررسي مود سوم مكانيك شكست صفر بوده و فقط مؤلفه تغيير مكان عمود بر صفحه ه اي بدرون صفحه
w اي كه تابعي از مختصات درون صفحهyx,  و زمانt  است وجود خواهد داشت كه بصورت زير قابل نمايش
  باشند:مي

),,(,0  ,0 tyxwwvu       (1) 
روابط بين تنش و جابجايي در ماده تابعي ارتوتروپيك بصورت زير  ،ايهاي خارج صفحهبراي تغيير شكل     
  باشند:مي

( ) , ( ) .zx x zy y

w w
y y

x y
    

 
 

                     (2) 
)(و  yx)( آن كه در yy  در جهات  كيارتوتروپ يبرش يهامدولبه ترتيبx  وy باشند كه بصورت  يم
 الاستيسيتهبرشي هاي جهت ساده سازي معادلات رياضي مدول اند.در نظر گرفته شده y رياز متغ يتوابع

  اند:فرض شدهبصورت زير 
2 2

0 0( ) , ( ) .y y
y y x xy e y e           (3) 

0yهاي ارتوتروپيك در ثابت 0yو  0xكه در آن    و همچنين نبوددر صورت  .استماده ناهمگني  ثابت 
  :باشدمي به صورت زير ايبراي بارگذاري خارج صفحه حركت معادله ،نيروهاي جسمي

2

2

)(
t

w
y

yx
zyzx











 

      (4) 
)در رابطه بالا  )y  2چگالي ماده تابعي است كه بصورت

0( ) yy e   با جايگذاري  .در نظر گرفته شده است
  شود:زير حاصل مي) نتيجه 4در رابطه ( )3و ( )2روابط (

2 2 2
2

2 2 2 2

1
[ 2 ] .

w w w w
c

x f y y t
   

  
           

(5) 

0كه در رابطه بالا 

0

x

y

f



، 1
c

C
  0و

0

xC



 .سرعت انتشار موج برشي در ماده است  

  

  
  نمايش نابجايي در نيم صفحه -1شكل
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با مشتقات جزئي رابطه دستگاه معادلات با مشتقات جزئي است. حل تحليلي دستگاه معادلات  بيانگر )5( رابطه
,0)نقطه ) نابجايي در 1مطابق شكل (است.  مسألهنيازمند بررسي شرايط مرزي  )5( )  قرار در نيم صفحه

نابجايي به دليل چند مقداري بودن تغيير مكان  تغيير مكان براساس تئوري ولترا در محل لفهمؤ. گرفته است
  :مي توان رابطه زير را در نظر گرفت روي خط نابجايي داراي ناپيوستگي بوده و در نتيجه

(0 , , ) (0 , , ) ( ) ( )zw y t w y t b t H y        (6) 
هاي تنش روي خط نابجايي داراي مؤلفههمچنين . هستند 1لفه بردار برگرزمؤ zbو اي تابع واحد پله H(.)كه 

  :است از عبارت باشند كه اين شرطمي پيوستگي
(0 , , ) (0 , , )zx zxy t y t        (7) 

  :باشندميبصورت زير به ترتيب  مسألهحدي  شرايط مرزي، شرايط پيوستگي وشرايط  ،)1شكل (با توجه به 
,0),( hxzy  

(0 , , ) (0 , , ),zx zxy t y t    
lim ( , , ) lim ( , , ) lim ( , , ) 0.zx zyx x xw x y t x y t x y t         (8) 

صورت زير تعريف به  ترتيب به كه فاده شده استاست سينوسي و لاپلاسفوريه  تتبديلااز  مسألهبراي حل 
  د.نشومي

0

0

( ) ( )sin( ) ,

( ) ( ) , 0.st

F f x x dx

L s f t e dt s

 







 




          (9) 

  تبديل فوريه عبارت است از: معكوس

)01(                      
0

2
( ) ( )sin( )f x F x d  





   

  د:ن) بصورت زير تبديل مي شو8شرايط ( yبا توجه به تقارن مسأله نسبت به محور 

)11(         

( , , ) 0,

( )
(0 , , ) ( ),

2
lim 0.

zy

z

x

x h t

b t
w y t H y

w









 



 

y)، مناسب است كه نيم صفحه به دو ناحيه 11) با شرايط (5براي حل معادله (   وy h    تقسيم
 شود. شرايط پيوستگي نيازمند در دو ناحيه بصورت زير است:

)12(          ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ).zy zy

w x t w x t

x t x t

 

   

 

 




  

) و با استفاده از حذف شدن تغيير مكان در فواصل دور از نابجايي و همچنين 5) به معادله (9با اعمال تبديلات (
 شود:معادله ديفرانسيل درجه دوم كامل بصورت زير حاصل مي شرايط اوليه صفر براي لاپلاس

                                                                                                                                                         
1 Burgers vector 
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)13(    
2 * *

2 2 2 2 * 2
2

( )
2 ( ) ( )

2
zb sd W dW

f s c W f H y
dy dy

          

 توان بصورت زير در نظر گرفت:است. معادله بالا را مي wتبديل يافته فوريه و لاپلاس  W*كه در آن 

)14(      

2 * *
2 2 2 2 *

2

2 * *
2 2 2 2 * 2

2

2 ( ) 0,

( )
2 ( ) ,

2
z

d W dW
f s c W y

dy dy

b sd W dW
f s c W f y h

dy dy

  

   

    

      
  

 عبارت است از: )14رابطه ( ليفرانسيد يهاحل معادله

  

)15(    
( )

1

( ) ( )
2 2

*

*
2 2 2

( ) ,

(

, ,

, , ,
2(

)
(

)
)

y

y y z

y s A e

b
y s A e B e

W y

s
W y h

s c

 

   


 


 

   



   





  

2كه در آن  22 2 2 )( sf c      1و 2 2, ,A A B باشند. با استفاده از اولين ترم رابطه ضرايب مجهول مي

 بصورت زير بدست مي آيند: معادله بالا) ضرايب مجهول 12) و رابطه (11(

)16(        
2

2

2

1 ( )

2

2
2

2 2

( )( )
( )

( )
4 ( )

( )

h

hz

e eA
e

s c

b s
A e

B

 

  


 
  
 

 

 




   
               

  

  شود كه:) نتيجه مي15) در رابطه (16با جايگذاري رابطه (
( )

* ( )
2

( 2 )
2

( )
* (

2

2 2
2 ) ( )

2 2 2 2

( )( )
( , , ) [ ], ,

4 ( )

( ) ( )
( , , ) [( ) ( ) ] , .

4 ( ) 2( )

y
y y hz

y
y h yz z

b s e
W

s
y s e e y

b

s

s e b s

c
W y s e e y h

c

s c

 
   

 
   

   
 

      
  


   


   


  



       
 

 

)17(    

 آيند:ي در دو ناحيه بصورت زير بدست ميهاي جابجاي) مؤلفه17) به رابطه (10با اعمال رابطه (

( )
( ) ( 2 )

2
0

2

( )
( ) (

2

2

)
2

2

0 2

( ) ( )sin( )
( , , ) [ ] , ,

2 ( )

( ) sin( )
( , , ) [( ) ( ) ]

2 ( )

1
sgn( ) ( ), .

2

y
y y hz

y
y y hz

sc x
z

b s e x
W x y s e e d y

b s e

s

x
W x y s e e d

x e b s y

s c

c

h

 
   

 
   

     
  

      
  




   

     




  




   



  



  

)18(  
هاي تنش ) مؤلفه2) در رابطه (18ي تابع علامت است. با جايگذاري رابطه (نشان دهنده sgnدر رابطه بالا 

  شوند:مطابق زير حاصل مي
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)19(    

1

0

1

0

20
2

0

2

0

( , , ) ( , , , ) ,

( , , ) ( , , , ) ,

( , , ) ( ) ( , , , ) ,
2

.

( , , ) ( , , , ) ,

zx zx

zy zy

sc x yx
zx z zx

zy zy

x y s I x y s d

y

x y s I x y s d

x y s s c e b s I x y s d

y h

x y s I x y s d



  


  

  


  






 






 
 


  
  
 









  

 باشند:ها بصورت زير مي) انتگرندهاي انتگرال19در رابطه (

 

 

2
( ) ( 2 )0

1 2 2 2

2 2
0 ( ) ( 2 )

1 2 2 2

( ) ( )
( , , , ) [ ]cos( ),

2 ( )

( ) ( )
( , , , ) [ ]sin( ) ,

2 ( )

y
y y hx z

zx

y
y z y y h

zy

b s e
I x y s e e x

s c

b s e
I x y s e e x d

s c

 
   

 
   

    
 

   
  

 


   


   


 




  



  

)20(  

( ) 2
( ) ( 2 )0

2 2 2 2

( )
0 2 2 ( ) ( 2 )

2 2 2 2

( )
( , , , ) [( ) ( ) ]cos( ),

2 ( )

( )
( , , , ) ( )[ ]sin( ).

2 ( )

y
y y hx z

zx

y
y z y y h

zy

b s e
I x y s e e x

s c

b s e
I x y s e e x

s c

 
   

 
   

      
 
 

   
 


   


   


   




  



  

    
 بررسي رفتار انتگرندها -2-1

گيري هاي تنش، بايد رفتار مجانبي انتگرندها در حدود بالا و پايين انتگرالمنظورتعيين رفتارتكينگي مؤلفه به
0را بررسي نمود. چون انتگرندها براي     اي نسبت به پارامترپيوسته توابع .هستند  

0هاي تنش درتكينگي مؤلفه         و يا هنگاميكه  به سمت بينهايت   كند اتفاق ميل مي
0وقتيكه) 20ند. انتگرندهاي روابط (افتمي  نتيجه رفتار انتگرندها در رابطه  د درباشنمقداري ثابت مي

0نقطه هاي تنش در) مربوط به مؤلفه02(  .دربه بينهايت با ميل دادن انتگرندها  محدود خواهند بود 
  گردد:نتيجه زير حاصل مي )20(رابطه 

    

 

 

( )0
1

0 ( )
1

( )
( , , , ) cos( ),

2

( )
( , , , ) sin( ),

2

y
f yx z

zx

y
y z f y

zy

b s e
I x y s e x

b s e
I x y s e x

 
 

 
 

 



 




 




 







  

)21(    

( )
( )0

2

( )
0 ( )

2

( )
( , , , ) cos( ),

2

( )
( , , , ) sin( ).

2

y
f yx z

zx

y
y z f y

zy

b s e
I x y s e x

b s e
I x y s e x

 
 

 
 

 



 




 




 



 



  

كم و اضافه كرده تا بتوان جملات مربوط به تكينگي ميدان تنش  )20( انتگرندهاي) را از 21( روابط مجانبي
 د.را بدست آور
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1 1 1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , )] ,

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , )] ,

zx zx zx zx zx

zy zy zy zy zy

x y s I x y s d I x y s d I x y s d I x y s d

x y s I x y s d I x y s d I x y s d I x y s d

y

        

        



  

 

  

 

   

   



  

  

2 2 2 2 2

0 0 0

2 2 2 2 2

0 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , )] ,

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , )] .

zx zx zx zx zx

zy zy zy zy zy

x y s I x y s d I x y s d I x y s d I x y s d

x y s I x y s d I x y s d I x y s d I x y s d

y h

        

        



  

 

  

 

   

   

 

  

  

)22(  
 توان به صورت زير بدست آورد:را براي هر دو ناحيه ميهاي ميدان تنش درنهايت مؤلفه
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1 1 12 2 2
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1 1 12 2 2
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y
x z

zx zx zx

y
y z

zy zy zy

f b s e y
x y s I x y s d I x y s d

x f y

b s e x
x y s I x y s d I x y s d

x f y

y
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2 2 22 2 2
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( , , ) [ ( , , , ) ( , , , )] .
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y
sc x y x z

zx x z

zx zx

y
y z

zy zy zy

f b s e y
x y s s c e b s

x f y

I x y s d I x y s d

b s e x
x y s I x y s d I x y s d

x f y

y h

 


 

  
 

   


    

 



 





 




  

 

 

  
 

 





)23(  
yهاي تنش بدست آمده در بالا داراي تكينگي از نوع كوشي مي باشند زمانيكه مؤلفه   0وx   ميل
ها با بزرگ شدن حد انتگرال به سرعت همگرا شده و با روش هاي عددي مناسب به انتگرالكنند. اين مي

  باشند.راحتي قابل محاسبه مي
 
  هاي حاوي تركمعادلات انتگرالي در محيط -3

كه از اين حل  حل يك نابجايي واقع در نيم صفحه ارتوتروپيك تابعي بصورت كامل بيان گرديد، 2در بخش 
اي واقع در نيم صفحه تحت بارگذاري داخلي و لبههاي يافتن ضرايب شدت تنش در نوك ترك توان برايمي

  شوند:بصورت زير بيان مي هاتركپارامتري معادلات . استفاده نمودمود سوم مكانيك شكست 
0 0, 1, 2,..., 1 1i i i i ix x y y pa i N p          (24) 
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0كه در آن  0( , )i ix y مختصات وسط تركi ام وia نصف طول تركiتوزيع نابجايي با دادن باشد. با قرارام مي
)چگالي  , )zib q s da اي از ترك در راستاي ترك در نقطهj ام به مختصات( ( ), ( ))i ix p y p  روي المان بينهايت

بدست باشد ترك وجود داشته  Nدر صورتيكه  ام iتنش ايجاد شده روي سطح ترك  ميدان ،daكوچك 
  آيد كه عبارتست از:مي

1

1
1

( ( ), ( ), ) ( , , ) ( , ) , 1,2,..., , 1 1.
N

zx i i ij zj
j

x p y p s k p q s b q s da i N p




     Ni ,...,2,1  

 )25(  
2) 25كه در رابطه ( 2[ ( )] [ ( )]j j jda x q y q dq a dq    ها در كرنل .باشد يمرز ترك م يالمان طول رو

i) داراي تكينگي از نوع كوشي خواهند بود زمانيكه 25معادله ( j  وp q  بنابراين با استفاده از بسط
  سري تيلور زير:

)26(      

2

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...,

2!

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

2!

i i i i

i i i i

p q
x p x q p q x q x q

p q
y p y q p q y q y q

     

     
  

 آيد:) به صورت زير بدست مي25هاي معادله (كرنل

)27(        , 1
,

0

( , )
( , , ) ( , )( ) .i m

ii mi
m

A q s
k p q s a q s p q

p q






  
   

  كه ضريب ترم تكين بصورت زير است:

)28(        
2 ( )

0
, 1 2

iy q
x

i
i

e
A

fa





  

ها در صفحه بدون ترك بعد از ناشي از بارگذاري خارجي در محل تركلفه تنش ؤم] 16 [اصل باكنر مطابق
) نابجاييو دانسيته  گرفته قرار) 25(در رابطه تغيير علامت  , )zib q s da  .توابع دانسيته بايد محاسبه گردد

هاي ترك نابجايي علاوه بر ارضاء معادلات انتگرالي بايستي به نحوي محاسبه گردند كه اختلاف تغيير مكان لبه
  وسيله يك سري معادلات همانند زير اعمال خواهد شد:ه صفر باشد كه اين شرايط ب هاي تركدر نوك

)29(          
1

( , ) ( , ) ( , ) , {1,..., }.
p

j j j zjw p s w p s a b q s dq j N 



    

ميدان جابجايي در خارج سطوح ترك تك مقداري خواهد بود. بر اين اساس شرايط بسته شدن دهانه ترك 
 بصورت زير است:

)30(          
1

1

( , ) 0, {1,..., }.zjb q s dq j N


   

نوك ترك از رفتار مجانبي تنش اگر حل الاستيسيته يك مسأله ترك موجود باشد، ضريب شدت تنش براي هر 
  هاي ترك بدست آورد. هاي نسبي لبهمكان تغيير يا ازها 

هاي عمودي براي نوك سمت راست هاي بدست آمده در نوك تركسب تنشضرايب شدت تنش مود سوم بر ح
  :]17[شود ام بيان مي iچپ به صورت زير براي ترك  و
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)31(            0

0

lim 2 ( ,0, ),

lim 2 ( , , ).

R

L

IIIR R zx Rr

IIIL L zx L
r

k r r s

k r r s



 








  

R,كه انديس هاي L  نوك راست و چپ ترك مي باشد وr  فاصله از نوك ترك است كه بر حسب توابع
  :پارامتري عبارتند از 

)32(        
1

2 2 2

1
2 2 2

( ( ) ( 1)) ( ( ) ( 1)) ,

( ( ) (1)) ( ( ) (1)) , 1 1.

L i i i i

R i i i i

r x p x y p y

r x p x y p y p

       

        

  

استهفست با گسسته  .انجام خواهد گرفت ]15[ 1محاسبه عددي معكوس لاپلاس با استفاده از روش استهفست

 سازي روي محور حقيقي، حل انتگرال لاپلاس معكوس را بصورت زير پيشنهاد داد:

)33(        
1

ln 2 ln 2
( ) ( ).

M

n
n

f t H F n
t t

   
)لاپلاس معادله F(.)در معادله بالا  )f t، استM عددي زوج است وnHگردد:بصورت زير تعريف مي 

)34(        
min( , )

2 2
2

[0.5( 1)]

(2 )!
( 1) .

( )! !( 1)!( )!(2 )!
2

M M
nM

n

n
k n

k k
H

M
k k k n k k n



 

 
   

  

)) محاسبه 34مطابق معادله ( )f t  در يك زمان مشخصt نيازمند گسسته سازي ،( )F s  درM  نقطه

ln 2
( ) , {1, 2,..., }s n n M

t
 ) نتايج زير به ترتيب 30() و 25است. با اعمال شيوه بيان شده به معادلات (

 آيد:بدست مي

1

1
1

ln 2 ln 2 ln 2
( ( ), ( ), ) ( , , ) ( , ) , 1, 2,..., , 1 1.

N

zx i i j ij zj
j

x p y p n a k p q n b q n dq i N p
t t t






       

)35(          
1

1

ln 2
( , ) 0, {1,..., }, {1,..., }.zjb q n dq j N n M

t

    

1رفتار ميدان تنش در نوك ترك در محيط ساخته شده از ماده ارتوتروپيك تابعي داراي تكينگي 

r
 

r

است 1
فاصله از نوك ترك مي باشد. بنابراين رفتار دانسيته نابجايي يا مشـتق تغـيير مكــان (كرنش) در نوك  rكه

ترك همان تكينگي 
r

  است.  1
ي فقط يك اهاي لبهنوك ترك تكينگي دارد و براي ترك هاي احاطه شده در محيط هر دودر نتيجه براي ترك

هاي داخل محيط وقتي كه طول ترك توان دانسيته نابجايي را براي تركمينوك داراي تكينگي است پس 
2a .است به صورت زير نمايش داد 

                                                                                                                                                         
1Stehfes, s method 
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)36(      
2

ln 2
( , )ln 2

( , ) 1 1, {1,2,..., }.
1

yj

zj

G q n
tb q n q j N

t q
    


  

 نابجايي بصورت زير است: اي دانسيتهو براي ترك هاي لبه

)37(    ln 2 1 ln 2
( , ) ( , ) 1 1, {1,2,..., }.

1zj zj

q
b q n G q n q j N

t q t


    


  

انتگرالي  با اعمال كردن تكنيك عددي گسسته سازي معادلات )35) در روابط (36) و (37معادله ( با جايگذاري
اي حل هاي داخلي و لبهين را براي تركادلات انتگرالي تكتوان معمي ]18[چبيشف -با استفاده از روش گوس
  ) معكوس لاپلاس دانسيته نابجايي روي سطوح ترك به صورت زير بدست مي آيد:33نمود. با توجه به رابطه (

)38(      
1

ln 2 ln 2
( , ) ( , ), 1 1, {1,..., }.

M

zi n zi
n

g q t H G q n q i N
t t

      
ضرايب شدت ) 31() و با جايگذاري نتيجه آن در رابطه 25) در رابطه (27) و (37)، (36با جايگذاري روابط (

 آيد:هاي داخلي بصورت زير بدست ميتنش براي نوك ترك

)39(      
( )

( ) (1, ),
2

( )
( ) ( 1, ), {1,2,... }.

2

x i
IIIRi i zi

x i
IIILi i zi

y
k t a g t

f

y
k t a g t i N

f





 

  
  

 اي ضرايب شدت تنش بصورت زير است:و همچنين براي ترك لبه

)40(      ( )
( ) ( 1, ), {1, 2,... }.x i

IIILi i zi

y
k t a g t i N

f


    

 عددي هاينتايج و مثال -4

اي ارائه شده است تضعيف شده توسط چندين ترك لبه تابعيارتوتروپيك هايي از نيم صفحه در اين بخش مثال
0بعدسازي ضرايب شدت تنش از براي بيتا قابليت استفاده از تكنيك نابجايي آشكار گردد.  0k a  كه

واقع اي صفحهخارج تحت بارگذاري  2aبيانگر ضريب شدت تنش در صفحه نامحدود حاوي يك ترك بطول 
0tبعد سازي زمان از و همچنين براي بياستفاده شده است  در دوردست ca  .استفاده شده است  

  

  : يك ترك واقع در صفحه همگن تحت تنش خارج صفحه اي ضربه اي )1(مثال 
,ي همگن (صفحهدر  yبصورت موازي با محور a2يك ترك مستقيم به طول  1, 0h f    تحت (

تنش يكنواخت 0zx H t  ) قرار دارد. 2مطابق شكل (  
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  نمايش يك ترك عمودي داخلي در نيم صفحه -2شكل  

3بعد شده مود سوم مقادير ضرايب شدت تنش بي

0

k

k
در مقابل تغييرات بي بعد زمان  

0

t

t
ترسيم  )3(در شكل  

حل شده و نتايج  ]13[K. Wu, J. Chen و همچنين  ]J. Chen, Z. Liu ]19مثال توسط  . اينشده است
شود نتايج حاصل از مقايسه با مرجع وو و چن مطابقت خيلي خوبي و با اند بطوريكه ديده ميمقايسه گرديده

  مرجع چن و ليو مطابقت نزديكي دارد.
قرار دارد براي سه  )2(در ادامه، ضرايب شدت تنش براي يك ترك داخلي واقع در نيم صفحه كه مطابق شكل 

هاي ارتوتروپيك در ) نمايش داده شده است. بطوريكه ثابت4نوع ضريب ناهمگني مواد ارائه شده كه در شكل (
  ) ارائه شده است.1جدول (

  

  
  ي همگنبعد در صفحهبعد بر حسب زمان بييمقايسه ضريب شدت تنش ديناميكي ب -3شكل 
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  مشخصات مكانيكي ماده ارتوتروپيك -1جدول                             

Material 2
0 ( )x N m  2

0 ( )y N m 3
0 ( )kg m   

Isotropic  104.14 10  104.14 10  37.1 10   

Orthotropic I 94.14 10  102 4.14 10  37.1 10   

Orthotropic II 102 4.14 10  104.14 10  37.1 10   

  

  
  بعد براي ماده همگن تابعيبر حسب زمان بيبعد براي يك ترك داخلي ات ضريب شدت تنش ديناميكي بيتغيير -4 شكل

 
بعد ديناميكي با گذشت زمان از كمترين مقدار خود شروع شده و نهايتاً ) ضرايب شدت تنش بي4مطابق شكل (

maxهاي سمت چپ و راست در مقدار كه به صورت تقريبي براي نوكرسند ميبه يك مقدار ماكزيمم 

0

2
t

t
 

مي باشند با گذشت بيشتر زمان اثر ديناميكي بارگذاري خارجي از بين رفته و ضرايب شدت تنش به سمت 
توان تنش اينگونه مي مقايسه ضرايب ناهمگني بر روي ضرايب شدت شد. براي مقادير استاتيكي همگرا خواهند

افزايش بعد ناهمگني به دليل كاهش سفتي محيط با كاهش ضريب بي رايب شدت تنشنتيجه گرفت كه ض
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0د. براي ضريب ناهمگني منفي (نيابمي  ضرايب شدت تنش براي نوك سمت چپ بيشتر از نوك راست (
0است و همچنين براي ضريب ناهمگني مثبت ( شودر عكس مي) اين روند ب.  

  
  اي عمودي واقع در نيم صفحه ناهمگن ارتوتروپيك: يك ترك لبه )2(مثال 

تحت تنش برشي يكنواخت  ،در نيم صفحه yبصورت موازي با محور a2اي عمودي به طول يك ترك لبه
 0zx H t   بعد براي نوك واقع در محيط بر قرار دارد. مقادير ضرايب شدت تنش بي )5(مطابق شكل

,0.25حسب مقادير بي بعد ثابت ماده تابعي  0, 0.25a    و ارتوتروپيكI  در مقابل 6شكل (مطابق (
تغييرات بي بعد زمان 

0

t

t
  ترسيم شده است.  

  

  
  اي عمودي در نيم صفحهلبهنمايش يك ترك  -5شكل 

  مقادير مختلف ناهمگني ماده يبرا بعديب زمان حسب بر اييك ترك لبه يكيناميد تنش شدت بيضرا راتييتغ -6 شكل
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  كيارتوتروپ مختلف ثوابت يبرا بعديب زمان حسب بر ايبراي يك ترك لبه يكيناميد تنش شدت بيضرا راتييتغ -7 شكل

  
  بررسي اثرات ماده ارتوتروپيك براي يك ترك لبه اي عمودي در نيم صفحه      : ) 3مثال (

) دوباره مورد مطالعه قرار 5اي عمودي براي شكل (اثرات ماده ارتوتروپيك بر روي ضرايب شدت تنش ترك لبه
  ) نمايش داده شده است.7بعد در شكل (هاي بيبعد اين ضرايب بر حسب زمانگرفته كه مقادير بي

ا توجه به شكل فوق مقادير ضرايب شدت تنش براي ب
0

3
t

t
  براي ماده ارتوتروپيكI بيشترين مقدار و براي 

0

4.27
t

t
 مقدار ضريب شدت تنش ماده ارتوتروپيك II  بيشترين مقدار را دارد. مقادير ماكزيمم ضريب شدت

max همسانگردتنش براي ماده 

0

4.25
t

t
 ارتوتروپيك ،I  درmax

0

2.92
t

t
  و همچنين براي ماده ارتوتروپيكII 

maxدر 

0

6.33
t

t
 .بعد به بيشترين مقدار اي كه در كمترين زمان بيگردد كه مادههمچنين مشاهده مي است

  شوند.مقادير استاتيكي همگرا ميتري به هاي كوتاهرسد در زمانشدت تنش مي
  

  ي ناهمگن اي عمودي موازي واقع در نيم صفحهلبه ترك دو : )4( مثال
 ماده از شده ساخته ينيم صفحه در 2a طول به كدام هرو عمود بر مرز نيم صفحه  اي موازيلبه ترك دو
0كنواختي خارج صفحه اي تنش تحت يتابع ( )zx H t  هاي محور .نشان داده شده است) 8(شكل مطابق

  باشد.مي dمحور xيها از مختصهي هركدام از تركها واقع شده و فاصلهمختصات در وسط ترك
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  صفحه مين درموازي  يعمود يالبه ترك دو شينما -8 شكل

  
,0.25بعد ها در فاصله بيست آوردن ضرايب شدت تنش مركز تركجهت بد 1c c

d h
x y

a a
     قرار

0.25بعد شده برابر با دارند و همچنين نسبت طول ترك بي
a

h
 3بعد شده . ضرايب شدت تنش بياست

0

k

k
 

,0.25بعد ثابت ماده تابعي مقادير بيبر حسب سه نوع  0,0.25a   بعد زمان در مقابل تغييرات بي
0

t

t
در  

نوك  ضرايب شدت تنش در yها نسبت به محور ي متقارن تركترسيم شده است. با توجه به هندسه )9(شكل 
  باشند. ترك سمت راست و چپ برابر مي

  
  

   Iيك ارتوتروپماده  يبرا بعديب زمان حسب براي لبه دو ترك يكيناميد تنش شدت بيضرا راتييتغ -9 شكل 
  با سه نوع ضريب ناهمگني متفاوت
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باشد با اين تفاوت هاي گذشته ميها نيز تغييرات ضرايب شدت تنش همانند مثالبراي اين نوع آرايش ترك
اين ضرايب شدت تنش و همچنين محل رخداد بيشينه آنها تغيير يافته است نكته جالب توجه در  كه مقادير

ها در اين است كه ضرايب شدت تنش نسبت به حالت يك ترك كاهش يافته است در اين نوع آرايش ترك
ت همديگر ها به جاي تقويهاي تنش ايجاد شده در نوك تركتوان بدين صورت توجيه كرد كه ميدانواقع مي

گيري ترك كه موجب كاهش ضرايب شدت تنش  به اين نوع آرايش قرار  شوند.باعث تضعيف يكديگر مي
گردد در اين حالت نيز مقادير ضريب گويند. همچنين مشاهده ميترك مي 1ي حفاظتيگردد، اثر پديدهمي

0شدت تنش براي ماده با ناهمگني منفي (  0به ماده با ناهمگني مثبت ( ) نسبت  .بيشتر است (  
  

  بر روي ضرايب شدت تنش  همگن نا يصفحه مين در واقع يمواز يعمود يالبه ترك دوي بررسي فاصله:  )6( مثال
ها بر روي ضرايب شدت تنش براي سه نوع ضريب ناهمگني بعد فاصله ترك) تغييرات بي8با توجه به شكل (

0.25, 0, 0.25a   ) نشان 10مورد مطالعه قرار گرفته است كه تغييرات ضرايب شدت تنش در شكل (
ها ضرايب شدت تنش افزايش گردد كه با افزايش فاصله تركده است با توجه به شكل مشاهده ميداده ش

1.52ي در فاصله يابند كه اين ضرايبمي
d

a
 ه بيان گرديد رسند. همانطور كه قبلاًبه بيشترين مقدار خود مي

ها اثر پديده محافظتي وجود داشت كه اين پديده تاثير معكوسي بر روي ضرايب بود در اين نوع آرايش ترك
رود، ه آن اشاره شد اين تاثير از بين ميكرد. با افزايش يافتن فاصله در يك نقطه خاصي كه بشدت تنش ايفا مي

ديل به يك ترك با ها كاملاً از بين رفته و دو ترك در محيط تباندركنش بين ترك ،بيشتر فاصلهبا افزايش 
  شوند.رفتار مستقل مي

  
  هابعد تركفاصله بي حسب بر ايبراي دو ترك لبه يكيناميد تنش شدت بيضرا راتييتغ -10 شكل

  ناهمگني متفاوت ي سه نوعبرا 

                                                                                                                                                         
1 Shielding effect 
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  ي ناهمگن اي موازي واقع در نيم صفحهعمودي لبهسه ترك  : )7مثال (
 ماده از شده ساخته ينيم صفحه در 2a طول به كدام هرو عمود بر مرز نيم صفحه  اي موازيلبه ترك سه
0 كنواختي ايخارج صفحه تنش تحت يتابع ( )zx H t  محور .دارند قرار) 11( شكل مطابقy  مختصات

محور  xي ها از مختصهي هركدام از تركبه موازات ترك اول، همانند شكل نشان داده شده قرار دارد و فاصله
d باشند.مي  

  

  
  صفحه مين درموازي  يعمود يالبه ترك سه شينما -11 شكل

  

  
  بعديب زمان حسب بر ايلبه ترك سه يكيناميد تنش شدت بيضرا راتييتغ -12 شكل

  ماده متفاوت يناهمگن بيضر نوع دو با همسانگرد ماده يبرا
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بعد هاي دو و سه در فاصله بيجهت بدست آوردن ضرايب شدت تنش مركز ترك
0.25, 1c c

d h
x y

a a
     0.25بعد شده برابر با دارند و همچنين نسبت طول ترك بيقرار

a

h
  .است

3بعد شده ضرايب شدت تنش بي

0

k

k
,0.25بعد ثابت ماده تابعي بر حسب دو نوع مقادير بي  0.25a    در

زمان  بعدمقابل تغييرات بي
0

t

t
ها نسبت ي متقارن تركترسيم شده است. با توجه به هندسه )12(در شكل  

  باشند. هاي دو و سه برابر ميضرايب شدت تنش در نوك ترك ،yبه محور
باشد با اين تفاوت كه مقادير روند تغييرات ضرايب شدت تنش براي اين مثال نيز همانند مثال هاي قبلي مي

نيز  هاترك شيآرا نوع نيااين ضرايب شدت تنش و همچنين محل رخداد بيشينه آنها تغيير يافته است. براي 
گردد. همچنين در اين حالت براي تغييرات ضرايب شدت تنش از روي اثر پديده حفاظتي ترك مشاهده مي

  گردد.شكل دو مقدار پيك مشاهده مي
 

  گيري نتيجه -5
اي تحت بارگذاري تابعي تضعيف شده توسط چندين ترك لبهارتوتروپيك شده از ماده  ي ساختهنيم صفحه

استفاده از حل نابجايي داراي اي با استفاده از روش نابجايي مورد مطالعه قرار گرفته است. اي ضربهخارج صفحه
هاي توابع تنش همچنين حل مسائل ترك با روشباشد. ها نمياين مزيت است كه روش حل تابع تعداد ترك

مختلط و يا استفاده از تبديلات انتگرالي از نوع مسائل شرط مرزي تركيبي است ولي در روش توزيع نابجايي 
محيط همبند با شرايط مرزي ساده كه حل آن به مراتب  مسألهشرط مرزي تنها از نوع تغيير مكان بوده و 

   شود.زي تركيبي است، انجام ميمقدار مر مسألهساده تر از 
  آيند:هاي حل شده نتايج زير بدست ميبا توجه به مثال

با گذر زمان ضرايب شدت تنش از كمترين مقدار شروع شده تا به ماكزيمم مقدار خود برسد. در نهايت  .1
استاتيكي تنش به مقادير با افزايش بيشتر زمان اثر ديناميكي ضربه خارجي از بين رفته و ضرايب شدت 

 گردند.همگرا مي

 يابد.مي تر شدن محيط، ضرايب شدت تنش كاهشبه دليل سفت با افزايش ثابت ناهمگني ماده  .2

 IIو ارتوتروپيك  همسانگرد، Iضرايب شدت تنش قبل از پيك به ترتيب براي ماده ارتوتروپيك  .3
 بيشترين مقادير را به خود اختصاص داده است.

از  ها، ضرايب شدت تنشتنش گيرند به دليل اندركنش ميدانهم قرار مي هايي كه موازيبراي ترك .4
 گويند.به آن اثر محافظتي ترك مي د كه اصطلاحاًنمي باشكمتر ترك  يك
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  يانگليسنمادهاي فهرست 

ia  نصف طول تركiام  
1 2 2, ,A A B  ضرايب ظاهر شده در تبديل فوريه تغيير مكان),( yxw  

( )zb t  برحسب زمان بردار برگرز  
)( pg jz  تابع محدود و پيوسته  
)(xH ايتابع پله  
h  نيم صفحهضخامت  

,R Lk k  هاي سمت راست و چپ تركضرايب شدت تنش نوك  
( , , )ijk p q s  كرنل معادله انتگرالي  

M  گسسته سازي لاپلاستعداد نقاط  
N هاتعداد ترك  
p محل بررسي تنش  
q محل اعمال نابجايي  
s لاپلاسر تبديل متغي  
vu, اي در جهت هاي جابجايي درون صفحهلفهؤمyx,  

( , , )w x y t  ايصفحهلفه جابجايي خارج مؤ  
*W تغيير مكان  و لاپلاس فوريه تتبديلا( , , )w x y t  

( , ), ( , )i iw p s w p s  ر مكان لبه بالايي و پاييني تركتغيي  
( , , ), ( , , )zy zxx y t x y t  ايتنش خارج صفحه هايلفهؤم  

 ثابت ماده تابعي  
ij تابع دلتاي ديراك  

0 0,x y   هاي ارتوتروپيك در جهات ثابتx  وy 0 برايy  

0  0چگالي ماده تابعي درy    
 متغير تبديل فوريه  
 محل اعمال نابجايي   
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Abstract  
 
In this paper, stress analyses by means of distributed dislocation method in a functionally 
graded orthotropic half-plane weakened by multiple edge cracks under anti-plane impact 
loading is studied. First, dislocation solution by using of Fourier and Laplace transforms, 
boundary conditions and continuity conditions is carried out. Then by applying inversion of 
Fourier transform, the fields of stress analysis in Laplace domain are calculated. Using of this 
solution, the integral equations for analyzing of multiple edge and internal cracks in a half-
functionally graded orthotropic plane is obtained. The behavior of this equation is Cauchy 
singularity at the location of dislocation which is solved numerically. By applying the inversion 
of Laplace transform using of Stehfest’s method, the dislocation densities on the crack surface 
obtained which are used to determine dynamic stress intensity factors at crack tips. Finally, the 
effects of the isotropic or orthotropic property, non-homogeneity parameter, crack location and 
the interaction of multiple edge cracks on the dynamic stress intensity factors in a functionally 
graded orthotropic half-plane are studied. 
 


