
 

  

 

  
  منتجه ممان خمشي هدفمند، كربني هاي نانوتيوب باتقويت شده  تيكامپوز ،يااستوانه پانل :هاي راهنماواژه

  
  مقدمه -1

متر و كنترل آنها در مقياس طولي نانو هاي مفيد باآفرينش مواد، قطعات و سيستم فناوري عبارت از نانو
ي پيشرفت سريع علوم در زمينهباشد. هاي جديد حاصله در آن مقياس ميبرداري از خصوصيات و پديدهبهره

نانوتكنولوژي موجب شده است كه امروزه محصولات اين تكنولوژي در صنايع نظامي و فضايي، محيط زيست، 
ها به هاي ديگر نقش بسزائي ايفا نموده و حجم محصولات و كاربرد آنصنايع خودروسازي و بسياري از زمينه

با خصوصيات فوق العاده از نظر  به كمك اين فناوري توانستند مواديسرعت در حال افزايش باشد. دانشمندان 
تقويت شده با فيبرهاي كربن  ياستحكام و دوام توليد نمايند كه يكي از معروف ترين آنها مواد كامپوزيت

تا حد تراپاسكال افزايش  كربني، مقدار مدول الاستيسيته يهايت ايجاد شده در اثر افزودن فيبربا تقوباشد. مي
  اي برخوردار شده است.شرايط مختلف از اهميت فوق العادهاز اين نظر بررسي رفتار اين مواد در كند. پيدا مي

  تاكنون صورت گرفته است.  4هاي كربنتحقيقات زيادي در مورد مدلسازي نانوتيوب
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اي كامپوزيتي هاي استوانهخطي پانلتحليل خمش غير
  هاي كربني هدفمندشده با نانوتيوبتقويت

شده با نانو تيوب هاي كربني اي تقويتاستوانه غيرخطي خمشي پانل در اين مقاله رفتار
 است. معادلاتهدفمند تحت بار گسترده و تغيير درجه حرارت مورد مطالعه قرار گرفته

غيرخطي فون تغييرمكان  -استفاده از روش انرژي ريتز بر اساس روابط كرنش با حاكم
است. در اين پژوهش، به بررسي تاثيرات نحوه توزيع، ميزان درصد  كارمن استخراج شده

ها بر حجمي، تغييرات درجه حرارت و همچنين شرايط مرزي مختلف نانو تيوب
اي پارامترهايي از قبيل  تغيير مكان عرضي و منتجه ممان خمشي  مركز پانل استوانه

توان نتيجه گرفت به ازاي يك بارگذاري معين، پانل يان ميدر پا است. پرداخته شده
داراي بيشترين منتجه  FG-Xهاي كربني با توزيع اي تقويت شده با نانو تيوباستوانه
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باشد كه توسط گورگي ي محيط پيوسته، مدل خرپايي ميهاي ايجاد شده در حيطهترين مدليكي از معروف
ي روابط خواص ساختاري مواد نانو ساختار پيشنهاد شد. مدل ادگارد يك ] براي توسعه1ادگارد و همكارانش [

هاي پيوسته معادل، جايگزين المان حجم از ساختار شيميايي صفحه گرافيتي بود كه با خرپاي معادل و مدل
در مقياس نانو پيشنهاد كردند. ] براي مدل خود يك تئوري محيط پيوسته 3-2شده است. ژانگ و همكاران [
استفاده شد و سپس براي  هاي كربني تك ديوارهي مدول الاستيك نانوتيوباين تئوري ابتدا براي مطالعه

تسرپس در همين راستا تحت كشش بكار گرفته شد.  هاي كربني تك ديوارهنانوتيوباي مطالعه شكست هسته
هاي كربني تك ديواره پيشنهاد كردند. ه بعدي براي نانوتيوب] يك مدل المان محدود س4و پاپانيكوس [

مانند يك  ،تحت بارگذاري هاي كربني تك ديوارهنانوتيوب فاده بر اين اساس بنا شده بود كهي مورد استفرضيه
كنند. جديدترين مدل مكانيك مولكولي تحليلي، به منظور ارتباط ميتير عمل تعدادي ساختار تشكيل شده از 

گيري شده، اش با ثوابت ميدان نيروي اندازهالاستيك يك نانوتيوب كربني تك ديواره به ساختار اتمي خواص
هاي مكانيكي تقويت سازه يدر زمينه كار تحقيقي ] پيشنهاد شده است. به عنوان اولين5چانگ و گائو [ توسط

غيرخطي در يك ورق مستطيلي در ي خمش ] به بررسي مسأله6، شن[1كربني گرادياني هايشده با نانوتيوب
  عرضي يكنواخت پرداخت.  گذاريمعرض بار

و معادلات ورق با استفاده از  در اين تحقيق شرايط مرزي در دورتادور آن به صورت ساده در نظر گرفته شده
كمانش ي كمانش و پسمساله] در دو تحقيق مجزا به بررسي 8و7[ شن اند. در ادامهحل شده 2تكنيك آشوب

هاي تقويت شده با الياف نانوتيوب كربني به شكل يكنواخت اي ساخته شده از كامپوزيتهاي استوانهدر پوسته
 3و گرادياني پرداخت. در اين دو تحقيق براي بدست آوردن معادلات تعادل پوسته از تئوري مرتبه بالاي ردي

استفاده شده است. نتايج حاصل از اين  5ي دانلو تئوري پوسته 4كارمن-ونفتغييرمكان -و از روابط كرنش
رفيعي و  باشد.ي دوگانگي ميها با شرايط مرزي ساده از نوع نقطهدهد كه رفتار كليه پوستهتحقيق نشان مي

ي كمانش و پس كمانش يك تير كامپوزيتي تقويت شده با مسالهبه بررسي  ادامه همين كار ] در9[ همكاران
پيزو الكتريك قرار دادند تا بتوان اثر  ياين تحقيق در بالا و پايين تير نيز، دو لايهالياف نانوتيوب پرداختند. در

كمانش تير مشاهده كرد. نتايج حاصل از اين تحقيق نشان اعمال ولتاژ خارجي را نيز در كمانش و خيز پس
ي دوگانگي بوده و مسير پس دهد كه رفتار تيرها با انواع توزيع الياف و شرايط مرزي گيردار از نوع نقطهمي

ي ناپايداري مساله] به بررسي 10كمانش حرارتي تير براي كليه حالات پايدار است. پور اصغر و كمريان [
گرادياني پرداختند. در اين تحقيق اثر بستر  هاي كربنتقويت شده با نانوتيوب 6ديناميكي در يك تير اويلر

دهد كه مرزهاي ر مورد بررسي قرار گرفته است و نتايج نشان ميالاستيك نيز بر روي مرزهاي ناپايداري تي
 ] 11ناپايداري به شدت به سختي بستر الاستيك و همچنين درصد حجمي الياف وابسته است. لي و همكاران [

هاي كامپوزيتي ي ارتعاشات آزاد در سازه] در تحقيقات متعددي به بررسي مساله14-12و ژانگ و همكاران [
  ه با الياف نانوتيوب كربني پرداختند. تقويت شد

                                                                                                                                                                                          
1 Functinally Graded 
2 Perturbation Technique  
3 Reddy 
4 Von karman 
5 Donnell Shell Theory 
6 Euler Beam 
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اي مورد ي ارتعاشات آزاد براي ورق مستطيلي، مثلثي، متوازي الاضلاع و پانل استوانهمسالهدر اين تحقيقات 
بدون المان  1است. روش حل بكار گرفته شده در اكثر اين تحقيقات بر مبناي روش ريتز تحليل قرار گرفته

دهد كه در . نتايج عددي حاصل از اين تحقيق نشان ميزي متنوع مناسب استه براي شرايط مرباشد كمي
حالتي كه تراكم الياف نانوتيوب در بالا و پايين سازه بيشتر از قسمت مياني باشد، فركانس طبيعي بيشتر از 

انعطاف ي فومي نرم و با هسته تير ساندويچي] به بررسي رفتار خمشي يك 15سلامي [باشد. ساير حالات مي
براي بررسي اين كار  پرداخت. CNTRC(2(پذير و صفحات رويه كامپوزيت تقويت شده با نانوتيوب هاي كربني

ي ميدان استفاده شده است. معادله EHSAPT(3( هاي ساندويچيي پانلاز تئوري مرتبه بالاي تعميم يافته
ستخراج شده است. در اين كار تاثير انواع ي حل ريتز با خصوصيت تطابق با هر نوع شرايط مرزي لازم ابوسيله

ها به تفصيل بررسي شده است. در ادامه بر پاسخ خمشي ساندويچ پانل نانوتيوبي توزيع شرايط مرزي و نحوه
] به بررسي پاسخ ديناميكي گذرا در تيرهاي ساندويچي پرداخته است. در اين كار با در نظر گرفتن 16سلامي [

در كار اف كربني و شرايط مرزي، نتايج حل حالت گذرا بدست آمده است. همچنين شرايط مختلف از نظر الي
هايي از جنس نانوتيوب ي سرعت پايين يك تير ساندويچي با رويه] به بررسي پاسخ ضربه17سلامي [از  يديگر

روش ريتز  يشرايط مسئله به وسيله بهابتدا معادلات حاكم با توجه در اين تحقيق است.  شده كربني پرداخته
ي بالا بر اساس قانون ي انرژي كل سيستم استخراج شده و سپس نيروي تماسي بين ضربه زننده و رويهبر پايه
ي زمان انجام شده و در در دامنه 5كوتا-رانگ متداولحل با استفاده از روش در پايان بدست آمده است.  4هرتز

ها و خواص هندسي آنها و همچنين پارامترهاي بخصوص تاثير پارامترهاي مختلف مانند توزيع نانو تيو
  . ديناميكي مانند سرعت و جرم ضربه زننده به تفصيل صحبت شده است

ي كربن تيوبنانو هسته سخت و دو ورقكمانش حرارتي ورق ساندويچي با موضوع پسدر كار خود ] 18[ كياني
ها را با تغييرات گرادياني و همچنين نانوتيوبتحليل خواص اين بررسي قرار داد. او در  در دو طرف را مورد
بر اساس اتحليل اين ي ورق را وابسته به دما در نظر گرفته است. معادلات استخراج شده در خواص مواد سازنده

كارمن بوده است و براي حل معادلات از -ونفو معادلات غيرخطي  6معادلات تئوري تغيير شكل مرتبه اول
كربني هاي نانوتيوب] رفتار مكانيكي يك ورق ساخته شده از 19فو و همكاران [  است. روش ريتز استفاده شده

قرار گرفته شده بر روي بستر الاستيك را در يك محيط حرارتي مورد بررسي قرار دادند. در اين تحليل رفتار 
بررسي قرار گرفته است. مورد   nي استاتيكي و ارتعاش آزاد ورق با استفاده از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه

هاي هندسي و اثرات دمايي نيز گزارش در نتايج ارائه شده در اين كار اثر كسر حجمي نانوتيوب كربن، نسبت
تقويت شده با  اي كامپوزيتيهاي استوانهخطي پانلخمش غير تحليل پژوهش به اين در شده است.

شود. پرداخته مي روش ريتز بر اساس ارائه نشده است كه تاكنون در هيچ تحقيقي هاي كربني گراديانينانوتيوب
لازم  معادلات حاكم استخراج شده و در ادامه به كمك روش عددي ريتز نتايج ،در ابتدا به كمك روابط انرژي

  شده است.  استخراج
                                                                                                                                                                                          
1 Ritz Method 
2 Carbon Nanotube Reinforced Composite 
3 Extended High order Sandwich Panel Theory 
4 Hertz Theory 
5 Runge-Kutta 
6 First Order Shear Deformation Theory 
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همچنين تيوب ها، ميزان درصد حجمي، تغييرات درجه حرارت آنها و نحوه توزيع نانو ادامه، به بررسي تاثير رد
اي جه ممان خمشي  مركز پانل استوانهشرايط مرزي مختلف در پارامترهايي از قبيل  تغيير مكان عرضي و منت

  پرداخته شده است.
 

  روابط حاكم  -2
در نظر گرفته شده ) 1(شكل پارامتر هاي هندسي مطابق اي، ي استوانهبراي بررسي روابط حاكم بر پوسته

نمايش داده شده است.  hي و ضخامت جداره Rاي با شعاع سطح مياني استوانهي در اين شكل پوسته .است
,ݔሺاي مختصات استوانه ,ߠ اي نصب ي استوانهي مياني پوستهبه عنوان مختصات مرجع روي صفحه ሻݖ

روابط باشد. در راستاي طولي مي x در راستاي محيطي و ߠ در راستاي شعاعي و به سمت خارج، zشود. مي
ي غير خطي فون كارمن به صورت زير اي با توجه به رابطهي استوانهتغيير مكان براي يك پوسته -كرنش

 ]:20باشد[مي
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براي باشند. به ترتيب بيانگر تغيير مكان در راستاي طولي، محيطي و شعاعي مي wو  u ،vكه در اين رابطه 
به عنوان يكي از پارامترهاي  هاي كربنيي توزيع نانوتيوببه دست آوردن معادلات تنش بر حسب كرنش، نحوه

هاي كربني در راستاي ضخامت توزيع نانوتيوب يبه طور كلي پنج نوع توزيع براي نحوهبايد تعيين گردد.  مؤثر
  ) نشان داده شده است.2شود كه اين پنج روش توزيع در شكل (ماتريس، در نظر گرفته مي

  

 

  ايپانل استوانه هاي جابجائيو مؤلفه دستگاه مختصات -1شكل 
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  شكلاي هاي كربني در راستاي ضخامت ماتريس استوانهانواع توزيع نانوتيوب -2 شكل

  
كه مبدا مختصات در صفحه مياني  hي كامپوزيتي تقويت شده با نانوتيوب كربن و ضخامت براي يك پوسته

ضخامت آن قرار گرفته است روابط مربوط به كسر حجمي به عنوان تابعي از ضخامت براي پنج روش توزيع  
  ]:18باشند[نانوتيوب كربني، به صورت زير مي

)2( 
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است كه مقدار كسر حجمي كل باشد. با توجه به اين روابط مشخص توزيع كسر حجمي مي Vେ୒كه در آن 
஼ܸேهاي توزيع يكنواخت و گرادياني برابر با مقدار هاي كربن در تمام حالتبراي نانوتيوب

مي باشد كه اين  ∗
  ]:6آيد[ي زير به دست ميمقدار از رابطه

)3( ஼ܸே
∗ ൌ

wେ୒

wେ୒ ൅ ሺρେ୒/ρ୫ሻ െ ሺρେ୒/ρ୫ሻ wେ୒
 

هاي ماتريس و به ترتيب بيانگر چگالي ρେ୒و  ρ୫هاي كربن و بيانگر مقدار كسر جرمي نانوتيوب 	wେ୒كه
FGباشند. براي نوع هاي كربن مينانوتيوب െ V) سطح بيروني جداره ،z ൌ ൅h/2 غني و سطح داخلي جداره (

)z ൌ െh/2 خالي از الياف است. براي نوع (FG െ Λ عكس حالت قبل، سطح داخلي جداره غني و سطح ،
FGاشد. در حالت بخارجي آن خالي از الياف مي െ X وجود ، يك توزيع متقارن الياف نسبت به صفحه مياني

FG، به طوريكه هر دو سطح داخلي و خارجي جداره غني هستند. حالت دارد െ O نيز يك توزيع متقارن ،
  ، در حالي كه هر دو سطح داخلي و خارجي خالي از الياف هستند. شودايجاد مينسبت به صفحه مياني 
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هاي توزيع، هاي كربن در تمامي حالتدر بالا اشاره شد از روابط فوق مشخص است نانوتيوبهمان طور كه 
باشند كه مقدار آن با مقدار حالت توزيع يكنواخت برابر داراي كسر حجمي و در نتيجه كسر جرمي يكسان مي

عنوان يك مخلوط به  كامپوزيتي تقويت شده با الياف نانوتيوب كربني فرض كنيد كه يك صفحهحال  است.
خواص باشد. توزيع شده در راستاي ضخامت و يك ماتريس پليمري (غير فلزي) كربن نانوتيوب دو فازي از 

 ]:6آيد[موثر چنين كامپوزيتي با استفاده از روابط زير به دست مي

)4( 

Eଵଵ ൌ ηଵVେ୒Eଵଵ
େ୒ ൅ V୫E୫

ηଶ
Eଶଶ

ൌ
Vେ୒
Eଶଶ
େ୒ ൅

V୫
E୫

 

ηଷ
Gଵଶ

ൌ
Vେ୒
Gଵଶ
େ୒ ൅

V୫
G୫

 
Eଵଵدر معادلات بالا 

େ୒  ،E22
େ୒  وG12

େ୒  به ترتيب مدول يانگ در جهت طولي، مدول يانگ در جهت عرضي و
كه انتقال  . از آنجاييباشندمينيز خواص متناظر ماتريس همسانگرد  G୫و  E୫مدول برشي نانوتيوب كربني، و 

η୧ሺiال نيست،بار بين نانوتيوب و ماتريس كامل و ايده ൌ 1,2,3ሻ وري نانوتيوب كربني به عنوان پارامترهاي بهره
اند تا اثرات ديده نشده (مثل اثر سطح، تغييرات كرنش و ....) را وارد معادلات كنند. اين وارد معادلات شده

سازي ديناميك مولكولي با نتايج حاصل از قانون توان از مقايسه خواص به دست آمده از شبيهپارامترها را مي
مقدار باشند. ترتيب بيانگر كسر حجمي نانوتيوب كربني و ماتريس مي نيز به V୫و  Vେ୒ها تعيين نمود. مخلوط
  شود:مي زير محاسبه ياز رابطهون پواس ضريب 

)5( νଵଶ ൌ Vܰܥ
∗ νଵଶ

େ୒ ൅ V୫ߥ௠

νଵଶكه در اين رابطه 
େ୒  وν୫ ــر ــون نانوتيوبابه ترتيب ض ــتند.يب پواس توجه به  با هاي كربني و ماتريس هس

  اي به صورت زير خواهد بود:كرنش براي پانل استوانه-تنش روابطفوق  رابطه

)6( 
σ୶ ൌ ܳଵଵߝ௫ ൅ ܳଵଶߝఏ
σ஘ ൌ ܳଵଶߝ௫ ൅  ఏߝ22ܳ

τ୶஘ ൌ ܳ଺଺ߛ௫ఏ
  گردد:ماتريس سختي بوده و از روابط زير محاسبه ميهاي مؤلفهبيانگر  Q روابطكه در اين 

)7(  
Qଵଵ ൌ

Eଵଵ
1 െ νଵଶνଶଵ

Qଶଶ ൌ
Eଶଶ

1 െ νଵଶνଶଵ
 

Qଵଶ ൌ
νଶଵEଵଵ

1 െ νଵଶνଶଵ
ܳ଺଺ ൌ ଵଶܩ  

  روش حل -3
همانگونه كه اشاره شد براي حل مساله از روش عددي ريتز استفاده شده است. براي شروع كار ابتدا بايد انرژي 
پتانسيل ذخيره شده در پوسته را محاسبه كرد. انرژي پتانسيل كل كه در پوسته ذخيره شده است شامل انرژي 

  باشد:مي  )W(و انرژي پتانسيل ناشي از نيروي خارجي ) U(كرنشي
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)8( Π ൌ ܷ ൅ܹ

  آيد:ي زير به دست مياي از رابطهمقدار انرژي كرنشي ذخيره شده در پوسته ي استوانه

)9( ܷ ൌ නሺ
1
2
௫ߪ௫ߝ ൅

1
2
ఏߪఏߝ ൅

1
2
߬௫ఏߛ௫ఏሻܸ݀ 

ي انرژي كرنشي فوق جايگذاري كنيم رابطهي ) مقادير تنش را بر حسب كرنش در رابطه6ي (حال اگر از رابطه
  :آيده صورت زير به دست ميب

)10( ܷ ൌ නሺ
1
2
ܳଵଵߝ௫ଶ ൅

1
2
ܳଶଶߝఏ

ଶ ൅ ܳଵଶߝ௫ߝఏ ൅
1
2
ܳ଺଺ߛ௫ఏ

ଶ ሻܸ݀ 
  ناشي از بارگذاري خارجي كه به صورت گسترده در نظر گرفته شده است عبارت است از:يا كار مقدار انرژي 

)11( ܹ ൌ නെܲܣ݀ݓ 
باشد. در نتيجه انرژي پتانسيل كل پوسته بيانگر جابجايي پوسته در راستاي ضخامت مي wي فوق در رابطه

  برابر است با:

)12( Π ൌ න൬
1
2
ܳଵଵߝ௫ଶ ൅

1
2
ܳଶଶߝఏ

ଶ ൅ ܳଵଶߝ௫ߝఏ ൅
1
2
ܳ଺଺ߛ௫ఏ

ଶ ൰ ܸ݀ െ නܲܣ݀ݓ 
ي براي پوسته ي انرژي پتانسيل كل) را جايگزين كنيم رابطه1ها روابط (ي فوق به جاي كرنشاگر در رابطه

  اي اين رابطه عبارت است از:ي استوانهآيد. براي پوستههاي تغيير مكان به دست مياي بر حسب مولفهاستوانه

)13( 

Π ൌ න൥
1
2
ܳଵଵ ൬ݑ.௫ ൅

1
2
௫ଶ.ݓ െ ௫௫൰.ݓݖ

ଶ

൅
1
2
ܳଶଶ ቆ

ఏ.ݒ ൅ ݓ
ܴ

൅
ሺݒ െ ఏሻଶ.ݓ

2ܴଶ
൅ ݖ

ఏ.ݒ െ ఏఏ.ݓ
ܴଶ

ቇ
ଶ

 

൅ܳଵଶ 	൬ݑ.௫ ൅
1
2
௫ଶ.ݓ െ ௫௫൰.ݓݖ ቆ

ఏ.ݒ ൅ ݓ
ܴ

൅
ሺݒ െ ఏሻଶ.ݓ

2ܴଶ
൅ ݖ

ఏ.ݒ െ ఏఏ.ݓ
ܴଶ

ቇ 

						൅
1
2
ܳ଺଺ ൬ݒ.௫ ൅

ఏ.ݑ
ܴ
൅
ఏ.ݓ௫.ݓ
ܴ

െ
ఏ.ݓݒ
ܴ

൅ ݖ
௫.ݒ െ ௫ఏ.ݓ2

ܴଶ
൰
ଶ

ቝ ܸ݀ െ නܲܣ݀ݓ 
گيريم. اين روابط اختياري مي باشند و فقط ها در نظر ميبراي حل مساله ابتدا روابطي تقريبي را براي جابجايي

هاي زير براي تخمين مقدار جابجايي استفاده منظور از سري بايد شرايط ضروري مرزي را ارضا كنند. براي اين
  شده است:

)14( 

ݑ ൌ ܴ௨ሺݔ. ሻ෍෍ߠ ௜ܷ௝ ௜ܲሺݔሻ ௝ܲሺߠሻ

ேഇ

௝ୀଵ

ேೣ

௜ୀଵ

 

ݒ ൌ ܴ௩ሺݔ. ሻ෍෍ߠ ௜ܸ௝ ௜ܲሺݔሻ ௝ܲሺߠሻ

ேഇ

௝ୀଵ

ேೣ

௜ୀଵ

 

ݓ ൌ ܴ௪ሺݔ. ሻ෍෍ߠ ௜ܹ௝ ௜ܲሺݔሻ ௝ܲሺߠሻ

ேഇ

௝ୀଵ

ேೣ

௜ୀଵ
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باشند. مي 1اي چبي شف نوع اولام چندجمله jام و  iبه ترتيب بيانگر جملات  jP و iPكه در اين روابط 
  ها عبارت است از: ايي اين چندجملهرابطه

)15(  ௜ܲሺݔሻ ൌ cosሺሺ݅ െ 1ሻ arccosሺ
ݔ2
ܽ
ሻሻ 

௝ܲሺߠሻ ൌ cosሺሺ݆ െ 1ሻ arccosሺ
ߠ2
ߚ
ሻሻ 

0به صورت  ߠو  xي تغييرات مورد بررسي محدوده يكه در مساله ൑ x ൑ 0و  ܽ ൑ ߠ ൑ باشد. همچنين مي ߚ
باشد و جهات طولي و محيطي مي بيانگر جملات در نظر گرفته شده در هر يك از N) مقدار 15ي (در رابطه

بيانگر توابع مرزي هستند كه براي برقرار شدن شرايط مرزي ضروري و بر حسب نوع شرايط مرزي  R توابع
توان به را مي Rاي، توابع مختصات در مركز پانل استوانهگيرند. با در نظر گرفتن مبدا مورد استفاده قرار مي

  ] :21صورت كلي زير در نظر گرفت [

)16(  ܴሺݔ. ሻߠ ൌ ൬1 ൅
ݔ2
ܽ
൰
௣

൬1 െ
ݔ2
ܽ
൰
௤

൬1 ൅
ߠ2
ߚ
൰
௥

൬1 ൅
ߠ2
ߚ
൰
௦

 

شوند. براي بر حسب شرايط ضروري مرزي برابر با صفر يا يك در نظر گرفته مي sو  r ,q ,pكه در اين رابطه 
 ] :22اي به صورت زير نوشت [توان معادلهي لاگرانژ ميمجهولات با استفاده از معادلهبه دست آوردن اين 

)17( ߲Π

௜௝ݏ߲
௞ ൌ 0,				݇ ൌ ,ݑ ,ݒ ݓ , ݅ ൌ 1: ௫ܰ , ݆ ൌ 1: ఏܰ  

௜௝ݏي فوق در رابطه
௨ ൌ ௜ܷ௝ ،ݏ௜௝

௪ ൌ ௜ܹ௝و	ݏ௜௝௩ ൌ ௜ܸ௝ ي فوق باشند. اگر از ترمهاي غيرخطي در رابطهمي
 توان به صورت ماتريسي زير نوشت: ي فوق را مينظر گردد رابطه صرف

)18(  ሾܭሿሼܵሽ ൌ ሼܨሽ

 ሼܵሽماتريس نيرو و ماتريس ستوني  ሽܨሼستوني  ماتريس ضرايب، ماتريس  [K]در اين رابطه ماتريس مربعي 

ൈ) در كل شامل 18ي (باشد. رابطهبيانگر ماتريس مجهولات يا همان ضرايب ثابت مي ఏܰ ൈ ௫ܰ 3  معادله
ي حاصل بيانگر پاسخ يا گردد. نتيجهمجهولات مساله تعيين مي ،باشد كه از حل همزمان اين معادلاتمي

مكان قابل قبول است. در صورت زياد  باشد كه به ازاي مقادير كم بارگذاري و تغييرتحليل خطي مسأله مي
  طي حل نمود. بودن مقدار بار و تغييرمكان بايد مسأله را به صورت غيرخ

  حل شده است.  2رافسون-در اين پژوهش مسأله به صورت غيرخطي و با استفاده از روش نيوتن
  
  بحث و نتايج -4

 يو روش حل آن، به بررسكربني هاي اي تقويت شده با نانو تيوب استوانه پانلان روابط حاكم بر يپس از ب
نتايج حاصل مربوط به حل غيرخطي روابط بوده كه به شود. يله پرداخته محاصل از حل مسأ ينتايج عدد

  كمك روش نيوتن رافسون ارائه شده است. 
                                                                                                                                                                                          
1 Chebyshev Polynomial of The Firt Kind 
2 Newton-Raphson Method 
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تاثير توزيع نانوتيوب هاي كربني در راستاي ضخامت پانل، درصد حجمي، تغيير درجه  ارائه شدهدر نتايج 
تحت بارگذاري  ايپانل استوانهمركز  خمشي ممان منتجه و عرضي مكان  رييتغ بر حرارت و شرايط مرزي 

 1ي ثابتگاه سادههيبه صورت تك ياپانل استوانه يط مرزيلازم به ذكر است كه شراشده است. گسترده بررسي 
  در نظر گرفته شده است.  2و متحرك

 
  مقايسه و صحت سنجي -4-1

 يراستاداده شده است. ابعاد پوسته در  نشانمورد استفاده  ياپانل استوانه يمشخصات هندس) 3( در شكل
  باشد. يم Rبرابر با  ياو شعاع پانل استوانه h و a  ،bب برابر با  يو ضخامت به ترت يطيو مح يطول

஼ܸேوري نانوتيوب كربني وابسته به مقدار پارامترهاي بهره         
مي باشد. به عنوان مثال به ازاي مقدار  ∗

12/0 ஼ܸே
∗ ൌ ߟ 137/0وري پارامترهاي بهرهଵ ൌ ،022/1 ߟଶ ൌ ߟ 715/0وଷ ൌ  17/0ازاي ، به ஼ܸே

∗ ൌ 
ଵߟ 142/0، برابر با ൌ  ،626/1 ߟଶ ൌ   ߟ 138/1وଷ ൌ  28/0و براي ஼ܸே

∗ ൌ  ߟ 141/0، برابر باଵ ൌ  ،
ଶߟ 585/1 ൌ   ߟ 109/1وଷ ൌ 23باشند[مي.[  

ي حرارت در نظر گرفته شده است. براي ماتريس كه در طول محاسبات، خواص مواد به صورت متغير با درجه
  ]:23باشد [در نظر گرفته شده است خواص به صورت زير مي  PMMA3در اين پژوهش 

  
)19(  E୫ ൌ ሺ3.52 െ .0034ܶሻGPa

߭௠ ൌ 0.34

  
  

 
   ياپانل استوانه يابعاد هندس -3 شكل

                                                                                                                                                                                          
1 Immovable simply supported 
2 movable simply supported 
3Poly methyl methacrylate 

ߠ
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خواص  يكربن هاي نانوتيوبباشد. همچنين براي ي كلوين ميبيانگر دما بر حسب درجه Tي فوق كه در رابطه
   ]:24گردد[ي كلوين به صورت روابط زير بيان ميدرجه 700تا  300مكانيكي براي دماي 

  
)20( 

ଵଵܧ
஼ே ൌ ሺ6.3998 െ 4.338417 ൈ 10ିଷT ൅ 7.43 ൈ 10ି଺Tଶ െ 4.45833 ൈ 10ିଽTଷሻTPa 

ଶଶܧ
஼ே ൌ ሺ8.02155 െ 5.420375 ൈ 10ିଷT ൅ 9.275 ൈ 10ି଺Tଶ െ 5.5625

ൈ 10ିଽTଷሻTPa 
νଵଶ
஼ே ൌ 0.175

 ]23[حاصل از مرجع  نتايجبا  ،وهشژدر اين پ آمده ج به دستينتا )5و ( )4، در شكل (يصحت سنج يبرا
 رييتغ) 4(شكل  ] براي استخراج نتايج از روش آشوب استفاده شده است. در23در مرجع [سه شده است. يمقا

بعد شدهيب يخارجگسترده در برابر بار  ሺܹ/݄ሻ ياپانل استوانهمركز  يبعد شدهيبعرضي مكان 
4 4

0 0ሺ / ሻq b E h  4مركز پانل بي بعد شدهخمشي ممان  ه) منتج5و در شكل (رسم شده 4
0ሺ / ሻxM b E h در

به ترتيب بيانگر بار خارجي  ଴ܧو  ଴ݍها  در اين شكل .خارجي بي بعد شده رسم شده است گسترده برابر بار
مقدار ضخامت پوسته نتايج استخراج در  باشند.مي K300= Tدر دماي  ي ماتريسگسترده و مدول الاستيسيته

ܽ=m4/0 ، مقدارm002/0 برابر با  ൌ ܾ، m4/0=R،  و توزيع نانو تيوب كربني به صورت يكنواخت با كسر
* 12/0 حجمي 

CNV   ن حالت به صورت در اي پانل يگاهتكيه شرايط همچنين .نظر گرفته شده استدر
كند ز تئوري مرتبه اول برشي تبعيت ميا. پانل مورد بررسي در اين پژوهش باشدي متحرك ميگاه سادهتكيه

گرفته شده در نظر ]، پانل بر اساس تئوري مرتبه بالاي برشي ردي 23مرجع [كار انجام شده در  در حاليكه در
باشد ي مياز تئوري مرتبه بالاي برش كمترآزادي پانل در تئوري مرتبه اول برشي  اتبا توجه به اينكه درج .است

در كمتر  ميزان تغيير مكان عرضي توان ميدر تئوري مرتبه اول برشي بزرگتر بوده و در نتيجه سفتي ماتريس 
مرتبط دانست. نيز ] را علاوه بر تفاوت روش حل به اين موضوع 23نسبت به نتايج مرجع [پژوهش انجام شده 

  با اين وجود نتايج حاصل از دو روش مختلف همخواني خوبي با يكديگر دارند.
  

  
  گسترده خارجي بي بعد شدهبار  نسبت به ايمركز پانل استوانه عرضي بي بعد شدهمكان  رييتغ مقايسه نتايج -4 شكل
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  بي بعد شده خارجيگسترده بار نسبت به اي مركز پانل استوانهخمشي بي بعد شده ممان  همنتج مقايسه نتايج -5 شكل

 
  مطالعه پارامتري -4-2

ممان  و منتجه تغييرمكان عرضي  بر يكربن هاي ي توزيع نانوتيوب) به بررسي اثر نحوه7) و (6هاي ( در شكل
 ، ي متحركگاه سادهبه صورت تكيه پانل يگاهتكيه شرايط پرداخته شده است. ايخمشي مركز پانل استوانه

m002/0=h ،m2/0=ܽ ൌ ܾ ،m4/0=R  همچنين كسر حجمي  .باشدميي كلوين درجه 300و دماي محيط
஼ܸேتوزيع نانو تيوب كربني ( 

گردد ) مشاهده مي6با توجه به شكل ( در نظر گرفته شده است. 12/0) برابر با  ∗
تغيير مكان با توزيع يكنواخت داراي كمترين  انلو پ تغيير مكان عرضي داراي بيشترين FG-Xبا توزيع  پانلكه 

 ي ممانداراي بيشترين منتجه FG-Xبا توزيع  پانل) نيز بيانگر اين مطلب است كه 7باشد. شكل (مي عرضي
بارگذاري، باشد. به ازاي مقادير بالاي مي خمشي داراي كمترين منتجه ممان FG-Ʌبوده و توزيع  خمشي
  كند.  به سمت عدد ثابتي ميل مي FG-Ʌي ممان در توزيع منتجه

  
  ايغييرمكان عرضي مركز پانل استوانهنانو تيوب هاي كربني بر تع يي توزنحوه تاثير -6 شكل
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   ايهاي ممان خمشي مركز پانل استوانهع نانو تيوب هاي كربني بر منتجهيي توزتاثير نحوه -7 شكل

  
شده است. نتايج  نشان دادهاي بر رفتار پانل استوانه) اثر كسر حجمي نانوتيوب كربني 9) و (8هاي ( شكل در

ي كلوين درجه 300ي متحرك و دماي محيط گاه سادههاي قبل و با تكيهبر اساس ابعاد ذكر شده در شكل
دهد كه با افزايش مي با سه كسر حجمي مختلف نشان FG-Ʌ) نتايج براي توزيع 8رسم شده است. در شكل (
) نتايج 9كند. در شكل (كاهش پيدا مي اييير مكان عرضي مركز پانل استوانهتغمقدار كسر حجمي الياف، 

باشد. در حقيقت هاي ممان با كاهش كسر حجمي ميهاي ممان بيانگر كاهش مقدار منتجهحاصل براي منتجه
اي افزايش پيدا مقدار سفتي پانل استوانه در ماتريس، توزيع شده نانو تيوب هاي كربني با افزايش كسر حجمي

كند. همچنين افزايش پيدا مي خمشي ي ممانكاهش و منتجه ميزان تغيير مكان عرضيكرده و در نتيجه 
هاي ممان به ازاي مقادير بالاي بارگذاري روند صعودي خود را از دست گردد كه نمودارهاي منتجهمشاهده مي

توان بدين صورت تفسير نمود كه در مقادير بالاي بارگذاري، پانل تحت تغيير شكل ه را مين پديداي دهند.مي
با افزايش گيرد كه با توجه به نرم شدگي پانل در اثر كرنش سختي در تغيير شكل هاي بزرگ، ميبزرگ قرار 

   يابد.رگذاري هاي بالاتر روند كاهشي ميتغيير مكان عرضي، منتجه ممان خمشي در با

  
  ايغييرمكان عرضي مركز پانل استوانهبر ت نانو تيوب هاي كربني ر كسر حجميياثت -8 شكل
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  اي هاي ممان خمشي مركز پانل استوانهتاثير كسر حجمي نانو تيوب هاي كربني بر منتجه -9 شكل

  
شده است. نتايج به ازاي سه درجه حرارت  ) نشان11) و (10هاي (در شكلي حرارت بر رفتار پوسته اثر درجه
رسم شده است. با توجه  نانو تيوب هاي كربني ي كلوين براي توزيع يكنواختدرجه 500و  400، 300مختلف 

نيز در دماهاي مختلف دچار تغيير  اي كامپوزيتيپانل استوانهبه تغيير خواص مواد در دماهاي مختلف، رفتار 
كه اين خاصيت مزيت بزرگي  باشدگردد كه ميزان تغييرات قابل توجه نميده ميگردد. با اين وجود مشاهمي

شود كه با افزايش درجه ) نتيجه گرفته مي11) و (10هاي (. از شكلآيدمواد به حساب مي براي اين گونه
كند كاهش پيدا ميخمشي مركز آن ي ممان افزايش و مقدار منتجه ميزان تغيير مكان عرضي پانلحرارت، 

باشد. در تمام نمودارها مشخص به ازاي افزايش درجه حرارت مي پانلكه اين مطلب به معني كاهش سفتي 
  باشد.به ازاي مقادير كم بارگذاري به صورت خطي مي ايپانل استوانهاست كه رفتار 

  
  ايغييرمكان عرضي مركز پانل استوانهتاثير درجه حرارت نانو تيوب هاي كربني بر ت -10 شكل
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  ايهاي ممان خمشي مركز پانل استوانهنانو تيوب هاي كربني بر منتجه تاثير درجه حرارت -11 شكل

  
اي تقويت شده با رفتار غيرخطي خمشي پانل استوانه گاه بربه بررسي اثر تكيه) 13) و (12هاي (در شكل

 ي ثابت و متحرك، توزيع يكنواختگاه سادهبا دو تكيه پانلپرداخته شده است. نتايج براي نانوتيوب هاي كربني 
ܽ=m002/0=h ،m2/0، در راستاي ضخامت ൌ ܾ ،m4/0=R و كسر حجمي  ي كلويندرجه 300، دماي محيط

با  ايپانل استوانهترسيم شده است. با توجه به نمودارهاي رسم شده به خوبي مشخص است كه براي  28/0
باشند كه داراي مقادير بزرگتري مي خمشي ممان مقدار تغيير مكان عرضي و منتجه، ي متحركگاه سادهتكيه

  كند. با افزايش مقدار بارگذاري اين اختلاف هم افزايش پيدا مي
 

 
  اي تقويت شده با نانو تيوب هاي كربني بر تغييرمكان عرضي مركز آنتاثير شرايط مرزي پانل استوانه -12شكل
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  مركز آن هاي ممان خمشيبر منتجهاي تقويت شده با نانو تيوب هاي كربني مرزي پانل استوانه تاثير شرايط -13شكل

 
  يريگجهينت -5

تقويت شده با نانوتيوب هاي كربني  كامپوزيتيهاي استوانه اي خطي پانلدر اين پژوهش به بررسي رفتار غير
  :شودخلاصه ميپرداخته شد كه نتايج اين كار به صورت زير  هدفمند

داراي    FG-Xتوزيع با هاي كربني اي تقويت شده با نانوتيوببه ازاي يك بارگذاري مشخص، پانل استوانه -1
 باشد.مي مركز پانلدر مقدار تغيير مكان عرضي اراي كمترين دUD و با توزيع تغيير مكان عرضي بيشترين 

داراي    FG-Xتوزيع با يالياف نانوتيوب كربناي تقويت شده با به ازاي يك بارگذاري مشخص، پانل استوانه -2
 باشد.داراي كمترين منتجه ممان مي FG-Ʌبيشترين منتجه ممان و با توزيع 

 اياستوانه پانل تغيير مكان عرضي مركزاي، در پانل استوانه تيوب هاي كربني با افزايش كسر حجمي نانو -3
 يابد.آن افزايش ميخمشي ممان  كاهش و منتجه

باشد. با اين اي كم ميپانل استوانهخمشي ي ممان و منتجه تغيير مكان عرضيبا تغيير دما ميزان تغييرات  -4
 كند.آن كاهش پيدا ميخمشي ممان  پانل افزايش و منتجه تغيير مكان عرضي مركزوجود با افزايش دما، 

ي متحرك گاه سادهتكيه در حالتاي پانل استوانهخمشي مركز ي ممان و منتجه تغيير مكان عرضيمقدار  -5
 باشد.ثابت مي گاه سادهبيشتر از پانل با تكيه

  
 اريزسپاسگ
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  فهرست نمادهاي انگليسي
:                a ايطول محوري پانل استوانه  
:                b ايطول محيطي پانل استوانه 

,	௠ܧ				:   ي ماتريس و نانوتيوب كربنمدول الاستيسيته ஼ேܧ
:        FG-Ʌ اي با توزيع نانوتيوب كربن به صورت پانل استوانهɅ  

FG-O         : اي با توزيع نانوتيوب كربن به صورت پانل استوانهO 

    FG-V     : اي با توزيع نانوتيوب كربن به صورتپانل استوانه V   
:        FG-X اي با توزيع نانوتيوب كربن به صورت پانل استوانهX 

,	௠ܩ			:   مدول برشي ماتريس و نانوتيوب كربن ஼ேܩ
:                h ايضخامت پانل استوانه  
:                P بارگذاري خارجي  
:         ௜ܲ , ௝ܲاي چبي شف نوع اولجملات چند جمله  
:               Q ماتريس سختي 

:               R ايي مياني پانل استوانهشعاع انحناي لايه 

ܴ௨, ܴ௩, ܴ௪:  توابع مرزي  

:            UD كربن به صورت يكنواختاي با توزيع نانوتيوب پانل استوانه 

:               T درجه حرارت 

:               U انرژي كرنشي  
:      u, v, w اي در راستاي تغيير مكان پانل استوانهx,ߠ,z 

x,ߠ,z          : ايدستگاه مختصات پانل استوانه  
 :   ௠ܸ, ஼ܸேكسر حجمي ماتريس و نانوتيوب كربن  
:             W انرژي پتانسيل ناشي از نيروي خارجي  

஼ܹே									 : كسر جرمي نانوتيوب كربن  
  نمادهاي يوناني

 ߠماكزيمم مقدار  ߚ             :

,௫ߝ	: ,ఏߝ   هاي كرنشمولفه ௫ఏߛ
,௫ߪ	: ,ఏߪ ߬௫ఏ هاي تنشمولفه  
,ଵߟ	 ,ଶߟ   وري نانوتيوب كربنپارامترهاي بهره :ଷߟ
,	௠ߩ	:   چگالي ماتريس و نانوتيوب كربن ஼ேߩ
	:		߭௠	, ߭஼ே ضريب پواسون ماتريس و نانوتيوب كربن  

			Π: انرژي پتانسيل كل  
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Abstract 
 
In this paper, nonlinear bending behaiviour of a cylindrical panel reinforced with gradient 
carbon nanotubes under uniform load and temperature variation has been investigated. The 
governing equations are extracted using Ritz energy method and nonlinear Von-Karman 
equations. In this study, the effect of carbon fiber distribution, volume fraction of carbon 
nanotubes, variation of temperature and boundary conditions on transverse displacement 
component and bending moment distribution of cylindrical panel are investigated.  
Finally, it is concluded that for the identical loading, the maximum moment of bending is 
obtained by FG-X distribution pattern while the least by FG-Λ distribution pattern of the fibers. 
 
 

 

 


