
 

 

 

 

 

 
 تهیسیالاست یسه بعد یتخلخل، گرافن، تئور ،یحلقو/یرویورق دا واژه های راهنما:

 

 مقدمه  -1
های مختلف مکانیکی، گرمایی و الکتریکی به طور وسیع در زمینهالعاده ها به دلیل خواص فوقنانو کربن

ها به اند. گرافن در مقایسه با سایر نانوکربنمهندسی همچون مکانیک، هوافضا، خودرو و عمران گسترش یافته

 ها استفادهتر به عنوان گزینه مناسب برای تقویت کامپوزیتعلت داشتن سطح مخصوص بالا و هزینه تولیدی کم

کمی از گرافن به ماتریس حجم های تجربی و تئوری صورت گرفته، اضافه نمودن شود. با توجه به پژوهشمی

گرافن و مشتقات آن به عنوان همچنین یابد. توجه افزایش میپلیمر، خواص مکانیکی کامپوزیت به صورت قابل

توجه خواص مکانیکی بهبود قابل شوند که باعثترین مواد در طبیعت شناخته میترین و محکمیکی از سخت

تر نسبت به سایر نانو فیلرها شوند. همچنین گرافن به دلیل ایجاد سطحی بزرگها میو گرمایی کامپوزیت

برای بررسی خواص مکانیکی  .[2و1[دباشها میی تقویت کامپوزیتکربنی، گزینه مناسبی براهمچون نانولوله

  شود.میها پرداخته است که به برخی از آنگرفتههای زیادی صورت صفحات گرافن، پژوهش
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 2اکبرعلی بیگلو     

 استاد                     

یروی/حلقوی کامپوزیتی متخلل تحلیل خمشی ورق دا

 شده با گرافن با تئوری سه بعدی الاستیسیتهتقویت 
رافن گشده با  تیمتخلل تقو یرویدا/یحلقو یتیورق کامپوز یرفتار خمش لیپژوهش، تحل نیدر ا

قرار  مورد مطالعه یروش مربعات تفاضل نیو همچن تهیسیالاست یسه بعد یبا استفاده از تئور
 مریپل سیگرافن در ماتر عیتوز تغیر یکنواخو  کنواختی شرایآ براساس متخلل گرفته است. ورق

ن قانو ،یتسا نیهالپ کیکرومکانیساخته شده است. مدل م باشد، یم داخلی تخلخل لکه شام
 یگالچو  تهیسیمدول الاست نییتع یبرا مریسلول باز پل هایم فو یکیمکان اتیاختلاط و خصوص

سه  یتئور با استفاده از یحلقو/یرویاستفاده شده است. معادلات حاکم بر ورق دا تینانوکامپوز
 یچگال ،یمختلف صفحات گرافن عیتوز ریمقاله، تاث نیمده است. در ات آبه دس تهیسیالاست یبعد

ورق  یمختلف بر رفتار خمش یمرز طیگرافن و شرا یکسر وزن ،یداخل های و اندازه حفره
 متخلخل مورد مطالعه قرار گرفته است. یحلقو/یرویدا
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گیری حل لایه و چندلایه گرافنی را با به کارهای تکتحلیل رفتارهای ارتعاشی و کمانشی ورق [4و3]صبحی 

ای محدود، تحلیل کمانشی پوسته استوانهبا استفاده از مدل المان [5]وانگ و همکاران  .ارائه کرده است 1لوی

ها از مدل هالپین تسای برای تخمین مدول الاستیسیته نانوکامپوزیت نمودند. انبا گرافن را ارائهشده تقویت

استفاده کردند و به این نتیجه رسیدند که صفحات گرافن، مقاومت کامپوزیت در برابر رفتار کمانشی را به شدت 

را با سید تقویت شده با گرافن اکارتقایافتگی حرارتی کامپوزیتهای  [6نگ و همکاران]اودهند. افزایش می

شده با های تقویتو نتیجه گرفتند که کامپوزیت قرار دادند بررسیمورد  تحلیلگر ترمودینامیکیاستفاده از 

. باشدهای فاقد گرافن میصفحات گرافن دارای ضریب هدایت حرارتی به مراتب بزرگتری نسبت به کامپوزیت

دیواره کربنی تکهایگرافن، نانولولهکامپوزیت با صفحاتنیکی اپوکسی نانوهای مکا[ ویژگی7رفیعی و همکاران ]

و چنددیواره را از لحاظ مدول یانگ، مقاومت نهایی کشش، سختی شکست، انرژی شکست و مقاومت مواد در 

های مکانیکی، صفحات تقویت  برابر خستگی ترک را بررسی نمودند و نتیجه گرفتند که در تمام این ویژگی

که این برتری مربوط  برخوردار هستندکربنی هایگرافن از مقاومت مکانیکی بالاتری نسبت به نانولوله اده بش

پیوسته غیر بر اساس مکانیک  [8]. علی بیگلو باشدبه مساحت بزرگ این صفحات و دو بعدی بودن آنها می

پرداخت. با استفاده از بسط  لایههای دارای گرافن چندمحلی به تحلیل ارتعاشات آزاد سه بعدی کامپوزیت

 [9]و بالاندین  شاهیل. شودها حاصل مییجایحاکم بر پایه جابهمعادلات صفحه،فوریه در محورهای داخلسری

برای مدیریت حرارتی را گرافن، امکان استفاده از آنها لایه ی خواص گرمایی گرافن و صفحات چندبا بررس

های دارای صفحات زیرا هدایت گرمایی کامپوزیت .بررسی نمودندالکترونیک ته الکترونیک و اپتوقطعات پیشرف

باشد و کامپوزیت های حاصل از ترکیب فلزات و گرافن، های فاقدگرافن میگرافن به مراتب بیشتر از کامپوزیت

های توان در ساخت تراشهمند هستند و از آنها میاز رسانایی حرارتی و رسانایی الکتریکی مناسبی بهره

تاثیر نانو گرافن را بر کامپوزیت اپوکسی/الیاف  [10]بندانک و همکاران آب .نمودلکترونیکی جدید استفاده ا

توجه توان به طور قابلها به این نتیجه رسیدند مقدار کمی از نانوگرافن، میبازلت مورد بررسی قرار دادند. آن

های مدرج تابعی به مطالعه ارتعاشات سازه [11] همکارانگوآن و ام خمشی کامپوزیت را افزایش دهد. استحک

ریتز و -متخلخل دوار )مانند پوسته ها و پانل های استوانه ای، مخروطی و کروی( با استفاده از روش رایلی

 .تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول پرداختند

اوردن رفتار این نوع دستنبال بههای دایروی/حلقوی در صنعت به دپژوهشگران به دلیل کاربردهای زیاد ورق

های دایروی/حلقوی بر اساس تئوری مرتبه اول تغییر شکل به مطالعه ورق [12]ها هستند. وانگ و همکارانورق

های دایروی تشکیل شده از مواد متخلل به بررسی ارتعاشات ورق [13]آرشید و خورشیدوند پرداختند. 

ها به این نتیجه . انحاصل شده استها همیلتون و تئوری کلاسیک ورقمعادلات حاکم براساس اصل پرداختند. 

حل  [14]نای و زنگ یابد. رسیدند که با افزایش تخلل، فرکانس در توزیع غیرخطی متقارن تخلل افزایش می

تابعی بر اساس قانون توانی در هر دو راستای  های دایروی/حلقوی مدرجتحلیلی خمش متقارن ورقنیمه

تحلیل استاتیکی ورق دایروی توپر تقویت شده با  [15]بیگلو بیشه و علی ضخامت و شعاع ورق انجام دادند.

تحلیلی ها از روش مربعات تفاضلی جهت حل نیمهگرافن تحت شرط مرزی ساده را مورد بررسی قرار دادند. ان

تسای جهت محاسبه مدول موثر نانوکامپوزیت گرافن استفاده شده -مدل هالپین  همچنین استفاده کردند.

                                                                                                                                                                                     
1Levy solution  
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های دایروی تحت بارگذاری عرضی را مورد بررسی قرار دادند. رفتار استاتیکی ورق [16]ین و همکاران است. 

رفتار نیمه تحلیلی  [17]بیگلو علی جایی مستقیم، معادلات ورق را حل نمودند.ها با استفاده از روش جابهآن

های پیزوالکتریک بررسی کرد. حل تحلیلی در راستای ضخامت های دایروی و حلقوی را تحت لایهخمشی ورق

و با استفاده از روش فضای حالت صورت پذیرفت. همچنین حل عددی در راستای شعاعی و با استفاده از روش 

های دایروی ه مطالعه رفتار ارتعاشات هیدروالستیک ورقب [18]زاده و همکاران یوسفمربعات تفاضلی انجام شد. 

ها های طبیعی ورق را محاسبه شده است. آن، فرکانس1کارگیری روش ریتزدر تماس با سیال پرداختند. با به

زن، فرکانس به این نتیجه رسیدند که با افزایش پارامترهایی همچون نسبت شعاع داخلی به خارجی و شعاع مخ

های های حلقوی تحت لایهتحلیل ارتعاشی ورق [19]ای یار و محیدین قمشهیابد. ارتشمیطبیعی بهبود 

 ها از روش مربعات تفاضلی جهت حل استفاده نمودند. پیزوالکتریک را مورد مطالعه قرار دادند. ان

تحت  رافنشده با گتقویت متخلل دایروی/حلقویورق خمشیتحلیل  با توجه به مطالعه دقیق کارهای پیشین،

ع پرداخته هنوز مورد بررسی قرار نگرفته است. لذا در این تحقیق به بررسی این موضو شرایط مرزی مختلف

تحلیلی با  الگوی متفاوت استفاده شده است. حل سهشود. برای توزیع گرافن در راستای ضخامت ورق، از می

نیز در  استفاده از روش فضای حالت و در راستای ضخامت ورق انجام شده است و همچنین حل نیمه تحلیلی

یر الگوهای راستای شعاع ورق و با استفاده از روش تفاضلات مربعی صورت گرفته است. در مقاله حاضر، تاث

وی رفتار شعاع خارجی به داخلی، کسر وزنی گرافن و شرایط مرزی مختلف بر ر، نسبت و تخلل مختلف گرافن

 شود.ورق دایروی/حلقوی مورد بررسی و مطالعه قرار گرفته می خمشی

 

 ایروی/حلقوی نانوکامپوزیتی متخلخلورق د -2
در نظر بگیرید. ورق  (1را مطابق شکل ) ℎو ارتفاع  𝑟𝑖و شعاع داخلی  𝑟𝑜یک ورق حلقوی با شعاع خارجی 

 قرار داشته و با صفحات گرافنی تقویت شده است. 𝑝0مذکور تحت بارمکانیکی 
 

 
 

 

 شماتیک ورق حلقوی و مختصات -1شکل 

                                                                                                                                                                                     
1Ritz method 
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                                                         a) P.D.1 

 

 

 
                                                           b) P.D.2 

 

 

 

                                                        c) P.D.3 
 

 

 ورق حلقوی/دایرویتوزیع تخلخل در راستای ضخامت  -2شکل 

 
 

در نظر  تخلخل در امتداد ضخامت سه توزیع، ( نشان داده شده است2)، همانطور که در شکل پژوهشدر این 

 .[20]پذیرد( انجام می1در هر توزیع تخلخل به صورت رابطه )تغییر خواص مکانیکی گرفته شده است. 

 
 

P.D.1:

{
 
 

 
 𝐸(𝑧)=E∗ [1-e0cos (

πz

ℎ
)]

𝐺(𝑧)=G
∗ [1-e0cos (

πz

ℎ
)]

𝜌(𝑧)=ρ∗ [1-e𝑚cos (
πz

ℎ
)]

 

2

h

2

h


𝐺(𝜉), 𝐸(𝜉), 𝜌(𝜉), 𝜈(𝜉)(𝜉

𝜉 

2

h


2

h

𝜉 

𝐺(𝜉), 𝐸(𝜉), 𝜌(𝜉), 𝜈(𝜉) 

𝐺(𝜉), 𝐸(𝜉), 𝜌(𝜉), 𝜈(𝜉)(𝜉) 

𝜉 
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به ترتیب نشان دهنده چگالی، مدول یانگ و مدول برشی ورق دایروی  ∗𝐺و∗𝐸∗،ρ در معادلات ذکر شده 

اثر تخلخل بر مدول ( 2شکل )و همچنین  (1)با توجه به معادله  باشد.بدون تخلخل میتقویت شده با گرافن و 

𝑒0 ،𝑒0 اعمال یبه وسیله مکانیکی
. شودداده مینشان  P.D.3و  P.D.2و  P.D.1های تخلل توزیع روی بر 𝛼و ∗

𝑒𝑚 ،𝑒𝑚که درحالی
کسر حجمی به  ( مربوط2. همچنین معادله )باشداثر چگالی بر روی تخلخل می ′𝛼و ∗

 باشد.می  ((𝑉𝐺𝑃𝐿گرافن
 

(2) 𝑉𝐺𝑃𝐿 =
𝑓𝐺𝑃𝐿

𝑓𝐺𝑃𝐿 + (
𝜌𝐺𝑃𝐿

𝜌𝑀
) (1 − 𝑓𝐺𝑃𝐿)

 

 

کسروزنی گرافن و  ، چگالی صفحات گرافنبه ترتیب چگالی ماتریس پلیمر 𝑓𝐺𝑃𝐿و  𝜌𝑀  ،𝜌𝐺𝑃𝐿که در آن 

گرافن، از مدل هالپین  همچنین برای تخمین مدول الاستیسیته نانوکامپوزیت تقویت شده با صفحات د.نباشمی

 :[21]شودتسای طبق رابطه زیر استفاده می

 

 

 کهبه طوری

 

 

الاستیسیته نانوکامپوزیت، مدول دهنده نشانبه ترتیب  𝐸𝐺𝑃𝐿و  𝐸𝐶  ،𝐸𝑀 (، پارامترهای4با توجه به معادله )

𝜉𝐿صورت  به 𝜉𝑊و  𝜉𝐿پارامترهای  باشد.می گرافنمدول یانگ ماتریس و مدول یانگ  = 2
𝐿𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
𝜉𝑊 و = 2

𝑊𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
 

همچنین . باشدمی صفحات گرافنبه ترتیب طول، عرض و ضخامت  𝑊𝐺𝑃𝐿 ، 𝑡𝐺𝑃𝐿 و𝐿𝐺𝑃𝐿که. دنشوبیان می

 .شوندنوشته میبه صورت زیر  𝜂𝑊و  𝜂𝐿در معادلات مذکور

 

 

(1) 

P.D.2:

{
 
 

 
 𝐸(𝑧)=E∗ [1-e0

∗ (1-cos (
πz

ℎ
))]

𝐺(𝑧)=G
∗ [1-e0

∗ (1-cos (
πz

ℎ
))]

𝜌(𝑧)=ρ∗ [1-e𝑚
∗ (1-cos (

πz

ℎ
))]

 

 

P.D.3:{

𝐸(𝑧)=E∗𝛼

𝐺(𝑧)=G
∗𝛼

𝜌(𝑧)=ρ∗𝛼′
 

(3) 𝐸𝑐 =
3

8
𝐸1 +

5

8
 𝐸2 

(4) 𝐸1 =
1+𝜉𝐿𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

1−𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿
× 𝐸𝑀     , 𝐸1 =

1+𝜉𝑤𝜂𝑤𝑉𝐺𝑃𝐿

1−𝜂𝑤𝑉𝐺𝑃𝐿
× 𝐸𝑀 

 

(5) 𝜂𝐿 =
(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑀
) − 1

(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑀
) + 𝜉𝐿

, 𝜂𝑊 =
(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑀
) − 1

(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑀
) + 𝜉𝑊
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 شود:برای محاسبه نسبت پواسون و چگالی وزنی نانوکامپوزیت از روابط زیر استفاده می

 

 .دهندرا نشان می گرافنو  ماتریسنسبت پواسون به ترتیب  𝜈𝐺𝑃𝐿و  𝜈𝑀که پارامترهای 

باز با استفاده از رابطه زیر بدست -خواص مکانیکی در هر شعاع دلخواه در مواد غیرمتخلخل برطبق مدل فوم

 .]20[آیدمی

 

(7) 
𝐸(𝜉)

𝐸∗
= (

𝜌(𝜉)

𝜌∗
)

2

 

 

 .شودمی توزیعهر درمنجر به رابطه زیر بین تخلخل و ضریب چگالی  (7)در معادله ( 1جایگذاری معادله )

 

(8) 

{
 
 
 

 
 
 
1 − 𝑒𝑚cos (

𝜋𝜉

ℎ
) = √1 − 𝑒0cos (

𝜋𝜉

ℎ
)

1-e𝑚
∗ (1-cos (

𝜋𝜉

ℎ
)) = √1-e0

∗ (1-cos (
𝜋𝜉

ℎ
))

𝛼′ = √𝛼

 

 

ای های مختلف تخلخل رابطهتقویت شده با گرافن با توزیع ورق حلقوی/دایرویبا فرض برابر قرار دادن جرم 

 گردد.( برقرار می9بین توزیع تخلخل به صورت رابطه )

 

(9) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∫ √1-e0

∗ (1-cos (
𝜋𝜉

ℎ
))𝑑𝜉 =

ℎ

2

0

∫ √1 − 𝑒0cos (
𝜋𝜉

ℎ
) 𝑑𝜉

ℎ

2

0

∫ √𝛼𝑑𝜉 =

ℎ

2

0

∫ √1 − 𝑒0cos (
𝜋𝜉

ℎ
) 𝑑𝜉

ℎ

2

0

 

 

𝑒0  ( می توان ضرایب9با استفاده از معادله )
آورد. شایان ذکر است بدست e0را به صورت صریح بر حسب 𝛼 و ∗

𝑒0سبب افزایش چشمگیر e0که افزایش 
0   شود کهشود. بنابراین توصیه میمی ∗ ≤ 𝑒0 ≤ انتخاب شود تا 0.6

 𝑒0
برای توزیع صفحات گرافن در راستای ضخامت نیز سه آرایش مختلف  همچنینبه حداکثر مقدار خود نرسد. ∗

 آمده است. به نمایش در (3)(( در نظر گرفته شده و در شکل 9)رابطه )

(6) 
𝜌𝐶 = 𝜌𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿 + 𝜌𝑀(1 − 𝑉𝐺𝑃𝐿) 

𝜈𝐶 = 𝜈𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿 + 𝜈𝑀(1 − 𝑉𝐺𝑃𝐿) 
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𝐺𝑃𝐿 − 𝑋: 𝑆1 [1 − cos (
𝜋𝜉

ℎ
)] 

𝐺𝑃𝐿 − 𝑂: 𝑆2cos (
𝜋𝜉

ℎ
) ,𝐺𝑃𝐿 − 𝑈𝐷: 𝑆5 

(10) 

1 که  𝑆𝑖ب همچنین ضرای ≤ 𝑖 ≤  ( درنظرگرفت.11توان به صورت رابطه )را می باشدمی3

 

(11) 𝑉𝐺𝑃𝐿
𝑇 ∑

𝜌(𝜉𝑗)

𝜌∗

𝑛

𝑗=1

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑆𝑖1∑{[1 − cos(

𝜋𝜉𝑗

ℎ
)]
𝜌(𝜉𝑗)

𝜌∗
}

𝑛

𝑗=1

𝑆𝑖2∑{cos(
𝜋𝜉𝑗

ℎ
)
𝜌(𝜉𝑗)

𝜌∗
}

𝑛

𝑗=1

𝑆𝑖3∑
𝜌(𝜉𝑗)

𝜌∗

𝑛

𝑗=1

 

 

 

𝜉𝑗بطوریکه  = (
1

2
+

1

2𝑛
−

𝑗

𝑛
) ℎ,  j=1,2,3,...,n باشد.می 

 

 تئوری مساله -3

ورق دایروی/حلقوی مطابق رابطه زیر خواهد  رفتار خمشیدر غیاب نیروهای جسمی، معادلات حرکت برای 

 شد:
 

 

 

 شود:تغییرمکان به صورت زیر می-کرنش و همچنین کرنش-تغییرمکان با استفاده از روابط تنش-روابط تنش
 

 𝜎𝑟 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
((1 − 𝜈)𝑢𝑟,𝑟 +

𝜈

𝑟
(𝑢𝑟 + 𝑢𝜃,𝜃) + 𝜈𝑢𝑧,𝑧) 

 
    a) GPL-X   

 

                  
b) GPL-O          

            c) GPL-UD 

 توزیع گرافن در راستای ضخامت ورق دایروی   -3شکل                                       

(12) 

𝜕𝜎𝑟
𝜕𝑟

+
𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑧

+
𝜎𝑟 − 𝜎𝜃
𝑟

= 0 

𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑟

+
𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝑟
𝜏𝑟𝑧 = 0 

2

h


2

h

z
GPLV

z

2

h


2

h

GPLV

z

2

h


2

h

z
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(13) 

 

𝜎𝜃 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
(𝜈𝑢𝑟,𝑟 +

(1 − 𝜈)

𝑟
(𝑢𝑟 + 𝑢𝜃,𝜃) + 𝜈𝑢𝑧,𝑧) 

𝜎𝑧 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
(𝜈𝑢𝑟,𝑟 +

𝜈

𝑟
(𝑢𝑟 + 𝑢𝜃,𝜃) + (1 − 𝜈)𝑢𝑧,𝑧) 

 

 

 شوند:ی زیر حاصل میبه صورت معادله( 13( و )12ا به کارگیری معادلات )معادلات دیفرانسیل فضای حالت ب
 
 

 

 شود:( به صورت زیر نوشته می14ی )فرم ماتریسی معادله
 

(15) 𝑑𝛿

𝑑𝑧
= 𝐺𝛿 

 

𝛿 که   = {𝜎𝑧𝑢𝑟𝑢𝜃𝑢𝑧𝜏𝑟𝑧𝜏𝜃𝑧}
𝑇 و𝐺 است.به عنوان ماتریس ضرایب در ضمیمه معرفی شده 

 شوند:( محاسبه می16ی )حلقوی طبق معادله/های دایرویهای داخل صفحه در ورقتنش
 

 

 

(16) 
 

𝜎𝑟 =
𝑣

1 − 𝑣
𝜎𝑧 +

𝐸

(1 − 𝑣2)
(
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
𝑣

𝑟
(
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝜃

+ 𝑢𝑟)) 

 𝜎𝜃 =
𝑣

1 − 𝑣
𝜎𝑧 +

𝐸𝑣

(1 − 𝑣2)
(
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟
(
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝜃

+ 𝑢𝑟)) 

 
 باشد:( می17ی )طبق معادله ( برای ورق حلقویF( و ازاد )C(، گیردار )Sساده )روابط مربوط به شرایط مرزی

 
 

(17) 𝑆: 𝜎𝑟 = 𝑢𝑧 = 0      𝐶: 𝑢𝑧 = 𝑢𝑟 = 0        𝐹: 𝜎𝑟 = 𝜏𝑟𝑧 = 0 

(14) 

𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

= −
𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑟

−
𝜏𝑟𝑧
𝑟

 

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+
2(1 + 𝑣)

𝐸
𝜏𝑟𝑧 

 

 
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
=

(1+𝑣)(1−2𝑣)

𝐸(1−𝑣)
𝜎𝑧 −

𝑣

(1−𝑣)
(
𝑢𝑟

𝑟
+
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
) 

𝜕𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑧
= −

𝑣

1−𝑣

𝜕𝜎𝑧

𝜕𝑟
−

𝐸

1−𝑣2
(
𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝑢𝑟) 



 1401ال بیست و چهارم، شماره سوم، پاییز س                  نشریة مهندسی مکانیک ایران                                                      14

 

 باشد:صورت زیر میهمچنین شرط مرزی در مرکز دایره برای ورق دایروی به 

 
 

 

(18) 𝑢𝑟 =
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

= 0         𝑟 = 0 

 

 شود:بعد زیر استفاده میسازی روابط، از پارامترهای بیبرای ساده

 

(19) 
(𝜎̄𝑧 𝜎̄𝑟 𝜎̄𝜃 𝜏̄𝑟𝑧) =

1

𝐸𝑚
(𝜎̂𝑧 𝜎̂𝑟 𝜎̂𝜃 𝜏̂𝑟𝑧) 

(𝑢̄𝑟 𝑢̄𝑧) =
1

ℎ
(𝑢̂𝑟 𝑢̂𝑧)و 𝑍̄ =

𝑍

ℎ
𝐸̄ =

𝐸

𝑃0
, 𝑟̄ =

𝑟

𝑅𝑜
 

 

بعد زیر (، معادلات فضای حالت به فرم بی15در معادله ) و جایگذاریبعد فوق با استفاده از پارامترهای بی

 خواهد شد:
 

(20) 𝑑𝛿̄

𝑑𝑧̄
= 𝐺̄𝛿̄ 

 

𝛿̄که به طوری = {𝜎̄𝑧 𝑢̄𝑟 𝑢̄𝑧 𝜏̄𝑟𝑧}𝑇 باشد و همچنین حالت میشامل متغیرهای فضای𝐺̄  نیز در ضمیمه

 تعریف شده است.

 

 روش حل -4

تحلیلی برای حل باشد لذا از روش نیمهپذیر نمیتحلیلی امکان( به دلیل پیچیدگی، از روش 20حل معادله )

تفاضلی در راستای شعاعی، حل کامل خواهد شد. روش کارگیری مربعاتکه با بهصورتشود. بدیناستفاده می

-ی زیر محاسبه میبار توسط شو و ریچارد پیشنهاد داده شد و براساس معادلهمربعات تفاضلی برای اولین

 :]19[شود
 

(21) 
𝜕𝑓𝑛(𝑥𝑖 , 𝑧)

𝜕𝑥𝑖𝑛
=∑𝑔𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑗 , 𝑧)

𝑁

𝑗=1

(𝑖 = 1,2, . . . . . . , 𝑁    𝑛 = 1, . . . . . . , 𝑁, 𝑁 − 1) 

 

𝑓(𝑥𝑗و  𝑁که  , 𝑁)  به ترتیب شماره نقاط نمونه و مقدار تابع در نقطه نمونه𝑥𝑗 باشد.می 

 گردد:به صورت زیر حاصل می 𝑟̅𝑗در هر نقطه نمونه  مربوطه (، معادلات20( در )21با جایگزینی معادله )
 

 𝜕𝜎̄𝑧𝑖
𝜕𝑧̄

= −
ℎ

𝑅𝑜
(∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝜏̄𝑟𝑧𝑗 +
𝜏̄𝑟𝑧𝑖
𝑟̄𝑖
) 
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 شود:ای نیز با اعمال روش مربعات تفاضلی طبق معادلات زیر نوشته میهای صفحهتنش
 

 

(23) 

𝜎̄𝑟𝑖 =
𝑣

1 − 𝑣
𝜎̄𝑧𝑖 +

𝐸̄

(1 − 𝑣2)

ℎ

𝑅𝑜
(∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑢̄𝑟𝑗 +
𝑣

𝑟̄𝑖
𝑢̄𝑟𝑖) 

𝜎̄𝜃𝑖 =
𝑣

1 − 𝑣
𝜎̄𝑧𝑖 +

𝐸̄

(1 − 𝑣2)

ℎ

𝑅𝑜
(𝑣∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑢̄𝑟𝑗 +
1

𝑟̄𝑖
𝑢̄𝑟𝑖) 

 

𝜎𝑘𝑖که   = 𝜎𝑘(𝑟𝑖, 𝑧)(𝑘 = 𝑟, 𝑧), 𝜏𝑟𝑧𝑖 = 𝜏𝑟𝑧(𝑟𝑖, 𝑧), , 𝑢𝑘𝑖 = 𝑢𝑘(𝑟𝑖, 𝑧)  

بعد در شعاع داخلی و خارجی ورق حلقوی، فرم بی (22در معادلات ) (17معادله ) طبقبا اعمال شرایط مرزی 

 آید:دست میزیر برای هریک از شرایط مرزی به
 

(24) 𝜕𝛿̄𝑏
𝜕𝑧̄

= 𝐺̄𝑏𝛿̄𝑏 

 

عنوان به𝐺̅𝑏باشد و همچنین دهنده هر یک از شرایط مرزی مینشان bبا توجه به معادله بالا، زیر اندیس 

 ماتریس ضرایب در شرایط مرزی مختلف تعریف شده است.

 زیر حاصل خواهد شد:به صورت ( 24معادله دیفرانسیل )حل تحلیلی 

 
(25) 𝛿̄𝑏(𝑧̄) = 𝑒

𝐺𝑏𝑍̄. 𝛿̄𝑏(0)                     0 ≤ 𝑧̄ ≤ ℎ̄ 
 

 باشد:، شرایط سطوح در سطح بالا و پایین ورق به صورت زیر میخمشی ورق حلقوی/دایرویبرای حل 

 

(26) 
𝜎𝑧 = 0              𝜏𝑟̅𝑧 = 0                     𝑎𝑡 𝑍 = 0 

𝜎𝑧 = 𝑃0              𝜏𝑟̅𝑧 = 0                     𝑎𝑡 𝑍 = ℎ  

 

(22) 

𝜕𝑢̄𝑟𝑖
𝜕𝑧̄

= −
ℎ

𝑅𝑜
∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑢̄𝑧𝑗 +
2(1 + 𝑣)

𝐸̄
𝜏̄𝑟𝑧 

𝜕𝑢̄𝑧𝑖
𝜕𝑧̄

=
(1 + 𝑣)(1 − 2𝑣)

𝐸̄(1 − 𝑣)
𝜎̄𝑧𝑖 −

ℎ

𝑅𝑜

𝑣

(1 − 𝑣)
(
𝑢̄𝑟
𝑟̄𝑖
+∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑢̄𝑟𝑗) 

𝜕𝜏̄𝑟𝑧𝑖
𝜕𝑧̄

=
ℎ

𝑅𝑜

𝑣

(1 − 𝑣)
∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝜎̄𝑧𝑗 −
1

𝑟̄𝑖
∑𝑔̄𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑢̄𝑟𝑗 +
1

𝑟̄2𝑖
𝑢̄𝑟𝑖) 
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وی/دایروی (، معادله زیر در سطح پایینی ورق حلق25شرایط سطوح مطابق روابط فوق در معادله )با اعمال 

 شود:حاصل می
 

(27) [
𝐴12 𝐴13
𝐴42 𝐴43

] [
𝑢̅𝑟
𝑢̅𝑧
]
𝑧=0

= [𝑃̅
0
]
𝑧=ℎ

 

  
𝑃̅که  = {𝑃̅1, …… . , 𝑃̅𝑁}   و همچنین𝐴 = 𝑒𝑥𝑝(𝐺𝑏𝑍̄) شود.تعریف می 

ها و جابهآید و تنش( بدست می27با استفاده از معادله ) سطح پایینی ورق حلقوی/دایروی جایی در جابه

 آید.( بدست می25با استفاده از معادله ) ورقمختصات  از در هر نقطه نیز هاییجا

 

 نتایج عددی و بحث -5

 :]22[شودیمبرای حل نیمه تحلیلی، نقاط نمونه با استفاده از روش مربعات تفاضلی و به صورت زیر تعریف 

 

(28) 𝑥𝑖 =
(𝑅𝑜 − 𝑅𝑖)

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠

(𝑖 − 1)𝜋

𝑁 − 1
) + 𝑅𝑖𝑖 = 1,2, . . . , 𝑁 

 

ت و همچنین برای نشان دادن دقت محاسبات در این بخش، نتایج عددی در قالب جدول و نمودار ارائه شده اس

 :یر برای حل استفاده شده استاز مقادیر و مشخصات مواد ز

 

(29) 

𝐸𝑚 = 2.85𝐺𝑃𝑎,    𝜈𝑚 = 0.38,     𝜌𝐺𝑃𝐿 = 1.2
𝑔

𝑐𝑚3
,   𝐸𝐺𝑃𝐿 = 1.01𝑇𝑃𝑎 

𝜌𝑚 = 1.06
𝑔

𝑐𝑚3
, 𝑙𝐺𝑃𝐿 = 2.5𝜇𝑚,    𝑤𝐺𝑃𝐿 = 1.5𝜇𝑚,     𝜈𝐺𝑃𝐿 = 0.2 

ℎ = 0.2𝑚, 𝑅𝑜 = 1𝑚,𝑅𝑖 = 0.2𝑚, 𝑃0 = 10
3𝑝𝑠𝑖, 𝑡𝐺𝑃𝐿 = 1.5𝑛𝑚 

با درصد  گاه ساده در الگوی توزیع گرافن به صورت یکنواختهمگرایی روش حل برای ورق حلقوی با تکیه

f𝐺𝑃𝐿حجمی  = 1%𝑤𝑡  مساله  شود همگراییطور که دیده میهمان نشان داده شده است. ج(-)الف 3شکلدر

سریع ایجاد شده که از خصوصیات استفاده از روش مربعات تفاضلی، به با روندی با افزایش تعداد نقاط شبکه 

ها و تنش برشی عرضی جاییجابههمگرایی خوبی در  N=9که در به طوری باشد.تحلیلی میعنوان روش نیمه

 بعد ایجاد شده است.بی

بعد از روش حاضر با نتایج ارائه جایی عرضی بیگذاری روش حل، ماکزیمم جابهبه منظور اعتبارسنجی و صحه

های از تئوری [13]( مورد مقایسه قرارگرفته است. در مرجع شماره 1مطابق جدول ) [13]شده در مرجع 

استفاده شده است.  FGM( جهت تحلیل ورق دایروی FSDT) 1کلاسیک و تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول

                                                                                                                                                                                     
1First-order shear deformation theorem 
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گاه ساده استفاده شده است. در بعد از ورق دایروی با تکیهجایی عرضی بیهمچنین برای بررسی ماکزیمم جابه

نیز مدول یانگ ورق در سطح بالایی و از  𝐸𝑐باشد. دهنده نمای این تابع توانی مینشان mاین مدل پارامتر 

باشد. مطابق نیز به عنوان مدول یانگ در سطح زیرین و فلزی می 𝐸𝑚باشد و همچنین جنس سرامیک می

 ( همخوانی خوبی بین روش حاضر و روش ارائه شده در مرجع مذکور ایجاد شده است.1جدول )
 

                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 الف                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب                                                                     

 

 

 

 

 

 

 
 

 ج                                                             
 

جایی الف(جابه ساده.-تنش برشی عرضی در راستای ضخامت ورق حلقوی در شرط مرزی ساده ها وجاییهمگرایی جابه -3شکل

𝐺𝑃𝐿 )بعد.جایی عرضی بیبعد، ج( جابهبعد، ب( تنش برشی عرضی بیشعاعی بی − 𝑈𝐷،  R/h=5،  𝑓𝐺𝑃𝐿 = 1%𝑤𝑡) 
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 گاه سادهدایروی در حالت تکیه بعد برای ورقجایی عرضی بیمقایسه نتایج بدست امده برای حداکثر جابه -1 جدول

𝐸 = 𝐸𝑚𝑧
𝑚 + 𝐸𝑐(1 − 𝑧

𝑚), 𝑆 =
ℎ

𝑅
, 𝑢̅𝑧𝑚𝑎𝑥 =

64𝑢𝑧𝑚𝑎𝑥𝐷𝑐

𝑝0𝑅4
, 𝐷𝑐 =

𝐸𝑐ℎ
3

12(1−𝜈2)
 

m 𝑆 روش حاضر 
 مرجع

[16] 

0 

05/0  789/10  391/10 

1/0  855/10  460/10 

15/0  963/10  575/10 

2/0  114/11  736/10 

 

2 

05/0  092/6  710/5 

1/0  121/6  745/5 

15/0  168/6  804/5 

2/0  234/6  886/5 

 

4 

05/0  608/5  218/5 

1/0  633/5  249/5 

15/0  676/5  300/5 

2/0  737/5  372/5 

 

 

6 

 

 

05/0  359/5  965/4 

1/0  385/5  995/4 

15/0  427/5  044/5 

2/0  486/5  112/5 

 

توزیع صفحات گرافن بر روی رفتار خمشی در راستای به منظور نشان دادن تاثیر الگوهای مختلف تخلل و 

جایی بعد، جابهد( استفاده شده است. به ترتیب مربوط به تنش برشی عرضی بی-)الف 4های ضخامت از شکل

𝐺𝑃𝐿شود الگوهای طور که مشاهده میباشد. همانبعد میجایی شعاعی بیبعد و جابهعرضی بی − 𝑋  و

𝐺𝑃𝐿 − 𝑂 ترین و های عرضی و شعاعی دارای کمجاییبرشی عرضی، جابههای تنشلفهبه ترتیب در مو

𝐺𝑃𝐿بیشترین مقدار هستند. الگوی − 𝑋 های عرضی و شعاعی نسبت به جاییترین جابهبه دلیل داشتن کم

و تری نسبت به سایر الگوها ایجاد کرده است. لذا از این الگو برای ادامه حل الگوهای دیگر، شرایط مناسب

 شود.بررسی سایر پارامترها استفاده می

ب( تاثیر شرایط مرزی مختلف بر روی رفتار خمشی ورق حلقوی درالگوی توزیع تخلل و -)الف 5های شکل

ازاد -گیردار و گیردار-های گیردارگاهب( تکیه-)الف 5هایدهند. مطابق شکلرا نشان می P.D.1 GPLXگرافن 

گیردار -گاه گیردارهای عرضی و شعاعی را دارند. همچنین تکیهجاییمقدار جابهترین ترین و بیشبه ترتیب کم

 گاه در ادامه حلها دارد. بنابراین از این تکیهگاهتری نسبت به سایر تکیهجایی عرضی و شعاعی کممقدار جابه

 شود.استفاده می
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 ب                                                                  الف                                       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ج                                                                                  د                              
 

در  یعرض یو تنش برش ها جایی جابه یرفتار خمش یصفحات گرافن بر رو عیمختلف تخلل و توز هایالگو ریتاث -4شکل
  بعد، یب یعرض یب( تنش برش بعد، یب یشعاع جایی ساده. الف(جابه یتوپر در شرط مرز یرویضخامت ورق دا یراستا

R/h=5،  𝑓𝐺𝑃𝐿  ) .بعد یب یعرض جایی د( جابه ،بعد یج( تنش نرمال ب = 1%𝑤𝑡) 
                                                      

 

 

 

 

 

 

 الف                                                                                   ب                       
 بعد، جایی شعاعی بیها در راستای ضخامت ورق حلقوی. الف( جابهجاییتاثیرشرایط مرزی مختلف بر روی جابه -5شکل

P.D.1 GPLX   ،R/h=5،  𝑓𝐺𝑃𝐿).بعدجایی عرضی بیب( جابه = 1%𝑤𝑡) 
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 الف                                                                              ب                                 
گیردار در -بعد در شرایط مرزی گیردارجایی عرضی بیعرضی و جابه تاثیر تخلل داخلی بر روی توزیع تنش برشی -6شکل

.𝑃)بعد.جایی عرضی بیبعد، ب( جابهراستای ضخامت ورق حلقوی. الف( تنش برشی عرضی بی 𝐷. 1 𝐺𝑃𝐿𝑋، R/h=5،  
𝑓𝐺𝑃𝐿 = 1%𝑤𝑡) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ب                الف                                                              

 
 ج

گیردار. -( در راستای ضخامت ورق حلقوی تحت شرط مرزی گیردارS=h/Rتاثیر نسبت ضخامت به شعاع خارجی ) -7شکل

.𝑃)بعد.جایی شعاعی بیبعد، ج(جابهجایی عرضی بیبعد، ب( جابهالف( تنش برشی عرضی بی 𝐷. 1 𝐺𝑃𝐿𝑋،f𝐺𝑃𝐿 = 1%𝑤𝑡) 
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گیردار در راستای ضخامت ورق -ها تحت شرط مرزی گیردارجاییتاثیر درصد حجمی گرافن بر روی توزیع جابه -8شکل

.𝑃)بعد.جایی عرضی بیبعد، ب(جابهجایی شعاعی بیحلقوی. الف(جابه 𝐷. 1 𝐺𝑃𝐿𝑋، R/h=5) 

 

بعد را در شرایط مرزی جایی عرضی بیب( تاثیر تخلل بر روی توزیع تنش برشی عرضی و جابه-)الف 6شکل 

های نشان داده شده، با افزایش اندازه و چگالی تخلل دهد. طبق شکلگیردار برای ورق حلقوی نشان می-گیردار

جایی و تنش برشی در راستای ضخامت ورق افزایش یابد و در نتیجه جابهداخلی، سختی ورق کاهش می

 یابد.می

گیردار نشان -گاه گیردار( را در ورق حلقوی برای تکیهS=h/Rشعاع خارجی )شکل تاثیر نسبت ضخامت به 

های عرضی و شعاعی رسم شده است. جاییج( به ترتیب برای تنش برشی عرضی و جابه-)الف 7دهد. شکلمی

های رسم شده، با افزایش نسبت ضخامت به شعاع به دلیل افزایش سختی و مقاومت کامپوزیت، بر اساس شکل

تقریبا 6/0به  5/0از  Sشود، تغییر که دیده مییابد. به طوریها کاهش میجاییبرشی عرضی و جابهر تنشمقدا

 دهد.کاهش می5/0به  4/0از  Sعرضی را نسبت به تغییر  جاییچهار برابر جابه

استفاده شده ب( -)الف 8های به منظور نشان دادن تاثیر درصد حجمی گرافن در مقاومت کامپوزیت، از شکل

دهد. به های مختلف نشان میبعد ورق را در کسر وزنیجایی شعاعی و عرضی بیهای مذکور جابهاست. شکل

یابد و همچنین جایی شعاعی ورق نیز کاهش میشود با افزایش کسر وزنی گرافن، جابهکه مشاهده میطوری

جایی عرضی ورق نیز در باشد. جابهها صفر میجایی شعاعی ورق در مرکز ورق تقریبا در تمامی کسروزنیجابه

 یابد. راستای ضخامت با افزایش کسر وزنی گرافن کاهش می

 

 نتیجه گیری -6

حلقوی کامپوزیتی متخلل تقویت شده با صفحات گرافن با استفاده از روش تفاضلات تحلیل خمشی ورق دایروی/

این پژوهش از الگوهای مختلف توزیع گرافن در راستای مربعی در مقاله حاضر مورد مطالعه قرار گرفته است. در 

ضخامت ورق استفاده شده است. همچنین به جهت محاسبه مدول الاستیسیته نانوکامپوزیت از مدل هالپین 

تحلیلی برای حل استفاده  تسای استفاده شده است. به دلیل پیچیدگی زیاد در روش حل تحلیلی، از حل نیمه

 

 

 

 

 

 

 
 

 ب         

 

 

 

 

 

 

 
 

 الف
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مقاله حاضر نیز با مقالات معتبر دیگر انجام شده است که همخوانی خوبی بین روش شده است. اعتبارسنجی 

دهد. نتایج عددی صورت گرفته شده در این پژوهش به کار رفته در مقالات دیگر را نشان میحاضر و روش به

 باشد:صورت زیر می
 

  الگوی𝐺𝑃𝐿 − 𝑋 نسبت به سایر الگوها، به عنوان تر های عرضی و شعاعی کمجاییبه دلیل مقدار جابه

 الگوی مناسب در این پژوهش انتخاب شده است.

 باشد. همچنین ترین تنش برشی عرضی میترین و بیشگیردار و ازاد به ترتیب دارای کم گاهتکیه

 باشد. جایی عرضی و شعاعی میترین مقدار جابهها دارای کمگاهگاه گیردار نسبت به سایر تکیهتکیه

 های عرضی و شعاعی با افزایش نسبت ضخامت به شعاع، جاییبرشی عرضی و همچنین جابه تنش

 یابند.کاهش می

 که با افزایش شود به صورتیملاحظه ورق میافزایش کسر وزنی گرافن باعث افزایش مقاومت قابل

 کنند.پیدا می بعد به شدت کاهشجایی شعاعی و عرضی بیدرصد حجمی گرافن در راستای ضخامت ورق، جابه
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 فهرست نمادهای انگلیسی

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 نمادهای یونانی
 

 𝑒0 ،𝑒0
 مکانیکیضرایب تاثیر تخلل در مدول  ∗
 𝑒𝑚 ،𝑒𝑚

 ضریب تاثیر تخلل در چگالی ∗
𝐸𝑐   مدول الاستیک موثرنانوکامپوزیت 
𝐸𝑀  ماتریس الاستیسیته مدول 
𝐸𝐺𝑃𝐿  الاستیسیته مدول گرافن 
𝐸∗ شده با گرافن و بدون تخللمدول یانگ ورق تقویت 
𝑓𝐺𝑃𝐿  درصد حجمی گرافن 
𝐺 حالت یفضا سیماتر 

𝐺∗ با گرافن و بدون تخلل شده تیورق تقو یمدول برش 

ℎ ضخامت ورق 

𝐿𝐺𝑃𝐿  طول صفحات گرافن 
𝑅𝑖  ورق یشعاع داخل 

𝑅𝑜   ورق یشعاع خارج 

ur, uz  جایی جابه های مولفه 
𝑡𝐺𝑃𝐿  ضخامت صفحات گرافن 
𝑊𝐺𝑃𝐿                عرض صفحات گرافن 

𝜎𝑟 , 𝜎𝜃, 𝜎𝑧   های تنش نرمالمولفه 
𝜏𝑟𝑧, 𝜏𝜃𝑧, 𝜏𝑟𝜃   های کرنش برشیمولفه 
 𝜉𝐿    فاکتور هندسی طولی گرافن 
 𝜉𝑊 فاکتور هندسی عرضی گرافن 
𝑉𝐺𝑃𝐿   کسر حجمی گرافن 
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𝜌𝐺𝑃𝐿  چگالی گرافن 
𝜌𝑀 چگالی ماتریس پلیمر 
ρ∗ شده با گرافن و بدون تخللچگالی ورق تقویت 

𝛼′   ضریب تاثیر تخلل در چگالی 

𝛼  ضریب تاثیر تخلل در مدول مکانیکی 
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Abstract 

 
Due to important role of composite materials in broad spectrum of applications, this paper 

focused on bending of a functionally graded graphene platelet reinforced composite porous 

circular/annular plates with various boundary conditions by employing state-space differential 

quadrature method (DQM). Equations of motion are established within the framework of theory 

of elasticity and are formulated along the thickness direction in the form of state-space. 

Applying DQM along the radial direction provides a semi-analytical solution to bending of the 

plate. The results of applying present approach are validated by comparing them with those 

reported in the literature. A thorough parametric investigation is conducted on the effects of 

different GPLs distributions integrated with various distribution patterns of internal porosity, 

thickness to radius ratio, graphene platelets (GPLs) weight fraction, porosity coefficient and 

edge boundary conditions on the bending behavior of FG-GPLRC circular/annular plates. The 

results reveal a very useful practical designing hint that locating more GPLs in the vicinity of 

the upper and bottom surfaces of the circular/annular plates with lower outer radius to thickness. 


