
  

 

 

 

 

 
ریتز، زاویه پیچش، سای، روش -تیر کامپوزیتی، تیر پیچیده شده، صفحات گرافن، رابطه هالپین های راهنما:واژه

   توابع چبیشف

                                                                                                                                                                                     
 gmail.com1994sahargoudarzi@ی مکانیک، دانشگاه شهرکرد، شهرکرد   کارشناسی ارشد، دانشکده مهندس 1

 

 y.kiani@sku.ac.ir، دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه شهرکرد، شهرکرد   دانشیارنویسنده مسئول،  2
 

 22/01/1402،   تاریخ پذیرش: 13/08/1401تاریخ دریافت:   
 

   سحر گودرزی
 هفشجانی1 

ارشد یکارشناس  

 

 

 
 

 

 
 

یاسر کیانی2                                   
 دانشیار

تیرهای کامپوزیتی پیچیده  تحلیل ارتعاشات آزاد
 تقویت شده با صفحات گرافن شده

یچش اولیه پبه بررسی ارتعاشات آزاد یک تیر کامپوزیتی پرداخته شده که دارای  ،مقاله نیدر ا
پیچش  است به نحوی که یک انتهای تیر بدون پیچش و انتهای دیگر تیر دارای حداکثر زاویه

حات گرافن ای بوده به نحوی که هر لایه با مقداری از صف باشد. تیر در این تحقیق لایه می
د یک های مختلف مقادیر مختلفی تقویت کننده دارند که موجب ایجا یهتقویت شده است. لا

یت سای و دو خاص-توزیع هدفمند خواهد شد. مدول الاستیسیته کامپوزیت با قانون هالپین
زی تیر اند. برای مدلسا ها محاسبه شده چگالی و ضریب پوآسون به کمک قانون ساده مخلوط

توابع  نوع شده است. توابع شکل به کار رفته در روش ریتز ازاز تئوری تیر تیموشنکو استفاده 
ت حاکم استفاده از روش ریتز و توابع چبیشف فرم ماترسی معادلاچبیشف انتخاب شده است. با 

های  رکانسبر ارتعاشات آزاد حاصل شده و از حل این معادلات به شکل یک مساله مقدار ویژه، ف
تایج در اند. این نتایج حاصل از این تحقیق به دست آمدهطبیعی تیر پیچیده شده به عنوان ن

ی های مختلف صحت سنجی شده است. سپس تاثیر پارامترها ابتدا با مراجع دیگر به شکل
، کسر های کامپوزیت، شرایط مرزی، زاویه پیچش، نرخ زاویه پیچش مختلف همچون تعداد لایه

ست. نتایج مورد نظر بررسی شده ا ت آزاد تیرحجمی گرافن و نحوه چیدمان آنها بر روی ارتعاشا
 فرکانس دهد که بالا رفتن کسر حجمی گرافن باعث بالاتر رفتن ین تحقیق به خوبی نشان میا

بوده  FG-Xها مربوط به الگوی توزیع  شود به طوری که بالاترین فرکانس های طبیعی تیر می
ش نیز بر روی شود. اثر زاویه پیچ میمشاهده  FG-Oهای طبیعی در حالت  و کمترین فرکانس

یه پیچش، فرکانس طبیعی تیر به شماره فرکانس بستگی دارد به طوری که با بالا رفتن نرخ زاو
 کنند.کن است کاهش یا افزایش پیدا های تیر مم فرکانس
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 مقدمه -1

 ها در طراحی درست و اصولی یک سازه است چرا که اگرترین تحلیلتحلیل ارتعاشی یک سازه جزء پراهمیت

در نظر گرفته نشوند امکان رخ دادن  سازه های طبیعیسازه، فرکانس دینامیکی و ارتعاشی یکهای در تحلیل

بررسی خواهد داشت. پی ر در ظبرای سازه مورد ن را خسارات جبران ناپذیریکه دارد وجود  آن پدیده تشدید در

فاده مورد توجه قرار گرفته است. برای تحلیل رفتار دینامیکی تیرها به جای است 18رفتار تیرها از اوایل قرن 

شود. در این زمینه ، استفاده میرهای تیهایی موسوم به تئوریمستقیم از تئوری الاستیسیته، معمولاً از تئوری

تیرهای پیچیده  شود.ها برای نشان دادن سینماتیک تغییر شکل استفاده میتعدادی تئوری وجود دارد که از آن

های مختلف صنایع مدرن مانند ای در شاخهشده به عنوان یکی از عناصر مهم ساختاری، به طور گسترده

 استحکام نسبت این نمونه تیرها سفتی ودر  ای و... استفاده شده است.فناوری هوافضا، اتومبیل، دریایی و هسته

های در سال .کندمواد مرسوم را در ساخت آنها محدود میهایی هستند که استفاده از ترین ویژگیاصلیبه وزن 

متشکل از یک ماده زمینه تقویت گذشته برای ساخت تیرهای پیچیده شده معمولا از مواد کامپوزیت مرسوم 

شده است. به هر حال همپنان تحقیقات برای میشده با الیاف میکروسایز مانند شیشه، کولار و کربن استفاده 

 یهایاز جمله تقویت کننده های کربنیگرافن و نانولوله ].20[ مواد کامپوزیتی ادامه یافته استبهبود رفتار 

فوق  مکانیکی، الکتریکی و حرارتی ها خواصهستند که فقط درابعاد نانومتری وجود دارند. این نانوپرکننده

می  هانانوپرکنندهن از این رو استفاده از ای .دارند های میکروسایز مرسومتقویت کنندهای در مقایسه با العاده

های کربن است آخرین دسته از دگرشکل ها شود. گرافنخواص نانوکامپوزیت تواند موجب بهبود موثرتری در

به دلیل داشتن خواص منحصر به فرد مانند سطح ویژه خاص، استحکام  و (2004)در سال  که کشف شده است

گیگا پاسکال( ، مدول یانگ بالا )حدود  125، مقاومت بالا در برابر شکست )مکانیکی و هدایت الکتریکی بالا

 محققین را به انجام تحقیقات گسترده بر روی این مواد مجاب کرده است و به عنوانو...  گیگا پاسکال( 1100

ای با درصد حجمی نسبتاً پایین )حداکثر یک درصد( نسبت به سایر نانومواد، نتایج مشابهی را به دست پرکننده

های مطلوب حرارتی و مکانیکی، دارای معایبی نیز هستند. به دهد. مواد کامپوزیتی علی رغم داشتن ویژگیمی

شوند که با ایجاد تغییرات فمند معرفی میهای پیشرفته، به نام مواد هدای از کامپوزیتهمین خاطر دسته

های ، مشکلات ناشی از عدم پیوستگی در سازه( در خصوصیات مادهاز سطحی به سطح دیگر) تدریجی و پیوسته

 کنند.کامپوزیتی را برطرف می

 تا کنون تحقیقات زیادی در زمینه مکانیک تیرها و صفحات کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات گرافن صورت

تیرهای نانوکامپوزیتی چندلایه  2کمانش، رفتار کمانش و پس2017درسال  ]1[و همکاران  1گرفته است. یانگ

تقویت شده با صفحات گرافن دارای توزیع هدفمند و مستقر بر روی یک بستر الاستیک را بررسی کردند. نتایج 

کمانش اند که نانو صفحات گرافن اثر تقویت کنندگی چشمگیری در کمانش و پساین بررسی نشان داده

های سطحی حاوی برای الگوی توزیعی که در آن لایه ویت کنندگیو اثر این تق تیرهای نانو کامپوزیتی دارند

، بر روی ناپایداری 2017در سال  ]2[و همکاران  3ووبیشتر خواهد بود.  ،مقادیر بیشتری تقویت کننده هستند

دینامیکی تیرهای نانوکامپوزیتی چندلایه و تقویت شده با مقدار کمی از نانو صفحات گرافن دارای توزیع 
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 مجموعه نتایج عددی تحت یک نیروی محوری پریودیک در محیط حرارتی، مطالعاتی انجام دادند. هدفمند

تواند به پایین میکه الگویی با توزیع بیشتر صفحات گرافن در نزدیکی سطوح بالا و  دهدنشان می این مطالعه

در سال  ]3[و همکاران  1سانگطرز موثرتری فرکانس طبیعی را افزایش و اندازه ناحیه ناپایدار را کاهش دهد. 

های ارتعاشات آزاد و اجباری صفحات کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات گرافن داری توزیع ، ویژگی2017

هدفمند را بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول صفحه، بررسی کردند. در این مقاله مدول مؤثر یانگ 

ده شده و ضریب پوآسون و تراکم جرمی توسط قانون مخلوطتخمین ز 2سای-توسط مدل اصلاح شده هالپین

مربع شکل  نانوصفحات گرافنی پراکندگی بیشتراست. در این بررسی، مشخص شده است که  تعیین شده 3ها

ها برای افزایش فرکانس طبیعی و کاهش قابل ملاحظه انحرافات از موثرترین راه نزدیک سطوح بالا و پایین

و کمانش الاستیک تیرهای نانوکامپوزیتی متخلخل تقویت شده با صفحات گرافن  ارتعاشات آزاددینامیکی است. 

مورد مطالعه قرار گرفت. در این  ]4[همکاران  و 4توسط کیتیپورنچای 2017دارای توزیع هدفمند در سال 

. نها اعمال شده استاند و روش ریتز روی آمقاله معادلات حاکم، بر اساس تئوری تیر تیموشینکو به دست آمده

ها و نیز الگوی توزیع تخلخل شیوههنگامی که سفتی موثر تیر نانوکامپوزیتی متخلخل دهد نتایج نشان می

 یابد. بهبود می به بهترین نحو غیریکنواخت و درعین حال متقارن باشد به صورت توزیع نانوصفحات گرافن

، رفتار ارتعاشات آزاد صفحات )با سه نوع نازک و نسبتاٌ ضخیم و ضخیم( 2018در سال  ]5[و همکاران  5ردی

چند لایه کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات گرافن دارای توزیع هدفمند را مطالعه کردند. در این تحقیق 

ین مطالعه نشان نتایج ا ازتئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول بر اساس روش المان محدود استفاده شده است.

های طول به ضخامت نانوصفحات گرافن، درصد افزایش ی نسبتاند برای همه الگوهای توزیع و نیز همهداده

و همکاران  عارفیفرکانس طبیعی برای نانوصفحات مربعی شکل بیشتر از نوع مستطیلی شکل آن خواهد بود. 

، ارتعاشات آزاد نانوصفحات کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات گرافن دارای توزیع هدفمند 2018در سال  ]6[

 FG-Xهای عددی نشان داده است که الگوی توزیع بررسیواقع بر بستر پاسترناک را تجزیه و تحلیل کردند. 

ها و نیز افزایش مقدار پارامتر یهافزایش تعداد لا و یگرافن( موجب ایجاد حداکثر فرکانس طبیع)نانوصفحات 

فونداسیون  همچنین افزایش سفتی در. شودغیرمحلی منجر به کاهش فرکانس طبیعی نانوصفحات گرافن می

، به پژوهش 2017در سال  ]7[و همکاران  6فنگ شود.فرکانس ساختار کامپوزیتی می چشمگیرمنجر به افزایش 

روی ارتعاشات آزاد غیرخطی یک تیر نانوکامپوزیتی چند لایه تقویت شده با نانوصفحات گرافن با توزیع هدفمند 

و غیریکنواخت پرداختند. در این پژوهش معادلات حاکم بر تیر بر اساس اصل همیلتون، تئوری تیر تیموشینکو 

-اند. مدول مؤثر یانگ توسط مدل میکرومکانیک هالپینه دست آمدهب 7کارمن-جایی فونبهجا-و روابط کرنش

سای برای بررسی اثرات هندسه و ابعاد نانوصفحات تقویت کننده گرافنی، تخمین زده شده است. فرکانس و 

دهد که استفاده اند. نتایج این پژوهش نشان میدهدامنه ارتعاشات تیر از روش ریتز به طور عددی به دست آم
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ها در نزدیکی سطح های گرافنی کمتر با اندازه بزرگتر و الگویی با توزیع بیشتر تقویت کنندهداد تک لایهاز تع

 ترین راه برای تقویت سفتی تیر و افزایش فرکانس طبیعی خطی و غیرخطی تیر است.بالا و پایین تیر، مؤثر

ده با صفحات گرافن با توزیع ارتعاش غیر خطی و کمانش دینامیکی صفحه ساندویچی متخلخل و تقویت ش

 2018در سال  ]8[و همکاران  2توسط لی 1پاسترناک-هدفمند و مستقر بر روی یک بستر الاستیک وینکلر

وجود نانوصفحات گرافنی تقویت کننده  داده است کهنتایج این تحقیق نشان  مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفت.

، 2017در سال  ]9[و همکاران  3چنشود. کمانشی صفحه میبه دلیل بهبود سفتی صفحه باعث افزایش بار 

آزاد غیر خطی تیرهای نانو کامپوزیتی متخلخل چندلایه ساخته شده از فوم  اتکمانش و ارتعاشرفتار های پس

فلزی و تقویت شده با صفحات گرافن به صورت مدرج تابعی را بررسی کردند. از تئوری تیر تیموشینکو و مدل 

ها به کار گرفته کارمن برای ایجاد معادلات دیفرانسیل حاکم استفاده و روش ریتز برای حل آن-غیر خطی فون

شده است. مطالعه اثر پارامترهای مختلف مثل کسر وزنی، الگوی توزیع، هندسه و اندازه صفحات تقویت کننده 

نانوصفحات گرافنی که شرایط مرزی نشان داده است  و گرافنی، الگوهای مختلف توزیع تخلخل، ضریب تخلخل

با افزایش فرکانس طبیعی )ارتعاشات غیرخطی( و بارهای پس کمانش، اثر تقویت کنندگی قابل توجهی روی 

کنند این در حالی است که افزایش ضریب تخلخل موجب کاهش فرکانس طبیعی تیرهای متخلخل ایجاد می

ها برای الگوهای توزیع مختلف، متفاوت است. تأثیر کسر وزنی تقویت کنندهشود. کمانش میو بارهای پس

توان به بالاترین میزان سفتی تیر دست می هاتخلخلها و همچنین در الگویی با توزیع متقارن تقویت کننده

، به بررسی ناپایداری صفحات نانوکامپوزیت تقویت شده با گرافن 2018در سال  ]10[وو و همکاران  یافت.

ای پریودیک تک محوره و نیز یک افزایش دمای یکنواخت، ک نیروی درون صفحهداری توزیع هدفمند تحت ی

افزودن مقدار کمی ازنانوصفحات گرافن به طور قابل توجهی بار کمانش  ها نشان داده است که. بررسیپرداختند

سهمانی و شود. ی ناپایدارمیدهد اما موجب کاهش اندازه ناحیههای طبیعی را افزایش میبحرانی و فرکانس

ی ، به تجزیه و تحلیل ارتعاشات غیرخطی دامنه بزرگ و وابسته به اندازه2018در سال  ]11[محمدی اقدم 

در این تحقیق از  های چند لایه ساخته شده از مواد هدفمند و تقویت شده با صفحات گرافن پرداختند.رنانوتی

ر استفاده شده است. معادلات دیفرانسیلی سای برای تخمین خواص مؤثر نانوتی-مدل میکرومکانیکی هالپین

اند و سپس با استفاده از روش بهبود یافته اغتشاشات حاکم بر حرکت به کمک اصل همیلتون به دست آمده

هموتوپی همراه با روش گالرکین به صورت تحلیلی برای به دست آوردن گرادیان کرنش غیر موضعی و فرکانس 

ارتعاشات آزاد صفحات چند لایه کامپوزیتی به شکل چهارضلعی تقویت شده با  اند.غیرخطی نانوتیر حل شده

با استفاده از روش ریتز با تقریب حداقل مربعات  2018در سال  ]21[و همکاران  4نانوصفحات گرافن توسط گو

لعه نتایج این مطا های طبیعی، مطالعه گردید.متحرک توسعه یافته جهت تشکیل توابع شکل و بررسی فرکانس

های کربنی، به طور چشمگیری باعث افزایش فرکانس اند که نانوصفحات گرافن در مقایسه با نانولولهنشان داده

صفحه کامپوزیتی  ی، رفتار ارتعاش2020در سال  ]13[ابراهیمی  و قادری اند.طبیعی صفحات چهارضلعی شده

 تقویت شده با نانوصفحات گرافن مستقر بر بستر ویسکوالاستیک را در محیط حرارتی مورد مطالعه قرار دادند.
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2 Li 
3 Chen 
4 Guo 
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یابد و با مشخص شد که فرکانس طبیعی با افزایش کسر وزنی نانوصفحات گرافن افزایش می بررسی در این

ایش نسبت طول به ضخامت صفحه موجب افزایش کند. همچنین افزافزایش تغییرات حرارتی کاهش پیدا می

، به تجزیه 2019در سال  ]14[پشم فروش شود. فرکانس طبیعی و کاهش عرض صفحه موجب کاهش آن می

و تحلیل آماری روی رفتارهای ارتعاشات آزاد صفحات نانوکامپوزیتی تقویت شده با گرافن دارای توزیع هدفمند 

یل ارتعاشات آزاد با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر انجام پرداخت. در این تحقیق تجزیه و تحل

دهد دو پارامتر شرط مرزی و کسر حجمی نانوصفحات گرافن، بیشترین و نتایج حاصل از آن نشان می شده است

صفحات بررسی ارتعاشات اجباری تیرهای نانوکامپوزیتی تقویت شده با  .تاثیر را روی فرکانس طبیعی دارند

با روش المان محدود، انجام شده  2020در سال  ]51[و شاهوردی  گرافن در محیط های حرارتی توسط براتی

که انحراف دینامیکی به طور قابل توجهی تحت تاثیر کسر وزنی و نوع  استاین بررسی نشان داده  .است

 1شنگیرد. کی اعمال شده قرار مینانوصفحات گرافن، تغییر دما، بستر الاستیک و فرکانس تحریک بار دینامی

های چند لایه سازی و تجزیه و تحلیل ارتعاشات غیر خطی تیر، به مدل2017در سال  ]16[و همکاران 

های حرارتی، کامپوزیتی تقویت شده با گرافن دارای توزیع هدفمند و مستقر بر روی بستر الاستیک در محیط

های گرافنی تاثیر قابل توجهی روی سفتی توزیع هدفمند تقویت کنندهاند که . نتایج عددی نشان دادهپرداختند

، رفتار ارتعاشات 2018در سال  ]17[وهمکاران  یانگو فرکانس طبیعی تیرهای چند لایه کامپوزیتی دارد. 

صفحات گرافن دارای توزیع هدفمند را تحلیل نانومتخلخل تقویت شده با  یآزاد و کمانش صفحات کامپوزیت

و نانوصفحات گرافن اثر ها اثر تضعیف کنندگی نتایج حاصل از این تحقیق نشان داده است که تخلخل کردند.

 به طوری که بارهای کمانش تک محوره، دو محوره و برشی و همچنین فرکانس اصلی تقویت کنندگی دارند.

 یچشمگیر طورگرافن به صفحات افزایش کسر وزنی نانو یابند درحالی که باکاهش می با افزایش ضریب تخلخل

ها در سطح میانی و نانوصفحات گرافن در اطراف سطوح توزیع وقتی تخلخل همچنین .کنندافزایش پیدا می

  توان به بالاترین سفتی خمشی برای صفحات نانوکامپوزیتی متخلخل تقویت شده دست یافت.شده باشند، می

ارتعاشات آزاد ،1200در سال  ]81[ 2است. بانرجیبر روی تیرهای پیچیده شده نیزتحقیقاتی صورت گرفته 

ماتریس  نیز ]19[ 2004یک تیر پیچیده شده را با استفاده از روش سفتی دینامیکی تحلیل کرد و در سال 

قربانی شناس و  سفتی دینامیکی را برای تحلیل ارتعاشات آزاد یک تیر پیچیده شده تیموشنکو، توسعه داد.

، به تجزیه و تحلیل ارتعاشات تیرهای کامپوزیتی پیچیده شده و تقویت شده با 2016در سال  ]20[ همکاران

های کربنی به صورت هدفمند در محیط حرارتی، پرداختند. معادلات حاکم براساس تئوری تغییرشکل نانولوله

ارتی اولیه، به دست های حربرشی مرتبه بالاتر تیرها و با درنظر گرفتن وابستگی خواص مواد به دما و تنش

ریتز به عنوان یک روش نیمه تحلیلی مؤثر و قدرتمند برای استخراج فرکانس ویژه -اند. روش چبیشفآمده

های چبیشف همراه با توابع مرزی مناسب، به عنوان توابع قابل قبول در روش ایاستفاده شده است. چندجمله

نند تا مسائل با مجموعه شرایط مرزی مختلف قابل حل باشند. کاند که این امکان را ایجاد میریتز استفاده شده

دهند که با افزایش زاویه پیچش، صرف نظر از شرایط مرزی تیر، فرکانس نتایج حاصل از این پژوهش نشان می

داد مود و شرایط های مرتبه بالاتر به طور قابل توجهی به تعیابد اما تاثیر آن روی فرکانساصلی تیر افزایش می
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2 Banerjee 
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تیرهای نازک هلیکال که دارای پیچش  ات، روی ارتعاش2010در سال  ]12[ 1لیونگرزی تیر بستگی دارد. م

، به تجزیه و تحلیل ارتعاشات تیرهای 2013در سال  ]22[چن و همکاران  .مطالعاتی انجام داد اولیه هستند،

مقاله با استفاده از تئوری تیر ، پرداختند. در این 2ویت-تیموشنکو پیچیده شده دارای میرایی داخلی کلوین

تیموشنکو و با اعمال اصل همیلتون، معادلات حرکت تیر پیچیده شده در یک دستگاه مختصات پیچشی به 

گاه روی فرکانس ویژه تیرهای دست آمده و از آن برای مطالعه اثرات زاویه پیچش، میرایی داخلی و نوع تکیه

ویت، بدون توجه به مقدار -اند که افزایش میرایی کلوینات نشان دادهپیچیده شده استفاده شد. نتایج این مطالع

سازی دینامیکی و مدل گردد.های ویژه سیستم میزاویه پیچش، موجب افزایش میرایی و کاهش فرکانس

در  ]32[و همکاران  3های شیبدار با مقطع پیچیده شده توسط زنگرهای کوپلینگ چرخش تیبررسی ویژگی

سازی دینامیکی از اصل همیلتون و نیز تئوری تیر م شده است. در این مقاله برای مدلانجا 2020سال 

، ارتعاشات یک تیر پیچیده شده دوار 2019در سال  ]42[ 5و تیتوروس 4تیموشنکو استفاده شده است. اوندرا

ت سیستم را تحلیل و بررسی کردند. در این پژوهش معادلات حرک 6تحت بارگذاری محوری ناشی از تاندون

تاندون با استفاده از اصل حداقل انرژی پتانسیل معرفی و با استفاده از ترکیب مسأله مقدار مرزی و روش -تیر

 های طبیعی و شکل مودها به دست آیند. کوادراتور دیفرانسیلی حل شده اند تا فرکانس

تحقیقی بر روی ارتعاشات آزاد تیرهای  به طور خاص دهد تاکنونهای انجام شده نشان میگونه که بررسیهمان

ه بررسی بتقویت شده با گرافن که دارای اثر پیچیدگی اولیه نیز باشند، انجام نشده است. تحقیق حاضر 

د پرداخت. های ارتعاشات آزاد تیرهای پیچیده شده کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات گرافن خواهپاسخ

مقایسه  ختلف توزیع نانوصفحات گرافن در کامپوزیت را با یکدیگرهمچنین سعی بر آن است که الگوهای م

 ترین الگوی برای شرایط مختلف یافت شود.کرده تا بهینه
 

 معادلات پایه -2

تقویت شده با صفحات گرافن که دارای پیچش  یدر تحقیق حاضر، رفتار ارتعاشی یک تیر کامپوزیتی مدرج تابع

و پهنای تیر  ℎ، ضخامت تیر 𝐿گیرد. فرض بر آن است که طول تیر برابر با  اولیه هست، مورد بررسی قرار می

 .باشد 𝑏نیز برابر با 

 

 محاسبه خواص یک نانوکامپوزیت -1-2

تشکیل شده است. تمامی این  "گرافنهای کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات لایه"تیر مورد بررسی از 

اند. هر لایه ترکیبی از زمینه پلیمری ایزوتروپیک و کاملا به هم چسبیده شده بوده ها دارای ضخامت یکسانلایه

های گرافنی است. همچنین فرض بر این است که نانوصفحات گرافنی به طور یکنواخت و با و تقویت کننده

ها از تقویت کننده حجمیاند. اما کسر ه درون ماده زمینه پراکنده شدههای تصادفی در هر لایگیریجهت
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2 Kelvin-Voigt 
3 Zeng 
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6 tendon-induced axial loading 
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از این رو هر لایه از تیر کامپوزیتی مورد بررسی، ایزوتروپیک و همگن است ای به لایه دیگر متفاوت است. لایه

ای ههای ساده کنندهای میکرومکانیکی تخمین زد که دارای فرضها را با تحلیلتوان خواص لایهپس می

های تشکیل دهنده از مدل میکرومکانیک ی خواص مکانیکی لایهدر این پژوهش به منظور محاسبه هستند.

باشد، یک تیر مقادیر متفاوتی از تقویت کننده میبه سبب اینکه هر لایه دارای  .شودسای استفاده می-هالپین

چهار الگوی مختلف توزیع برای آید. کامپوزیتی تقویت شده با توزیع هدفمند صفحات گرافن به دست می

به صورت  که نانوصفحات تقویت کننده گرافنی در سراسر ضخامت تیر در نظر گرفته شده است. این چهار الگو

UD،FGعبارتند از:  ،اندداده شده نشان (1)شماتیک در شکل  − X  ،FG − O، FG − V .  مدل درUD ،

𝐹𝐺یاشد. در مدل یکسانی از تقویت کننده می قدارهر لایه دارای م − 𝑋های بالایی و پایینی دارای ، لایه

FG. اما مدل هستندبیشترین مقدار تقویت کننده  − O الگویی کاملا متضاد با با مدل ،FG − X  دارد. زیرا

FG. در مدل کندپیدا میهای میانی، مقدار تقویت کننده افزایش به لایه شدن تربا نزدیک − V بالاترین لایه ،

 یابد.ترین لایه کاهش میباشد که این مقدار با نزدیک شدن به پایینبیشترین مقدار تقویت کننده میدارای 

 𝑉𝐺𝑃𝐿) (برای تیر چند لایه کامپوزیتی تقویت شده با نانوصفحات گرافن دارای توزیع هدفمند، کسر حجمی 

 :]2[ ام و نیز برای چهار الگوی مختلف توزیع به قرار زیر است 𝑘 برای لایه
 

(1) 

UD: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)
= 𝑉𝐺𝑃𝐿

∗  

FG − X: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)
= 2𝑉𝐺𝑃𝐿

∗
|2𝑘 − 𝑁𝐿 − 1|

𝑁𝐿
 

FG − O: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘) = 2𝑉𝐺𝑃𝐿

∗ (1 −
|2𝑘 − 𝑁𝐿 − 1|

𝑁𝐿
) 

FG − V: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘) = 𝑉𝐺𝑃𝐿

∗
2𝑘 − 1

𝑁𝐿
 

𝑉𝐺𝑃𝐿(، 1در رابطه )
(𝑘) ی درصد حجمی نانوصفحات گرافن و نشان دهنده𝑘  شماره هر لایه است به طوریکه

𝑘 = 1,2,3, … ,𝑁𝐿  باشد. و می𝑁𝐿 دهد و همچنین های تیر را نشان مینیز تعداد کل لایه𝑉𝐺𝑃𝐿
درصد  ∗

 کند. حجمی نانوصفحات گرافن را در کل مقطع تیر مشخص می

 

 

 ]11[ای هیلا تیکامپوز در نانو کننده تیتقو هدفمند عیتوز نحوه کیشمات -1شکل 
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توان ثابت نمود که مقدار کل درصد حجمی نانوصفحات گرافن در مقطع تیر در هر چهار مدل، یکسان و می

𝑉𝐺𝑃𝐿مساوی با 
𝑉𝐺𝑃𝐿خواهد بود.  ∗

 :]2[ شود( محاسبه می2نیز توسط رابطه ) ∗
 

(2) 𝑉𝐺𝑃𝐿
∗ =

𝑊𝐺𝑃𝐿

𝑊𝐺𝑃𝐿 +
𝜌𝐺𝑃𝐿
𝜌𝑚

(1 −𝑊𝐺𝑃𝐿)
 

 

نیز به ترتیب چگالی جرمی تقویت  𝜌𝑚و  𝜌𝐺𝑃𝐿کسر وزنی نانوصفحات گرافن است و  𝑊𝐺𝑃𝐿، (2)در رابطه 

 کنند.ی زمینه را مشخص میکننده گرافن و چگالی جرمی ماده

از آنجایی که هر لایه از تیر کامپوزیتی معرفی شده در صد حجمی متفاوتی از نانو صفحات گرافنی را به عنوان 

د، پس خواص مکانیکی نیز در هرلایه از تیر متفاوت بوده و باید به طور جداگانه باشتقویت کننده دارا می

سای جهت تعیین مدول الاستیسیته هر لایه از -جا از مدل میکرومکانیکی هالپینمحاسبه شود. در این

 گرددمحاسبه می (3)تیرکامپوزیتی استفاده شده است و مدول الاستیسیته هر لایه از تیر کامپوزیتی با رابطه 

]11[: 
 

(3) 𝐸(𝑘) =
3

8

1 + 𝜉𝐿𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)

1 − 𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)

𝐸𝑚 +
5

8

1 + 𝜉𝑇𝜂𝑇𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)

1 − 𝜂𝑇𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑘)

𝐸𝑚 

 

بیانگر مقدار درصد حجمی  𝑉𝐺𝑃𝐿مدول الاستیسیته ماده زمینه پلیمری است.  𝐸𝑚( ضریب 3در رابطه )

نانوصفحات گرافن است و مقدارش با توجه به الگوی توزیعی که برای تقویت کننده در هر لایه نظر گرفته 

شوند در قالب ( مشاهده می3که در رابطه ) 𝜂𝑇و ضریب عرضی  𝜂𝐿 شود، متفاوت خواهد بود. ضریب طولیمی

 .]12[ باشندقابل بیان می( 4)روابط 
 

(4) 

𝜂𝐿 =
𝐸𝐺𝑃𝐿 − 𝐸𝑚
𝐸𝐺𝑃𝐿 + 𝜉𝐿𝐸𝑚

 

 

𝜂𝑇 =
𝐸𝐺𝑃𝐿 − 𝐸𝑚
𝐸𝐺𝑃𝐿 + 𝜉𝑇𝐸𝑚

 

 

مربوط  𝜉𝐿و  𝜉𝑇بیانگر مدول الاستیسیته نانوصفحات گرافن است. همچنین دو پارامتر    𝐸𝐺𝑃𝐿مقدار کمیت 

 شوندبه هندسه و ابعاد تقویت کننده نانو هستند و برحسب ابعاد نانوصفحات گرافن به صورت زیر ارائه می

]12[. 

(5) 

𝜉𝐿 = 2
𝑎𝐺𝑃𝐿
𝑡𝐺𝑃𝐿

 

 

𝜉𝑇 = 2
𝑏𝐺𝑃𝐿
𝑡𝐺𝑃𝐿
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به ترتیب بیانگر طول، عرض و ضخامت نانوصفحات گرافن  𝑡𝐺𝑃𝐿و  𝑎𝐺𝑃𝐿 ،𝑏𝐺𝑃𝐿پارامترهای  (5)در رابطه 

ها به شرح ی چگالی و ضریب پوآسون تیر کامپوزیتی از قانون مخلوطبرای محاسبه باشند.)تقویت کننده( می

 :]11[ گرددزیر استفاده می

 

(6) 

𝜈(𝑘) = 𝜈𝑚𝑉𝑚
(𝑘)
+ 𝜈𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

(𝑘) 

 

𝜌(𝑘) = 𝜌𝑚𝑉𝑚
(𝑘)
+ 𝜌𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

(𝑘) 

 

ضریب پوآسون تقویت کننده نانو هستند. همچنین   𝜈𝐺𝑃𝐿ضریب پوآسون ماده زمینه و  𝜈𝑚، (6)ی در رابطه

، چگالی جرمی تقویت کننده نانو را مشخص 𝜌𝐺𝑃𝐿، چگالی جرمی ماده زمینه و نماد 𝜌𝑚در این رابطه نماد 

 :]2[ کننده نیز به صورت زیر است رابطه کسر حجمی ماده زمینه و کسر حجمی تقویت کنند.می

 
(7) 𝑉𝑚 + 𝑉𝐺𝑃𝐿 = 1 

 
 استخراج روابط مربوط به تیر پیچیده شده -2-2

لایه است که توسط نانو صفحات گرافن تقویت شده  𝑁𝐿تیر مورد بررسی، یک تیر کامپوزیتی پیچیده شده با 

است. دستگاه مختصات راستگرد در وسط تیر و روی لایه میانی آن در نظر گرفته شده است. یعنی مختصات 

 . باشدمی 𝐿/2+تا   𝐿/2−طولی تیر از 

نشان داده شده دکارتی راستگرد  در دستگاه مختصات 𝐿شماتیک یک تیر پیچیده شده به طول ( 2)در شکل 

شود. و دستگاه مختصات در وسط تیر روی لایه میانی در نظر گرفته می  𝑋𝑌𝑍است. دستگاه مختصات مرجع

نیز که در نتیجه پیچش تیر ایجاد شده است در انتهای سمت راست تیر در نظر گرفته شده است.  𝑥𝑦𝑧محلی 

ی محور پیچش هستند. نرخ پیچش در طول دهندهبرهم منطبق، عمود بر مقطع تیر و نشان  𝑦و  𝑌محورهای 

نشان داده شود، نرخ پیچش در طول تیر به  Φشود. با این فرض که پیچش در تیر با فرض می 𝐾تیر نیز 

 راستای طول تیر است. 𝑦صورت زیر قابل محاسبه است. در این رابطه 

 

(8) 𝐾 =
𝑑Φ

𝑑𝑦
 

 

پیچیده شده تحت ارتعاشات آزاد، از پیچیدگی قابل توجهی استخراج معادلات دیفرانسیل حرکت یک تیر 

برخوردار است. به ویژه زمانی که اثرات تغییر شکل برشی و اینرسی چرخشی نیز در نظر گرفته شده است. در 

از  اینجا برای استخراج معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت یک تیر تیموشنکو پیچیده شده با ارتعاشات آزاد،

 استفاده شده است. ناصل همیلتو
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 ]18[ یدکارت راستگرد یمحل و مرجع مختصات دستگاه در موشنکویت شده دهیچیپ ریت کیشمات -2ل شک

 
,𝑂(𝑋نقطه  𝑌. 𝑍)  مبدأ دستگاه مختصات مرجع است و𝑂𝑌 کند. بدون انحرف از سطح مقطع عبور می

𝑌روی  𝐺ی نقطه = 𝑦 شود. در نظر گرفته می𝐺𝑥  و𝐺𝑦  محورهای اصلی )مختصات محلی( در خمش مقطع

,𝐺(𝑥سیستم مختصات دو بعدی در سطح مقطع تیر توسط  هستند. 𝑧)  ارائه شده است که یک چرخش

 است که در شکل Φ(، 𝑂𝑍و  𝐺𝑧)و همچنین بین  𝑂𝑋و  𝐺𝑥دارد. بنابراین زاویه بین  𝑂𝑌حول  Φراستگرد 

، در طول تیر متغیر در نظر گرفته شده است و به صورت توانی Φپیچش  نیز نشان داده شده است. زاویه (3)

به شکل زیر در حال تغییر است. همانگونه که از این رابطه مشخص است در ابتدای تیر پیچش در نظر گرفته 

های متنوعی از زاویه پیچش نرخ 𝑠است. به کمک توان  Φ0نشده است حال آنکه در انتهای تیر پیچش برابر با 

 به دست خواهد آمد.
 

(9) Φ=Φ0 (
1

2
+
𝑦

𝐿
)
𝑠
 

 
 ]18[ یمحل مختصات در موشنکویت شده دهیچیپ ریت مبدأ از y فاصله در G مرکز یهاچرخش و هاییجاهجاب -3شکل 
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 های برشی نرمال و انرژی کرنشی ناشی از آنهابیان کرنش -1-2-2

جایی تعریف شود. از تئوری مرتبه اول یا تئوری تیر مورد نظر، ابتدا باید میدان جابهبرای بررسی ارتعاشات تیر 

جایی استفاده شده است. چون در تیرها بعد طول در مقایسه با دو بعد دیگر تیموشنکو برای تعریف میدان جابه

 تر از دو نوع دیگر خواهد بود.جایی طولی مهمبیشتر است پس جابه

 .شوندنمایش داده می 𝑣با   𝑦و در راستای  𝑤با  Gz، در راستای 𝑢با  𝐺𝑥های محلی در راستای جاییجابه

 .]18[ شوندتعریف میبه ترتیب به صورت زیر  𝐺𝑧و  𝐺𝑥جایی در راستای های جابهترم
 

(10) 𝑈 = 𝑢 +
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝑤

𝜕Φ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

(11) 𝑊 = (−𝑢
𝜕Φ

𝜕𝑦
𝑑𝑦) + 𝑤 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

 

های برشی عبارات نهایی برای کرنششود.کرنش برشی به عنوان کاهش زاویه قائمه در یک صفحه تعریف می

𝛾𝑥𝑦  و 𝛾𝑧𝑦 18[د بودنبه صورت زیر خواه[: 
 

(12) 𝛾𝑥𝑦 = 𝜓 +
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐾𝑤 

(13) 𝛾𝑧𝑦 = −𝜃 +
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝐾𝑢 

 

 و کنندمشخص می  𝑧و   𝑥به ترتیب چرخش سطح مقطع را حول محورهای  𝜓و  𝜃زوایای  در روابط فوق

های برشی برای تیر پیچیده س از تعریف روابط کرنشپ .شوندهای برشی در نظر گرفته میبرای اصلاح کرنش

 به صورت زیر تعریف کرد: ت،را که ناشی از برش عرضی اس 𝛿𝑈𝑆توان انرژی کرنشی مجازی شده، اکنون می

(14) 

𝛿𝑈𝑆 =∭(𝐾𝑆 𝜎𝑥𝑦𝛿𝛾𝑥𝑦 + 𝐾𝑆 𝜎𝑦𝑧𝛿𝛾𝑦𝑧)𝑑𝐴𝑑𝑦

𝑉

 

     = ∫ ∬{𝐾𝑆 𝑄66𝛾𝑥𝑦𝛿𝛾𝑥𝑦 + 𝐾𝑆 𝑄44𝛾𝑦𝑧𝛿𝛾𝑦𝑧}𝑑𝐴𝑑𝑦

𝐴

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

     = ∫ ∬{𝐾𝑠𝑄66 (𝜓 +
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐾𝑤)(𝛿𝜓 + 𝛿

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐾𝛿𝑤)

𝐴

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

+ 𝐾𝑠𝑄44 (−𝜃 +
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝐾𝑢) (−𝛿𝜃 + 𝛿

𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝐾𝛿𝑢)}𝑑𝐴𝑑𝑦 
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 مختلفی همچون، پارامترهای به اصولاً ضریب این. است برش اصلاح ضریب بیانگر 𝐾𝑆 ( ضریب14دررابطه )

کردن  کم دلیل به ضریب این از استفاده. است وابسته بارگذاری نوع و مرزی شرایط تیر، جنس تیر، هندسه

 ضریب این سادگی برای چند هر. است ضخامت راستای در برشی کرنش بودن ثابت فرض به مربوط تقریب

همچنین  .است شده استفاده مقدار همین از نیز حاضر تحقیق در که شودمی گرفته نظر . در/833با  معمولاً برابر

نیز همان  𝑄44و  𝑄66اند. دو سفتی برشی نشان داده شده 𝜎𝑦𝑧و  𝜎𝑥𝑦های تنش برشی با به شکل رایج مؤلفه

 باشند.مدول برشی تیر هستند که به راحتی بر حسب ضریب پوآسون و مدول الاستیسیته قابل محاسبه می

 :]18[شوند تعریف می به صورت زیرنیز  𝜀𝑦و به دنبال آن کرنش نرمال ,  𝑦در جهت جایی محوری جابه

 

(15) 

𝑉 = −(𝑧 + 𝐾𝑥𝑑𝑦) ( 𝜃 +
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝑑𝑦) + (𝑥 − 𝐾𝑧𝑑𝑦) (𝜓 +

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑑𝑦)

= −𝑧𝜃 + 𝑥𝜓 + (−𝐾𝑥𝜃 − 𝑧
𝜕𝜃

𝜕𝑦
− 𝐾𝑧𝜓 + 𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)𝑑𝑦 

(16) 𝜀𝑦𝑦 = 𝑣 − 𝐾𝑥𝜃 − 𝑧
𝜕𝜃

𝜕𝑦
− 𝐾𝑧𝜓 + 𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑦
 

 

 ( اکنون انرژی کرنشی مجازی تیر به صورت زیر قابل بیان است.16با در نظر گرفتن رابطه )

 

 

 های خمشی و برشینرژی کرنشی کل ناشی از کرنشا -2-2-2

( با یکدیگر جمع 17)و ( 14)های کرنشی برشی و نرمال، از روابط به منظور تعیین انرژی کرنشی کل، انرژی

سازی رابطه  اند، در جهت سادهتعریف شده (17)متغیرهای کمکی که در رابطه  شوند. اما قبل از آنبسته می

 خواهد بود.  (20)شوند و نهایتاً رابطه انرژی کرنشی کل مطابق رابطه انرژی کرنشی، به کار گرفته می

 

𝐷𝑖𝑗 =∬ 𝑄11𝑥
𝑖𝑧𝑗𝑑𝐴

𝐴

 

 

 
(18) 

 

 

 

 

(17) 

𝛿𝑈𝐵 =∭𝜎𝑦𝑦𝛿

𝑉

𝜀𝑦𝑦𝑑𝑉 = ∫ ∬𝑄11𝜀𝑦𝑦𝛿𝜀𝑦𝑦𝑑𝐴𝑑𝑦

𝐴

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

= ∫ ∬[𝑄11 (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝐾𝑥𝜃 − 𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑦
− 𝐾𝑧𝜓 + 𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) (𝛿

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝐿/2

−𝐿 2⁄

− 𝐾𝑥𝛿𝜃 − 𝑧𝛿
𝜕𝜃

𝜕𝑦
− 𝐾𝑧𝛿𝜓 + 𝑥𝛿

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)] 𝑑𝐴𝑑𝑦 
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𝐸𝑖𝑗 =∬ 𝐾𝑠𝑄66𝑥
𝑖𝑧𝑗𝑑𝐴

𝐴

 

𝐹𝑖𝑗 =∬ 𝐾𝑠𝑄44𝑥
𝑖𝑧𝑗𝑑𝐴

𝐴

 

 

  :که در روابط بالا
 

𝑄44 = 𝑄66 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
 

 

𝑄11 =
𝐸

(1 − 𝜈2)
 

 
 
 

 
(19) 

 

(20) 

𝛿𝑈 = 𝛿𝑈𝑆 + 𝛿𝑈𝐵

= ∫ {𝐷00
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐷10

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝐷10𝐾

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝛿𝜃

+
𝐿
2

−
𝐿
2

− 𝐷01𝐾
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦
− 𝐷01𝐾

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜓 + 𝐷10

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝐷20

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝜓

𝜕𝑦

− 𝐷20𝐾
𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝛿𝜃 − 𝐷11

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝜃

𝜕𝑦
− 𝐷11𝐾

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝛿𝜓 − 𝐷10𝐾𝜃𝛿

𝜕𝑣

𝜕𝑦

− 𝐷20𝐾𝜃𝛿
𝜕𝜓

𝜕𝑦
+ 𝐷20𝐾

2𝜃𝛿𝜃 + 𝐷11𝐾𝜃𝛿
𝜕𝜃

𝜕𝑦
+ 𝐷11𝐾

2𝜃𝛿𝜓

− 𝐷01
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝐷11

𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝜓

𝜕𝑦
+ 𝐷11𝐾

𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝛿𝜃 + 𝐷02

𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝜃

𝜕𝑦

+ 𝐷02𝐾
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝛿𝜓 − 𝐷01𝐾𝜓𝛿

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝐷11𝐾𝜓𝛿

𝜕𝜓

𝜕𝑦
+ 𝐷11𝐾

2𝜓𝛿𝜃

+ 𝐷02𝐾𝜓𝛿
𝜕𝜃

𝜕𝑦
+ 𝐷02𝐾

2𝜓𝛿𝜓 + 𝐸00𝜓𝛿𝜓 + 𝐸00𝜓𝛿
𝜕𝑢

𝜕𝑦

+ 𝐸00𝐾𝜓𝛿𝑤 + 𝐸00
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿𝜓 + 𝐸00

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐸00𝐾

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿𝑤

+ 𝐸00𝐾𝑤𝛿𝜓 + 𝐸00𝐾𝑤𝛿
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐸00𝐾

2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝐹00𝜃𝛿𝜃

− 𝐹00𝜃𝛿
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝐹00𝐾𝜓𝛿𝑢 − 𝐹00

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛿𝜃 + 𝐹00

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑤

𝜕𝑦

− 𝐹00𝐾
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝛿𝑢 + 𝐹00𝐾𝑢𝛿𝜃 − 𝐹00𝐾𝑢𝛿

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝐹00𝐾

2
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑢

𝜕𝑦
} 𝑑𝑦 
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 بیان انرژی جنبشی -3-2-2

توان از روی سرعت فرمول بندی کرد. با گرفتن مشتق زمانی را میانرژی جنبشی تیر پیچیده شده تیموشنکو 

در  آیند. واضح است که سرعتمی های سرعت به دست، مولفه𝐺𝑧و  𝐺𝑦و  𝐺𝑥های ها، در جهتجاییاز جابه

𝑢̇  ،𝑣̇، به ترتیب 𝐺𝑧و  𝐺𝑦و  𝐺𝑥های جهت + 𝑥𝜓̇ − 𝑧𝜃̇  و𝑤̇  هستند. بنابراین انرژی جنبشی𝑇برای ، 

 ( خواهد بود.21تیر پیچیده شده مطابق رابطه )

 

(21) T =
1

2
∭𝜌{𝑢̇2 + (𝑣̇ + 𝑥𝜓̇ − 𝑧𝜃̇)

2
+ 𝑤̇2}

𝑉

𝑑𝑉 

 

(، متغیر کمکی مطابق رابطه 21، چگالی مواد تیر است. به منظور ساده سازی رابطه )𝜌پارامتر  (،21در رابطه )

( 23شده تیموشنکو طبق رابطه )ساده شده انرژی جنبشی تیر پیچیده  شود و نهایتاً رابطه(، تعریف می22)

 خواهد بود.

(22) 𝐼𝑖𝑗 =∬ 𝜌𝑧𝑖𝑦𝑗𝑑𝐴
𝐴

 

(23) 𝛿𝑇 = ∫ {𝐼00(𝑢̇𝛿𝑢̇ + 𝑣̇𝛿𝑣̇ + 𝑤̇𝛿𝑤̇) + 𝐼10(𝑣𝛿̇𝜓̇ + 𝜓̇𝛿𝑣̇) + 𝐼20𝜓̇𝛿𝜓̇
𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

− 𝐼01(𝑣𝛿̇𝜃̇ + 𝜃̇𝛿𝑣̇) + 𝐼02𝜃̇𝛿𝜃̇ − 𝐼11(𝜃𝛿̇𝜓̇ + 𝜓̇𝛿𝜃̇)} 𝑑𝑦 

 

 کاربرد اصل همیلتون -3-2

اصل همیلتون برای دستیابی به مقادیر ویژه فرکانس معادلات ارتعاشات در این پژوهش از از روش ریتز همراه با 

 شود.( تعریف می24آزاد استفاده شده است. برای تحلیل ارتعاشات آزاد، اصل همیلتون طبق رابطه )

 

(24) ∫ (𝛿𝑈 − 𝛿𝑇)𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

 

های کرنشی نیز به ترتیب انرژی 𝑇و  𝑈اوپراتور وریشنال است.  𝛿دو زمان دلخواه و  𝑡2و  𝑡1(، 24در رابطه )

 و جنبشی هستند.

 برای مثال عنوان به بگیرد قرار همیلتون اصل در باید جنبشی انرژی تغییرات که موضوع این گرفتن نظر در با

 داریم: جزء به جزء گیریانتگرال از استفاده با و بالا انتگرال جمله اول

 

(25) ∫ 𝐼00𝑢̇𝛿𝑢̇𝑑𝑡 = 𝐼00𝑢̇𝛿𝑢 |
𝑡2
𝑡1

𝑡2

𝑡1

−∫ 𝐼00𝑢̈𝛿𝑢𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
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این شرط بیان  .است صفر با برابر همیلتون مکمل شرط به مراجعه با بالا تساوی راست سمت در اول جمله

 شرایط اعمال کند که تغییرات کلیه متغیرهای اساسی در دو زمان ابتدایی و انتهایی برابر با صفر است. بامی

 است. بیان قابل زیر صورت به جنبشی انرژی تغییرات نهایت (، در23) انتگرال جملات سایر به مشابهی

 

 

(26) 

𝛿𝑇 = ∫ {−𝐼00(𝑢̈𝛿𝑢 + 𝑣̈𝛿𝑣 + 𝑤̈𝛿𝑤) − 𝐼10(𝑣̈𝛿𝜓 + 𝜓̈𝛿𝑣) − 𝐼20𝜓̈𝛿𝜓
𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

+ 𝐼11(𝜃̈𝛿𝜓 + 𝜓̈𝛿𝜃) + 𝐼01(𝑣̈𝛿𝜃 + 𝜃̈𝛿𝑣) − 𝐼02𝜃̈𝛿𝜃}𝑑𝑦 

 

 شود.صورت زیر تفکیک می ها بهبا استفاده از روش جداسازی متغیرها وابستگی زمانی و مکانی هر یک از کمیت
 

 𝑢(𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑈𝑚

𝑁

𝑚=1

(𝑡)𝑁𝑚
𝑢(𝑦) 

 𝑣(𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑉𝑚

𝑁

𝑚=1

(𝑡)𝑁𝑚
𝑣 (𝑦) 

 

(27) 𝑤(𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑊𝑚

𝑁

𝑚=1

(𝑡)𝑁𝑚
𝑤(𝑦) 

 θ(𝑦, 𝑡) = ∑ θ𝑚

𝑁

𝑚=1

(𝑡)𝑁𝑚
θ (𝑦) 

 𝜓(𝑦, 𝑡) = ∑ 𝜓𝑚

𝑁

𝑚=1

(𝑡)𝑁𝑚
𝜓(𝑦) 

 

𝑁𝑚(، 27) ابطهدر ر
𝛼 (𝛼 = 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜃, 𝜓)های چبیشف در ای، توابع شکل هستند که توسط چندجمله

، تعداد جملات لازم برای دست یافتن به همگرایی 𝑁شوند. پارامتر شرایط مرزی هندسی مختلف تعریف می

 مناسب در جواب نهایی است که از طریق آزمون و خطا مشخص خواهد شد. 

عامد هستند های چبیشف است. توابع چبیشف توابعی متایپایه توابع شکل به کار رفته بر مبنای چند جمله

شوند. ضمناً ویژگی مهم دیگری که در مورد این توابع باید گفت آن است که تعریف می [1,1−]که در بازه 

 کند. ای به انتخاب توابع شکل میاین توابع در دو انتهای بازه غیر صفر هستند. این خاصیت کمک ویژه

توان گفت که توابع چبیشف است می [0.5𝐿,+0.5𝐿−]با توجه به آنکه مختصات فیزیکی مساله در بازه 

 مسأله حاضر به صورت زیر هستند.
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(28) 𝑇𝑛(𝑦) = cos ((𝑛 − 1) cos
−1 (

2𝑦

𝐿
)) 

 

قیق حاضر سه نوع شرط مرزی در نظر گرفته شده است که عبارتند از شرط مرزی ساده، شرط مرزی حدر ت

مسأله و آن هم نوع شرط گیردار و شرط مرزی آزاد. انتخاب توابع شکل در روش ریتز به شدت به شرایط مرزی 

 مرزی اساسی بستگی دارد. برای سه نوع شرط مرزی یاد شده شرایط مرزی اساسی به قرار زیر هستند.

 

(29) 

𝐶: 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜃 = 𝜓 = 0 

𝑆: 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0 

𝐹:− 

 

همانطور که گفته شد سه نوع شرط مرزی برای دو انتهای تیر در نظر گرفته شده است که عبارتند از تیر دو 

ساده، تیر دو سر گیردار و تیر یک سر گیردار. با توجه به شرایط مرزی گفته شده و این خاصیت از توابع سر 

 ( خواهد بود.1چبیشف که در دو انتها صفر نیستند توابع شکل برای هر حالت مطابق جدول )

گیری بر روی توابع ( و انتگرال 24(، در رابطه )27با مشخص بودن توابع شکل و قرار دادن مجموعه روابط )

ها نتیجه اصل همیلتون تنها بر حسب زمان خواهد بود. به عنوان مثال یکی از جملات اصل شکل و مشقات آن

 همیلتون به شکل زیر خواهد بود.

 
 توابع شکل مناسب روش ریتز برای انواع شرایط مرزی -1جدول 

𝑆 − 𝑆 𝐶 − 𝐹 𝐶 − 𝐶 شرط مرزی 

(1 +
2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) 𝑁𝑚

𝑢(𝑦) 

(1 +
2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) 𝑁𝑚

𝑣 (𝑦) 

(1 +
2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) 𝑁𝑚

𝑤(𝑦) 

𝑇𝑛(𝑦) (1 +
2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) 𝑁𝑚

𝜃 (𝑦) 

𝑇𝑛(𝑦) (1 +
2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) (1 +

2𝑦

𝐿
) (1 −

2𝑦

𝐿
)𝑇𝑛(𝑦) 𝑁𝑚

𝜓(𝑦) 
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(30) 

∫ ∫ 𝐷00

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

𝑡2

𝑡1

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) 𝑑𝑦𝑑𝑡

= ∫ ∫ 𝐷00

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

𝑡2

𝑡1

(∑ 𝑈𝑚

𝑁

𝑚=1

(𝑡)
𝑑𝑁𝑚

𝑢(𝑦)

𝑑𝑦
)(𝛿∑𝑈𝑛

𝑁

𝑛=1

(𝑡)
𝑑𝑁𝑛

𝑢(𝑦)

𝑑𝑦
)𝑑𝑦𝑑𝑡

= ∫ ∫ 𝐷00

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

𝑡2

𝑡1

∑∑𝑈𝑚

𝑁

𝑛=1

(𝑡)
𝑑𝑁𝑚

𝑢(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝑢(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑦𝑑𝑡

𝑁

𝑚=1

 

 

های (، در نهایت با مرتب و فشرده سازی، برحسب ماتریس24جملات انتگرال )شابهی به سایر با اعمال شرایط م

 صورت زیر قابل بیان هستند. جرم و سفتی به

 

 

(31) 
[
 
 
 
 
 
 [𝑀

𝑉𝑉]

[𝑀𝑉𝑈]𝑇

[𝑀𝑉𝑊]𝑇

[𝑀𝑉𝜃]
𝑇

[𝑀𝑉𝜓]
𝑇

[𝑀𝑉𝑈]

[𝑀𝑈𝑈]

[𝑀𝑈𝑊]𝑇

[𝑀𝑈𝜃]
𝑇

[𝑀𝑈𝜓]
𝑇

[𝑀𝑉𝑊]

[𝑀𝑈𝑊]

[𝑀𝑊𝑊]

[𝑀𝑊𝜃]
𝑇

[𝑀𝑊𝜓]
𝑇

    

[𝑀𝑉𝜃]

[𝑀𝑈𝜃]

[𝑀𝑊𝜃]

[𝑀𝜃𝜃]

[𝑀𝜃𝜓]
𝑇

[𝑀𝑉𝜓]

[𝑀𝑈𝜓]

[𝑀𝑊𝜓]

[𝑀𝜃𝜓]

[𝑀𝜓𝜓]]
 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 
{𝑉̈}

{𝑈̈}

{𝑊̈}

{𝜃̈}

{𝜓̈}}
  
 

  
 

+

[
 
 
 
 
 
 [𝐾

𝑉𝑉]

[𝐾𝑉𝑈]𝑇

[𝐾𝑉𝑊]𝑇

[𝐾𝑉𝜃]
𝑇

[𝐾𝑉𝜓]
𝑇

[𝐾𝑉𝑈]

[𝐾𝑈𝑈]

[𝐾𝑈𝑊]𝑇

[𝐾𝑈𝜃]
𝑇

[𝐾𝑈𝜓]
𝑇

[𝐾𝑉𝑊]

[𝐾𝑈𝑊]

[𝐾𝑊𝑊]

[𝐾𝑊𝜃]
𝑇

[𝐾𝑊𝜓]
𝑇

    

[𝐾𝑉𝜃]

[𝐾𝑈𝜃]

[𝐾𝑊𝜃]

[𝐾𝜃𝜃]

[𝐾𝜃𝜓]
𝑇

[𝐾𝑉𝜓]

[𝐾𝑈𝜓]

[𝐾𝑊𝜓]

[𝐾𝜃𝜓]

[𝐾𝜓𝜓]]
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
{𝑉}
{𝑈}
{𝑊}
{𝜃}
{𝜓}}

 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
{0}
{0}
{0}
{0}
{0}}
 
 

 
 

 

 

 .شوند( که دارای مقادیر غیر صفر هستند، به صورت زیر تعریف می31های جرم و سفتی )های ماتریسایهدر

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝑉𝑉 = ∫ 𝐼00𝑁𝑚

𝑣𝑁𝑛
𝑣𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝑉𝜃 = ∫ −𝐼01𝑁𝑚

𝑣𝑁𝑛
𝜃𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝑉𝜓
= ∫ 𝐼10𝑁𝑚

𝑣𝑁𝑛
𝜓
𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄
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𝑀𝑚𝑛
𝑈𝑈 = ∫ 𝐼00𝑁𝑚

𝑢𝑁𝑛
𝑢𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝑊𝑊 = ∫ 𝐼00𝑁𝑚

𝑤𝑁𝑛
𝑤𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝜃𝜃 = ∫ 𝐼02𝑁𝑚

𝜃𝑁𝑛
𝜃𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝜃𝜓
= ∫ −𝐼11𝑁𝑚

𝜃𝑁𝑛
𝜓
𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝑀𝑚𝑛
𝜓𝜓

= ∫ 𝐼20𝑁𝑚
𝜓
𝑁𝑛
𝜓
𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑉𝑉 = ∫ 𝐷00

𝑑𝑁𝑚
𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝑣

𝑑𝑦
𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑉𝜃 = ∫ (−𝐷10𝐾

𝑑𝑁𝑚
𝑣

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜃 − 𝐷01

𝑑𝑁𝑚
𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝜃

𝑑𝑦
)𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑉𝜓
= ∫ (−𝐷01𝐾

𝑑𝑁𝑚
𝑣

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜓
+ 𝐷10

𝑑𝑁𝑚
𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝜓

𝑑𝑦
)𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑈𝑈 = ∫ (𝐸00

𝑑𝑁𝑚
𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝑢

𝑑𝑦
+ 𝐾2𝐹00𝑁𝑚

𝑢𝑁𝑛
𝑢) 𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

(32) 
𝐾𝑚𝑛
𝑈𝑊 = ∫ (𝐸00𝐾

𝑑𝑁𝑚
𝑢

𝑑𝑦
𝑁𝑚
𝑤 − 𝐹00𝐾𝑁𝑚

𝑢
𝑑𝑁𝑚

𝑤

𝑑𝑦
)𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑈𝜃 = ∫ 𝐹00𝐾𝑁𝑚

𝑢𝑁𝑛
𝜃𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑈𝜓

= ∫ 𝐹00
𝑑𝑁𝑚

𝑢

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜓
𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄
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𝐾𝑚𝑛
𝑊𝑊 = ∫ (𝐸00𝐾

2𝑁𝑚
𝑤𝑁𝑛

𝑤 + 𝐹00
𝑑𝑁𝑚

𝑤

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝑤

𝑑𝑦
)𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑊𝜃 = ∫ −𝐹00

𝑑𝑁𝑚
𝑤

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜃𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝑊𝜓

= ∫ 𝐸00𝐾𝑁𝑚
𝑤𝑁𝑛

𝜓
𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

 

 
𝐾𝑚𝑛
𝜃𝜃 = ∫ {(𝐹00 + 𝐷20𝐾

2)𝑁𝑚
𝜃𝑁𝑛

𝜃 − 𝐷02
𝑑𝑁𝑚

𝜃

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝜃

𝑑𝑦
+ 𝐷11𝐾𝑁𝑚

𝜃
𝑑𝑁𝑛

𝜃

𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

+ 𝐷11𝐾
𝑑𝑁𝑚

𝜃

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜃}𝑑𝑦 

 
𝐾𝑚𝑛
𝜃𝜓
= ∫ (𝐷11𝐾

2𝑁𝑚
𝜃𝑁𝑛

𝜓
− 𝐷11

𝑑𝑁𝑚
𝜃

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝜓

𝑑𝑦
− 𝐷20𝐾𝑁𝑚

𝜃
𝑑𝑁𝑛

𝜓

𝑑𝑦

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

− 𝐷02𝐾
𝑑𝑁𝑚

𝜃

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜓
)𝑑𝑦 

 
𝐾𝑚𝑛
𝜓𝜓

= ∫ {(𝐸00 + 𝐾
2𝐷02)𝑁𝑚

𝜓
𝑁𝑛
𝜓
+ 𝐷20

𝑑𝑁𝑚
𝜓

𝑑𝑦

𝑑𝑁𝑛
𝜓

𝑑𝑦
− 𝐷11𝐾

𝑑𝑁𝑚
𝜓

𝑑𝑦
𝑁𝑛
𝜓

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

− 𝐷11𝐾𝑁𝑚
𝜓 𝑑𝑁𝑛

𝜓

𝑑𝑦
} 𝑑𝑦 

 .توان به شکل زیر نمایش داد( را می31( به شکل بسته شده، رابطه )31های ماتریس )با مشخص شدن درایه

 

(33) MẌ + KX = 0 
 

به  X گرفتن حرکت تکرار شونده ارتعاشات آزاد برای تیر خمیده ، بردار جابجایی وابسته به زمانبا در نظر 

 صورت زیر قابل بیان خواهد بود. 

 

(34) X = X̂ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝛼) 
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بیانگر  𝜔 ،(34گردد. در رابطه )( مسأله مقدار ویژه زیر حاصل می33( در رابطه )34نهایتاً با قرار دادن رابطه )

 باشد. معادله مشخصه فرکانسی تیر پیچیده شده برابر است با: فرکانس طبیعی تیر پیچیده شده می
 

(35) (K − 𝜔2M)X̂ = 0 
 

 شود. های طبیعی سیستم محاسبه می( به صورت یک مسأله مقدار ویژه، فرکانس35از حل معادله )

 

 نتایج و بحث -3
آزاد تیرهای کامپوزیتی تقویت شده با صفحات گرافن پرداخته شده در تحقیق حاضر به بررسی رفتار ارتعاشات 

است. فرض بر آن است که تیر دارای پیچش اولیه است به نحوی که یک انتهای آن زاویه پیچش ندارد در 

حالی که انتهای دیگر تیر دارای مقدار دلخواهی از پیچش است. نرخ پیچش در طول تیر کاملاً دلخواه است و 

ن حاضر قادر به در نظر گرفتن پیچش از هر مرتبه و به هر شکلی است. با این وجود در تحقیق فرمولاسیو

ای در نظر گرفته شده است. تیر کامپوزیتی به کار رفته در این تحقیق حاضر پیچش به شکل تابع چند جمله

نیز اشاره شد، مقدار  اند. همانگونه که پیش از ایندارای چندین لایه بوده که با صفحات گرافن تقویت شده

تواند متغیر باشد که منجر به یک توزیع هدفمند خواهد شد. شرایط مرزی ها میکسر حجمی گرافن در لایه

 باشد.متنوعی برای تیر در نظر گرفته شده است و فرمولاسیون به کار رفته روش ریتر و توابع چبیشف می

ردی که خلاف آن ذکر شده است، از تقویت کننده گرافن لازم به ذکر است که در کل این تحقیق به جز در موا

صفحات ارائه شده است.  (2)و ماتریس اپوکسی به عنوان دو جز استفاده شده است. خواص این دو جز در جدول 

نانومتر هستند. این مقادیر  5/1میکرومتر و ضخامت  5/1میکرومتر، عرض  5/2دارای طول  گرافن به کار رفته

 اص مکانیکی کامپوزیت مورد نیاز است. برای محاسبه خو

 

 ایو مقایسه مطالعه همگرایی -1-3

روش حل به کار رفته در تحقیق حاضر روش ریتز است و همواره یکی از فاکتورهای مهم در روش ریتز تعداد 

ای از مطالعات همگرایی، سه تیر با سه شرط مرزی باشد. به عنوان نمونهجملات برای حصول همگرایی می

𝐹𝐺مختلف انتخاب شده است. دیگر خواص به کار رفته در تیر عبارتند از توزیع  − 𝑋 ،کسر وزنی 𝑊𝐺𝑃𝐿 =

Φ0زاویه پیچش انتهایی ، 0.5% = 40
o  به همراه نرخ ثابت زاویه پیچش𝑠 =  .10و تعداد لایه برابر با  1

𝐿/ℎه صورت همچنین ابعاد هندسی تیر ب = 𝐿/𝑏و  10 = در طول این سه تحقیق  .انتخاب شده است 15

( ارائه شده است، پارامتر فرکانس بدون بعد به صورت زیر تعریف شده 5( و )4(، )3که نتایج آن در در جداول )

 است. 
 

(36) Ω = 𝜔𝐿√𝜌𝑚(1 − 𝜈𝑚
2 )/𝐸𝑚 

 

مقدار پنج فرکانس اول تیر برای مقادیر مختلف تعداد جملات به کار رفته در روش ریتز ارائه شده است. نتایج 

( به ترتیب به شرایط مرزی دو سر گیردار، دو سر ساده و یک سر گیردار 5( و )4(، )3ارائه شده در جداول )
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خص است برای اطمینان از همگرایی و رسیدن مربوط هستند. همانگونه که از نتایج ارائه شده در این جداول مش

تابع شکل برای هر یک از متغیرهای اساسی در روش ریتز لازم است. با این کار یک  12به دقت لازم انتخاب 

درجه آزادی به وجود خواهد آمد. به همین دلیل برای ارائه نتایج بعدی در این تحقیق تعداد  60سیستم 

 تخاب شده است. جمله ان 12جملات در روش ریتز 

( مشخص است و انتظار 5( و )4(، )3لازم به ذکر است که همانگونه که از نتایج ارائه شده در سه جدول )

رود، بالاترین فرکانس مربوط به تیر دو سر گیرداراست که به دلیل شرایط مرزی مستحکم تر در این نوع از می

 شرط مرزی است.
 

 ]2[ س و تقویت کنندهخواص مکانیکی دو جزء ماتری -2جدول 

 جز تقویت کننده جز پلیمری نام خاصیت

 1010 3 مدول الاستیسیته )گیگا پاسکال(

 5/1062 1200 چگالی )کیلوگرم بر متر مکعب(

 186/0 34/0 ضریب پواسون

 

 آنالیز همگرایی بر روی پنج فرکانس بدون بعد اول تیر با شرایط مرزی دو سر گیردار -3جدول 

 𝑵 Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5تعداد جملات 

4 7049/0 0631/1 8970/1 7870/2 1241/5 

5 7022/0 0583/1 8740/1 6927/2 5981/3 

6 7021/0 0577/1 8495/1 6634/2 5430/3 

7 7021/0 0577/1 8491/1 6553/2 4528/3 

8 7021/0 0577/1 8489/1 6549/2 4508/3 

9 7021/0 0577/1 8488/1 6546/2 4486/3 

10 7020/0 0575/1 8487/1 6544/2 4480/3 

11 7020/0 0575/1 8484/1 6542/2 4479/3 

12 7019/0 0573/1 8483/1 6540/2 4473/3 

 

 آنالیز همگرایی بر روی پنج فرکانس بدون بعد اول تیر با شرایط مرزی دو سر ساده -4جدول 

 𝑵 Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5تعداد جملات 

4 3100/0 5154/0 5311/1 3878/2 7312/3 

5 3089/0 5100/0 2343/1 9449/1 6921/3 

6 3087/0 5096/0 2302/1 9073/1 7175/2 

7 3087/0 5096/0 2243/1 8964/1 7138/2 



 ودرزی هفشجانی و کیانیگ                           تقویت شده ...                           تیرهای کامپوزیتی پیچیده شده تحلیل ارتعاشات آزاد

       149                                                                 1402، بهار 70 یاپی، شماره پ1، شماره 25مکانیک ایران، دوره  ینشریة مهندس

 

8 3087/0 5096/0 2243/1 8942/1 6730/2 

9 3087/0 5096/0 2242/1 8941/1 6725/2 

10 3087/0 5096/0 2242/1 8941/1 6719/2 

11 3087/0 5096/0 2242/1 8941/1 6718/2 

12 3087/0 5096/0 2242/1 8941/1 6718/2 

 

 آنالیز همگرایی بر روی پنج فرکانس بدون بعد اول تیر با شرایط مرزی یک سر گیردار  -5جدول

 𝑵 Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5تعداد جملات 

4 1104/0 1850/0 6973/0 1147/1 5621/2 

5 1104/0 1846/0 6870/0 0844/1 9157/1 

6 1103/0 1846/0 6836/0 0784/1 8910/1 

7 1103/0 1846/0 6835/0 0777/1 8619/1 

8 1103/0 1846/0 6835/0 0776/1 8614/1 

9 1103/0 1846/0 6835/0 0776/1 8610/1 

10 1103/0 1846/0 6835/0 0776/1 8610/1 

11 1103/0 1846/0 6834/1 0776/1 8610/1 

12 1103/0 1846/0 6834/1 0775/1 8609/1 

 

ای نیز در این بخش صورت گرفته است. لازم به ذکر است که هیچ گونه تحقیق بر روی دو مطالعه مقایسه

های تقویت شده با صفحات گرافن که دارای پیچش اولیه باشند، گزارش نشده است. به همین ارتعاشات تیر

مربوط به تیر کامپوزیتی حاضر بدون پیچش و دیگری مربوط به دلیل دو مطالعه صورت پذیرفته است که اولی 

 تیر هموژن و ایزوتروپ در حضور پیچش اولیه است.

 

 ای بر روی پنج فرکانس اول تیر با شرایط مرزی دو سر گیردارمطالعه مقایسه -6جدول 

 Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 Ω6 مرجع چیدمان
بدون تقویت 

 کننده

 7361/2 0543/2 5250/1 1010/1 5997/0 4160/0 حاضر

 7361/2 - 5248/1 - 5998/0 - ] 2[وو و همکاران 

UD 
 8663/3 9027/2 1548/2 5555/1 8474/0 5877/0 حاضر

 8662/3 - 1546/2 - 8475/0 - ]2[وو و همکاران 

FG-X 
 1399/4 9028/2 3327/2 5556/1 9292/0 5877/0 حاضر

 1399/4 - 3325/2 - 9293/0 - ]2[وو و همکاران 

FG-O 
 5173/3 9028/2 9357/1 5556/1 7507/0 5877/0 حاضر

 5171/3 - 9355/1 - 7508/0 - ]2[وو و همکاران 

FG-V 
 7514/3 9028/2 0837/2 5556/1 8163/0 5877/0 حاضر

 7512/3 - 0835/2 - 8164/0 - ]2[وو و همکاران 
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شرایط مرزی دو سر گیردار ارائه شده است. برای این مطالعه ای اول شش فرکانس اول تیر با در مطالعه مقایسه

لایه و کسر  10تیر بدون حضور پیچش در نظر گرفته شده است. همچنین تعداد لایه تیر کامپوزیتی برابر با 

نتایج مرجع حاضر  های مختلفی نیز لحاظ شده است.درصد در نظر گرفته شده است. چیدمان 3/0وزنی برابر با 

در نظر گرفته شده  10وو و همکاران مقایسه شده است که در آن تحقیق نسبت طول به ضخامت برابر  با نتایج

𝐿/ℎاست یعنی   = این مرجع تیر به صورت خمش در یک صفحه مدل شده است . از آنجایی که در 10

گر است. شود که مربوط به خمش در صفحه دیهای در نظر گرفته در تحقیق حاضر رؤیت نمیبعضی از فرکانس

ها در این تحقیق مطابق آنچه در فرمول ارائه شده است. فرکانس (6)نتایج حاصل از این تحقیق در جدول 

𝐿/𝑏اند. همچنین دیگر بعد هندسی به صورت ( ارائه شد، بدون بعد گردیده36) = در نظر گرفته شده  15

که بر حسب تئوری  ]2[و همکاران  است. مشخص است که نتایج مرجع حاضر با دقت بسیار خوبی با نتایج وو

تیموشنکو و روش عددی مربعات دیفرانسیلی ارائه شده همخوانی مطلوبی دارد. لازم به ذکر است که همانگونه 

FG آید بالاترین فرکانس مربوط به چیدمانکه از مقایسه نتایج عددی بر می − X  بوده و کمترین فرکانس

FGمربوط به چیدمان  − O دلیل این نحوه تغییرات آن است که در چیدمان .FG − X  صفحاتی که بیشترین

ها اند. بنابراین سفتی خمشی در این مدل تیرها از سایر مدلفاصله را از تار میانی دارند بیشتر تقویت شده

FG های طبیعی در چیدمانبیشتر است. توضیح مربوط به پایین بودن فرکانس − O  ت.نیز کاملاً برعکس اس 

ارائه شده است، یک تیر ایزوتزوپ هموژن در نظر گرفته  (7)ای که نتایج آن در جدول در دیگر مطالعه مقایسه

شده است. برای اینکه بتوان مدل حاضر را با مدل ارائه شده توسط بانرجی و دیگران مقایسه کرد، کافی است 

کسر وزنی را برابر با صفر قرار دارد و دیگر خواص هندسی و فیزیکی تیر را برابر با آنچه بانرجی انتخاب کرده 

متر را مورد بررسی قرار داد. برای این تیر مدول  048/3تیری با طول  ]19[نتخاب نمود. بانرجی است، ا

در نظر  2700انتخاب شده است. چگالی تیر نیز برابر با  296/0گیگاپاسکال و ضریب پواسون  70الاستیسیته 

 گرفته شده است. دیگر خواص تیر نیز عبارتند از: 

𝐷00 = 893669000, 𝐷02 = 2869.7,𝐷20 = 57393, 𝐸00 = 𝐹00 = 344700900 
مابقی ضرایب معرفی نشده برابر با صفر هستند. تیر دارای زاویه پیچش  ،هموژن بودنو به دلیل ایزوتروپ 

𝑠درجه بوده و نرخ پیچش در طول تیر ثابت است، به عبارت دیگر  40انتهایی  = Φ0و  1 = 40
. پنج 0

شود نتایج فرکانس اول تیر با آنچه توسط بانرجی ارائه شده مقایسه گردیده است که همانگونه که مشاهده می

به خوبی با یکدیگر همخوانی دارد. لازم به ذکر است که در مرجع یاد شده توسط بانرجی تیر یک سر گیردار 

و ارائه نتایج استفاده شده است. همانگونه که  بوده و از دو تئوری تیموشنکو و اویلر برای استخراج معادلات

رود نتایج با آنچه توسط بانرجی بر پایه تئوری تیموشنکو ارائه کرده همخوانی بهتری دارد. در دو انتظار می

نیز از تئوری تیر اویلر استفاده شده است. با این وجود  ]25[و همچنین روزن  ]21[مرجع دیگر توسط لیونگ 

 ق خوبی با هم دارند. کلاً نتایج تطاب

 

 لعات پارامتریامط -2-3

پس از اطمینان از دقت و صحت روش حل به کار رفته و همچنین فرمولاسیون استفاده شده از طریق بررسی 

ارتعاشات آزاد یک تیر تقویت ، در ادامه به ارائه نتایج مربوط به مطالعه رفتار ایمطالعات همگرایی و مقایسه

های مختلف شود. در ادامه در بخشباشد، پرداخته میشده با صفحات گرافن که دارای پیچیدگی اولیه نیز می
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شود. در کلیه نتایج این بخش از به بررسی تأثیر پارامترهای مختلف بر روی ارتعاشات آزاد تیر پرداخته می

𝐿/ℎتیری با خواص هندسی  = 𝐿/𝑏و  10 =  استفاده شده است.  15

 

 تاثیر تعداد لایه و الگوی توزیع بر ارتعاشات آزاد-1-2-3

های طبیعی یک تیر با پیچش اولیه که با صفحات این بخش به مطالعه تاثیر تعداد لایه بر روی فرکانس در

ه شده است شود. نتایج این بخش برای هر سه حالت شرط مرزی ارائگرافن نیز تقویت شده است، پرداخته می

ارائه گردیده است. این سه جدول به ترتیب مربوط به شرایط مرزی دو  (10)و  (9)، (8)و نتایج در سه جدول 

سر گیردار، دو سر ساده و همچنین یک سر گیردار هستند. برای هر یک از این سه جدول چهار نوع چینش 

در نظر گرفته شده است. همچنین پنج فرکانس اول تیر برای مقادیر مختلف تعداد لایه محاسبه شده و ارائه 

درجه بوده و نرخ تغییرات زاویه پیچش  90است. فرض بر آن است که زاویه پیچش انتهایی برابر با  گردیده

𝑠ثابت است به عبارت دیگر مقدار = درصد در  5/0در نظر گرفته شده است. کسر وزنی گرافن نیز برابر با   1

 نظر گرفته شده است.

 

 ایزوتروپ و هموژن )بر حسب رادیان بر ثانیه( با شرایط مرزی یک سر گیردارای بر روی پنج فرکانس اول تیر مطالعه مقایسه -7جدول

 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 مرجع

 21/103 361/56 163/25 340/13 4716/3 حاضر

 20/103 363/56 165/25 340/13 4715/3 ]19[بانرجی بر پایه تیموشنکو 

 26/103 372/56 171/25 347/13 4717/3 ]19[بانرجی بر پایه اویلر 

 26/103 372/56 171/25 347/13 4717/3 ]21[لیونگ 

 20/103 301/56 270/25 274/13 4626/3 ]25[روزن و همکاران 

 

 های مختلف و شرایط مرزی دو سر گیردارتأثیر تعداد لایه بر پنج فرکانس اول تیر با توزیع -8جدول 

𝑁𝐿 = 14 𝑁𝐿 = 12 𝑁𝐿 = 10 𝑁𝐿 = 8 𝑁𝐿 = 6 𝑁𝐿 = 4 Ω  مادهنوع 

7810/0 7806/0 7804/0 7797/0 7783/0 7742/0 Ω1 

FG-X 

9547/0 9542/0 9535/0 9521/0 9491/0 9403/0 Ω2 

0119/2 0114/2 0106/2 0091/2 0059/2 9968/1 Ω3 

4466/2 4457/2 4441/2 4413/2 4350/2 4165/2 Ω4 

7017/3 7009/3 6995/3 6969/3 6913/3 6754/3 Ω5 

7155/0 7158/0 7163/0 7172/0 7191/0 7244/0 Ω1 

FG-O 

7894/0 7902/0 7916/0 7943/0 7998/0 8151/0 Ω2 

8711/1 8717/1 8727/1 8746/1 8785/1 8897/1 Ω3 

0673/2 0694/2 0729/2 0794/2 0930/2 1303/2 Ω4 

4654/3 4664/3 4680/3 4709/3 4773/3 4950/3 Ω5 

7365/0 7366/0 7366/0 7368/0 7372/0 7381/0 Ω1 FG-V 
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8495/0 8497/0 8499/0 8503/0 8513/0 8538/0 Ω2 

9149/1 9150/1 9152/1 9157/1 9163/1 9184/1 Ω3 

2089/2 2092/2 2097/2 2109/2 2131/2 2194/2 Ω4 

5343/3 5345/3 5348/3 5354/3 5367/3 5403/3 Ω5 

7507/0 7507/0 7507/0 7507/0 7507/0 7507/0 Ω1 

UD 

8856/0 8856/0 8856/0 8856/0 8856/0 8856/0 Ω2 

9455/1 9455/1 9455/1 9455/1 9455/1 9455/1 Ω3 

2960/2 2960/2 2960/2 2960/2 2960/2 2960/2 Ω4 

5871/3 5871/3 5871/3 5871/3 5871/3 5871/3 Ω5 

 

ها مربوط به توزیع بیانگر آن است که در هر حال بالاترین فرکانس (10)و (9)، (8)نتایج ارائه شده در جداول 

FG − X  های طبیعی در حالت بوده و کمترین فرکانسFG − O توان شود. دلیل این امر را میمشاهده می

FGای بررسی کرد. در حالت در چیدمان لایه − X هایی که بالاترین مقدار کسر حجمی را دارند در فواصل لایه

اند. بنابراین در چنین حالتی مقدار سفتی خمشی تیر افزایش پیدا خواهد کرد ز لایه میانی قرار گرفتهدورتری ا

های طبیعی بیشتری مشاهده خواهد شد. در حالت که به دنبال آن سفتی کل تیر نیز بالاتر رفته و فرکانس

FG − O .تحلیل کاملاً برعکس خواهد بود 

 

 های مختلف و شرایط مرزی دو سر سادهفرکانس اول تیر با توزیعتأثیر تعداد لایه بر پنج  -9جدول 

𝑁𝐿 = 14 𝑁𝐿 = 12 𝑁𝐿 = 10 𝑁𝐿 = 8 𝑁𝐿 = 6 𝑁𝐿 = 4 Ω نوع ماده 

3146/0 3146/0 3146/0 3146/0 3145/0 3144/0 Ω1 

FG-X 

4832/0 4829/0 4824/0 4814/0 4793/0 4731/0 Ω2 

3149/1 3146/1 3142/1 3134/1 3116/1 3066/1 Ω3 

7490/1 7482/1 7467/1 7441/1 7382/1 7211/1 Ω4 

8861/2 8854/2 8841/2 8818/2 8768/2 8626/2 Ω5 

3112/0 3112/0 3112/0 3113/0 3115/0 3119/0 Ω1 

FG-O 

3741/0 3746/0 3755/0 3771/0 3806/0 3902/0 Ω2 

2393/1 2397/1 2402/1 2412/1 2433/1 2492/1 Ω3 

4180/1 4198/1 4227/1 4280/1 4392/1 4702/1 Ω4 

6877/2 6884/2 6897/2 6920/2 6971/2 7113/2 Ω5 

3127/0 3127/0 3127/0 3127/0 3127/0 3127/0 Ω1 

FG-V 

4300/0 4300/0 4301/0 4301/0 4303/0 4307/0 Ω2 

2773/1 2773/1 2773/1 2773/1 2773/1 2775/1 Ω3 

5338/1 5341/1 5346/1 5356/1 5376/1 5432/1 Ω4 

7312/2 7314/2 7317/2 7323/2 7337/2 7373/2 Ω5 

3134/0 3134/0 3134/0 3134/0 3134/0 3134/0 Ω1 UD 
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4357/0 4357/0 4357/0 4357/0 4357/0 4357/0 Ω2 

2789/1 2789/1 2789/1 2789/1 2789/1 2789/1 Ω3 

6125/1 6125/1 6125/1 6125/1 6125/1 6125/1 Ω4 

7867/2 7867/2 7867/2 7867/2 7867/2 7867/2 Ω5 

 

FGشود آن است که در چیدمان مطلب مهم دیگری که از نتایج ارائه شده در این سه جدول برداشت می −

X  های طبیعی نیز افزایش جزئی را دارند حال آنکه در دو چیدمان ها فرکانسبا بالارفتن تعداد لایهFG − O 

FGو  − V  شود. در چیدمان های طبیعی میها باعث کاهش فرکانسافزایش تعداد لایهUD  همانگونه که

ها مشابه با ها تأثیری بر روی فرکانس طبیعی تیر ندارد زیرا در این حالت کلیه لایهرود تعداد لایهانتظار می

 واهد بود. تأثیر خها با احتساب ثابت نگه داشتن ضخامت تیر بیهمدیگر بوده و تعداد آن

 

 های مختلف و شرایط مرزی یک سر گیردارتأثیر تعداد لایه بر پنج فرکانس اول تیر با توزیع -10جدول 

𝑁𝐿 = 14 𝑁𝐿 = 12 𝑁𝐿 = 10 𝑁𝐿 = 8 𝑁𝐿 = 6 𝑁𝐿 = 4 Ω نوع ماده 

1119/0 1119/0 1119/0 1119/0 1119/0 1118/0 Ω1 

FG-X 

1777/0 1776/0 1774/0 1770/0 1761/0 1736/0 Ω2 

7218/0 7217/0 7215/0 7212/0 7205/0 7185/0 Ω3 

0076/1 0070/1 0061/1 0043/1 0005/1 9893/0 Ω4 

9956/1 9952/1 9945/1 9932/1 9905/1 9825/1 Ω5 

1110/0 1110/0 1110/0 1110/0 1110/0 1111/0 Ω1 

FG-O 

1350/0 1352/0 1355/0 1361/0 1375/0 1411/0 Ω2 

6907/0 6908/0 6911/0 6915/0 6924/0 6950/0 Ω3 

8028/0 8038/0 8056/0 8087/0 8154/0 8339/0 Ω4 

8774/1 8779/1 8787/1 8802/1 8834/1 8925/1 Ω5 

1114/0 1114/0 1114/0 1114/0 1114/0 1114/0 Ω1 

FG-V 

1494/0 1494/0 1495/0 1496/0 1499/0 1505/0 Ω2 

7005/0 7005/0 7005/0 7006/0 7008/0 7013/0 Ω3 

8754/0 8745/0 8748/0 8753/0 8765/0 8798/0 Ω4 

9110/1 9111/1 9112/1 9115/1 9122/1 9141/1 Ω5 

1116/0 1116/0 1116/0 1116/0 1116/0 1116/0 Ω1 

UD 

1587/0 1587/0 1587/0 1587/0 1587/0 1587/0 Ω2 

7074/0 7074/0 7074/0 7074/0 7074/0 7074/0 Ω3 

9204/0 9204/0 9204/0 9204/0 9204/0 9204/0 Ω4 

9387/1 9387/1 9387/1 9387/1 9387/1 9387/1 Ω5 
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آید آن است که تغییرات فرکانس طبیعی برای تعداد لایه مهمترین مطلبی که از این سه جدول به دست می

تقویت شده با صفحات گرافن توان گفت که یک کامپوزیت بسیار اندک است و به همین دلیل می 10بیش از 

 تواند تقریب بسیار خوبی برای یک کامپوزیت با تغییرات خواص پیوسته باشد.لایه می 10و 

توان شود میبا توجه با آنچه در مورد تغییرات فرکانس در چهار حالت چیدمانی در جداول بالا مشاهده می

های طبیعی تیر را نیز در محدوده وان فرکانستهای مختلف برای تیر میگفت که با در نظر گرفتن چیدمان

لایه در  10در کلیه نتایجی که در ادامه ارائه خواهد شد تعداد لایه کامپوزیت برابر با  .مشخصی کنترل کرد

نشان دادند به کار بردن بیش از این ( 10)و  (9)، (8)نظر گرفته شده است زیرا همانگونه که نتایج جداول 

 های طبیعی تیر نخواهد داشت.اصی در فرکانستعداد لایه تغییر خ

 

 بررسی تاثیر درصد وزنی و الگوی توزیع بر ارتعاشات آزاد -2-2-3

در این بخش نتایج ارائه شده برای تأثیر درصد وزنی صفحات گرافن بر روی شش فرکانس طبیعی اول ارائه 

به ( 6)و  (5)، (4)ه و در سه شکل شده است. نتایج این بخش برای هر سه حالت شرایط مرزی ارائه گردید

ترتیب برای شرایط مرزی دو سر گیردار، دو سر ساده و یک سر گیردار ارائه شده است. از تیری با زاویه پیچش 

دهد که با درجه با تغییرات خطی شدت پیچش استفاده شده است. نتایج ارائه شده به خوبی نشان می 90

یابد. زیرا با بالارفتن کسر وزنی مدول های طبیعی تیر افزایش میانسبالارفتن کسر حجمی )وزنی( گرافن فرک

 شود.ها بیشتر میالاستیسیته کامپوزیت به شدت بالا رفته که به دنبال آن سفتی تیر نیز بالاتر رفته و فرکانس

 

 بررسی تاثیر زاویه پیچش بر ارتعاشات آزاد -3-2-3

های طبیعی تیر با حضور در ادامه نتایج ارائه شده در این پژوهش به بررسی تأثیر زاویه پیچش بر روی فرکانس

شود. برای این منظور سه حالت شرایط مرزی در نظر گرفته شده است و نتایج مربوط پیچش اولیه پرداخته می

مرزی دو سر گیردار، دو سر ساده و یک به تغییرات چهار فرکانس اول تیر بر حسب زاویه پیچش برای شرایط 

ها فرض شده آمده است. برای نتایج ارائه شده در این شکل (9)و  (8)، (7)های سر ساده به ترتیب در شکل

درصد باشد. همچنین تغییرات زاویه پیچش در طول تیر  5/0است که کسر حجمی گرافن به کار رفته برابر با 

به عبارتی شدت زاویه پیچش مقداری ثابت است که با برابر واحد قرار دادن خطی در نظر گرفته شده است و یا 

 شود. این تغییرات برآورده می 𝑠 پارامتر

توان استنباط نمود، تأثیر زاویه پیچش به شدت بستگی به ارائه شده در این سه شکل میهمانگونه که از نتایج 

مرزی که در این تحقیق مورد بررسی قرار گرفته  شماره فرکانس طبیعی تیر دارد. برای هر سه حالت شرط

کنند توان گفت که فرکانس اول و همچنین فرکانس سوم تیر با بالارفتن زاویه پیچش افزایش پیدا میاست، می

یابند. این نحوه تغییرات در حال آنکه هر دو فرکانس دوم و چهارم تیر با افزایش زاویه پیچش تیر کاهش می

شود و با آنچه که لیونگ نیز گزارش داده است همخوانی دارد. لازم به رزی مشاهده میهر سه حالت شرط م

FGشود که بیشترین فرکانس تیر مربوط به توزیع ذکر است که مجدداً مشاهده می − X  و کمترین فرکانس

FGمربوط به توزیع  − O  گزارش شد. است که دلایل مربوط به این نحوه تغییرات پیش از این 
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  بررسی تأثیر کسر وزنی بر روی شش فرکانس اول تیر با شرط مرزی دوسر گیردار -4شکل 
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 بررسی تأثیر کسر وزنی بر روی شش فرکانس اول تیر با شرایط مرزی دو سر ساده -5شکل 
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 مرزی یک سر گیردار بررسی تأثیر کسر وزنی بر روی شش فرکانس اول تیر با شرایط -6شکل 
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 بررسی تأثیر زاویه پیچش بر روی چهار فرکانس اول تیر با شرایط مرزی دو سر گیردار -7شکل 
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 بررسی تأثیر زاویه پیچش بر روی چهار فرکانس اول تیر با شرایط مرزی دو سر ساده -8شکل 
 

  

 

 

 

 

روی چهار فرکانس اول تیر با شرایط مرزی یک سر گیرداربررسی تأثیر زاویه پیچش بر  -9 شکل  
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 بررسی تاثیر نرخ تغییرات زاویه پیچش -4-2-3

 sشود. نرخ تغییرات زاویه پیچش از طریق نمای دراین بخش به بررسی تأثیر نرخ زاویه پیچش پرداخته می

تأثیر این پارامتر نشان داده شده است. بدین منظور تیری با شرایط مرزی دو  (10)قابل کنترل است. در شکل 

FGسر گیردار مورد بررسی قرار گرفته است. فرض بر آن است که توزیع تقویت کننده گرافن به صورت  − X   

 s بوده و کسر وزنی گرافن برابر با یک درصد در نظر گرفته شده است. چهار فرکانس اول تیر بر حسب توان

 برای مقادیر مختلفی از زاویه پیچش ترسیم شده است.

که به نوعی کنترل کننده نرخ زاویه 𝑠 مشهود است، پارامتر  (10)همانگونه که از نتایج ارائه شده در شکل  

ها دارد. همچنین با بالارفتن زاویه پیچش تأثیر این پارامتر بیشتر پیچش است تأثیر متفاوتی را بر روی فرکانس

ها با شماره های شماره زوج به یک صورت بوده و بر روی فرکانسبر روی فرکانس sهد شد. تأثیر پارامتر خوا

 فرد نیز به صورت مشابهی است.

 

  

  

 بررسی تاثیر نرخ زاویه پیچش بر روی چهار فرکانس اول تیر با شرایط مرزی دو سر گیردار برای زوایای پیچش مختلف -10شکل 
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 گیری نتیجه -4
در تحقیق انجام شده به بررسی ارتعشات آزاد یک تیر پرداخته شده است که در آن اثرات پیچش اولیه نیز 

منظور گردیده است. فرض بر این است که ابتدای تیر بدون پیچش بوده و انتهای تیر دارای حداکثر پیچش 

ن متغیر بودن از طریق یک توزیع است. نرخ زاویه پیچش در تیر نیز متغیر در نظر گرفته شده است که ای

ای بیان شده است. تیر به کار رفته کامپوزیتی چند لایه بوده به نحوی که هر لایه از تیر با مقدار چندجمله

مشخصی از گرافن تقویت شده است. هر لایه از تیر مقدار متفاوتی از تقویت کننده را دارد و به همین دلیل در 

آید. برای برآورد خواص الاستیک تیر از مدل گرادیانی هدفمند به وجود میراستای ضخامت تیر یک توزیع 

شود. همچنین دو خاصیت تسای استفاده شده است که در آن ابعاد تقویت کننده نیز در نظر گرفته می-هالپین

وجود شوند. به دلیل ها محاسبه میدیگر تیر یعنی ضریب پوآسون و چگالی با استفاده از قانون ساده مخلوط

پیچش اولیه تیر باید هر سه مولفه جابجایی را در تیر در نظر گرفت. در مجموع با استفاده از تئوری تیر 

جایی بر روی تار میانی و دو مولفه چرخش تیموشنکو یک مدل تیر با پنج مؤلفه میدان شامل سه مولفه جابه

بندی شده و با نبشی تیر فرمولسطح مقطع در نظر گرفته شده است. انرژی کرنشی و همچنین انرژی ج

های ایاند. به منظور تقریب در روش ریتز از چندجملهاستفاده از روش ریتز این دو انرژی گسسته سازی شده

ای متعامد بوده و دقت همگرایی بالایی دارند. با استفاده چبیشف استفاده شده است که یک مجموعه چندجمله

عی تیر به دست آمده است. ابتدا صحت سنجی میان کار حاضر و نتایج های طبیاز حل مقدار ویژه فرکانس

ای به منظور بررسی پارامترهای متنوعی همچون نحوه موجود صورت گرفته است. سپس تحقیقات گسترده

توزیع گرافن، کسر وزنی گرافن، شرایط مرزی تیر، زاویه پیچش تیر و همچنین نرخ تغییر زاویه پیچش تیر 

ت. نتایج این مطالعات در قالب شکل و جداولی ارائه گردیده است. با بررسی نتایج به دست صورت گرفته اس

 توان نتایج کلی کار را به شرح زیر بیان نمود:آمده از تحقیق حاضر می

  با مطالعه ارتعاشات آزاد تیر پیچیده شده تقویت شده با صفحات گرافن مشخص شد که همواره بالاترین

FGهای طبیعی مربوط به تیری با توزیع فرکانس − X  های طبیعی مربوط به تیری با و کمترین فرکانس

FGتوزیع  − O  .است 

 توان نتیجه گرفت که با وکامپوزیت میهای طبیعی به دست آمده از تیر پیچیده شده نانبا بررسی فرکانس

یابد. های طبیعی تیر نیز افزایش میبالاتر رفتن درصد وزنی و یا درصد حجمی تقویت کننده نانو، فرکانس

اضافه کردن تنها درصد کمی از تقویت کننده گرافن )به عنوان مثال یک درصد( نیز تأثیر چشمگیری در 

 های طبیعی دارد. افزایش فرکانس

 های ماده کامپوزیتی هدفمند در توزیع با بالارفتن تعداد لایهFG − X یابد. های طبیعی افزایش میفرکانس

FGحال آنکه در نقطه مقابل در توزیع  − O  و یاFG − V های طبیعی هستیم.شاهد کاهش فرکانس 

  وسته خواص در لایه تقریب بسیار مناسبی برای یک ماده هدفمند با تغییرات پی 10یک کامپوزیت هدفمند

 باشد.راستای ضخامت می

 های طبیعی دارد. به عنوان مثال برای شرایط افزایش زاویه پیچش تیر تأثیر متفاوتی را بر روی فرکانس

مرزی و هندسه به کار رفته در این تحقیق نشان داده شد که با بالارفتن زاویه پیچش فرکانس اول و سوم 

 یابد.م و چهارم کاهش مییابد حال آنکه فرکانس دوافزایش می
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 .تأثیر نرخ زاویه پیچش در مقادیر بالای زاویه پیچش بیشتر مشهود است 

 های بالای تیر بیشتر مشهود است.تأثیر نرخ زاویه پیچش در فرکانس 

 های تیر ممکن است کاهش یا افزایش پیدا کنند. با بالارفتن نرخ زاویه پیچش فرکانس 
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Abstract  

 

In this work, free vibrations of a composite beam is investigated. Considered composite beam 

is assumed with the presence of pre-twist. One of the beam is without twist while the other end 

of the beam has the maximum twist angle. Twist rate in the beam is assumed to be non-constant 

where a higher order polynomial variation of twist angle is assumed. Composite beam of this 

study is composed of a number of layers where each layer of the beam is reinforced with 

graphene platelets. Layers may have different amount of graphene which leads to the 

functionally graded composite laminated beam with pre-twist. Elasticity modulus of the beam 

is estimated by means of the Halpin-tsai rule while the mass density and Poisson's ratio are 

assumed using the simple rule of mixtures approach. Timoshenko beam theory is adopted to 

estimate the displacement field in the beam. Due to the present of twist, five degrees of freedom 

containing three displacements and two cross-section rotations are considered. Using the 

Hamilton principle and with the aid of the Ritz method, the equations of motion are discretized. 

Shape functions of the Ritz method are constructed by means of the Chebyshev polynomials. 

This set of functions are orthogonal and has high rate of convergency. Matrix representation of 

the governing equations is obtained using the Chebyshev-Ritz method. The governing 

equations of the free vibration motion are established and solved as an eigenvalue problem. 

Results of this study cover the case of free vibration of a graphene platelet reinforced composite 

laminated pre-twisted beam. At first results of this study are validated with the available data 

in the open literature and also the required number of shape functions in the Ritz method are 

estimated through the convergence studies. After that using parametric studies, the influences 

of different parameters such as number of layers of composite, boundary conditions, twist angle, 

twist rate, graphene weight fraction and their pattern are explored. Numerical results of this 

study show that by increasing the weight fraction of graphene platelets, natural frequencies of 

the beam are enhanced. Also through adoption of a proper pattern, the natural frequencies in 

the beam may be controlled. The effect of twist angle on the frequencies of the beam is shown. 

It is depicted that increasing the twist angle may increase/decrease the frequencies depending 

on the mode number.  
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