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 مقدمه -1
فرود نرم است  ینوع ننشیدارند. مثلاً فرود ماه یانواع مختلف ییفضا هایبرنامه یدر حوزه یمسئله فرود عمود

از جمله فرود  یمنظومه شمس هایتیاز مامور یو برخ شودیحل م کینامیرودیآ یروهاین راتیکه بدون تاث
. دآییبالشتک فرود م کی یبر رو گرربات کاوش ای لهیاست که در هنگام فرود وس یاز نوع خیسطح مر یرو

 به کینزد یریدر نقطه فرود مقاد تیاست که هم بردار سرعت و هم موقع یفرود ندیفرود نرم فرآمنظور از 

 تیقانون هدا های اخیرپژوهش. در کسیا سیفالکون اسپ برهایصفر داشته باشند. مانند فرود بوستر ماهواره
ن فرما راتییکردن تغ ممینیشده است که در آن هدف م یطراح نینشفرود ماه سئلهم یبرا یحیصر ینهیبه

 . [1] شتاب است

 هایبه انحراف جهبا تو نهیبه ریقرار داده شده است مس شرانیپ یرویکه بر اندازه ن یودقی بر مسئله علاوه نیا
          .[2] شوندیم دیتول نیبه شکل آنلا هیاول
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 تیمامور ییفاز نها یبرا تیقانون هدا یطراح

 بوستر با روش بسط مرتبه بالا یفرود سه بعد 
 هرحلم یبرا دیمق ییو زمان نها طیبا در نظر گرفتن شرا نهیبه تیقانون هدا یمقاله، طراح نیدر ا
 ق،یتحق یقرار گرفته است. هدف اصل یماهواره بر مورد بررس کیبوستر  یمسئله فرود سه بعد یینها

 تیاقانون هد یطراح یبرا یبردار یروش بسط مرتبه بالا تیقابل شیافزاو  نحوه توسعه یبررس
 نیارد و همچند یحداقل تیحالت، حساس ریمتغ ةیقانون نسبت به انحرافات بزرگ اول نیاست. ا نهیبه

روش بسط مرتبه  یخشر بل محاسبات در عمل وجود دارد. اثآن با حداق نیآنلا یساز ادهیامکان پ
 بر تیهدا ونشد که قان دادهقرار گرفته است و نشان  یکارلو مورد بررس مونت یساز هیبالا با شب

 یخوب نیگزیتواند جا یبرخوردار است بلکه م یتنها از دقت مناسب نه یبردار یاساس بسط مرتبه بالا
  باشد. ینام ریمس بیتعقمسئله  یبرا
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با حداقل سوخت  ییخطا در زمان نها نیبا کمتر نهیبه ریاستخراج مس یبرا PSO سازینهیروش بهمحققان از 
 یفرمان اندازه شودیفرض م قیتحق نای در. [3] اندکرده استفاده برماهواره کیفرود بوستر  یبرا یمصرف

. شودیاستخراج م سازینهیبا استفاده از به وستهیو جهت آن به شکل پ bang-off-bangبه شکل  شرانیپ یروین

 مسئله در تحقیق دیگری شده است. ادهیپ کسیا سیاسپ یکمپان 9مدل موشک فالکون  یمسئله بر رو نیا
 Conjugate Gradientبار از روش  نیمورد مطالعه قرار گرفته است اما ا یفطیفرود بوستر با کمک روش شبه

یاستفاده م یفطیبدست آوردن پاسخ معادلات شبه یاست برا سازینهیبه یبرا کیمرسوم و کلاس یکه روش

 ییفضا کینامیحل مسائل د یبرا یلیفرانسیروش بسط مرتبه بالا با استفاده از جبر د 2008در سال . [4] دشو
تنها توابع نه یبر رو یجبر اتیاست که به کمک آن عمل یابزار یلیفرانسی. جبر د[5] مطالعه قرار گرفت مورد

در معادلات  توانیم زیبلکه مشتقات مراتب بالا را ن ردگییمستقل انجام م ریمقدار تابع در محل متغ یبرا
 1999روش در سال  نیمسئله استخراج کرد. ا کیاز حل  توانیرا م یشتریاطلاعات ب نیکرد. بنابرا لیدخ

مقاوم  تیهدا یبرا یگریروش د .[6] ذرات توسعه داده شد کیزیحل مسائل در ف یبرز برا نیمارت یتوسط آقا

 در. [7] است شده شنهادیو پ یبررس یلیفرانسیجبر د یبر اساس روش مرتبه بالا زین ییمسائل فضا تیدر هدا
بار  نیاست که ا نی. تفاوت در ا[5] شده استحل تیفرمان هدا دیتول یبرا نهیروش مسئله کنترل به نای

مقاله دو مثال  نای در. اندحالت را هدف قرار داده ریدر اثر انحراف در متغ تهدای فرمان اصلاح محاسبه هامحقق

ند است و مثال دوم همان خیتا مر نیاز زم وستهیپ شرانشیبا پ مایفضاپ تیمسئله هدا یکه اول اندشده یبررس
مورد مطالعه قرار  زیاست که در مرجع قبل ن خیکاهش سرعت در سفر به مر یاز پسا برا یریگبهره مسئله

ت شده اس یسازادهیچند مثال مختلف پ یبرا یمشابه با مراجع قبل یروش ای دیگردر مطالعه گرفته است.

مطالعهدر  .[8] شده است نظر ارائه مورد تیمسئله هدا کینامیکه استخراج معادلات حاکم بر دآن یعلاوهبه
مدل  شرانیپ یرویاندازه ن محدودشده رینظر با مقاد بار مسئله مورد نیا یلیفرانسیبا روش جبر د گر،ید ای

 نیشده که در صورت لحاظ نکردن ا خاطر در نظر گرفته نیمسئله به ا سازیدر مدل رییتغ نی. ا[9] شده است

بزرگ بوده و در  تیاحتمالاً اندازه فرمان هدا مسئلهدر شروع  ت،یدر هدا شرانیپ یرویبر اندازه ن تیمحدود
 آن خارج است. یسازادهیمسائل پ یکیزیمقدار محدود شود چراکه از توان ف نیاست که ا ازین یمسائل واقع

. یک کاربرد متفاوت [10] استفاده از جبر دیفرانسیلی است، توجه دیگر بسط مرتبه بالایکی از کاربردهای جالب

نظر انتقال  که در آن مسئله مورد استدیگر از بسط مرتبه بالا و استفاده از جبر دیفرانسیلی در محاسبات آن 
. [11] یک فضاپیما از نقطه لاگرانژی به سمت ماه و برخورد آن به ماه جهت متلاشی کردن فضاپیما است

تواند به دلیل از رده خارج شدن آن و یا ازآنجاکه این مانور، آخرین مانور ممکن برای فضاپیما است که می

 شده و امکان انجام اصلاحدلایل مشابه باشد بنابراین طبیعتاً سوخت محدودی برای این مانور در نظر گرفته
 یینها و انحراف در زمان رییتغ یگاه شده برای این مأموریت باید دقیق باشد.نیست، مسیر تعیین متعدد مداری

با مسئله خواهد گذاشت.  کینامیدر حل معادلات د یایپوشچشمرقابلیغ ریمحتمل است که تأث زیمسئله ن

 ر،یمتغ نیا هیکه مقدار اول دهش مسئله اضافه یرهایحالت به مجموع متغ ریمتغ کیزمان،  ریمتغ سازینرمال
انحراف از  یسادگ و به شودیپارامتر لحاظ م کیعنوان مقدار به نیاست. سپس انحراف از ا یمعرف زمان نام

 یرارا ب یلیفرانسیجبر د یاستفاده از بسط مرتبه بالا تیمز قیتحق کی .شودیدر مسئله مدل م ییزمان نها

مرجع  ریانحراف از مس ینبیشیپ زیجسم مختلف آنال 6 یبرا ق،یتحق نیا . در[13] موضوع نشان داده است نیا
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 کیاجسام هر  نیانجام شده است. ا یلیفرانسیجبر د 4اغتشاشات ذکرشده با استفاده از بسط مرتبه  جهینت در
مطالعه در  نیمطالعه شده است. سپس ا هاولی اغتشاشات اثر در هاقرار دارند و انحراف آن یمتنوع یدر مدارها

 زین راًیاخ .[14] کارلو برآورد شده استمونت زیاحتمال برخورد با استفاده از آنال قیتحق نیو در ا شدهلیتکم

مطالعه قرارگرفته است  اروپا مورد هیاتحاد COMPASSپروژه  تحت (MISS) افزارینرم جیموضوع در پک نیا
 مطالعه شده است ییفضا هایزباله ای باهم هاماهواره ای مایاحتمال برخورد فضاپ زیآنال هایکه در آن روش

[15]. 

 یلترهای. ف[16]است  یناوبر یبرا یرخطیغ لتریف یبا بسط مرتبه بالا، طراح گر،یموضوع متفاوت د کی
مدار در حضور  نییازجمله تع ییهوافضا قیدر مسائل مهم و دق یمهم اریو بس رینقش انکارناپذ یرخطیغ

فرود  خ،یماه و مر یفرود بر رو تیمأمور ،ییضاگردش به دور اجسام کوچک ف تیمأمور ،یرخطیغ هایکینامید
یرگیازهدقت اند هاتیمأمور نیا ی( دارند. براگرید ارهیس ای نیسطح )زم یاستفاده مجدد بر رو تیبوستر باقابل

جهت حذف اغتشاشات  یرخطیغ کینامید یسازو طبعاً مدل اهیرگیدارند. هرچه دقت اندازه تیاهم اریبس ها

وم روش مرس است. نیحرکت پرنده با دقت بالاتر قابل تخم ریمس جهیحالت و درنت یرهایمتغ باشد، ترقیدق
روش با مدل  نیاست. ا افتهیکالمن توسعه لتریف ای EKFشده روش  یرگیاندازه هایداده نگیلتریف یبرا

با روش بسط مرتبه بالا با عنوان  یرخطیغ یلتریفاخیراً [. 17شده است ] سازیادهیمسئله پ یخط کینامید
1HNEKF  2وHAEKF بالاتر از  یشده است که دقتارائهEKF یمحاسبات یدگیچیپ لیدل. به [19] و [18] دارند 

. بر [20[ و ]16]انجام شده است یلیفرانسیبا استفاده از جبر د لتریدو ف نیمحاسبات هم لتر،یدو ف نیدر ا

مسئله  سازیو مدل یلیفرانسیشده است که با استفاده از جبر دنشان داده قیتحق نیا یدستاوردهااساس 

 یکم را طراح یبالاتر و بار محاسبات تیفیبا دقت و ک هاییلتریف توانیبه شکل بسط مرتبه بالا م یرخطیغ
با در نظر   3VHOE ای یبردار یمتفاوت از بسط مرتبه بالا با عنوان بسط مرتبه بالا ینگرشکرده و به کار برد. 

. در [21] است شدهیفاز فرود معرف یبرا نیپرنده بدون سرنش کی تیهدا یبرا نهیگرفتن مسئله کنترل به

 یبا معرف اتجهت انجام محاسب ازین مورد یاضینشده و ساختار ر استفاده یلیفرانسیروش از جبر د نیا
 یبرا تیقانون هدا کیاستخراج  یبراهم  دیمعادلات خط داز  شده است. سازیادهیپ تیحساس یرهایمتغ

شود میاستفاده  دهد،یانجام م شدهنییتع شیجهت گذر از نقاط از پ یمتوال یکه مانورها نیپرنده بدون سرنش

رفته استفاده قرارگ مورد نهیبه باًیتقر تیقانون هدا کی یطراح یبرا یبردار ی. سرانجام بسط مرتبه بالا[22]
 مایفضاپ تیآن هدا تیمدل شده است و مأمور نهینظر در کنترل به پژوهش مسئله مورد نی. در ا[23] است

مشخص  یینها طیو شرا نبه اتمسفر جهت کاهش سرعت و سپس خروج از آن در زما ادیجهت ورود با سرعت ز

که عمل تعقیب را انجام  SDREروش بسط مرتبه بالای برداری با روش کنترلی مطالعات اخیر در  است.
و  ]25[ ای برای حل آنلاین به روش بسط مرتبه بالا معرفی شده استدهد مقایسه شده است و در ایدهمی

 ییهان ةمرحل یبرا دیمق ییو زمان نها طیبا درنظرگرفتن شرا نهیبه تیقانون هدا یمقاله، طراح نیدر ا .]26[

علاوه  تیقانون هدا نیو مطالعه قرار گرفته است. ا یبر مورد بررس ماهواره ای مایفضاپ کیفرود بوستر  ةمسئل
 یحداقل تیحالت، حساس ریمتغ ةیاول زرگنسبت به انحرافات ب سازد،یرا برقرار م ینگیاز به یاریمع نکهیبر ا

                                                                                                                                                                                                           
1 Higher Order Numerical Extended Kalman Fillter 
2 Hierarchical Adaptive Extended Kalman Filter 
3 Vectorized high order expansion 
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یبا استفاده از روش بسط مرتبه بالا لحاظ م تیهدا ةمسئل یاضیدر مدل ر یرخطیداشته؛ چراکه اثر عبارات غ
 تیون هداقان یطراح یروش بسط مرتبه بالا برا تیقابل شیو افزا ةنحوة توسع یبررس ق،یتحق ی. هدف اصلشود

نه  لوریت یبر اساس سر یبردار یبر اساس بسط مرتبه بالا تیشده که قانون هدادادهنشان . در انتهااست نهیبه

 اشد.ب ینام ریمس بیه تعقئلمس یبرا یخوب نیگزیتواند جایبرخوردار است بلکه م یمناسب تنها از دقت
 

 شرح مسئله -2
ی فاز نهایی فرود بوستر مد نظر قرار گرفته است. ماموریت بازگشت بوستر شامل فازهای در این پژوهش، مسئله

نظر گرفته شود. اما در این تحقیق، تواند با موتورهای روشن یا خاموش در ها میمتعددی است. این فاز

فعال  بوستر همواره اند. فرض شده است که در این مسئله، موتورنویسندگان تنها فاز پایانی را مد نظر قرار داده

 ینترلک ریعنوان متغآن به راتییبوستر است و نرخ تغ یمحور طول یمنف یبردار تراست همواره در راستابوده، 
باشد. به همین خاطر مسئله . هدف ارضای شرایط نهایی با دقت بالا در نقطه فرود میتدر نظر گرفته شده اس

 هدایت به شکل یک مسئله کنترل بهینه با شرایط نهایی مقید مدل خواهد شد. 

 

 
 [4]تصویر شماتیک مراحل فرود بوستر  -1شکل 
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 سازیمدل ریاضی برای شبیه -2-1
 .]4[گرددارائه می( 1)ای و زمین تخت مدل ریاضی دینامیک بوستر به فرم معادله با فرض جسم ذره

 

(1) 

𝑥̇ = 𝑣 sin 𝛾 cos 𝜒 

𝑦̇ = 𝑣 sin 𝛾 sin 𝜒 

𝑧̇ = 𝑣 cos 𝛾 

𝑣̇ = −
𝐷

𝑚
+ 𝑔 cos 𝛾 − 𝑇′ cos 𝛼 cos𝛽 

𝜒̇ =
𝑌

𝑚𝑣 sin 𝛾
−
𝑇′cos 𝛼 sin 𝛽

𝑣 sin 𝛾
 

𝛾̇ =
𝐿

𝑚𝑣
−
𝑇′ 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑣
−
𝑔

𝑣
sin 𝛾 

𝑇′̇ = 𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒  

𝛼̇ = 𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒  

𝛽̇ = 𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒  

𝑚̇ = −
𝑚𝑇′

𝐼𝑠𝑝𝑔0
 

 
 نیروها و زوایای حاکم بر مدل بوستر -2شکل 
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هستند که به ترتیب برد، انحراف جانبی،  𝑚و  𝑥 ،𝑦 ،𝑧 ،𝑣 ،𝜒 ،𝛾 ،𝑇′ ،𝛼 ،𝛽متغیرهای حالت  رابطه نیا در
قرینه ارتفاع، اندازه سرعت، زاویه سمت، زاویه مسیر، نیروی تراست تقسیم بر جرم، زاویه حمله، زاویه سرش 

𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒 ،𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒جانبی و جرم هستند. از طرفی دیگر  𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒و   متغیرهای کنترلی مسئله هستند که به ترتیب   

′𝑇نیرو تراست نرمال شده، نرخ زاویه حمله و نرخ زاویه سرش جانبی هستند. دقت شود که  نرخ اندازه =

𝑇/𝑚 .طور که بیان شد چگالی و جاذبه به شکل کامل با روابط:در این مجموعه روابط، همان است 

 

(2)  𝑔 = 𝑔0 (
𝑅𝐸

𝑅𝐸 − 𝑧
)
2

, 𝜌 = 𝜌0𝑒
−
ℎ

ℎ0 

 

ℎ رابطه نیا شوند. درمدل می = −𝑧  ،بودهℎ0 = 7.5𝑘𝑚   و𝜌0 = 1.225
𝑘𝑔

𝑚3  بوده که به ترتیب ارتفاع
𝑅𝐸متر بر مجذور ثانیه  81/9جاذبه در ارتفاع صفر و معادل با  𝑔0مرجع و چگالی سطح دریا هستند و  =

6378 𝑘𝑚  خطی در معادلات  ةکنترلی مسئله رابط یهایاز طرفی برای آن که تمامی ورود شعاع زمین است.و

یک معادله دیفرانسیل اضافی در نظر گرفته  ،نیروی تراست نرمال شده ةدیفرانسیل داشته باشند، برای انداز
انبی سرش ج ةحمله و زاوی ةشود )همانند زاویعنوان متغیر کنترلی در نظر گرفته میشده و نرخ تغییرات آن به

رض شده که بردار تراست در راستای محور طولی بوستر در نظر گرفته شده است(. همچنین ف نیچننیکه ا

 به صورت هستند:روابط مربوط به محاسبه نیروهای آیرودینامیک  قرار دارد.
 

(3)  

𝐿 =
1

2
𝜌𝑣2𝑠𝐶𝐿𝛼 sin2𝛼  

𝐷 =
1

2
𝜌𝑣2𝑠(𝐶𝐷0 +𝐶𝐷𝛼 sin(2𝛼 −

𝜋

2
)) 

𝑌 =
1

2
𝜌𝑣2𝑠𝐶𝐿𝛼 sin 2𝛽  

 

 زیر هستند: سازی به شرحشده که در آن پارامترهای مربوط به مدل[ گرفته 4مدل آیرودینامیک ارائه شده از ]
 

(4) 

𝐶𝐷0 = 9.4 

𝐶𝐷𝛼 = 6.5
1

𝑑𝑒𝑔
 

𝐶𝐿𝛼 = 4 
1

𝑑𝑒𝑔
 

𝑠 = 10.752 𝑚2  

 
محاسبه شده است.  1COESA اتمسفر است که با مدل استاندارد یمعرف چگال ρعبارت  (3)در رابطه 

حضور  لیاست، اما بدل ایمسئله از نوع مدل جسم ذره یکینامیخاطر نشان کرد، اگرچه، مدل د دیبا

                                                                                                                                                                                                           
1  Committee on Extension to the Standard Atmosphere 
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 آن به عنوان راتییحمله در نظر گرفته شده و نرخ تغ هیزاو یراحالت ب ریمتغ ک،ینامیرودیآ یروهاین
 لحاظ شده است.  یکنترل ریمتغ کی

 

 هدایت ۀحل نامی مسال -2-2
برای این منظور  1GPOPSقدم اول برای حل مسئله هدایت مرتبه بالا، استخراج حل نامی مسئله است. از 

سازی جرم متغیر در نظر گرفته شده نیز همانند شبیه GPOPSاستفاده خواهد شد. توجه شود که در حل 
متر،  -1000ولیه برد است. برای مسئله مورد نظر هدف ارضای شرایط نقطه فرود با در نظر گرفتن شرایط ا

 400کیلوگرم، سرعت اولیه  47000متر است در حالی که جرم اولیه  4400متر، ارتفاع  -250فاصله عرضی 

 GPOPSدرجه است. برای بدست آوردن حل به کمک  06/14سمت  ةدرجه و زاوی 10مسیر  ةمتر بر ثانیه، زاوی
 شود:تابع هزینه زیر تعریف می

 

(5) 
𝐽 = ∫ {

1

2
0.1𝑇′

2
+
1

2
200𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒

2
+

𝑡𝑓

0

1

2
0.1(

180

𝜋
𝛼)2 +

1

2
0.1(

180

𝜋
𝛽)2

+
1

2
1 (
180

𝜋
𝛾)

2

+
1

2
0.1 (

180

𝜋
𝜒)

2

+
1

2
𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒
2 +

1

2
𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒
2 }𝑑𝑡  

 

 یدهحالت، وزن یرهایاز متغ ریمس هیو زاو یسرش جانب هیحمله، زاو هیموتور، زاو یروین نه،یتابع هز نیدر ا

و با  مصرفی سوخت حداقل با بوستر تا انددر نظر گرفته شده زین یکنترل یرهایمتغ تمامی بعلاوه،. اندشده
 ریمس نیاستخراج ا یاست. برا شدهدادهنشان ریز یدر نمودارها سازینهیبه جی. نتادیحداقل نرخ چرخش فرود آ

 زین سازیدر نظر گرفته شده است و مدل ریجاذبه و جرم متغ ،یفرم کامل معادلات مسئله به شکل چگال ،ینام

 :شودتعریف میزیر  به شکل زین یینها طی. شراباشدیم یبعدسه صورت به
 

(6) 

𝑥(𝑡𝑓) = 0 

𝑦(𝑡𝑓) = 0 

𝑧(𝑡𝑓) = −1 

𝑣(𝑡𝑓) = 0.25 

𝛾(𝑡𝑓) + 𝛼(𝑡𝑓) = 𝜃(𝑡𝑓) = 0 

𝜒(𝑡𝑓) = 𝜒(0) 

                                                                                                                                                                                                           
را با  ایکنترل پو یسازنهیحل مسائل به تیافزار قابلنرم نیاست. ا ایپو یسازنهیبه یبرا یمحاسبات یابزارها نیاز قدرتمندتر یکی GPOPSافزار نرم 1

، GPOPSاز استفاده از  یکل هدف .شودیمختلف استفاده م عیدر صنا دینامیکی یهاستمیس یسازنهیو به یطراح یداراست و برا یرخطیغ یهاتیمحدود
 یمهندس ،کیپنومات ،یکیدرولیه ،یکیالکترون ،یکیالکتر ،یکیمکان یهاستمیشامل س توانندیم هاستمیس نیاست. ا یکیزیف یهاستمیس دینامیکی یسازنهیبه
 یبرا. حل شوند GPOPSافزار با استفاده از نرم دیوجود دارد که با دینامیکی یسازنهیها، مسائل بهحوزه نیاز ا کیهوافضا و ... باشند. در هر  ،یوپزشکیب ،یمیش

 ییهاتیمحدود توانی. به عنوان مثال، مشودرا مشخص  مسالة کنترلیمرتبط با  قیودو  تعریف شود ستمیس یکینامیمعادلات د ابتدا باید، GPOPSاستفاده از 
و  معادلات فیاز تعر بعد  کرد. نییحداقل توان و ... تع وحداکثر  ه،یرا مرتبط با حداکثر و حداقل سرعت و شتاب، حداکثر و حداقل بار، حداکثر و حداقل زاو

 یسازنهیبه یهااز روش GPOPSرا حل کند.  ایکنترل پو یسازنهیمختلف، مسئله به یسازنهیبه یهابا استفاده از روش تواندیکنترل، کاربر م یهاتیمحدود
از جمله هوافضا،  ع،یاز صنا یاریدر بس GPOPS افزارنرم  .کندیو ... استفاده م یرخطیغ یبیتقر یهاروش ،یخط یبیتقر یها، روش رافسون-وتنیمانند روش ن

صورت را به دینامیکی یهاستمیتا س کندیافزار به مهندسان و دانشمندان کمک منرم نی. استفاده از اشودیو ... استفاده م یمیش یمهندس ک،یربات ،یخودروساز
 های کنترل شوند.هزینه های سیستم کاهشو  ییکارآ شیباعث افزا جهیو بهبود دهند و در نت یطراح نهیبه
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متر  1بر اساس این تعریف مقدار نهایی برد و برد خارج از صفحه برابر با صفر است در حالی که ارتفاع نهایی 
شود. در تنظیمات شرایط متر بر ثانیه در نظر گرفته می 25/0شود. سرعت نهایی نیز معادل با در نظر گرفته می

مسیر در پایان صفر باشد. این قید  ةنهایی این قید نیز در نظر گرفته شده است که مجموع زاویه حمله و زاوی

در لحظه پایانی برابر با صفر  𝜃(𝑡𝑓)از بوستر یعنی فر ةداده شده به این معنی است که زاوی (6) که در رابطه
 سمت ةشود که خود به معنای فرود به شکل عمودی )از نظر وضعیت بدنه بوستر( خواهد بود. در آخر هم، زاوی

بر حصول مقادیر علاوه GPOPSسمت اولیه باشد. در نهایت پس از حل  ةنهایی باید در پایان برابر با همان زاوی

گذاشته شده بود، زمان کل ماموریت، تاریخچه زمانی تمام  GPOPSاولیه و نهایی متغیرهای حالت که به عهده 
مسیر حرکت  (3)در شکل  شود.تعیین می GPOPSمتغیرهای حالت، شبه حالت و متغیرهای کنترل توسط 

 سه بعدی و تاریخچه زمانی آن داده شده است.

 
 

 از دو نما سه بعدی نامیمسیر  -3شکل 
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 مسئله کنترل بهینه با انحراف در شرایط اولیهحل  -3
مسئله در نظر گرفته شود؛ انحراف در شرایط اولیه از مقدار نامی در  ةانحراف در شرایط اولی قرار است اکنون

اگر شرایط اولیه در زمان  نیهمواره محتمل است؛ بنابرا هاینیمسائل واقعی به دلیل وجود اغتشاشات و نامع

سازی، با مقدار نامی متفاوت باشد، اعمال فرمان سازی مسئلة واقعی یا شبیهاجرای قانون هدایت، مثلاً در پیاده
باز که در مرحله قبل به دست آمد منجر به انحرافات بزرگ در شرایط نهایی خواهد بود. حلقه نةیکنترل به

 یهاحل مرسوم از روشسازی این انحراف است. یک راهوشی برای جبرانی رهدف دوم در این مسئله، ارائه

ند کمسیر نامی استفاده می تعقیبمشابه دیگر برای  یهاو... روش 3MPCیا  2SDREو یا  1LQمشهوری مانند 
اند اما مشکل اصلی در این است که بازگشت به مسیر نامی، خصوصاً رفته کارها در عمل بسیار بهاین روش

 مانی که انحراف اولیه بزرگ باشد، بهینه نیست.ز

ل بهتر، حجدید است، راه نةیمنحرف شده، خود یک مسئله کنترل به شرایط اولیهاما اگر فرض شود مسئله با 
یافتن مسیر بهینه جدید و جایگزینی آن با مسیر بهینه قبلی است. اما باید توجه کرد که حل مجدد مسئله 

عددی مثل روش طیفی از نظر زمان و  یهاکنترل بهینه باید به شکل آنلاین انجام شود و استفاده از روش
 صرفه نیستند.بهمقرون یمحاسبات نةیهز

 

 
 تعقیب مسیر نامی و جایگزینی مسیر نامی -4 شکل

                                                                                                                                                                                                           
1 Linear Quadratic 
2 State Dependent Riccati Equation 
3 Model Predictive Control 
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عددی که تکرارشونده هستند، امکان واگرایی حل هم وجود دارد. اما یک  یهاآن به دلیل طبیعت حل بر علاوه
روش مناسب برای حل این مشکل، جایگزینی مسیر نامی به کمک روش بسط مرتبه بالا است که بار محاسباتی 

ازة دتوان از آن به شکل آنلاین استفاده کرد و متناسب با انبار محاسبه ضرایب، میآن آفلاین بوده؛ اما با یک

این  سازیانحراف اولیه، فرمان کنترل بهینه و مسیر بهینه را جایگزین کرد. در بخش بعد در مورد نحوة پیاده
 روش صحبت خواهد شد.

 

 رهیمسائل چندمتغ یبرا یبردار یبسط مرتبه بالا -3-1

ده شارائه یبردار یبه شکل بسط مرتبه بالا رهیمسئله چند متغ سازیمدل یمؤثر برا یاضیابزار ردر این بخش 

 فیشده با تعر. لذا در روش ارائهاندشدهانیروش ب نیا سازیادهیپ یبرا ازین مورد هایتمیاست و الگور
چراکه محاسبات آن به  خواهد بود یبعدکیهمانند مسئله  یمسئله چندبعد سازیادهیظاهر پ ،ییاپراتورها

تابع با چند  کی یبرا زین لوریت یسر یروش حت نیا . باشوندیم یسازادهیپ یبردار-یسیشکل روابط ماتر

 یبسط سر ینظر برا که مسئله مورد میفرض کن است. شینماساده قابل رابطه کیمستقل به شکل  ریمتغ
شبه حالت(  ریمتغ کیحالت و  ریمتغ کی)مثلاً  ری( با دو متغنهی)مثلاً کنترل به یکینامیمسئله د کی لوریت

 است:

 

(7) 
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝜆) 

𝜆̇ = 𝑔(𝑥, 𝜆) 

 
 اکنون با بسط سری تیلور:

 

(8) 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥𝑛 , 𝜆𝑛)+
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝜆
𝛿𝜆 +

1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
𝛿𝑥2 +

1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜆
2𝛿𝑥𝛿𝜆 +

1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜆2
𝛿𝜆2

+ ⋯ 
 

𝜆̇ = 𝑔(𝑥𝑛 , 𝜆𝑛)+
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝑔

𝜕𝜆
𝛿𝜆 +

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
𝛿𝑥2 +

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥𝜕𝜆
2𝛿𝑥𝛿𝜆 +

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝜆2
𝛿𝜆2

+ ⋯ 
 

 

 تری نیز نوشت:توان به شکل فشردهاین روابط را همچنان می

 

(9) [
𝑥̇

𝜆̇
] = [

𝑓(𝑥𝑛 , 𝜆𝑛)

𝑔(𝑥𝑛 , 𝜆𝑛)
] + [

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜆
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝜆

] [𝛿𝑥
𝛿𝜆
] +

[
 
 
 
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜆

1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜆2

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥𝜕𝜆

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝜆2 ]
 
 
 

[
𝛿𝑥2

2𝛿𝑥𝛿𝜆
𝛿𝜆2

]

+ ⋯ 

 

𝜹𝑧و در آخر اگر فرض کنیم   = [𝛿𝑥 𝛿𝜆]𝑇را با بسط برداری کاملاً خلاصه نویسی کرد: (9)توان رابطه ، می 
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(10) [
𝑥̇

𝜆̇
] = [

𝑓(𝑥𝑛 , 𝜆𝑛)

𝑔(𝑥𝑛 , 𝜆𝑛)
] + 𝚫1〈𝜹𝑧〉

1 + 𝚫2〈𝜹𝑧〉
2 

 

 :رابطه نیا که در
 

(11) 

𝚫1 = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝜆
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝜆

] 

𝚫2 =

[
 
 
 
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝜆

1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝜆2

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝑥𝜕𝜆

1

2

𝜕2𝑔

𝜕𝜆2 ]
 
 
 

 

 

 دهد:سازی کنیم، نتیجه میاگر بخشی نامی را نیز به سمت چپ معادله برده و ساده
 

(12) [𝛿𝑥̇
𝛿𝜆̇
] = 𝚫1〈𝜹𝑧〉

1 + 𝚫2〈𝜹𝑧〉
2 + ⋯ 

 

 :و از آن جا که
 

(13) [𝛿𝑥̇
𝛿𝜆̇
] =

𝑑

𝑑𝑡
𝜹𝑧 =

𝑑

𝑑𝑡
〈𝜹𝑧〉1 

 

 در نهایت:
 

(14) 

〈𝜹𝑧̇〉1 = 𝚫1〈𝜹𝑧〉
1 + 𝚫2〈𝜹𝑧〉

2 + ⋯ 

〈𝜹𝑧̇〉1 =∑𝚫𝑖〈𝜹𝑧〉
𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 

 مرتبه بالا نهیمسئله کنترل به یحل عموم -3-2
 :زیر باشد به شکل نهیمسئله کنترل به با فرض این که

 

(15) 𝒔̇ = 𝑓(𝒔, 𝝀) 

𝝀̇ = 𝑔(𝒔, 𝝀) 

 

در این مدل فرض شده است که فرامین کنترل بهینه به شکل صریح بر حسب متغیرهای حالت و شبه حالت 
، (16)قابل محاسبه و جایگذاری در مسئله هستند تا بتوان معادلات دینامیکی را به شکل فوق نوشت. در رابطه 
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𝒔  و𝝀  به ترتیب بردار متغیر حالت و شبه حالت هر کدام با𝑛 ند. همچنین توابعالمان هست 𝑓 و𝑔  تا مرتبه
𝒛پذیرند. اکنون با فرض اینکه مشتق 𝑚دلخواه  = [𝒔 𝝀]𝑇 توان به شکل است، مجموعه معادلات بالا را می

 :زیر خلاصه کرد ةرابط
 

(16) 𝒛̇ = ℎ(𝒛) 

 

با  𝑚دلخواه  ةفوق تا مرتب ة، سمت راست رابط 𝝀و  𝒔بودن مقادیر حل نامی برای در گام بعد، با فرض مشخص

ود. شسری تیلور حول حل نامی بسط داده شده و سپس مقادیر مربوط به حل نامی از طرفین معادله حذف می

 در نتیجه:
 

(17) 𝜹𝑧̇ = ∑𝚫𝑖〈𝜹𝑧〉
𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 
در این  𝜟𝑖 نیفوق، بسط سری تیلور با کمک بسط برداری شرح داده شده نوشته شده است؛ بنابرا ةدر رابط

ه شود( کهای متغیر با زمان است )چون بسط سری تیلور حول حل نامی استخراج میرابطه، ماتریسی با المان

𝜹𝑧بر آن، است. علاوه 𝑖〈𝜹𝑧〉در بردارنده ضرایب سری تیلور متناسب با ابعاد بردار  = [𝜹𝑠 𝜹𝜆]𝑇  است که
 از مقادیر نامی است.  حالتدهنده انحرافات متغیرهای حالت و شبهطبق تعریف نشان

تعریف شده، شرایط اولیه و نهایی متغیرهای حالت  ةکنترل بهین ةدر این جا، فرض بر آن است که در مسئل

𝜹𝑠(0)برای مقادیر عمومی  𝜹𝑠و 𝜹𝜆 اند. هدف استخراجمقید شده = 𝜹𝑠0 است با شرط این که 𝜹𝑠(𝑡𝑓) =

𝜹𝑠𝑓 =  باشد. 0

را، که یک مسئله مقدار مرزی با مقادیر جدا از هم است، با  (17) ةتوان رابط، می𝜹𝑠0برای یک مقدار مشخص 
، مسئله برای این مقدار جدید باید مجدداً حل 𝜹𝑠0های عددی حل کرد. اما در صورت تغییر استفاده از روش

 تعیین شوند(به شکل توابعی نامعین )که باید  𝜹𝑠و  𝜹𝜆شود، که شود. برای برطرف کردن این مشکل فرض می

 :هستند )که انحرافات اولیه هستند( قابل تعریف 𝜹𝑠0از 
 

(18) 
𝜹𝑠 = 𝜹𝑠(𝜹𝑠0) 

𝜹𝜆 = 𝜹𝜆(𝜹𝑠0) 

 

 شود:نوشته می 𝜹𝑧در نتیجه برای 
 

(19) 𝜹𝑧 = 𝜹𝑧(𝜹𝑠0) 

 
بر حسب سری تیلور  (19)، در اینجا نیز رابطه  (16) اکنون مشابه با فرض در نظر گرفته شده برای بسط رابطه

 شود:با بسط برداری بازنویسی می
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(20) 𝜹𝑧 = ∑𝚿𝑖〈𝜹𝑠0〉
𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 

، ماتریس ضرایب سری تیلور بوده که نامعین و متغیر با زمان هستند. این ضرایب با  𝜳𝑖 رابطه نیا که در
 𝜹𝑠0شوند. به بیان دیگر، با بدست آوردن این ضرایب، به ازای مقادیر مختلف اصطلاح حساسیت شناخته می

 انحراف ةحالت را در نتیجو این ضرایب، حساسیت انحراف متغیرهای حالت و شبه کردهرا محاسبه  𝜹𝑧توان می

جایگذاری می (16)ة در رابط (20ة )، رابطهاتیآوردن حساسدستبرای به دهند.اولیه متغیر حالت نشان می
از محاسبات  𝜹𝑠0توان دید که های برابر، میشود. پس از انجام محاسبات و معادل قرار دادن عبارات با توان

 ام قابل ارائه هستند: 𝑖های مرتبه ی حساسیتحذف شده و مجموعه معادلات زیر برای محاسبه

 
(21) 𝚿̇𝑖 = 𝚫1𝚿𝑖 + 𝛀𝑖 

 

. هاستعبارت ناهمگن دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی ماتریسی ارائه شده برای حساسیت 𝜴𝑖که در آن، 
𝑖برای  = 𝑖، بخش ناهمگن برابر با صفر است و برای مقادیر  1 > ها ، این مقدار بر حسب مقادیر حساسیت1

  [24[, ]23]رجع شود. جزئیات بیشتر در رابطه با نحوه محاسبات در متر محاسبه میمحاسبه شده مراتب پایین

𝑖ساسیت، با شروع از ح یهاسیماتر ةبرای محاسب ن،یبنابرا ارائه شده است. = را محاسبه کرده  𝚿1توان می 1
توان را محاسبه نمود. در نتیجه این مراحل را می 𝚿2، مقدار 𝚿1بر حسب  𝛀2و در مرحله بعد پس از محاسبه 

را  𝜹𝑠و  𝜹𝜆توان مقادیر ، می(20) ها، با توجه به رابطه، با داشتن حساسیتانتها ادامه داد. در 𝚿𝑚تا محاسبه 

 محاسبه کرد. 𝜹𝑠0به ازای هر 
اند. اکنون این حساسیت استخراج شده یهاسیفرض کنید که با حل معادلات دیفرانسیل مربوطه، ماتر

 شود:)از وسط( به دو بخش بالایی و پایینی تفکیک می هاسیماتر

 

(22) 𝜹𝑧 = ∑[
𝚿𝑖
𝑈

𝚿𝑖
𝐿 ] 〈𝜹𝑠0〉

𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 

𝚿𝑖که  بخش بالایی 
𝑈  و بخش پایینی𝚿𝑖

𝐿 :است. از آن جا که 
 

(23) 𝜹𝑧 = [𝜹𝑠
𝜹𝜆
] 

 

 در نتیجه:
 

(24) [𝜹𝑠
𝜹𝜆
] = ∑ [

𝚿𝑖
𝑈

𝚿𝑖
𝐿 ] 〈𝜹𝑠0〉

𝑖

𝑚

𝑖=1
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 توان نوشت:با تفکیک می
 

(25) 

𝜹𝑠 = ∑𝚿𝑖
𝑈〈𝜹𝑠0〉

𝑖

𝑚

𝑖=1

 

𝜹𝜆 = ∑𝚿𝑖
𝐿〈𝜹𝑠0〉

𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 

 ةاست. حال فقط رابط حالتاول مربوط به متغیرهای حالت و رابطه دوم مربوط به متغیرهای شبه ةکه رابط

برای متغیرهای شبه حالت نیز به  هاتیشود )چرا که شرح حساسمربوط به متغیر حالت در نظر گرفته می
 همین ترتیب است(. با باز کردن این رابطه:

 
(26) 𝜹𝑠 = 𝚿1

𝑈〈𝜹𝑠0〉
1+ 𝚿2

𝑈〈𝜹𝑠0〉
2 + ⋯ 

 

𝜹𝑠اگر فرض کنیم مسئله دو متغیر حالت دارد در نتیجه  = [𝛿𝑥 𝛿𝑦]𝑇 :بنابراین 

 

(27) [
𝛿𝑥
𝛿𝑦
] = 𝚿1

𝑈〈𝜹𝑠0〉
1 + 𝚿2

𝑈〈𝜹𝑠0〉
2 + ⋯ 

 

𝜹𝑠0به آن که  توجه و در نتیجه با = [𝛿𝑥0 𝛿𝑦0]
𝑇: 

 

(28) [
𝛿𝑥
𝛿𝑦
] = 𝚿1

𝑈 [
𝛿𝑥0
𝛿𝑦0

] +𝚿2
𝑈 [

𝛿𝑥0
2

2𝛿𝑥0𝛿𝑦0
𝛿𝑦0

2

] + ⋯ 

 

 آن: یهاحساسیت به شکل مؤلفه یهاسیبا نوشتن ماتر
 

(29) [
𝛿𝑥
𝛿𝑦
] = [

𝑆𝛿𝑥0
𝑥 𝑆𝛿𝑦0

𝑥

𝑆𝛿𝑥0
𝑦

𝑆𝛿𝑦0
𝑦 ] [

𝛿𝑥0
𝛿𝑦0

] + [
𝑆
𝛿𝑥0

2
𝑥 𝑆𝛿𝑥0𝛿𝑦0

𝑥 𝑆
𝛿𝑦0

2
𝑥

𝑆
𝛿𝑥0

2
𝑦

𝑆𝛿𝑥0𝛿𝑦0
𝑦

𝑆
𝛿𝑦0

2
𝑦 ] [

𝛿𝑥0
2

2𝛿𝑥0𝛿𝑦0
𝛿𝑦0

2

] + ⋯ 

 

 هاتیتوان رابطه کلیدی جهت محاسبه انحرافات )بر حسب انحرافات اولیه و حساسحال با انتخاب هر سطر می

 دهد:نتیجه می 𝛿𝑥را( برای هر متغیر حالت حساب کرد. مثلاً برای 
 

(30) 𝛿𝑥 = 𝑆𝛿𝑥0
𝑥 𝛿𝑥0 + 𝑆𝛿𝑦0

𝑥 𝛿𝑦0 + {𝑆𝛿𝑥02
𝑥 𝛿𝑥0

2 + 𝑆𝛿𝑥0𝛿𝑦0
𝑦

2𝛿𝑥0𝛿𝑦0 + 𝑆𝛿𝑦02
𝑦
𝛿𝑦0

2 + ⋯ } 
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به انحراف باتوجهتوان برای تمام متغیرهای حالت و شبه حالت انجام داد و مقادیر انحرافات را این کار را می
 شود:، نتیجه میاندشدهاستخراجها حال که مقادیر حساسیتدر تمامی لحظات حساب کرد. هاتیاولیه و حساس

 

(31) {
𝑠𝑛
𝑛𝑒𝑤(𝑡) = 𝑠𝑛

𝑜𝑙𝑑(𝑡) + 𝛿𝑠(𝑡)

𝜆𝑛
𝑛𝑒𝑤(𝑡) = 𝜆𝑛

𝑜𝑙𝑑(𝑡) + 𝛿𝜆(𝑡)
 

 

متغیرهای انحرافی به حل نامی اولیه، حل  شدهمحاسبهکند با اضافه کردن مقادیر بیان می که به عبارت ساده
𝜆𝑛 ازآنجاکهشود. بنابراین نامی جدید استخراج می

𝑛𝑒𝑤 فرمان کنترل بهینه نامی  جهیدرنتاست  شدهاستخراج

𝑢𝑛جدید نیز با استفاده از
𝑛𝑒𝑤 = −

𝐵

𝑟
𝜆𝑛
𝑛𝑒𝑤  سازی پیاده ةآید. برای جزئیات بیشتر در مورد نحوبدست می

 کنند. مراجعه [24-22توانند به ]روش بسط مرتبه بالای برداری چند متغیره خوانندگان می
 

 جهت تعقیب مسیر مسیر نامی با رگولاتور یسازهیشب -4
آن ارائه شد. در مسیر  استخراج شد و نمودار GPOPSافزار در بخش قبل حل نامی مسئله فرود با کمک نرم

سازی و اجرای فرامین این حل، یک رگولاتور سازی جایگذاری شده و برای پیادهاین جا، این حل نامی در شبیه

جرم بوستر متناسب  GPOPSسازی و حل شود. توجه شود که در شبیهسازی میسازی پیادهدر شبیه LQخطی 
دارد به روش استان LQشود. طراحی رگولاتور با سوزش موتور متغیر بوده و تغییرات آن به طور کامل لحاظ می

وزنی  یهاسیسازی شده و ماترو مرسوم انجام خواهد شد، در نتیجه برای این کار باید معادلات حرکت خطی

و  zو  x ،y راستایدر  تراستمعادلات در دستگاه کارتزین مدل شده و فرامین کنترل،  مناسبی انتخاب شوند.
متغیر کنترلی  5متغیر حالت و  8نرخ تغییرات زاویه حمله و زاویه سرش جانبی خواهند بود. پس در مجموع 

 :ارائه شده استزیر  شود در حالی که مدل خطی به شکلبرای مسئله تعقیب تعریف می
 

(32) 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝛿𝑥̇

𝛿𝑦̇

𝛿𝑧̇
𝛿𝑣𝑥̇

𝛿𝑣𝑦̇

𝛿𝑣𝑧̇

𝛿𝛼̇

𝛿𝛽̇ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑨

[
 
 
 
 
 
 
 
𝛿𝑥
𝛿𝑦

𝛿𝑧
𝛿𝑣𝑥
𝛿𝑣𝑦
𝛿𝑣𝑧
𝛿𝛼
𝛿𝛽 ]
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑩

[
 
 
 
 
 
𝛿𝑇𝑥′

𝛿𝑇𝑦 ′

𝛿𝑇𝑧′
𝛿𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒
𝛿𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒 ]

 
 
 
 
 

→ 𝜹𝒔̇ = 𝑨𝜹𝒔 + 𝑩𝜹𝒖 

 

 .ارائه شده است (5شکل )سازی هدایت و تعقیب مسیر در لوک دیاگرام پیادهب

 6سازی با انحراف اولیه فقط در موقعیت و شبیه 6سازی مجزا انجام شده است. شبیه 12برای بررسی بیشتر 
نمایش  (6شکل )سازی در شبیه 12بعدی مسیر حرکت این  سهسازی با انحراف اولیه در سرعت. نمودار شبیه

در نظر گرفته شده و برای ارتفاع و فاصله  -250و  250برابر با  xاست. انحراف موقعیت در راستای داده شده

و  25انحرافات در سرعت، مقادیر اند. برای منظور شده -100و  100،  -150،  150عرضی به ترتیب انحرافات 
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سعی در جبران این انحرافات و  LQاند و بوستر با کمک رگولاتور ها لحاظ شدهمتر بر ثانیه در همه کانال -25
 دهد.این انحرافات اولیه را نشان می( 1)جدول همگرایی به نقطه فرود داشته است. 

ر ادامه با دست و مسیر بهینة جدیدی تولید نشده است. های زیر صرفاً تعقیب مسیر نامی صورت گرفته ادر شکل

 استفاده از روش بسط مرتبه بالای برداری بر اساس سری تیلور مسیر بهینه بدون تعقیب استخراج شده است.

 
 

 
 پیاده سازی هدایت و تعقیب مسیر بلوک دیاگرام -5شکل 

 

 
 موقعیت بعدی برای انحرافات اولیه سهر مسی -6شکل 
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 سازی سناریوهای تک اجراانحرافات اولیه برای شبیه -1جدول 

No. 𝛿𝑣𝑧0 𝛿𝑣𝑦0
 𝛿𝑣𝑥0 𝛿𝑧0 𝛿𝑦0 𝛿𝑥0 

1 0 0 0 0 0 250 

2 0 0 0 0 0 250- 

3 0 0 0 0 100 0 

4 0 0 0 0 100- 0 

5 0 0 0 150 0 0 

6 0  0 150- 0 0 

7 0 0 25 0 0 0 

8 0 0 25- 0 0 0 

9  25 0 0 0 0 

10 0 25- 0 0 0 0 

11 25 0 0 0 0 0 

12 25- 0 0 0 0 0 

 

 استخراج قانون هدایت با روش بسط مرتبه بالا با کمک سری تیلور -5

 لهسوم مسئ بهاکنون که حل نامی استخراج شد و کیفیت آن مورد بررسی قرار گرفت، در این بخش حل مرت

با  یطرخیغ لهشود. برای گام اول باید مسئسازی میبعدی استخراج شده و سپس چند سناریو شبیه سه فرود
اگر  (5معادله ) به تابع هزینه توجه با سری تیلور تخمین زده شده و معادلات در شکل استاندارد آن ارائه شوند.

    :همیلتونین به شکل

    
 

(33) 

𝐻 =
1

2
0.1𝑇′2 +

1

2
200𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒

2
+
1

2
0.1(

180

𝜋
𝛼)2 +

1

2
0.1(

180

𝜋
𝛽)2

+
1

2
1(
180

𝜋
𝛾)2 +

1

2
0.1 (

180

𝜋
𝜒)

2

+ 
1

2
𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒
2 +

1

2
𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒
2

+ 𝜆𝑥{𝑣sin 𝛾 cos 𝜒} + 𝜆𝑦{𝑣 sin 𝛾 sin 𝜒} + 𝜆𝑧{𝑣 cos 𝛾}

+  𝜆𝑣 {−
𝐷

𝑚
+𝑔 cos 𝛾 − 𝑇′ cos 𝛼 cos𝛽}

+  𝜆𝜒{
𝑌

𝑚𝑣 sin 𝛾
−
𝑇′cos 𝛼 sin 𝛽

𝑣 sin 𝛾
}

+ 𝜆𝛾 {
𝐿

𝑚𝑣
−
𝑇′ 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑣
−
𝑔

𝑣
sin 𝛾} +  𝜆𝑇{𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒} + 𝜆𝛼{𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒}

+ 𝜆𝛽{𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒} 
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 :شودرائه میصورت زیر ااکنون شکل استاندارد مسئله برای حل مرتبه بالا به 

 

(34) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑥̇ = ℎ𝑥 = 𝑣 sin 𝛾 cos𝜒

𝑦̇ = ℎ𝑦 = 𝑣 sin 𝛾 sin𝜒

𝑧̇ = ℎ𝑧 = 𝑣 cos𝛾

𝑣̇ = ℎ𝑣 = −
𝐷

𝑚
+𝑔 cos𝛾 − 𝑇′ cos𝛼 cos𝛽

𝜒̇ = ℎ𝜒 =
𝑌

𝑚𝑣 sin 𝛾
−
𝑇′cos𝛼 sin𝛽

𝑣 sin 𝛾

𝛾̇ = ℎ𝛾 =
𝐿

𝑚𝑣
−
𝑇′ 𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑣
−
𝑔

𝑣
cos𝛾

𝑇′̇ = ℎ𝑇′ = 𝑇
′
𝑟𝑎𝑡𝑒

𝛼̇ = ℎ𝛼 = 𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒
𝛽̇ = ℎ𝛽 = 𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒

 

  

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝜆𝑥̇ = ℎ𝜆𝑥 = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥

𝜆𝑦̇ = ℎ𝜆𝑦 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑦

𝜆𝑧̇ = ℎ𝜆𝑧 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑧

𝜆𝑣̇ = ℎ𝜆𝑣 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑣

𝜆𝜒̇ = ℎ𝜆𝜒 = −
𝜕𝐻

𝜕𝜒

𝜆𝛾̇ = ℎ𝜆𝛾 = −
𝜕𝐻

𝜕𝛾

𝜆𝑇′̇ = ℎ𝜆𝑇′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑇′

𝜆𝛼̇ = ℎ𝜆𝛼 = −
𝜕𝐻

𝜕𝛼

𝜆𝛽̇ = ℎ𝜆𝛽 = −
𝜕𝐻

𝜕𝛽

,

{
  
 

  
 

𝜕𝐻

𝜕𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒
= 0 → 𝑇′𝑟𝑎𝑡𝑒

𝜕𝐻

𝜕𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒
= 0 → 𝛼𝑟𝑎𝑡𝑒

𝜕𝐻

𝜕𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒
= 0 → 𝛽𝑟𝑎𝑡𝑒

 

 

داده شده است که  ℎ𝛽تا  ℎ𝑥این معادله، معادلات دیفرانسیل مربوط به متغیرهای حالت و تعریف  اول بخش
متغیرهای کنترلی باید طبق اصل بهینگی در هر دو دسته معادلات دیفرانسیل مربوط به متغیرهای حالت و 

 متغیرهای شبه حالت جایگزین شوند. 

نیز  ℎ𝜆𝛽تا  ℎ𝜆𝑥اند و تعاریف مربوط به شده در ادامه آوردهمعادلات دیفرانسیل مربوط به متغیرهای شبه حالت 
 توان نوشت:ه است. حال میارائه شد



 

 مرتضی شرفی و همکاران                                                             ...     سه بعدی فرود تیمامور ییفاز نها یبرا تیقانون هدا یطراح

 131                                                     1403 بهار، 74 یاپی، شماره پ1، شماره 26مکانیک ایران، دوره  ینشریة مهندس

(35) ℎ = [
ℎ𝒔
ℎ𝜆
] ℎ𝒔 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ℎ𝑥
ℎ𝑦
ℎ𝑧
ℎ𝑣
ℎ𝜒
ℎ𝛾
ℎ𝑇′
ℎ𝛼
ℎ𝛽 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ℎ𝜆 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ℎ𝜆𝑥
ℎ𝜆𝑦
ℎ𝜆𝑧
ℎ𝜆𝑣
ℎ𝜆𝜒
ℎ𝜆𝛾
ℎ𝜆𝑇′
ℎ𝜆𝛼
ℎ𝜆𝛽 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
متغیر حالت و شبه  18شود که باید سری تیلور آنها نسبت به معادله غیرخطی را شامل می 18که در کل 

Δ نیحالت تا مرتبه سوم بسط داده شود؛ بنابرا
𝑖

، ℎ𝑥سطر است که سطر اول مربوطه به مشتقات  18شامل  

 باشد.می ℎ𝜆𝛽و... الی آخر  ℎ𝑦سطر دوم مربوط به مشتقات 

 12تر ارائه شد، اجرا که پیششود. مطابق جدول سناریوهای تکسازی ارائه میاکنون در اینجا نتایج شبیه
محاسبه شده با بسط سری تیلور  یهاتیحساس سناریوی مختلف با انحراف اولیه متفاوت با درنظرگرفتن

مشابهی است که صرفاً به  یهایسازکه نتایج از نظر کیفی متفاوت با شبیه شودیاند. دیده مسازی شدهشبیه

 ند.تعقیب می کرد( 6مطابق شکل)مسیر نامی را  شدند ومسیر نامی همگرا می
مسیر بهینه جدیدی را تولید کرده و در نهایت در تری بالا تیفیدر این جا مسیر مرجع تولید شده و بوستر باک

 نقطه پایانی فرود آمده است.

 

 
 درجه آزادی با روش بسط مرتبه بالا 3سازی قانون هدایت فرود بلوک دیاگرام پیاده -7شکل 
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 بعدی بسط مرتبه بالا با سری تیلور برای انحرافات اولیه موقعیتسه مسیر  -8شکل 

 

 کارلومونت یسازهیشب -5-1

کارلو انجام شود چرا که برای ارزیابی کلی سازی مونتبرای بررسی این قانون هدایت لازم است که شبیه

لو انجام کارسازی مونتشبیه ،در این جا برای قانون هدایت نیسازی بسنده کرد؛ بنابراتوان به چند شبیهنمی
تا  -100از  𝑧و  𝑦، برای 200تا  -200از  𝑥اف در کارلو فرض شده که انحرسازی مونت. برای شبیهشودیم

سازی مونت کارلو این شبیه متر بر ثانیه است. 15تا  -15از  𝑣𝑧و  𝑣𝑥 ،𝑣𝑦های سرعت  متر و برای مولفه 100

اجرا است که مقادیر انحراف اولیه به شکل توزیع یکنواخت انتخاب شده است. در نمودارهای زیر  2000شامل 
 اند. سازی مونت کارلو برای قانون هدایت مرتبه بالا بر اساس مدل سری تیلور ارائه شدهشبیهنتایج 
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 سازی مونت کارلو با قانون هدایت مرتبه بالای سری تیلورهای مسیر برای شبیهمنحنی -9شکل 

 

 
 بالای سری تیلورسازی مونت کارلو با قانون هدایت مرتبه سرعت برای شبیه xهای مولفه منحنی -10شکل 
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 سازی مونت کارلو با قانون هدایت مرتبه بالای سری تیلورسرعت برای شبیه yهای مولفه منحنی -11شکل 
 

 
 سازی مونت کارلو با قانون هدایت مرتبه بالای سری تیلورسرعت برای شبیه zهای مولفه منحنی -12شکل 

 

 تیقانون هدا ییو سرعت نها تیموقع یخطا -2جدول 

𝑥 𝑦 𝑧 𝑣𝑥 𝑣𝑦 خطا  𝑣𝑧 

 08/0 01/0 06/0 -2/0 -016/0 099/0 میانگین

 02/0 007/0 07/0 03/0 02/0 29/0 انحراف معیار
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دو ویژگی حائز اهمیت است: ویژگی اول ارضای هر چه  تیدر مورد قانون هدایت بهینه موردنظر در این مأمور
ان آماری نش یهافرود و ویژگی دوم اندازه تابع هزینه است. تا این جا با دادهتر موقعیت و سرعت در نقطه دقیق

امه دارد. حال در اد ییکیفیت بالا بسط تیلورداده شد که خطای موقعیت و سرعت برای قانون هدایت بر پایه 
ط به هزینه مربوگیرد. جدول زیر نتایج آماری مربوط به تابع هزینه کل، تابع تابع هزینه مورد بررسی قرار می

بر پایه بسط دهد. قانون هدایت گر، جرم نهایی و جرم مصرف شده )جرم سوخت( را نشان میبخش تعقیب
 از خود نشان داده است.  را ییکیفیت بالاتیلور 

 

 تیدو قانون هدا نهیتابع هز یخطا -3جدول 

 جرم سوخت جرم نهایی هزینه رگولاتور هزینه کل 

 1/6309 40691 95/347 7/2310 میانگین

 35/141 35/141 85/215 519 انحراف معیار

 

 گیری و سخن پایانینتیجه -6
 تیقانون هدا یطراح یروش بسط مرتبه بالا برا تیقابل شیو افزا هنحوة توسع یبررس ق،یتحق یهدف اصل

اند. قرار گرفته یمورد بررسهای متنوعی توسط روشمتنوع آن  یهایسازادهیروش و پ نیاست که کاربرد ا نهیبه
ة روش بسط مرتبه بالا و نحو یآن، اثربخش میمفاه یبسط مرتبه بالا و بررس یسازادهیپس از مطالعة نحوة پ

 .آن مطالعه شده است یسازادهیپ
هدف اصلی تامین حداقل خطای ممکن در نقطه و فاز نهایی فرود یک بوستر مد نظر قرار گرفت  در این تحقیق

حل  و استخراج یسازفرود بوستر مدنظر قرار گرفته شده و پس از مدل یبعدسه همسئلمقاله  در اینفرود بود. 
ررسی به منظور باند و شده سوم استخراج ةمرتبه بالا تا مرتب سطبا کمک ب تیحساس یرهایمتغ نه،یبه ینام

بررسی کیفیت روش  سازی با انحرافات اولیه متفاوت انجام شد. پس از آن برایشبیه 12خطاهای تئوریک، 
تری عهای جامسازیها و همچنین ارزیابی تاثیر عبارات مرتبه بالاتر، شبیهبسط مرتبه بالا در حضور نامعینی

 یبرا انیدر پاسازی شدند. ها با در نظر گرفتن جاذبه، چگالی و جرم متغیر پیادهسازیشبیه نظر قرار گرفت. مد
و  شدته کارلو بهره گرفمونت یسازهیاز شب ،یبردار یبر بسط مرتبه بالا یمبتن تیقانون هدا تیفیک ةسیمقا

 یناسبم قتنه تنها از د لوریت یبر اساس سر یبردار یبر اساس بسط مرتبه بالا تیشد که قانون هدادادهنشان
 باشد. ینام ریمس بیه تعقئلمس یبرا یخوب نیگزیتواند جایبرخوردار است بلکه م
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Abstract 

 

In this paper, optimal guidance law design considering fixed final state and time for the final 
phase booster landing problem of a spacecraft or launch vehicle is investigated and studied. 

This guidance law, not only satisfied a specific optimality criterion, but it also has the least 
sensitivity to the initial state’s deviations; which is due to the inclusion of the nonlinear terms 
in the mathematical modeling using the high order expansions method. The main goal of this 

research, is to investigate the development and to augment the capability of the high order 
expansions method for guidance law design. Different implementations of this approach 

including the differential algebra high order, the generating function based high order and 
vectorized high order expansions methods have been investigated. After reviewing the 
implementation concepts of the high order expansions method, the effectiveness of this method 

has been studied. Then a 3-dimensional booster landing problem has been chosen as the case 
study and after extracting the mathematical model and nominal optimal solution, the sensitivity 

variables have been extracted up to the 3rd order. Afterwards, to investigate the performance 
of the designed guidance law, the Monte Carlo simulations have been performed and it has been 
shown that the designed guidance law on the basis of the Taylor series and high order 

expansions method has a good accuracy and is a valuable alterative to the nominal trajectory 
tracking guidance approach. 

 
Keywords: Vectorized high order expansions, Nonlinear optimal control, Booster landing, 
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