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 مقدمه -1
 هاهماد نوع به توجه با ،شوندیم ختهیر همی رو قالب کی در هم با مذاب ماده چند ای دو کهی هنگام صنعت در
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 با شودیم اضافه( ۳) ماده به مذاب درحالت( 1) ماده کهی نگامه( 1) شکل مطابق مثالی برا. شودیم کیزوترپیا

بوده و کل جسم در  کیزوتروپیا ریغ ای کیزوتروپیا تواندیم(( ۲) ماده) بوجودآمده ماده ها،ماده نوع به توجه

 مجموع ناهمگن خواهد بود. 
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در  یمرز های المان یاستفاده از روش عدد

 کی یخارج یمرزهانقاط  ییمحاسبه تنش و جابجا

 ریمتغ تهیسیماده ناهمگن با مدول الاست
 یرو ها جابجایی و ها محاسبه تنش ،یمرز های المان یروش عدد یاز کاربردها

چند  ایکه دو  یصنعت هنگام . درباشد یجسم ناهمگن م کیو داخل  یخارج یمرزها
 دیماده جد کیامکان به وجود آمدن  شوند، یم ختهیهم ر یقالب رو کیماده مذاب در 

 و ها محاسبه تنش یبرا ازین مورد بندی مقاله فرمول نیناهمگن وجود دارد. در ا
 تهیسیجسم ناهمگن با مدول الاست کی یو داخل یخارج یمرزها یرو ها جابجایی

 ANSYSبا نرم افزار  عددی حل از آمده دست به های شده است. پاسخ هئارا ریمتغ

 های المان روش از استفاده با آمده دست به جینتا یکه خطا شد شد و مشاهده سهیمقا
 دهنده دقت خوب باشد که نشانمی  %۲از  کمتر افزار حاصل از نرم جیبا نتا ،یزمر

 .باشد یم یمرز های المان عددی روش از آمده دست به های جواب
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 جسم ناهمگن -1 شکل

 

ها را اند که بر اساس آن جابجاییمستقیم معادله حاکم، هندسه، خواص مواد و شرایط مرزی داده شده مسئلهدر 

در نقاطی از سطح  ها راند و تراکشناعنوان شرط مرزی معلومدر نقاطی از سطح جسم که بردارهای تراکشن به 

بر روی مرزهای مشترك بین ها ها و تراکشنجاییبه همراه جاب اندمعلومشرط مرزی ها به عنوان که جابجایی

 مسئلهمورد نیاز برای حل  بندیفرمولدر این مقاله  شوند.های مرزی محاسبه میاز روش المانبا استفاده  هاماده

ه ارائ با مدول الاستیسیته متغیر ها روی مرزهای خارجی یک جسم ناهمگنها و جابجاییمستقیم محاسبه تنش

هم برای بررسی مسئله یک نمونه  MATLABافزار استفاده از کد نوشته شده در نرم شده است و در ادامه با

بندی مورد نیاز در ادامه هم فرمول است.وشته شده، مورد بررسی قرار گرفتهاستخراج شده و کد نصحت روابط 

های روی مرزهای داخلی یک جسم های مرزهای خارجی و گرهها روی گرهها و جابجاییبرای محاسبه تنش

ناهمگن بوده و مدول یانگ آن راستای ( (۲)که ماده میانی )ماده  (، متشکل از سه ماده(۲)ناهمگن )شکل 

 که است آن بر سعیادامه  ردرسد. می 1Eشروع شده و به صورت نمایی تغییر کرده و به  3Eاز  yمحور 

و  کنونتا باز دیر از ایزوتروپیک ناهمگن یا غیر مواد به انجام شده مربوط الاستیسیته مسائل حل تاریخچه

روش اسکار یک کلمنتس و . گیرد قرار مطالعه و بررسی موردهای مرزی همچنین استفاده از روش المان

حقیق . در این تاندکردهایزوتروپ بیان  از مسائل الاستیسیته در محیط غیرای انتگرال مرزی برای حل دسته

-سائل الاستیسیته استخراج شدهای از م، معادلات انتگرال مرزی برای حل دستهبا استفاده از یک تابع گرین

است. کردهایزوتروپ ارائه  حل مسائل الاستیسیته در محیط غیربندی جدید برای فرمولآئو یک  .] 1[ است

ای که حل اساسی )تابع گرین( برای آن پتانسیل تبدیل شده به گونهبندی معادلات تعادل به فرمولدر این 

  .] ۲[ وجود دارد
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 خواص با مواد در بعدی سه الاستیسیته مسائل حل برای مرزی هایالمان جدید بندیفرمول یک پن و آمادی

 به ایزوتروپ غیر هایمحیط گونهاین برای گرین تابع. اندئه کردهارا حجمی نیروهای تحت ایزوتروپیک غیر

 یکیر شکل استاتییتغ یبرا یمسئله مقدار مرزآزیس و همکاران  .] ۳[ است آمده دستهب تحلیلی کاملاً فرم

وسته در دو یته به طور پیسین مقاله مدول الاستی. در اگرفته استقرار  یمورد بررسک یمواد ناهمگن الاست

ل حاکم بر یفرانسیمعادلات د یحل عدد یبرا یکند و معادلات انتگرال مرزیر مییتغ یجهت مختصات دکارت

سائل الاستیک گائو و همکاران م .] 0[ استک استخراج شدهیپزوترویر ایمواد ناهمگن غ یکیر شکل استاتییتغ

. در این انددادهمرزی مورد بررسی قرار  هایبا روش المان FGMدر مواد با خواص مکانیکی متغیر مانند مواد 

در  دلخواهبعدی الاستیسیته در محیط ناهمگن که مدول برشی به صورت تابعی تحقیق مسائل دو بعدی و سه

برای  لازمهای ماتریس هایمؤلفهبرای محاسبه وانگ و همکاران  .] 1[ استاست، انجام شدهنظر گرفته شده

 مرزی ارائه هایایزوتروپ و در حالت سه بعدی با استفاده از روش المان مسائل الاستیسیته در محیط غیر

وانگ و  متقارن و مثبت معین در نظر گرفته شده است تحقیق ماتریس سختی به صورت . در اینشده است

ه روشی برای محاسبه تابع گرین ارائ مرزی برای مواد ناهمگن هایالمان بندیفرمولبرای استخراج همکاران 

زانگ و  .] 0[ اندنشده حل است که تا به حالهایی تکینی منجر شدهاست که در نهایت به انتگرالشده

ای در محیط اورتوتروپیک معادلات انتگرال مرزی برای حل مسائل الاستیسیته صفحه بندیفرمول همکاران

ئه چند مثال بررسی شده است که نتایج ابندی استخراج شده با ار. در این تحقیق صحت فرمولاندکردهارائه 

-المان بندیفرمول] 2-1۲[ در. ] 2[ باشده میبه دست آمده نشان دهنده دقت خوبی در جواب به دست آمد

در این مقالات فرض شده است که مدول یانگ ماده  اند.ه کردهه مواد ناهمگن را ارائمرزی مربوط ب های

کند و همچنین برای استخراج بوده و به صورت نمایی تغییر می yناهمگن به صورت تابعی از مختصات 

 شده است. معادلات از حل تکین اساسی مربوط به ماده همگن و ایزوتروپ استفاده 

 

 های مرزی برای مواد ناهمگنروش المان بندیفرمول -2
 باشد:ل الاستیک خطی دو بعدی در غیاب نیروهای حجمی به صورت زیر میمعادلات تعادل برای مسائ

 

(1)  σ𝑖𝑗.𝑗 = 0 

 

 شود:( به صورت زیر در نظر گرفته می۲( مطابق شکل )1) معادله برای مرزی شرایط
 

(۲) 
𝑢𝑖 = 𝑢̅𝑖                𝑜𝑛    Γ𝑎 

𝑡𝑖 = 𝑡𝑖̅                 𝑜𝑛    Γ𝑏 

 

های تغییر شکل نسبی به صورت زیر بیان توان هر مولفه تنش را براساس مولفهبا استفاده از قانون هوك می

 کرد.
 

(۳)  𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘𝜀ℎ𝑘 = 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘𝑢ℎ,𝑘 
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 دامنه جسم ناهمگن دو بعدی -2شکل 

 

باشند. برای بردار جابجایی می 𝑢ℎهای تغییر شکل نسبی و مولفه 𝜀ℎ𝑘تانسور سختی،  𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘که در این رابطه 

 شود:مواد ناهمگن ایزوتروپ، ماتریس سختی به صورت زیر در نظر گرفته می
 

 

(0)  𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘 = 𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥) 

 

کند. با تلفیق بوده و در جهت این محور تغییر می xشود که خواص ماده وابسته به موقیتیعنی فرض می

 توان نوشت:( می0و ) (۳(، )1های )رابطه
 

(1)  [𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥)𝑢ℎ.𝑘(𝑥)],𝑗 = 0 

 

باشد، به صورت حاصلضرب یک تابع پیوسته می 𝑥که تنها وابسته به موقعیت  𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥)ماتریس سختی 

𝜇(𝑥)  و تانسور ثابت الاستیک𝑐𝑖̅𝑗ℎ𝑘 14[شوددر نظر گرفته می [. 
 

(2)  𝑐𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥) = 𝜇(𝑥)𝑐𝑖̅𝑗ℎ𝑘 = 𝜆(𝑥)𝛿𝑖𝑗𝛿ℎ𝑘 + 𝜇(𝑥)(𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ) 

 

  .باشددلتای کرونکر می  𝛿𝑖𝑗و ضریب الاستیک لامه  𝑥 ،𝜆(𝑥) مدول برشی بر حسب 𝜇(𝑥)که در رابطه بالا 
 

 

(0)  

𝜇(𝑥) =
𝐸(𝑥)

2(1 + 𝜈)
 

𝑐𝑖̅𝑗ℎ𝑘 =
2𝜈

1 − 2𝜈
𝛿𝑖𝑗𝛿ℎ𝑘 + (𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ) 

𝜆(𝑥) =
3 − 𝑘

𝑘 − 1
𝜇(𝑥) 
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ای ای و کرنش صفحهبرای حالت تنش صفحه ،𝑘 و پارامتردلتای کرونکر  𝛿𝑖𝑗،ضریب پواسون𝜈  در این رابطه

 شود. به صورت زیر تعریف می
 

(2)  
𝑘 = 3 − 4𝜈         𝑓𝑜𝑟    𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 

𝑘 =
3 − 𝜈

1 + 𝜈
       𝑓𝑜𝑟    𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 

 

,𝑈𝑙𝑖(𝑥با انتخاب تابع وزن  𝑦) ( انتگرال باقی مانده وزنی به صورت زیر به دست می1و ضرب آن در رابطه )-

 آید.
 
 

(2)  ∫ [𝐶𝑖𝑗ℎ𝑘(𝑥)𝑢ℎ.𝑘(𝑥)],𝑗𝑈𝑙𝑖(𝑥, 𝑦)𝑑Ω
Ω

= 0 

 

,𝑈𝑙𝑖(𝑥جاییکه تابع وزن  𝑦)  ( برای حالت مواد همگن، ایزوتروپ و الاستیک 1)معادله یا از حل تکین اساسی

 کند.( را ارضا می۳ای )شود که معادلات دیفرانسیل پارهدر نظر گرفته می
 

(14)  𝑐𝑖𝑗ℎ𝑘𝑈𝑙𝑖,𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝑙ℎ𝛿(𝑥 − 𝑦) = 0 

 

𝛿(𝑥در رابطه بالا  − 𝑦) تابع دلتای دیراك در نقطه 𝑦  1۲[باشدباشد. حل معادله بالا به صورت زیر میمی[. 
 

(11)  𝑈𝑖𝑗 = −
1

8𝜋𝜇(1 − 𝜈)
[3 − 4𝜈)𝛿𝑖𝑗 ln(𝑟) − 𝑟,𝑖𝑟,𝑗] 

 

𝑟که در این رابطه  = |𝑥 − 𝑦|  .توان نوشت:( می2با اعمال قضیه دیورژانس گوس روی رابطه )است 
 

(۲1)  

∫ 𝑈𝑙𝑖𝑡𝑖(𝑥)𝑑Γ
Γ

−∫ 𝜇𝑇𝑙𝑖𝑢𝑖𝑑Γ + ∫ 𝜇𝑐𝑖̅𝑗ℎ𝑘𝑈𝑙𝑖,𝑗𝑘𝑢ℎ𝑑Ω + ∫ 𝑐𝑖̅𝑗ℎ𝑘𝑈𝑙𝑖,𝑗𝜇,𝑘𝑢ℎ𝑑Ω = 0
ΩΩΓ

 

 

 که در این رابطه:
 

(1۳) 𝑇𝑙𝑖 = Σ𝑙𝑖𝑚𝑛𝑚 
Σ𝑙𝑖𝑚 = 𝑐𝑙̅𝑗ℎ𝑚𝑈𝑖ℎ,𝑗 

 
 توان نوشت:و با در نظر گرفتن خواص تابع دلتای دیراك می( 1۲رابطه )( در 14با جایگذاری رابطه )
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(10)  
𝜇(𝑦)𝑢𝑖(𝑦) = ∫ 𝑈𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑡𝑗(𝑥)𝑑Γ

Γ

−∫ 𝜇(𝑥)𝑇𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Γ + ∫ Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝜇,𝑙(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Ω
ΩΓ

 
 

 که در آن
 

(11)  

Σ𝑖𝑗𝑙 = −
1

4𝜋𝑟(1 − 𝜈)
[(1 − 2𝜈)(𝛿𝑖𝑙𝑟,𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝑟,𝑙 − 𝛿𝑗𝑙𝑟,𝑖 ) + 2 𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝑟,𝑙] 

T𝑖𝑗 = Σ𝑖𝑗𝑙n𝑙 = −
[(1 − 2𝜈)(𝑛𝑖𝑟,𝑗 − 𝑛𝑗𝑟,𝑖) + ((1 − 2𝜈)𝛿𝑖𝑗 ) + 2 𝑟,𝑖𝑟,𝑗)𝑟,𝑙]𝑛𝑙

4𝜋𝑟(1 − 𝜈)
 

Σ𝑖𝑗𝑙𝜇,𝑙 = −
[(1 − 2𝜈)(𝜇,𝑖𝑟,𝑗 − 𝜇,𝑗𝑟,𝑖) + ((1 − 2𝜈)𝛿𝑖𝑗 +2𝑟,𝑖𝑟,𝑗)𝑟,𝑙𝜇,𝑙]

4𝜋𝑟(1 − 𝜈)
 

 

( را 10) معادلهانتگرالی مرزی میدانی باید  معادله. برای استخراج می باشدمیدانی  معادله یک( 10) معادله

𝑦روی مرزها اعمال کرد. این کار با اعمال  ⟶ Γ ( انجام می10روی رابطه )1۳[شود[. 

𝑢𝑖��بایست ها میلازم برای تعیین تنش برای استخراج معادلات

𝜕𝑦ℎ
محاسبه شود. با مشتق گرفتن از رابطه    

 توان نوشت:می 𝑦ℎ( نسبت به 10)
 

(12)  

𝜕𝑢𝑖(𝑦)

𝜕𝑦ℎ
=

1

𝜇(𝑦)
[∫

𝜕𝑈𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦ℎ
𝑡𝑗(𝑥)𝑑Γ

Γ

−∫ 𝜇(𝑥)
𝑇𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦ℎ
𝑢𝑗(𝑥)𝑑Γ + ∫ Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝜇,𝑙(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Ω

ΩΓ

] 

 
 

باشند، ولی ترم آخر انتگرال تکین می هدو عبارت اول سمت راست معادله بالا بدون هیچ مشکل قابل محاسب

ترم  .شودجدا میΩ از 𝑦و مرکز  𝜀 با شعاع Ω𝜀 ای شکلباشد. برای غلبه بر این مشکل یک مسیر دایرهمی

 .] 11[شود( به دو بخش تقسیم می12آخر معادله )
 

(10)  

𝜕

𝜕𝑦ℎ
∫ Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝜇,𝑙(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Ω
Ω

= lim
𝜀→0

∫
𝜕Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦ℎ
𝜇,𝑙(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑Ω

Ω−Ω𝜀

+ 𝜇,𝑙(𝑦)𝑢𝑗(𝑦) lim
𝜀→0

∫
𝜕Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦ℎ
𝑑Ω

Ω𝜀

 

 

 صورت زیر نوشت: توان بهعبارت دوم سمت راست رابطه بالا را با استفاده از قضیه گوس می
 

 

(12)  ∫
𝜕Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦ℎ
𝑑Ω = −∫ Σ𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝑢ℎ(𝑥)𝑑Γ

Γ𝜀

    
Ω𝜀
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Γ𝜀  ، 𝑛𝑙 با در نظر گرفتن این نکته که روی مرز  = 𝑟,𝑙  و𝑟 = 𝜀 ( را می10هستند، ترم آخر رابطه ) توان به

 گیری کرد.صورت تحلیلی انتگرال
 

(12)  𝑢𝑗(𝑦)𝜇,𝑙(𝑦)∫ 𝛴𝑖𝑗𝑙(𝑥, 𝑦)𝑛ℎ(𝑥)𝑑𝛤 = 𝐽𝑖𝑗ℎ𝑘
𝜀 𝜇,𝑙(𝑦)𝑢𝑗(𝑦)

𝛤𝜀

 

 

𝐽𝑖𝑗ℎ𝑘ترم
𝜀

 
 شود. به صورت زیر تعریف می

 
 

(۲4)  𝐽𝑖ℎ𝑗𝑘
𝜀 =

[(6 − 8𝜈)𝛿𝑖𝑗 − 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘]

16𝜋(1 − 𝜈)
 

 

 :] 1۲[آید( در نهایت رابطه زیر بدست می12( تا )10های )با ترکیب رابطه

 

(۲1)  

𝜀𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑈𝑖𝑗ℎ
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑡ℎ(𝑥)𝑑𝛤

𝛤

−∫ 𝑇𝑖𝑗ℎ
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑢ℎ(𝑥)𝑑𝛤

𝛤

+∫ 𝜇,𝑙Σ𝑖𝑗ℎ𝑘
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑢ℎ(𝑥)𝑑Ω + 𝜇,𝑙(𝑦)𝐽𝑖𝑗ℎ𝑘

𝜀 𝑢𝑙(𝑦)
Ω

 

 

 که در این رابطه: 
 

(۲۲)  

𝑈𝑖𝑗𝑘
𝜀 = −

1

8𝜋𝑟(1 − 𝜈)
[(1 − 2𝜈)(𝛿𝑖𝑘𝑟,𝑗 + 𝛿𝑗𝑘𝑟,𝑖) + 2𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝑟,𝑘 − (𝛿𝑖𝑗𝑟,𝑘] 

𝑇𝑖𝑗𝑘
𝜀 = −

1

4𝜋𝑟(1 − 𝜈)
[(1 − 2𝜈)(𝛿𝑖𝑘𝑟,𝑗 + 𝛿𝑗𝑘𝑟,𝑖 − 𝛿𝑖𝑗𝑟,𝑘) + 2𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝑟,𝑘] 

Σ𝑖𝑗ℎ𝑘
𝜀 = −

1

8𝜋𝑟(1 − 𝜈)
[(1 − 2𝜈)(𝛿𝑖𝑗𝛿ℎ𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘

+ 2𝜈(𝛿𝑖𝑗𝑟,ℎ𝑟,𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝑟,𝑗𝑟,ℎ + 𝛿𝑗ℎ𝑟,𝑖𝑟,𝑘 + 𝛿𝑘ℎ𝑟,𝑖𝑟,ℎ)

+ 2(𝛿𝑗𝑘𝑟,𝑖𝑟,ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝑟,𝑗𝑟,𝑘) − 𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝑟,ℎ𝑟,𝑘] 

 

 توان به رابطه زیر رسید.، در نهایت می( را روی مرزها در نظر بگیریم10چنانچه رابطه )
 

(۲۳)  [𝑈Γ][𝑢Γ] − [𝑇Γ    ΣΓ][𝑡Γ] = 0 

 

 باشد.بالا به صورت زیر می که توابع در رابطه
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(۲0)  

 
𝑈Γ =

1

𝜇(𝑦)
∫ 𝑈(𝑥(𝜉), 𝑦)𝑁Γ(𝜉)𝐽Γ𝑛(𝜉)𝑑𝜉
1

−1

 

𝑇Γ =
1

𝜇(𝑦)
∫ 𝜇(𝑥(𝜉))𝑇(𝑥(𝜉), 𝑦)𝑁Γ𝑛(𝜉)𝐽Γ𝑛(𝜉)𝑑𝜉
1

−1

 

ΣΓ =
1

𝜇(𝑦)
∫ ∫ 𝜇,𝑥(𝑥(𝜉, 𝜂))Σ(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦)𝑁Γ𝑛(𝜉, 𝜂)𝐽Ω𝑛(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉

1

−1

𝑑𝜂
1

−1

 

 

,𝜉)در رابطه بالا  𝜂)  سیستم مختصات محلی و JN ها توابع شکل استفاده شده برای توصیف تراکشن ,

 باشند.  های روی مرزها و نقاط داخلی میو جابجایی
 

 ها روی مرزهای خارجی جسم ناهمگنجاییها و جابمستقیم محاسبه تنش مسئله -3
، یک ماده MATLABافزار در نرم های استخراجی و بررسی صحت کد نوشته شدهبررسی دقت فرمولبرای 

𝑊ناهمگن مستطیل شکل به طول  = 10𝑐𝑚  و ارتفاع𝐻 = 10𝑐𝑚 ( در نظر گرفته می۳، مطابق شکل )-

𝜎1مقدار بار اعمالی  شود. = 1𝑀𝑃𝑎 در جهت در این مثال مدول الاستیسیته که شود. در نظر گرفته می

𝐸1باشد، از مقدار متغیر می xمحور  = 1𝐺𝑃𝑎  شروع شده و به صورت نمایی تا𝐸2 = 1𝐺𝑃𝑎  افزایش یافته و

 شود:زیر در نظر گرفته می رابطه  به صورت
 

(۲1)  𝐸(𝑥) = 𝐸1𝑒
𝛽𝑥    ,     𝛽 =

1

𝑤
ln (
𝐸2
𝐸1
) 

 

 
 هندسه جسم ناهمگن با مدول الاستیسیته متغیر تحت تنش -3شکل 
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-های روی مرزهای خارجی جسم محاسبه میها و تنشبه دست آمده، جابجایی بندیاستفاده از فرمولبا 

به صورت  یبرای حالتی که بار اعمال ]۳1[فوق در مرجع مسئله و دقیق شوند. حل تحلیلی 









 x

w

w 2

2 2
1


  1باشد انجام شده است. در این رابطه  2تنش کششی و باشد. تنش خمشی می

 تابع تنش و جابجایی در این حالت به صورت زیر بدست آمده است:
 

(۲2)  

𝜎𝑦(𝑥) = 𝐸1𝑒
𝛽𝑥 (𝐴𝑥 + 𝐵)   

𝜎𝑥(𝑥) = −𝜈𝜎𝑦(𝑥)  

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈 (
𝐴

2
𝑥2 + Bx) −

𝐴

2
 𝑦2 

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑦 
 

 باشند:به صورت زیر می Bو  Aکه پارامترهای 
 

(0۲)  

𝐴 =
𝛽2𝜎1𝑤

2𝐸1
(

𝑒𝛽𝑤(𝛽𝑤 − 2) + 𝛽𝑤 + 2

𝑒𝛽𝑤𝛽2𝑤2 − 𝑒2𝛽𝑤 + 2𝑒𝛽𝑤 − 1
)

+
𝛽2𝜎2𝑤

2

6𝐸1
(

𝛽(1 − 𝑒𝛽𝑤)

𝑒𝛽𝑤𝛽2𝑤2 − 𝑒2𝛽𝑤 + 2𝑒𝛽𝑤 − 1
) 

𝐵 =
𝛽2𝜎1𝑤

2𝐸1
(
𝑒𝛽𝑤[𝑒𝛽𝑤(−𝛽2𝑤2 + 3𝛽𝑤 − 4) + 𝛽2𝑤2 − 2𝑒𝛽𝑤 + 8] − 𝛽𝑤 − 4

(𝑒𝛽𝑤 − 1)(𝑒𝛽𝑤𝛽2𝑤2 − 𝑒2𝛽𝑤 + 2𝑒𝛽𝑤 − 1)
)

+
𝛽2𝜎2𝑤

2

6𝐸1
(

𝛽𝑤𝑒𝛽𝑤 − 𝑒𝛽𝑤 + 1

𝑒𝛽𝑤𝛽2𝑤2 − 𝑒2𝛽𝑤 + 2𝑒𝛽𝑤 − 1
) 

 
 

 
 روی مرز خارجی سمت چپ xجابجایی در راستای محور  نمودار -4شکل 
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 روی مرز خارجی سمت چپ  yجابجایی در راستای محور  نمودار -5 شکل

 

 ها  برای مرز خارجی سمت چپ درنتایج حاصل از حل تحلیلی و عددی به دست آمده برای تنش و جایجایی
های بدست ( نشان داده شده است. نتایج به دست آمده نشان دهنده دقت خوب جواب1( و )0های )شکل

 باشد.های مرزی میآمده از حل عددی با استفاده از روش المان
 

 ها روی مرزهای خارجی جسم مرکبها و جایجاییه مستقیم محاسبه تنشمسئل -4
ها روی مرزهای خارجی یک جسم مرکب، تشکیل شده از دو ها و جایجاییدر این قسمت نحوه محاسبه تنش

 گیرد. جسم همگن و یک جسم ناهمگن مورد بررسی قرار می

 

 
 با سه زیر ناحیة در تماس ناهمگن جسم الاستیک -6شکل
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طوری که مطابق یکنواخت باشد بهغیر مسئلهبا توجه به مطالب گفته شده در قسمت قبل حال اگر دامنه 

همگن و ماده ( ۳) و ماده (1)به صورتی که ماده  از سه ماده مختلف تشکیل شده باشد،( جسم 2شکل )

به سه زیر دامنه  Ωدر این صورت دامنه  باشد، (۳)و ( 1) میانی یک ماده ناهمگن و به صورت ترکیبی از ماده

Ω1, Ω2, Ω3 و با دو شود که هر یک دارای نسبت پواسون و مدول الاستیسیته خاص خود هستند تقسیم می

Γ𝐼مرز مشترك 
12(Γ𝐼

Γ𝐼و  (21
23(Γ𝐼

  اند.از هم جدا شده (32

های مربوط به مواد همگن از فرمول (۲) ( و1)و برای مواد همگن  (۲۳) رابطهبرای ماده میانی ناهمگن از 

,Ω1هر زیر دامنه شود.  با اعمال معادلات برای استفاده می Ω2, Ω3 توان نوشتمی، صورت جداگانهبه: 
 

(۲2)  [𝐻𝐸
1    𝐻𝐼

12] {
𝑢𝐸
1

𝑢𝐼
12} = [𝐺𝐸

1    𝐺𝐼
12] {

𝑡𝐸
1

𝑡𝐼
12} 

 

(۲2)  [𝐻𝐸
21    𝐻𝐼

21    𝐻𝐼
23] {

𝑢𝐸
2

𝑢𝐼
21

𝑢𝐼
23

} = [𝐺𝐸
1    𝐺𝐼

12  𝐺𝐼
23] {

𝑡𝐸
1

𝑡𝐼
21

𝑡𝐼
23

} 

 

(۳4)  
 

 

[𝐻𝐸
3    𝐻𝐼

32] {
𝑢𝐸
3

𝑢𝐼
32} = [𝐺𝐸

3    𝐺𝐼
32] {

𝑡𝐸
3

𝑡𝐼
32} 

 
 

𝑡𝐸 
1 , 𝑢𝐸

1های مرز خارجی ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی1

E  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

𝑡𝐼 
12, 𝑢𝐼

12های مرز مشترك ها در گرهها و تراکشنمقادیر جابجایی :12

I  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

𝑡𝐸 
2 , 𝑢𝐸

2های مرز خارجی ها در گرهها و تراکشنمقادیر جابجایی :2

E  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

𝑡𝐼 
21, 𝑢𝐼

21های مرز مشترك ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی21

I  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

𝑡𝐼 
23, 𝑢𝐼

23های مرز مشترك ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی23

I  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

𝑡𝐸 
3 , 𝑢𝐸

3های مرز خارجی ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی3

E  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

𝑡𝐼 
32, 𝑢𝐼

32های مرز مشترك ها در گرهها و تراکشن: مقادیر جابجایی32

I  در امتدادهای𝑥1, 𝑥2 

برای ماده  Gو  Hهای همانطور که گفته شد فرمولاسیون استفاده شده در این قسمت برای محاسبه ماتریس 

برای مواد  Gو  Hهای محاسبه ماتریسباشد برای متفاوت می (۲) و (1)و مواد همگن ( ۲ناهمگن میانی )

 شود.استفاده می] 10[از روابط مرجع  (۲) و (1)همگن 

 توان نوشت:بر روی مرزهای هموار و مشترك میانی می iهای جابجایی هرگره برای مولفه
 

(1۳)  

𝑢𝐼
12 = 𝑢𝐼

21 ⟹ {
𝑢𝑥1
𝑖 |

Γ𝐼
12 = 𝑢𝑥1

𝑖 |
Γ𝐼
21

𝑢𝑥2
𝑖 |

Γ𝐼
12 = 𝑢𝑥2

𝑖 |
Γ𝐼
21

 

𝑢𝐼
32 = 𝑢𝐼

23 ⟹ {
𝑢𝑥1
𝑖 |

Γ𝐼
32 = 𝑢𝑥1

𝑖 |
Γ𝐼
23

𝑢𝑥2
𝑖 |

Γ𝐼
32 = 𝑢𝑥2

𝑖 |
Γ𝐼
23
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 :هابرای تراکشن و
 

(۳۲)  

𝑡𝐼
12 = −𝑡𝐼

21 ⟹ {
𝑡𝑥1
2𝑖−1|

Γ𝐼
12 = 𝑡𝑥1

2𝑖 |
Γ𝐼
12 = −𝑡𝑥1

2𝑖−1|
Γ𝐼
21 = −𝑡𝑥1

2𝑖 |
Γ𝐼
21

𝑡𝑥2
2𝑖−1|

Γ𝐼
12 = 𝑡𝑥2

2𝑖 |
Γ𝐼
12 = −𝑡𝑥2

2𝑖−1|
Γ𝐼
21 = −𝑡𝑥2

2𝑖 |
Γ𝐼
21

 

𝑡𝐼
32 = −𝑡𝐼

23 ⟹ {
𝑡𝑥1
2𝑖−1|

Γ𝐼
32 = 𝑡𝑥1

2𝑖 |
Γ𝐼
32 = −𝑡𝑥1

2𝑖−1|
Γ𝐼
23 = −𝑡𝑥1

2𝑖 |
Γ𝐼
23

𝑡𝑥2
2𝑖−1|

Γ𝐼
32 = 𝑡𝑥2

2𝑖 |
Γ𝐼
32 = −𝑡𝑥2

2𝑖−1|
Γ𝐼
23 = −𝑡𝑥2

2𝑖 |
Γ𝐼
23

 

 

-طور جداگانه منظور میزهای مشترك برای هر زیر دامنه بهبا اعمال شرایط حاکم و با توجه به اینکه مر

  ( را با هم تلفیق و ساده کرد.۳4( و )۲2( و )۲2توان معادلات )شود می

 (۳۳) 

 

[

𝐻𝐸
1 𝐻𝐼

12 0 0 0

0 𝐻𝐼
21 𝐻𝐸

2 𝐻𝐼
23 0

0 0 0 𝐻𝐼
32 𝐻𝐸

3

]

{
 
 

 
 
𝑢𝐸
1

𝑢𝐼
12

𝑢𝐸
2

𝑢𝐼
23

𝑢𝐸
3 }
 
 

 
 

= [

𝐺𝐸
1 𝐺𝐼

12 0 0 0

0 −𝐺𝐼
21 𝐺𝐸

2 𝐺𝐼
23 0

0 0 0 −𝐺𝐼
32 𝐺𝐸

3

]

{
 
 

 
 
𝑡𝐸
1

𝑡𝐼
12

𝑡𝐸
2

𝑡𝐼
23

𝑡𝐸
3 }
 
 

 
 

 

 

 :توان نوشتطور خلاصه میهب

 

(۳0)  [𝐻∗]

{
 
 

 
 
𝑢𝐸
1

𝑢𝐼
12

𝑢𝐸
2

𝑢𝐼
23

𝑢𝐸
3 }
 
 

 
 

= [𝐺∗]

{
 
 

 
 
𝑡𝐸
1

𝑡𝐼
12

𝑡𝐸
2

𝑡𝐼
23

𝑡𝐸
3 }
 
 

 
 

 

 

𝑁1)2 یک ماتریس [∗𝐻]ماتریس + 𝑁2 + 𝑁3 +𝑁4 + 𝑁5) × 2(𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 +𝑁4 + 𝑁5) و[𝐺∗] ک ی

𝑁1)2ماتریس + 𝑁2 + 𝑁3 + 𝑁4 + 𝑁5) × 4(𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 + 𝑁4 + 𝑁5)  است که𝑁1 ها بر تعداد گره

ها بر روی تعداد گره Ω2 ،𝑁3ها بر روی مرز خارجی زیر ناحیه تعداد گره Ω1 ،𝑁2روی مرز خارجی زیر ناحیه 

Γ𝐼 های بر روی مرز مشتركتعداد گره Ω3 ،𝑁4مرز خارجی زیر ناحیه 
12(Γ𝐼

های بر روی تعداد گره 𝑁5و  (21

Γ𝐼مرز مشترك 
23(Γ𝐼

  است. (32

جایی و جایی و تراکشن به سمت راست و همة مقادیر معلوم جابهدر این معادله همة مقادیر مجهول جابه

شود. با انجام این کار معادله بر حسب مجهولات مرتب شده و آورده میبه سمت چپ تراکشن بر روی مرزها، 

 آید:به صورت زیر در می
 

(۳1)  [𝐴]{𝑥} = [𝐵] 
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ها بر روی مرزهای خارجی و کلیه ها و تراکشنجاییبشامل مقادیر مجهول جا {𝑥}ماتریس مجهولات 

های کی از روشیاست. حل دستگاه معادلات فوق با  ها بر روی مرز مشترك میانیها و تراکشنجاییجابه

نشان داده  (0همگن مرکب از سه ماده در شکل )برای مثال یک جسم نا .استاندارد قابل انجام خواهد بود

( و ماده Ω1)( 1) شود. مادهشده است. در حالت ساده مرزهای داخلی منظم و موازی هم در نظر گرفته می

(۳ )(Ω3 هر دو همگن و )(۲)باشند، ولی ماده میانی ایزوتروپ می (Ω2یک ماده ناهمگن و ایزوتروپ )  بوده

 𝐸1شروع شده و به  𝐸3و مقدار مدول یانگ آن به صورت نمایی از  (cteکه ضریب پواسون آن ثابت )

 باشد. رسد و به شکل رابطه زیر میمی
 

(۳2)  𝐸2(𝑦) = 𝐸3𝑒
𝛽(𝑦−𝑦𝑐)   ,     𝛽 =

1

𝑦𝐴 − 𝑦𝐶
ln (
𝐸1
𝐸3
) 

 

شود. این ماده از ترکیب ( در نظر گرفته می0یک ماده ناهمگن مطابق شکل ) مسئلهبه منظور یک نمونه 

1)203.0,380(تنگستن  GPaETu 3)298.0,210(، فولاد  GPaESt  و ماده میانی ناهمگن

)245.0(کند و دارای ضریب پواسون ثابتشود مدول یانگ آن به صورت نمایی تغییر میکه فرض می 2  

مطابق مستقیم مسئله باشد. برای حل می  7.0Ayو 3.0Cyاست، تشکیل شده است. همچنین مقدار 

گره در نظر  ۳۲و روی مرزهای خارجی را  گره 2های روی هر کدام از مرزهای داخلی را تعداد گره( 2)شکل 

دست جواب بهگره خواهیم داشت. جهت بررسی صحت و دقت کد نوشته شده،  14گرفته که در مجموع 

دست نتایج بهبا های مرزی با روش الماناز حل مستقیم  سطح خارجی یهای روبرای جابجایی گره آمده

  مقایسه شده است. ANSYSافزار نرمآمده از 
 

 
 هندسه ماده ناهمگن مرکب از سه ماده -7شکل
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 هاگذاری گرهناهمگن مرکب از سه ماده و شماره هندسه ماده -8 شکل

 

جسم انتخاب شده و درصد سمت چپ مرز خارجی روی  گرهشش ( 2)مطابق شکل  ،هاپاسخبرای مقایسه 

( 2)باشد. در شکل می %۲خطای مشاهده شده کمتر از ( ارائه شده است. 1اختلاف بین دو جواب در جدول )

های مرزی و روش المان ههای مرز خارجی سمت چپ جسم بدست محاسبه شده روی گرهجایی های بههجاب

-نتایج به دست آمده نشان دهنده دقت خوب جوابرسم شده است.  ANSYSافزار دست آمده از نرمنتایج به

 باشد.های مرزی میبا استفاده از روش المان  های بدست آمده از حل عددی
 

 افزار دست آمده از نرمهای مرزی و جواب بهدست آمده از روش عددی المانهای بهدرصد اختلاف جواب -1جدول 

 گره درصد اختلاف

0۲/1 ۲ 

21/1 0 

1/1 ۲۳ 

۳1/1 ۲1 

40/1 ۳2 

4۲/1 ۳2 



 سین مظفری و همکارانحمحمد                                                        ...        در محاسبه یمرز یالمان ها یاستفاده از روش عدد

 3033، تابستان 57 یاپی، شماره پ2، شماره 22مکانیک ایران، دوره  ینشریة مهندس                                                             02

 
 Ansysافزار دست آمده از حل عددی و نرمهای روی مرز خارجی بهجایی گرههجاب -9 شکل

 

 گیری نتیجه -5
ها روی مرزهای جاییهها و جابمستقیم محاسبه تنشمسئله بندی مورد نیاز برای حل در این مقاله فرمول 

افزار استفاده از کد نوشته شده در نرم است و بامدول الاستیسیته متغیر ارایه شده خارجی یک جسم ناهمگن با 

MATLAB  مورد بررسی قرار  وابط استخراج شده و کد نوشته شدههم برای بررسی صحت رمسئله یک نمونه

مرزهای خارجی های ها روی گرهها و جابجاییبندی مورد نیاز برای محاسبه تنشاست. در ادامه هم فرمول گرفته

( ناهمگن بوده و ۲های روی مرزهای داخلی یک جسم ناهمگن، متشکل از سه ماده که ماده میانی )ماده و گره

 نتایج حاصل از حل تحلیلی و. ه شده استارائ کند،به صورت نمایی تغییر می yمدول یانگ آن راستای محور 

های بدست ارجی نشان دهنده دقت خوب جوابها برای مرز خجاییهدست آمده برای تنش و جابعددی به

جاییهمستقیم محاسبه جابمسئله در ادامه  باشد.های مرزی میآمده از حل عددی با استفاده از روش المان

ها روی مرزهای خارجی یک جسم مرکب، تشکیل شده از دو جسم همگن و یک جسم ناهمگن مورد بررسی 

و ( 1) به صورتی که ماده ،استجسم از سه ماده مختلف تشکیل شده  گرفت. در این مثال فرض شد،قرار می

که هر یک دارای  باشد( ۳)و ( 1)صورت ترکیبی از ماده  همگن و ماده میانی یک ماده ناهمگن و به( ۳)ماده 

دست جواب به اند.از هم جدا شده خاص خود هستند و با دو مرز مشتركنسبت پواسون و مدول الاستیسیته 

دست آمده از شود که خطای بهمقایسه شده است و مشاهده می ANSYSافزار از حل مستقیم با نرمآمده 

باشد می %۲از  کمتر ANSYSافزار دست آمده از نرمههای مرزی در مقایسه با نتایج بحل عددی روش المان

-های مرزی میبا استفاده از روش المان بدست آمده از حل عددی هایخوب جوابنشان دهنده دقت  که

 باشد. 
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Abstract 

 

One of the applications of the numerical method of boundary elements is the calculation of 

stresses and displacements on the external and internal boundaries of a non-homogeneous 

object. In industry, when two molten material are combined together, there is a possibility that 

the resulting material is non-homogeneous material. In this article, the formulation needed to 

solve the direct problem of calculating the stresses and displacements on the external and 

internal boundaries of a non-homogeneous body with variable modulus of elasticity is 

presented. The answers obtained from the numerical solution are compared with the ANSYS 

software and it can be seen that the error of the results obtained using the boundary elements 

method is less than 2% with the results obtained from the software, which indicates the good 

accuracy of the solutions obtained from the numerical method of boundary elements.  

 
Keywords: Boundary elements method, Non-homogeneous body, Displacements of points on 

the boundaries, Stress calculation, Variable modulus of elasticity 
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