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 مقدمه  -1

سیک کلا ینظریها استفاده از لورنز بدر طراحی مهندسی است.  موضوعات مهمیکی از  ،تحلیل کمانش پوسته

ر دکارمن  فنُغیرخطی  ینظریهتعیین کرد.  یمحور بارنازک را تحت  ی، بار کمانش یک استوانههاتهپوس

  .[1] رائه شدا 1491

ین کارمن و تس فُنبا استفاده از روابط را  یمحور بارای جدار نازک تحت استوانه یپوستهمیشیلسن کمانش 

خطی  ینظریه ییلهوس بهگاه آزاد را تکیهیک نازک با  یپوستهنچبار و هاف کمانش  .[2] محاسبه کرد

بار بحرانی  .[9] را ارائه نمود شکلیضیب یهاپوستهکمانش چن کمانش و پس. [3] کلاسیک تعیین کردند

  .[5] تعیین شدمروث و همکاران آلنیکل توسط  شده ازساختهای استوانه یپوستهکمانش 
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 یا استوانه کمانش پوسته زیآنال یبرا یلیحلّ تحل

 هیبا استفاده از نظر یتحت بار محور یمتقارن محور

 یبرش رشکلییتغ
 مرتبه یرشب رشکلییتغ هیبا استفاده از نظر یمتقارن محور یا استوانه یمقاله، بار کمانش پوسته نیدر ا

و  FSDTپوسته، از روابط  کینماتیس فیتوص ی. براشود یم نییتع یلیصورت تحل ( بهFSDTاولّ )

 کیو با استفاده از تکن نییتع یاز اصل کار مجاز یرخطی. معادلات تعادل غشود یفُن کارمن استفاده م

 یداری. با استفاده از روش تعادل در مجاورت، معادلات پاشوند یحل م یلیصورت تحل اغتشاشات به

 یرو یهندس یها یژگی. آثار وشوند یحل م یلیبار کمانش سازه به صورت تحل افتنی یاستخراج و برا

 یبا استفاده از روش اجزا کمانشبار  نهمچنی. شوند یم یبررس کیپارامتر مطالعه کیتوسط  جینتا

 .شوند یم سهیمقا یلیو با حلّ تحل نییمحدود تع
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ت دسبه را جدار نازک یااستوانه یپوستهبسته برای مقدار بار بحرانی کلاسیک شکل  حلّ هاف و رهفیلد 

روی بررسی اثر شرایط مرزی بستر الاستیک . [6] از معادلات خطی دانل بهره بردند کارینابرای  هاآن. آوردند

کمانش ایزومتریک  تغییرشکلمیورا روشی برای بررسی نظری  .[5] توسط کوبایاشی استخراج شد ،کمانش

ی ای جدار نازک بر اساس فرضیهاستوانه یپوستهبار بحرانی  .[0] ای معرفی نمودنازک استوانه یپوسته

 ،به طور تجربیفاینشتاین و همکاران . [4] شدمحاسبه توسط هارت اسمیت خطی  صورتبهو و ول-کیرشهف

  .[15] شکل با انتهای ثابت پیدا کردندهای بیضیبار کمانش را برای پوسته

یم ارائه های ضخبه منظور کاربرد در پوسته ،ی یک توسط ردی و چاندراشخارامرتبهبرشی  تغییرشکل ینظریه

های هموکلینیک با ارائه حل طیفی گالرکین یلرد و همکاران روش عددی مبتنی بر تجزیه .[12, 11, 1]شد 

های مربعی با فیلیپوف و همکاران کمانش موضعی لوله .[13] دست آوردنددانل به-کارمن فُنمعادلات در 

 ( مقایسه کردندFEMو نتایج را با نتایج عددی ) مطالعهمحوری را به روش مجانبی  فشار تحتک ی نازدیواره

 اجزایای جدار نازک از روش عددی استوانه یهاپوستهعی چون و کالادین برای بررسی کمانش موض .[19]

ای با استوانه یهاپوستهپایداری . بلاندزی و ماگنوکی [15] تجربی استفاده کردندروش محدود غیرخطی و 

گالرکین -ارژنگ پی و همکاران از روش عددی محلی پتروف .[16] بررسی کردندرا  نیروی محوری ثابت و متغیر

ای همسانگرد تحت بار محوری استفاده کردند. های استوانهی کمانش پوسته( برای مطالعهMLPGبدون مش )

 .[15] دست آوردندبه FSDTدانل و  ینظریهجایی را بر اساس معادلات جابه هاآن

وری های جدار ضخیم متقارن محاستوانه ،تحلیلی صورتبهو ی بالا برشی مرتبه تغییرشکل ینظریهبر اساس  

FGM  و نتایج  شد بررسی اد و قارونیقنّتوسط یکنواخت داخلی و یا خارجی  فشار تحتبا تغییرات توانی خواص

ای جدار های استوانهقناّد و همکاران پوسته .[10] شدندمحدود مقایسه  اجزایآن با نتایج حاصل از روش 

تحلیلی  صورتاغتشاشات به تکنیکو  FSDTداخلی را با استفاده از  فشار تحت FGMمتغیر  ضخامتا بضخیم 

 ینظریهبراساس  .[14] محدود مقایسه کردند اجزایحاصل از روش  یجنتاو نتایج حاصل از آن را با  بررسی

توسط با تغییرات نمایی خواص مواد  FGMهای جدار ضخیم استوانه (TSDT)سوم  یبرشی مرتبه تغییرشکل

محوری را با  فشار تحتای نازک های استوانهطاهر و ماندل بار کمانش پوسته. [25]شد  بررسی اد و قارونیقنّ

ای از روابط خطی استوانه یپوستهپایداری . [21] بینی نمودندعصبی مصنوعی پیش یاستفاده از شبکه

ایفایفونمی و همکاران  .[22] گرفتعه قرار لمورد مطاتوسط تودچوک ازک و معیار انرژی جدار ن یپوسته

تجربی  روش صورت عددی وهای مخروطی فولادی تحت فشار محوری و بارگذاری حرارتی را بهکمانش پوسته

ار ای جدار نازک تحت باستوانه یپوستهبار کمانش  ،عصبی مصنوعی یشبکه ییلهوسبه. [23] بررسی کردند

از نتایج تحلیل عددی برای بررسی ی با استفاده اوکین حلّ .[29] شدتعیین  ماندل و همکاران توسطمحوری 

یه لاوّای با نقص هندسی استوانه یپوستهاستحکام نهایی لی و کیم  .[25] ای ارائه داداستوانه یپوستهکمانش 

 .[26] بینی نمودندتحت فشار محوری را با روش اجزای محدود غیرخطی پیش

در حالت غیرخطی  یژهوبهها پوسته کمانشددی یا تجربی برای تعیین بار های عاز روش پژوهشگراناکثر  

یوس استفاده بینیهای تحلیلی مبتنی بر توابع تقریبی مانند سری فرنیز از روش هاآناستفاده کردند. برخی از 

  .ستشده اکلاسیک استفاده  یپوستههای نظریههای تحلیلی معمولاً برای مسائل خطی و روش اند.کرده
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 تحت بار محوری متقارن محوری ایاستوانه یپوستهتحلیلی برای یافتن بار کمانش  حلّ در این مقاله، یک 

با اثر کرنش نرمال عرضی و با درنظر گرفتن روابط سینماتیکی  FSDTاست. معادلات حاکم بر اساس  شده ارائه

 دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطی ،معادلات تعادلشوند. استخراج میو قانون هوک کارمن  فُنغیرخطی 

 استخراج 1تعادل در مجاورتبا روش  هستند. معادلات پایداری از معادلات تعادل با ضرایب ثابت شدهجفت

این روش برای تعیین بار کمانش برای  شوند.مقایسه می محدود اجزای با نتایج روش تحلیلی و حلّ  شده

 و دارای حساسیت بسیار مناسبی برای تحلیل است. های ورودی مختلف بسیار سریع بودهداده

شود، با اعمال تغییرات در خصوصیات هندسی )طول، شعاع و ضخامت( در موارد بررسی شده مشاهده می

 توان بار کمانش را افزایش داد.می

 

 دلات تعادلامع -2
 تحت، hضخامت ثابت  و or، شعاع خارجی irشعاع داخلی  ،R متوسط ، شعاعL طول با یااستوانه یپوستهیک 

 ییک نقطه روی مقطع طولی یک استوانه محوریو  شعاعیگیرد. مختصات قرار می Pمحوری یکنواخت  فشار

 شود.گیری میاز سطح میانی اندازهفاصله  z که r=R+z( و (1)شوند )شکل تعریف می xو  rترتیب با متقارن به

( درنظر گرفته 1صورت معادله )جایی بهحور، میدان جابهبرای یک حالت متقارن م FSDTبا درنظر گرفتن 

 شوند.می
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 طولی آن مقطعو  ایی استوانههپوست الگووار -1 شکل

                                                                                                                                                                                     
1 Adjacent criterion 
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و  x(u ،)x(w، )x(φ( جایی محیطی،جابه θU ،شعاعی جاییهجاب zU)x,z( محوری، جاییهجاب xU)x,z( نکه در آ

ψ(x) برحسب مجهول ابعتو x .روابط کرنش کارمن، فنُ غیرخطی سینماتیکی روابط به توجه با هستند-

 .[12] است( 2) لهمعاد صورتبه بزرگ هایجاییهجاب برای جاییهجاب

 
2 2

1 1
; ; ;

2 2
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 (2) 

 

 برای. هستند خارجی کار و یکرنش انرژی ترتیببه W و U آن در که ،δU=δW کندمی بیان مجازی کار اصل

تعریف ( 3) ابطور مانند شده توسط بار محوریانجام خارجی و کار یکرنش انرژی الاستیک، یپوسته یک

 .شودمی
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  (3-2) 

 کی ی، براυ سونانسبت پو و تهیسیمدول الاست Eو  هستندهمسانگرد و  همگن وادم .است x=Lر د فشار P که

 .شودفرض می زیر صورتبه کرنش-تنش روابط ،هوک قانون طبقاست.  ثابت یااستوانه یپوسته
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 .شوندیم تعریف زیر صورتبه تنش هایمنتجه
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و شرایط  تعادل معادلات .استشده  گرفته درنظر 6/5 و در این مطالعه است برشی تصحیح ضریب κ آن، در که

، مجازی کار اصل در (5)معادله و  (3) تا (1) تمعادلا دادن قرار با ،های تنشصورت توابعی از منتجهبه مرزی

 آیند.دست میصورت زیر بهبه
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(6-2) 

 

 .نتیجه گرفت( را 5رابطه )توان می( 2-6)روابط  اولّاز شرط مرزی 
 

xN Ph   at x L  (5) 

 

 دیفرانسیل یمعادله چهار شامل (1-6)معادلات ) تعادل معادلات ثابت است. xNعبارت دیگر، منتجه تنش به

(، معادلات حاکم 6معادلات ) در( 5( تا )1)معادلات  ذاریگیبا جا .است ثابت ضرایب با شدهجفت غیرخطی

 بدیلت ،این معادلات برای حلّ اً گزارش شده است.ها بعدآن یبعدیو شکل ب نییتع ییجاهعنوان توابع جاببه

 .دنگردمی تعریفصورت زیر به بعدبی پارامترهایاست.  ضروری بعدبی شکل به هاآن
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i

r r hx h R u w
x h R r z u w

L h r r h h h L

E P du R h R h R h
E P V m m m

E E dx R R R






       

       
          

     

 (0) 

 

 بعدبی تکمیّ یک مخفف( *) ،طول پوسته Lباشند. و ضخامت شاخص می ترتیب شعاعبه 0h و 0r در رابطه فوق

ت در معادلا هاآنو جایگذاری  بالابعد . با استفاده از پارامترهای بیاستکوچک اغتشاشی بعد پارامتر بی ε و

دست به بعد معادلات، شکل بیε/*X=x جدید متغیر گرفتن درنظرو  اوّلی از معادله گیریانتگرال( و 6تعادل )

اغتشاشات  تکنیکها از روش بسط مستقیم نآ برای حلّ و شده گزارش( 1) پیوست در. این معادلات آیندمی

 .شودگرفته می( درنظر 4) یکنواخت سری .[25] استفاده شده است
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* * 2 * 2

0 1 0 1

* * 2 * 2

0 1 0 1

;

;

V V V

w w w

     

     

   

   
 (4) 

 

معادلات ، ε کسانی یبا مرتبه ییهابعد معادلات و درنظر گرفتن عبارتی( به شکل ب4معادلات ) ینیگزیبا جا

 یمعادلهمتشکل از چهار  دستگاهیمعادلات  نیشود. ایم نیی( تع15عنوان معادلات )به یکصفر و  یمرتبه

 است. خصوصی( و ن)همگ عمومی یهاها حاصل جمع جوابشده هستند و جواب کل آنجفت یناهمگن خط
 

 
 

 
 

        
2

0 0 * *

2 1 0 0 0 0 0 0 0 02
zero- order: ;

d Y d Y
A A A Y F Y V w

dX dX
      (15-1) 

 
 

 
 

        
2

1 1 * *

2 1 0 1 1 1 1 1 1 12
first- order: ;

d Y d Y
A A A Y F Y V w

dX dX
      (15-2) 

 

ادلات عمومی مع حلّ  .است شده گزارش( 2)پیوست  در }1F{ و }0F{ هایبردار ،]0A[ ،]1A[، ]2A[ هایماتریس

 }V{ مقدار ویژه و λ شود کهدرنظر گرفته می }λX}exp(V={g}0Y( صورتبه (1-15) )معادلات صفر یمرتبه

 آید.دست می( به11معادله ) صورتعمومی به  حلّ بردار ویژه مربوط به آن است.

 

     
6

0

1

expi i ig
i

Y C V X


  (11) 

 

( 12را از طریق معادله ) ی صفرمعادلات مرتبه برای خصوصی . حلّهستندعمومی  یب ثابت حلّاضر iC که

 دست آورد.توان بهمی

 

     
1

0 0p
Y A F


  (12) 

 

 ( است.13معادله ) صورتصفر به  یدلات مرتبهاکلی مع حلّ

 

     0 0 0g p
Y Y Y   (13) 

 

* با محاسبه
0V، ( 19از طریق معادله )*

0u آید.دست میبه 

 
* * *

0 0 7u V dx C   (19) 
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* و به تبع آن iC ضرایب ،با جایگذاری شرایط مرزی
0u ،0φ، *

0w 0 وψ با جایگزین کردن پاسخ  شوند.تعیین می

که از آنجاییشوند. تر میساده ، این معادلات((2-15))معادلات  یک یصفر در معادلات مرتبه یمرتبه حلّ

( 11معادله ) مشابهعمومی این معادلات  حلّت، ی صفر اسرتبهاجزای همگن این معادلات مانند معادلات م

 }0Y{های و توابعی از مولفهای یک شامل عبارات نمایی و چند جمله یاست. اجزای غیرهمگن معادلات مرتبه

 شود.( درنظر گرفته می15صورت معادله )ای بهخصوصی مربوط به بخش چند جمله حلّ .هستند

 

     1 1 01p
Y B X B   (15) 

 

 ( است.16صورت معادله )خصوصی بخش نمایی به حلّ

 

              2

1 2 1 02
exp expi jp i i i j

i j

Y C X C X C X D n X      (16) 

 

با جایگذاری  }D{و  }0B{ ،}1B{ ،}0C{ ،}1C{ ،}2C{بردارهای  عمومی هست. مقدار ویژه حلّ iλ که در آن

شکل معادله یک به  یمرتبه کلی معادلات حلّشوند. تعیین می (2-15)در معادلات ( 16( و )15)معادلات 

 ( است.15)

 

       1 1 1 11 2g p p
Y Y Y Y   (15) 

 

* با محاسبه
1V، (19معادله ) مشابه *

1u آید.دست میبه 

* عبارات آیند.دست میبه iC کلی، مقادیر ضرایب با اعمال شرایط مرزی در حلّ
1u، 1φ، *

1w 1 وψ  محاسبه

 تعیین zU و xU ،(1معادلات ) ییلهوسبهو  آینددست میبه ψ و u، φ، *w* (4) . با استفاده از معادلاتشوندمی

 شوند.می

 

 معادلات پایداری -3
معادلات پایداری  این روشبراساس شود. استفاده میاز روش تعادل در مجاورت  پایداریبرای استخراج معادلات 

شوند. برای این داده شد، استخراج میها که در قسمت قبل توضیح با استفاده از معادلات تعادل و حلّ آن

 .[1] شودها به صورت زیر درنظر گرفته میجاییها و رشد کوچک در جابهجاییمنظور جابه

 
* * * * * *; ; ;e s e s e s e sV V V w w w              (10) 

 

 تعادلمعادلات  که هستندقبل از کمانش و در حالت تعادل  لحظهیکبیانگر  eپارامترهای با اندیس  در آن که

جایگذاری  با .هستندبعد از کمانش  های کوچکدهنده افزایشنشان ،sپارامترهای با اندیس و کنند را برآورده می

 بعد پایداریبیهای غیرخطی به دلیل کوچک بودن، معادلات در معادلات تعادل و با حذف عبارت بالاروابط 
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 یک دستگاه معادلات دیفرانسیل همگن خطی این معادلات، .آمده است (3)که در پیوست  آیددست میبه

 ه است.به شکل ماتریسی زیر نشان داده شد هستندبا ضرایب متغیر  شدهجفت

 

 
 

 
 

        
2

* *

2 1 02
0 ;

T
s s

s s s s s s

d Y d Y
B B B Y Y V w

dX dX
      

(14) 

 

 مقدار متوسطها متغیر بوده و بااین ماتریس باشند.در معادلات می های ضرایبماتریس ]2B[ و ]0B[، ]1B[ که

 شود.گرفته میدرنظر  زیر صورتبه حل ،(14) همعادلعمومی  حلّتعیین برای شود. ها جایگزین میآن

 

     expsY V X  (25) 

 

استخراج  (21) با جایگذاری این حل، دستگاه معادلات جبری ر ویژه است.دامق α بردار ویژه و {V} که در آن

 شود.می

 

       2

2 1 0ax B B B     (21) 

 

 ژه، مقادیر ویهای این معادلهشود. ریشهبا برابر صفر قرار دادن دترمینان این معادله، معادله مشخصه حاصل می

* که توابعی از هستند
crP صورت به عمومی برای هر مقدار ویژه، بردار ویژه مربوطه وجود دارد. حلّ  باشند.می

 است. زیر
 

   
6

1

{ } exps i ii
i

Y C V X


  (22) 

 

 .آیددست میصورت زیر بهبهدستگاه معادلات جبری  یکبا اعمال شرایط مرزی 

 

     1 2 3 4 5 6 6 16 6
, , , , , 0bx C C C C C C


  (23) 

 

* توابعی از ]bx[ ای ماتریسکه اجز
crP و α  .با برابر صفر قرار دادن دترمینانهستند ]bx[ یک معادله حاصل ،

* شود که یک تابع جبری پیچیده برحسبمی
crP  .بعد است که با این معادله، بار کمانش بی یریشهاست

 آید.دست میبهو با درنظر گرفتن شرایط مرزی  1استفاده از روش تصنیف

                                                                                                                                                                                     
1 Bisection method 
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 عددی لّح -4
ای استوانه یپوسته تعیین بار کمانشبرای  DS SIMULIA Suite 2022 (Abaqus/CAE 2022)افزار از نرم

 است. شده گرفتهبه کار  CAX8متقارن محوری هشت گرهی  یچهارضلعبرای تحلیل المان است.  شدهه استفاد

شرایط مرزی ندازه مش حذف شود. اندازه مش با آزمون و خطا انتخاب شد تا حساسیت نتایج به تغییرات ا

 آمده است. (1)خواص پوسته در جدول  حرکت در راستای محور آزاد است. X=1گیردار و در  X=0پوسته در 

 شده نشان داده شده است.ی کمانه( الگوی مش، بارگذاری، شرایط مرزی و پوسته2در شکل )

 

 مشخصات پوسته -1جدول 

 مقدار ویژگی

 L=0.2 m طول

 ri=0.05 m اخلیشعاع د

  ro=0.06 m شعاع خارجی

 υ=0.3 سوناضریب پو

 E=200 GPa مدول الاستیسیته

 

 
 شدههکمان یپوستهالگوی مش، بارگذاری، شرایط مرزی و  -2شکل 
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 بحث و نتایج -5
افزار رمنای برای انجام محاسبات با استفاده از برنامهو  یینتع یتحلیل صورتبهای استوانه یپوستهبار کمانش 

 نسبت و الاستیسیته مدول موارد، یهمه در .شدبررسی  حلابتدا صحت  است. شده یهته Maple 2015ریاضی 

  .است E=200 GPa ،υ=0.3ترتیب  به پواسون
 

 
 ،P=1e6 MPa ،L=0.2 mهای همگن )تحلیلی پوسته و دو ی یکمرتبه شعاعی بعدبی جاییی جابهمقایسه -3شکل 

R=0.055 m ،z=0) 

 

 
 ،P=1e6 MPa ،L=0.2 mهای همگن )ی یک و دو تحلیلی پوستهمحوری مرتبه بعدبی جاییی جابهمقایسه -4شکل 

R=0.055 m ،z=0) 
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 ،P=1e6 MPa ،L=0.2 mهای همگن )ی دو تحلیلی پوستهشعاعی عددی و مرتبه بعدبی جاییی جابهمقایسه -5شکل 

R=0.055 m ،z=0) 

 

 
 ،P=1e6 MPa ،L=0.2 mهای همگن )ی دو تحلیلی پوستهمحوری عددی و مرتبه بعدبی جاییجابه یمقایسه -6شکل 

R=0.055 m ،z=0) 
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ترتیب ی یک و دو بهبعد مرتبههای بیجایی( جابه9( و )3های )(، در شکل19( و )4(، )1با توجه به معادلات )

ی دو تحلیلی به ترتیب بعد اجزای محدود و مرتبهیهای بجایی( جابه6( و )5های )شعاعی و محوری و در شکل

شود نمایش داده شده است. مشاهده می hهای مختلف با ضخامت، x*بعد شعاعی و محوری برحسب متغیر بی

الاتر های بو نیازی به مرتبه شوندسرعت همگرا میبهی یک و دو تحلیلی معادلات تعادل که نتایج حلّ مرتبه

تایج نبرای این مطالعه مناسب بوده و سایر نتایج با این مرتبه گزارش شده است. همچنین ی دو نیست. مرتبه

 جاییجابه این، بر های تحلیلی و اجزای محدود تطابق خوبی با یکدیگر دارند. علاوهتعادل به روشحلّ معادلات 

 .است کم بسیار محوری جاییجابه به نسبت شعاعی

 شود.تعریف می( 0و از طریق رابطه )بعد صورت بیبه برای تعمیم نتایج، فشار بحرانی

های از روشکه  Lهای مختلف طول و با ضخامت ثابتهای همگن بعد پوسته، بار کمانش بی(2)در جدول 
ی کلاسیک بار در نظریهدست آمده، نشان داده شده است. به [20] )لورنز( تحلیلی، اجزای محدود و کلاسیک

تحلیلی تطابق خوبی با اجزای محدود  شود که نتایج حلّ مشاهده میآید. دست می( به29کمانش از رابطه )
نیز بیان شد، در حلّ اجزای محدود از حالت متقارن محوری استفاده شده  (9)گونه که در بخش مانهدارد. 
های تحلیلی و اجزای محدود افزایش ی کلاسیک از روشهمچنین با افزایش طول، اختلاف نتایج نظریهاست. 

بعد تقریباً بار کمانش بی درصدی طول، 55، با کاهش تقریباً مورد مطالعه یپارامترها یدر محدوده یابد.می
 یابد.درصد کاهش می 56

 

0.605cr

Eh
P

R
  (29) 

 

ی های عددی، تحلیلی و نظریهبه روش شدهمحاسبهبعد بر بار کمانش بی R( اثر تغییرات شعاع 3جدول )
رصدی شعاع، بار د 53، با کاهش تقریباً مورد مطالعه یپارامترها یدر محدودهدهند. کلاسیک را نشان می

 ی کلاسیک ازیابد. همچنین با کاهش شعاع، اختلاف نتایج نظریهدرصد افزایش می 155بعد تقریباً کمانش بی
 یابد.اجزای محدود افزایش می

ی های عددی، تحلیلی و نظریهبه روش شدهمحاسبهبعد بر بار کمانش بی h( اثر تغییرات ضخامت 9در جدول )
درصدی ضخامت موجب  133، افزایش تقریباً مورد مطالعه یپارامترها یدر محدودهست. کلاسیک ارائه شده ا

 با خوبی همخوانی شدهارائه روش که شودمی شود. مشاهدهبعد میدرصدی بار کمانش بی 5/5کاهش تا حدود 
ی نظریه همچنین با افزایش ضخامت، اختلاف نتایج .دارد ضخیم هایپوسته برای حتی اجزای محدود، نتایج

 یابد.کلاسیک از اجزای محدود افزایش می
 

 (h=0.01 m ،R=0.055 m) و تحلیلی عددی حلّبعد بیطول بر بار کمانش  اتتغییر یرتأث -2جدول 

L (m) ی کلاسیکنظریه تحلیلی عددی  

12/5  3555/1  3150/1  3255/1  

16/5  5504/1  5361/1  5655/1  

25/5  1225/2  1509/2  2555/2  

29/5  5553/2  5549/2  6955/2  

20/5  4593/2  5550/3  5055/3  
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 (h=0.01 m ،L=0.20 m) و تحلیلی عددی حلّ بعدبی تغییرات شعاع بر بار کمانش یرتأث -3جدول 

R (m) ی کلاسیکنظریه تحلیلی اجزای محدود  

535/5  2355/3  9232/3  9551/3  

595/5  5625/2  5595/2  6004/2  

555/5  1225/2  1509/2  2555/2  

565/5  0155/1  4633/1  0615/1  

555/5  5051/1  5159/1  6133/1  

 

 (L=0.20 m ،R=0.055 m) و تحلیلی عددی حلّبعد بیتغییرات ضخامت بر بار کمانش  یرتأث -4جدول 

h (m) ی کلاسیکنظریه تحلیلی اجزای محدود  

556/5  1593/2  3554/2  2555/2  

550/5  1342/2  3592/2  2555/2  

515/5  1225/2  1509/2  2555/2  

512/5  1506/2  2350/2  2555/2  

519/5  5432/2  2201/2  2555/2  

 

 گیرینتیجه -6
 یمحور اربتحت  ثابت ضخامت با متقارن محوری ایاستوانه یپوستهکمانش بار تحلیلی برای یافتن  حلّیک 

ن برای انجام این محاسبات، توامیشد.  استخراج کارمن فُنو  FSDTبا استفاده از پیشنهاد شد. معادلات حاکم 

خصوصیات هندسی )شعاع متوسط، ضخامت و طول پوسته(  .تهیه کرد Mapleدر محیط  ریاضی یک برنامه

یل دیفرانسمعادلات  دستگاه معادلات تعادل که در این روشاست.  شدهه یتهورودی برای برنامه  عنوانبهفقط 

معادلات پایداری که یک دستگاه  حل شدند. شاشاتاغت تکنیکهستند، با استفاده از شده جفتغیرخطی 

صورت تحلیلی حل شدند و فشار بحرانی شده با ضرایب متغیر هستند، بهمعادلات دیفرانسیل خطی جفت

ش های هندسی پوسته روی بار کمانیر تغییر ویژگیتأثی پارامتری به بررسی با انجام یک مطالعه دست آمد.به

 دهشارائهدست آوردن بار کمانش با روش ت خوبی دارد. بهلی همگرایی سریع و دقّتحلی حلّپرداخته شد. این 

 بندی آن ندارد.تر از روش اجزای محدود است، زیرا نیازی به ایجاد مدل اجزای محدود و مشتر و سریعآسان
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  فهرست نمادهای انگلیسی
 

[A0] ماتریس ضرایب 

[A1] ماتریس ضرایب 
[A2] ماتریس ضرایب 
[B0] ماتریس ضرایب 
[B1] ماتریس ضرایب 
[B2] یبماتریس ضرا 
Ci ضرایب ثابت 
E مدول الاستیسیته 
h پوسته ضخامت 
h0 شاخص ضخامت 
L طول پوسته 

Nx ی تنشمنتجه 

Nz ی تنشمنتجه 
Nθ ی تنشمنتجه 
Mx ی تنشمنتجه 

Mxz ی تنشمنتجه 
Mθ ی تنشمنتجه 
P فشار محوری 
P*

cr بار بحرانی کمانش 
Px ی تنشمنتجه 

Qx ی تنشمنتجه 

r  شعاعیمختصات 

r0 شعاع شاخص 
ri پوسته شعاع داخلی 

ro پوسته شعاع خارجی 
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R پوستهمتوسط  شعاع 
U انرژی کرنشی 
U(x) جایی محوری در ی جابهمولفهFSDT 
Ux(x,z) جایی محوریجابه 
Uz(x,z) جایی شعاعیجابه 
Uθ جایی محیطیجابه 

{V} بردار ویژه 

W کار نیروی خارجی 
W(x) جایی محوری در بهی جامولفهFSDT 
x مختصات محوری 
{Y0} ی صفرحل کلی معادلات مرتبه 
{Y0}g ی صفرحل عمومی معادلات مرتبه 
{Y0}p ی صفرحل خصوصی معادلات مرتبه 
z فاصله از سطح میانی پوسته 
 بعدمخفف کمیت بی *
e مخفف یک لحظه قبل از کمانش 

s های کوچک بعد از کمانشمخفف افزایش 
 

 نمادهای یونانی
 

α مقدار ویژه 
xyγ کرنش برشی 

ε بعد اغتشاشی کوچکپارامتر بی 

xε کرنش محوری 
zε کرنش شعاعی 

θε کرنش محیطی  
θ مختصات محیطی 
κ ضریب تصحیح برشی 
λ مقدار ویژه 
ν نسبت پواسون 

xσ تنش محوری 

zσ تنش شعاعی 

θσ تنش محیطی 

xzτ تنش برشی 
φ(x) جایی محوری در ی جابهمولفهFSDT 
ψ(x) جایی محوری در ی جابهمولفهFSDT 
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 ها و بردارهای معادلات تعادلماتریس -2پیوست 
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Abstract  

 

This paper determines the buckling load of an axisymmetric cylindrical shell of homogeneous 

and isotropic materials analytically using the first-order shear deformation theory (FSDT). To 

describe the kinematics of the shell, the FSDT, and von Karman relations are used. The 

equilibrium equations, which are a system of nonlinear coupled differential equations, are 

determined from the principle of virtual work. The nonlinear equilibrium equations are solved 

analytically using the perturbation technique and then the stability equations are derived from 

them by employing the adjacent criterion method. The resulting equations are a system of 

coupled linear differential equations with variable coefficients that are solved analytically to 

find the buckling load of the structure. The effects of geometrical properties have been 

investigated by a parametric study on buckling load results. Also, the buckling load is 

determined using the finite element method (FEM) and classical theory (Lorenz) and compared 

with the analytical solution results. 
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