
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

  

 

 رافنصفحات گ ،یتیکامپوز یرهایارتعاشات آزاد، ت ،یشبه سه بعد یتئور ک،یزوژئومتریآ لیتحل :راهنما هایواژه

 

 مقدمه -1
و  یرارتح ،یکیالعاده مکاننانو با خواص خارق اسیکربن در مق هیو گرافن  دو ساختار بر پا  یکربن هاینانولوله

اد مرکب در مو کنندهتیبه عنوان فاز تقو یادو ساختار به طور گسترده نیا لیدل نیهستند. به هم یکیالکتر

به طرز  هاتینانوکامپوز یکیخواص مکان ز،ینگا رتیخواص ح نی[. علاوه بر ا7-1] شوندیاستفاده م یمریپل

دارد. در  یبستگ سیو ماتر کنندهتیتقو نیب یمولکول نیب یروهایبه سطح تماس و شدت ن یاقابل ملاحظه

با  ترییبرهم کنش قو جهیداشته و در نت یشتریصفحات گرافن سطح تماس ب ،یکربن هایبا نانولوله سهیمقا

 شوندیم افتی شتریب عتیداشته و در طب یساخت کمتر نهیصفحات گرافن هز ،دارند. به علاوه سیفاز ماتر

 د وها هستناز کاربردهای صنعتی و ماشیناصلی در بسیاری ای سازههای ها المانها و پوستهتیرها، ورق [.8]

 ییالاب تیا از اهمهارتعاشات کل سازه بینییشپ یبرا نیمهندس یبراهای ارتعاشی آنها بنابراین درک ویژگی
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ا شده بهای تقویتکه به عنوان کامپوزیت هاهای اخیر، دسته جدیدی از کامپوزیت. در سالبرخوردار است

نون تاکاند. ای را به خود جلب کردهویژهتوجه  ،شوندشناخته می یهدفمند تابع به صورت نانوصفحات گرافن

در ادامه برخی از این تحقیقات  .[10-0] است گرفته صورت هاسازهاین  کیمکانخصوص در  یادیز قاتیتحق

با استفاده از روش آیزوژئومتریک، رفتار خطی و غیرخطی  [0] و همکاران 1لیانگ .شودبه اختصار مرور می

نانوصفحات گرافن به صورت هدفمند تابعی محوری را بررسی نمودند. شده با کامپوزیتی تقویت منحنیتیرهای 

و  1هان ده کردند.ابرای بیان میدان جابجایی استف 6مرتبه سوم یشکل برش رییتغ یتئورآنها در مطالعه خود از 

شده تیقوتای کامپوزیتی های بزرگ ناشی از تغییرات دمایی را برای یک پنل استوانهتغییر شکل [14]مکاران ه

سی یک روش نیمه تحلیلی برر گیردار با استفاده از-ساده و گیردار-با دو شرط مرزی ساده با نانوصفحات گرافن

-تیوتقای پرشده با فوم فلزی و های استوانهپاسخ غیرخطی ضربه سرعت کم پوسته [11] 5و شه 4ژانگ دند.ونم

 [16] و همکاران 2نچ بررسی کردند.و در حالت وجود نقص هندسی  محوریتحت حرکت  را شده با گرافن

. لعه کردندمطارا در محیط حرارتی  شده با نانوصفحات گرافنتیتقو یتیکامپوزتیرهای متخلخل  یارتعاشرفتار 

با استفاده از یک روش نیمه  [11]و کیانی  8دای انجام دادند. 7ع منتقل شدهآنها این کار را با استفاده از روش تاب

ن یشده با نانوصفحات گرافن را بررسی نمودند. آنها در اای تقویتوسته کامپوزیتی استوانهپایداری پ ،تحلیلی

 [14]ملایی و همکاران  به دست آوردند. مرتبه سوم یشکل برش رییتغ یتئورکار معادلات حرکت را بر مبنای 

عه خود ند. آنها در مطالشده با گرافن را مطالعه نمودای تقویتای لایههای استوانهتهله کمانش پیچشی پوسمسئ

 [15]بابایی و همکاران  .به دست آوردندمعادلات تعادل را بر مبنای تئوری الاستیسیته سه بعدی خطی 

های ات گرافن را برای چیدمانشده با نانوصفحای کامپوزیتی تقویتهای استوانههای طبیعی پنلفرکانس

 یخ دینامیکپاس [12] عباسیو  میرزایی. محاسبه کردندهای این تقویت کننده مختلف گرافن و سایر ویژگی

دست  به در حال حرکترا تحت اثر یک بار  صفحات گرافنشده با نانوتیتقو یتیکامپوزای های استوانهپنل

کننده گرافن، تغییر شکل دینامیکی پنل به طور قابل ند که با افزودن مقدار کمی تقویتن داداآوردند. آنها نش

های متخلخل ورق برای و همکاران یک تحلیل دینامیکی غیرخطی [17] 0تیان یابد.ای کاهش میملاحظه

رخطی های غیآنها کرنش انجام دادند.در حال حرکت تحت یک جرم  شده با نانوصفحات گرافنتیتقو یتیکامپوز

را برای تحلیل کمانش و پساکمانش  [18]عیوضیان و همکاران  فون کارمن را در پژوهش خود در نظر گرفتند.

 Xکل کننده به شآنها بیان نمودند که توزیع تقویتشده با گرافن انجام دادند. یک میکروتیر چرخان تقویت

های حلقوی ی ورقمتقارن محورپساکمانش حرارتی  [10]و همکاران  14وو بخشد.پایداری میکروتیر را بهبود می

بعدی  هسآنها از مدل بررسی کردند.  را های هندسی مختلفبا نقص شده با نانوصفحات گرافنتیتقو یتیکامپوز
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و همکاران رفتار غیرخطی  6گوئو نانوکامپوزیت بهره بردند. ورق ن خواص معادلیبرای تخم 1یسا-نیهالپ

آنها اثر مطالعه نمودند.  1ریتز گسترش یافته-ریلی شورق نانوکامپوزیتی را بر اساس رویک دینامیکی 

اکثر مطالعات صورت گرفته در زمینه  دند.وبررسی نم بر رفتار دینامیکی ورق پارامترهای مختلف را در کار خود

، 4برنولی-های متداول یعنی تئوری تیر اویلربر پایه تئوری شده با صفحات گرافنمپوزیتی تقویتتیرهای کا

ه مکانیک های کمتری در زمینبا این وجود، پژوهش است. 2های تیر مراتب بالاترو تئوری 5تئوری تیر تیموشنکو

جعفری و  .[64-26] م شده استانجا 7بر مبنای تئوری شبه سه بعدی شده با گرافنتیرهای کامپوزیتی تقویت

میکی تیرهای نانوکامپوزیتی پاسخ دینا 8با استفاده از یک تئوری شبه سه بعدی و روش ناویر [16]کیانی 

بر اساس تئوری شبه  [46]و کیانی  0انگو به دست آوردند.در حال حرکت شده با گرافن را تحت بار تقویت

شده با صفحات گرافن را با در نظر گرفتن دینامیکی تیرهای کامپوزیتی تقویتسه بعدی و حل ناویر پاسخ 

و همکاران  14پریانکا اثر بستر الاستیک را در کار خود لحاظ نمودند.نیروی محوری اولیه به دست آوردند. آنها 

ا استفاده را ب شده با نانوصفحات گرافنتیتقو یتیکامپوزرفتار ارتعاشات آزاد و کمانش تیرهای متخلخل  [56]

و  16یکارامانل شان فرض کردند که بار محوری وارد شده بر تیر متغیر است.یسی نمودند. ابرر 11از روش ریتز

ی و های کربنشده با نانولولهمانش تیرهای نانوکامپوزیتی تقویترفتار خمشی، ارتعاشات آزاد و ک [26] 11وو

  ساس یک تئوری شبه سه بعدی و روش المان محدود مطالعه نمودند.گرافن را بر ا

 شده با نانوصفحاتتیتقو یتیکامپوزهمانطور که اشاره شد مطالعات اندکی در زمینه ارتعاشات آزاد تیرهای 

 یبرا کیزوژئومتریروش آحاضر، استفاده از  نوآوری مقاله لذابر اساس تئوری شبه سه بعدی وجود دارد.  گرافن

ظر به ن برای اولین بار است. اصلاح شده یشبه سه بعد یتئور کیبر اساس  رهایت نیارتعاشات آزاد ا لیحلت

تواند ، استفاده از تئوری شبه سه بعدی مینانوصفحات گرافنشده با د گسترده تیرهای کامپوزیتی تقویتکاربر

این  در دلخواه بسیار حائز اهمیت باشد.ای با ضخامت های سازهبینی دقیق رفتار ارتعاشی این الماندر پیش

د. نشوراستا، معادلات حاکم بر تیر با استفاده از اصل همیلتون به دست آمده و با روش آیزوژئومتریک حل می

 دد.گربندی پیشنهادی بررسی میدر قالب چندین مثال، کارآیی و دقت روش عددی حاضر و فرمولپس از آن، 

ها، درصدهای وزنی متفاوت جدید برای الگوهای مختلف توزیع گرافن، تعداد لایهدر نهایت، یک مجموعه نتایج 

جدید برای  شود.های طول به ضخامت و شرایط مرزی گوناگون ارائه میصفحات گرافن و همچنین نسبت

 هایصفحات گرافن و همچنین نسبتدرصدهای وزنی متفاوت  ،هاالگوهای مختلف توزیع گرافن، تعداد لایه

 شود.میگوناگون ارائه  به ضخامت و شرایط مرزیطول 

                                                                                                                                                                                     
1 Halpin–Tsai 
2 Guo 
3 Extended Rayleigh–Ritz method 
4 Euler–Bernoulli beam theory (EBT) 
5 Timoshenko beam theory (TBT) 
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7 Quasi-3D theory 
8 Navier 
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11 Ritz 
12 Karamanli 
13 Vo 
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https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2021.113739
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 نانوصفحات گرافنشده با تقویت کامپوزیتیهای تیرهندسه و خواص مکانیکی   -2
و  𝑏، عرض 𝐿تیر با طول دهد. این را نشان می شده با نانوصفحات گرافنتیکامپوزیتی تقو رتییک  (3)شکل 

نیز در این شکل نشان داده شده است. این دستگاه  مشخص شده است. دستگاه مختصات کارتزین ℎضخامت 

راستای ضخامت را  𝑧راستای عرضی و محور  𝑦راستای طولی تیر، محور  𝑥به نحوی انتخاب شده که محور 

لایه تشکیل شده است. هر لایه نیز از یک ماتریس پلیمری  𝑁Lشود که این تیر از تعداد دهد. فرض مینشان می

 از هاشود که کسر حجمی گرافنشده است. به علاوه فرض میا نانوصفحات گرافن تقویتشده که بساخته 

 یوچهار الگدر این تحقیق  .شودبه ایجاد یک توزیع هدفمند می رکه منج متفاوت است گرید لایهبه  ایلایه

-U-GPLRC ،X-GPLRC ، O صورتکه به  شدهی نانوصفحات گرافن در نظر گرفته برا عیمختلف توز

GPLRC  وV-GPLRC اند. به صورت شماتیک نشان داده شده (1)وند. این چهار الگو در شکل شتعریف می

 :[17] آیدر به دست مییها به صورت زالگوهر یکی از این از  امkکسر حجمی در لایه 

 

(3) 

U-GPLRC:     𝑉GPL
(𝑘)

(𝑧) = 𝑉GPL
∗ 

X-GPLRC:     𝑉GPL
(𝑘)

(𝑧) = 2𝑉GPL
∗ |2𝑘−𝑁L−1|

𝑁L
 

O-GPLRC:     𝑉GPL
(𝑘)

(𝑧) = 2𝑉GPL
∗ (1 −

|2𝑘−𝑁L−1|

𝑁L
) 

V-GPLRC:     𝑉GPL
(𝑘)

(𝑧) = 𝑉GPL
∗ (

2𝑘−1

𝑁L
) 

 

𝑉GPLفوق در رابطه 
دهد. این مقدار برای هر نشان می رینانوصفحات گرافن را در کل مقطع تکل  کسر حجمی ∗

 :[11-17] آیدچهار توزیع یاد شده یکسان بوده و از رابطه زیر به دست می
 

(1)  𝑉GPL
∗ =

𝑊GPL

𝑊GPL+
𝜌GPL
𝜌M

(1−𝑊GPL)
 

 

به ترتیب دانسیته جرمی گرافن  𝜌Mو  𝜌GPLکسر وزنی نانوصفحات گرافن است. همچنین  𝑊GPLرابطه در این 

هر لایه از قاعده دهد. در این پژوهش به منظور یافتن مدول الاستیک معادل و ماتریس را نشان می

 :[11-17] شودیاستفاده م یسا-نیهالپ میکرومکانیکی
 

𝐸GPLRC
(𝑘)

=
3

8
(
1 + 𝜉L𝜂L𝑉GPL

(𝑘)

1 − 𝜂L𝑉GPL

(𝑘)
)𝐸M +

5

8
(
1 + 𝜉T𝜂T𝑉GPL

(𝑘)

1 − 𝜂T𝑉GPL

(𝑘)
)𝐸M (1) 

 

هستند که با  دو ضریب طولی و عرضی 𝜂Tو  𝜂Lاتریس است. همچنین مدول الاستیسیته م 𝐸M(، 1رابطه )در 

 شوند:روابط زیر بیان می
 

𝜂L =
𝐸GPL − 𝐸M

𝐸GPL + 𝜉L𝐸M

;      𝜂T =
𝐸GPL − 𝐸M

𝐸GPL + 𝜉T𝐸M

 (0) 
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اند و به صورت زیر تعریف ات اندازه لحاظ شدهمنظور در نظر گرفتن اثر به 𝜉Tو  𝜉Lضرایب  (،0)در رابطه 

 شوند:می

 

𝜉L = 2
𝑎GPL

ℎGPL

;     𝜉T = 2
𝑏GPL

ℎGPL

 (5) 

 

. این دهندرا نشان میبه ترتیب طول، عرض و ضخامت نانوصفحات گرافن  ℎGPLو  𝑎GPL  ،𝑏GPLکه در آن 

𝑎GPLمقادیر عبارتند از:  = 2.5 μm ،𝑏GPL = 1.5 μm وℎGPL = 1.5 nm.  دانسیته جرمی و برای یافتن

 :[17] شودهای متداول استفاده میی از قاعده مخلوطتیکامپوز ریپوآسون ت بیضر
 

𝜌GPLRC
(𝑘)

= (𝜌GPL − 𝜌M)𝑉GPL
(𝑘)

+ 𝜌M (6) 

𝜈GPLRC
(𝑘)

= (𝜈GPL − 𝜈M)𝑉GPL
(𝑘)

+ 𝜈M (7) 

 

 به ترتیب گرافن و ماتریس است. پوآسون بیضرمعرف  𝜈Mو  𝜈GPLن رابطه در ای
 

  
 شده با نانو صفحات گرافنای کامپوزیتی تقویتتیر چند لایههندسه  -1 شکل

 

 
 تیردر امتداد ضخامت نانوصفحات گرافن متداول  هاییعتوز -2 شکل
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 لهئسبندی پایه مفرمول -3
 تیر شبه سه بعدیتئوری  -3-1

زیر به صورت  افتهیبهبود  3بیکفورد-ردی تیر بر اساس تئوری در حالت کلی توانیک تیر را میمیدان جابجایی 

 :[11] آوردبه دست 

 

(8)   
𝑢1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑧

𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
+ (𝑓(𝑧) − 𝑧)

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥

𝑢3(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝑡) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝑡)
 

 

لفه برشی جابجایی ؤلفه خمشی جابجایی عمودی و مؤجابجایی محوری، مبه ترتیب  𝑤𝑠و  𝑢 ،𝑤𝑏 در رابطه فوق

تیر به کار برای تعیین توزیع کرنش برشی در امتداد ضخامت  𝑓(𝑧)به علاوه تابع دهد. میعمودی را نشان 

 های مختلف را گسترش داد:توان تئوری، می(3)رود. با توجه به انتخاب این توابع مطابق با جدول می

با اضافه نمودن یک جمله مرتبه  (3های شبه سه بعدی، میدان جابجایی توصیف شده با معادله )در تئوری

 : [11] شودلاح میجابجایی عرضی به منظور لحاظ اثر کشش ضخامت اصلفه ؤمبالاتر به 

 

(1)   
𝑢1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑧

𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
+ (𝑓(𝑧) − 𝑧)

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥

𝑢3(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝑡) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝑡) + 𝑓′(𝑧)𝑤𝑧(𝑥, 𝑡)
 

 

𝑓(𝑧) که در آن = 𝑧 −
4𝑧3

3ℎ3 و𝑓′(𝑧) = 𝑑𝑓(𝑧) 𝑑𝑧⁄ .توان به صورت زیر بازنویسی کرد:میدان جابجایی را می 
 

(34)   𝐮 = {
𝑢1

𝑢3
} = 𝚲𝚩𝑚𝐔 

 

 های مختلفمتناظر با تئوری 𝑓(𝑧)تابع برشی  -1جدول 

 𝑓(𝑧) تئوری

 0  برنولی(-)اویلر تئوری تیر کلاسیک

وری تیر تیموشنکو تئ  𝑧 

[10]تئوری تیر مرتبه سوم ردی   𝑧 −
4𝑧3

3ℎ3
 

[15]تئوری تیر سینوسی   
ℎ

𝜋
sin (

𝜋𝑧

ℎ
) 

[16]تئوری تیر هایپربولیک   ℎsinh (
𝑧

ℎ
) − 𝑧cosh (

1

2
) 

[17]تئوری تیر نمایی   𝑧𝑒−2(
𝑧
ℎ
)
2

 

                                                                                                                                                                                     
1 Refined Reddy–Bickford beam theory 
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 که در آن:

 

(33)   𝚲 = [
1 𝑧 𝑓(𝑧) − 𝑧 0 0 0

0 0 0 1 1 𝑓′(𝑧)
] ;  𝚩m =

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0

0 −
𝜕

𝜕𝑥
0 0

0 0
𝜕

𝜕𝑥
0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 

;  𝐔 = {

𝑢
𝑤𝑏

𝑤𝑠

𝑤𝑧

} 

 

از کرنش در هر نقطه های غیرصفر تانسور لفهؤ(، م1) رابطهشده در  در نظر گرفتهبا توجه به میدان جابجایی 
 :آیدمی به دستبه صورت زیر  تیر
 

(31)   

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+ (𝑓(𝑧) − 𝑧)

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥2

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢3

𝜕𝑥
= 𝑓′′(𝑧)𝑤𝑧

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥
= 𝑓′(𝑧) (

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑥
)

 

 
 

 :توان به صورت زیر بازنویسی کرد( را می31رابطه )
 

(31)   𝛆 = {

𝜀𝑥𝑥

𝜀𝑧𝑧

𝛾𝑥𝑧

} = 𝚭𝚩k𝐔 

 

 که در آن:
 

(30)   𝚭 = [

1 𝑧 𝑓(𝑧) − 𝑧 0 0

0 0 0 𝑓′′(𝑧) 0

0 0 0 0 𝑓′(𝑧)
] ;    𝚩k =

[
 
 
 
 
 
 
 

𝜕

𝜕𝑥
0 0 0

0 −
𝜕2

𝜕𝑥2 0 0

0 0
𝜕2

𝜕𝑥2 0

0 0 0 1

0 0
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 :[11] شودبه صورت زیر بیان می امk هیلا معادلات مشخصه برای
 

(35)   𝛔(𝑘) = 𝐐(𝑘)𝛆 

 

 که در آن:
 

(36)   𝛔 = {𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑧𝑧 𝜏𝑥𝑧}𝑇 
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 :همچنین
 

(37)   𝐐(𝑘) = [

𝑄11
(𝑘)

𝑄13
(𝑘)

0

𝑄13
(𝑘)

𝑄33
(𝑘)

0

0 0 𝑄55
(𝑘)

] 

 

 با:
 

(38)   

𝑄11
(𝑘)

=
𝐸GPLRC

(𝑘)

1−𝜈GPLRC
2(𝑘) ;  𝑄13

(𝑘)
=

𝜈GPLRC
(𝑘)

𝐸GPLRC
(𝑘)

1−𝜈GPLRC
2(𝑘) ;

𝑄33
(𝑘)

=
𝐸GPLRC

(𝑘)

1−𝜈GPLRC
2(𝑘) ;  𝑄55

(𝑘)
=

𝐸GPLRC
(𝑘)

2(1+𝜈GPLRC
(𝑘)

)

 

 

 شده با نانوصفحات گرافن پوزیتی تقویتمتیر کا پتانسیل انرژی -3-2

 شود:تیر به صورت زیر تعریف می (𝛱)انرژی پتانسیل کل تغییرات 
 

(31)   𝛿𝛱 = 𝛿𝑈b − 𝛿𝑇 

 

انسیل کرنشی به صورت تانرژی پ تغییرات انرژی جنبشی است. 𝑇انرژی پتانسیل کرنشی و  𝑈𝑏(، 31در معادله )

 آید:زیر به دست می
 

(14)   𝛿𝑈b = ∫ ∑ ∫ 𝛿𝛆𝑇𝛔(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L
𝑘=1𝐿

 

 

 شود:( به صورت زیر نوشته می14(، معادله )35( و )31با استفاده از معادلات )
 

(13)  
 

 

 

 

𝛿𝑈b = ∫ ∑ ∫ 𝛿𝛆𝑇𝛔(𝑘)

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L

𝑘=1𝐿

= ∫ ∑ ∫ 𝛿𝛆𝑇𝐐(𝑘)𝛆

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L

𝑘=1𝐿

= ∫∑ ∫ 𝛿(𝚭𝚩k𝐔)𝑇𝐐(𝑘)𝚭𝚩k𝐔

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L

𝑘=1𝐿

= ∫∑ ∫ 𝛿𝐔𝑇𝚩𝒌
𝑇𝚭𝑇𝐐(𝑘)𝚭𝚩k𝐔

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L

𝑘=1𝐿

= ∫∑ ∫ 𝛿𝐔𝑇𝚩𝒌
𝑇  𝐂b𝚩k𝐔

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L

𝑘=1𝐿
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 که در آن:
 

(11)   𝐂b = ∑ ∫ 𝚭𝑇𝐐(𝑘)𝚭
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1  

 

 ( در رابطه فوق خواهیم داشت:37( و )30با جایگزینی روابط )

 
 

(11)   𝐂b = [

𝐃̃1 𝐃̃2 𝟎3×1

𝐃̃2
𝑇 Η1 0

𝟎1×3 0 Η2

] 

 

 با:
 

(10)   

𝐃̃1 = ∑ ∫ [

1 𝑧 𝑓 − 𝑧

𝑧 𝑧2 𝑧(𝑓 − 𝑧)

𝑓 − 𝑧 𝑧(𝑓 − 𝑧) (𝑓 − 𝑧)2

] 𝑄11
(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1 ;

𝐃̃2 = ∑ ∫ {

𝑓′′

𝑧𝑓′′

(𝑓 − 𝑧)𝑓′′

}𝑄13
(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1

Η1 = ∑ ∫ 𝑓′′2𝑄33
(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1 ;     Η2 = ∑ ∫ 𝑓′2𝑄55

(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1

 

 

 شود:می تغییرات انرژی جنبشی به صورت زیر بیان

 

(15)   𝛿𝑇 = ∫ ∑ ∫ 𝛿𝐮̇𝑇𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝜌(𝑘)𝐮̇𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L
𝑘=1𝐿

 

 

𝐮̇ که در آن = 𝑑𝐮 𝑑𝑡⁄رسیم:جه می( در رابطه فوق به این نتی34) ه. پس از جایگزینی رابط 

 

(16)  

𝛿𝑇 = ∫ ∑ ∫ 𝛿𝐮̇𝑇𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝜌(𝑘)𝐮̇𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L
𝑘=1𝐿

=

∫ ∑ ∫ 𝛿(𝚲𝚩𝑚𝐔)𝑇𝜌(𝑘)𝚲𝚩𝑚𝐔
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L
𝑘=1𝐿

=

∫ ∑ ∫ 𝛿𝐔𝑇𝚩𝑚
𝑇 𝚲𝑇𝜌(𝑘)𝚲𝚩𝑚𝐔

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧𝑑𝑥 =

𝑁L
𝑘=1𝐿

∫ ∑ ∫ 𝛿𝐔𝑇𝚩𝑚
𝑇 𝚯𝚩𝑚𝐔

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑁L
𝑘=1𝐿

  

 

 که در آن:

 

(17)   𝚯 = [
𝐈̂1 𝟎3×3

𝟎3×3 𝐈̂2
] 
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 با:
 

(81)   

𝐈̂1 = ∑ ∫ [

1 𝑧 𝑓 − 𝑧

𝑧 𝑧2 𝑧(𝑓 − 𝑧)

𝑓 − 𝑧 𝑧(𝑓 − 𝑧) (𝑓 − 𝑧)2

] 𝜌(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1

𝐈̂2 = ∑ ∫ [

1 𝑧 𝑓′

𝑧 𝑧2 𝑓′

𝑓′ 𝑓′ 𝑓′2
] 𝜌(𝑘)𝑧𝑘+1

𝑧𝑘
𝑑𝑧

𝑁L
𝑘=1

 

 

 روش آیزوژئومتریک  -4
 مفاهیم پایه -4-1

𝚵تکنیک نربز، یک بردار گرهی در  = {𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛+𝑝+1} که  است یقیاز اعداد حق یرنزولیغای مجموعه

 .ای استنیز درجه چندجمله pو  تعداد توابع پایه nدر آن 

𝑁𝑖متغیره ک اسپیلاین ی، توابع پایه بیpای ندجملهچ معین و همچنین درجه 𝚵برای یک بردار گرهی معین 
𝑝 ،

 : [03-18]شوند تعریف می 3دی بور -با استفاده از فرمول بازگشتی مشهور کاکس

 

(11)  
𝑁𝑖

0(𝜉) = {
1 i𝑓  𝜉𝑖 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉𝑖+1

0 otherwise
                                                  for 𝑝 = 0

𝑁𝑖
𝑝
(𝜉) =

𝜉 − 𝜉𝑖

𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖

𝑁𝑖
𝑝−1

(𝜉) +
𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1

𝑁𝑖+1
𝑝−1

(𝜉)           for 𝑝 ≥ 1
 

 

𝑅𝑖همچنین توابع پایه نربز یک متغیره 
𝑝 د:نآیمی به دستاسپیلاین به صورت زیر با استفاده از توابع پایه بی 

 

(14)   𝑅𝑖
𝑝
(𝜉) =

𝑁𝑖
𝑝
(𝜉)𝑤̃𝑖

∑ 𝑁
𝑖̂
𝑝
(𝜉)𝑤̃𝑖̂

𝑛
𝑖̂=1

 

 

  است. امiضرایب وزنی متناظر با نقطه کنترلی  𝑤̃𝑖که در آن 

 

 شکل گسسته معادلات حاکم  -4-2

 :توان به صورت زیر بیان کرددر دامنه تیر را می با استفاده از توابع نربز، تقریب جابجایی

 
(13)   (𝑢𝐼

h, 𝑤b𝐼
h , 𝑤s𝐼

h , 𝑤z𝐼
h ) = ∑ 𝑅𝐼

𝑛
𝐼=1 (𝑢0𝐼 , 𝑤b𝐼 , 𝑤s𝐼 , 𝑤z𝐼) or 𝐔h = ∑ 𝑅𝐼

𝑛
𝐼=1 𝐪𝐼  

 

𝐪𝐼چنین ( تعریف شده است. هم14است که در رابطه ) امIربز ، تابع ن𝑅𝐼که در آن  = (𝑢0𝐼 , 𝑤b𝐼 , 𝑤s𝐼, 𝑤z𝐼) 

 ام است.Iهای جابجایی متناظر با نقطه کنترلی لفهؤم

                                                                                                                                                                                     
1Cox-De boor 
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 شود:اصل همیلتون به صورت زیر بیان می
 

(11)   ∫ 𝛿Π𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1
 

 

و استفاده از ( 16و ) (13( در معادلات )13دو زمان دلخواه هستند. با جایگذاری معادله ) 𝑡2و  𝑡1که در آن 

ورت شده با نانوصفحات گرافن به صتیر کامپوزیتی تقویت ارتعاشات آزاداصل همیلتون، فرم گسسته معادلات 

 آید:زیر به دست می
 

(11)   (𝐊 − 𝜔2𝐌)𝐪 = 𝟎 

 

 :شودیم تعریف یربوده و به صورت ز یسفت یس، ماتر𝐊 که در آن

 
(10)   𝐊 = ∫ 𝚩̂k

𝑇𝐂b𝚩̂k𝑑𝑥
𝐿

0
 

 

 :شودیم بیان یرجرم است که به صورت ز یسماتر 𝐌 ینهمچن
 

(15)   𝐌 = ∫ 𝚩̂m
𝑇 𝚯𝚩̂m𝑑𝑥

𝐿

0
 

 

 که در آن:
 

(16)   𝚩̂k
𝐼 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑅𝐼

𝜕𝑥
0 0 0

0 −
𝜕2𝑅𝐼

𝜕𝑥2
0 0

0 0
𝜕2𝑅𝐼

𝜕𝑥2
0

0 0 0 𝑅𝐼

0 0
𝜕𝑅𝐼

𝜕𝑥

𝜕𝑅𝐼

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 
 

;        𝚩̂m
𝐼 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑅𝐼 0 0 0

0 −
𝜕𝑅𝐼

𝜕𝑥
0 0

0 0
𝜕𝑅𝐼

𝜕𝑥
0

0 𝑅𝐼 0 0
0 0 𝑅𝐼 0
0 0 0 𝑅𝐼]

 
 
 
 
 
 

 

 

 نتایج عددی  -5
ای رهشات آزاد تیهای قبل، نتایج تحلیل ارتعابخشبندی پیشنهادی ، با استفاده از فرمولقسمتدر این 

از  همگرایی نتایج به دست آمده با استفادهدر ابتدا  شود.شده با نانو صفحات گرافن ارائه میکامپوزیتی تقویت

گردد. سپس این نتایج با نتایج موجود در منابع در دسترس مقایسه یزوژئومتریک بررسی میآ یروش عدد

 مرتبط با ماده و همچنین هندسهمختلف  یمترهااثر پارا به دست آمده، یجاز صحت نتا ینانبعد از اطم شود.می

 یبررس یعتاب هدفمندبه صورت  شده با نانو صفحات گرافنتیرهای کامپوزیتی تقویترفتار ارتعاش آزاد  یبر رو

  .گرددینمودار ارائه م یابه دست آمده در قالب جدول  یجشده و نتا
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، S-Sساده یا -. این شرایط عبارتند از: سادهنوع شرط مرزی در نظر گرفته شده است چهارپژوهش حاضر در 

شرط مرزی در جدول  چهار. نحوه اعمال این C-Fگیردار یا -و آزاد C-Sگیردار یا -، سادهC-Cگیردار یا -گیردار

 . خلاصه شده است (1)

با ده که کیل شگفته شد، تیر نانوکامپوزیتی مورد بررسی در این تحقیق از چند لایه تش همانگونه که قبلاا 

( 1کننده )گرافن( و زمینه )اپوکسی( در جدول )ه است. خواص مکانیکی اجزاء تقویتشدصفحات گرافن تقویت

 گزارش شده است.
 

 نحوه اعمال شرایط مرزی -2جدول 

 شرط مرزی
 نحوه اعمال

𝑥 = 𝐿 𝑥 = 0 

S-S 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z = 0 𝑢 = 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z = 0 

C-C 
𝑢 = 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z =

𝜕𝑤b

𝜕𝑥
=

𝜕𝑤s

𝜕𝑥

=
𝜕𝑤z

𝜕𝑥
= 0 

𝑢 = 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z =
𝜕𝑤b

𝜕𝑥
=

𝜕𝑤s

𝜕𝑥

=
𝜕𝑤z

𝜕𝑥
= 0 

C-S 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z = 0 
𝑢 = 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z =

𝜕𝑤b

𝜕𝑥
=

𝜕𝑤s

𝜕𝑥

=
𝜕𝑤z

𝜕𝑥
= 0 

C-F ---- 
𝑢 = 𝑤b = 𝑤s = 𝑤z =

𝜕𝑤b

𝜕𝑥
=

𝜕𝑤s

𝜕𝑥

=
𝜕𝑤z

𝜕𝑥
= 0 

 

 [11] خواص مکانیکی اجزاء تشکیل دهنده تیر -3جدول 

 جز زمینه )اپوکسی( جز تقویت کننده )گرافن( خاصیت

پاسکال( گای)گ تهیسیمدول الاست  3434 1 

بر متر مکعب( لوگرمی)ک یچگال  5/3461  3144 

پواسون بیضر  386/4  01/4  

 

 :هستند های عددی به صورت زیراستفاده شده در مثالبعد های بیفرکانسهمچنین 

 

𝜔̅ = 𝜔
𝐿2

ℎ
√

12𝜌

𝐸

𝜔̃ = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈𝑀
2 ) 𝐸M⁄

𝜔̂ = 𝜔
𝐿2

ℎ
√

12𝜌M

𝐸M
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 مطالعه همگرایی روش عددی و اعتبارسنجی -5-1
شود. این کار در قالب چندین مثال انجام شده و نتایج ارائه شده عددی بررسی می در قدم اول همگرایی روش

 (𝜔̅) بعدیاول بدر اولین مثال، سه فرکانس  گردد.منابع مختلف مقایسه میها با نتایج موجود در در این مثال
به منظور  .است فهرست شده (0)محاسبه شده و در جدول  S-S یبا شرط مرز کیزوتروپیآبرای یک تیر 

 های مختلف به دست آمده و این نتایج با نتایج منتشر شده توسطبررسی همگرایی، نتایج حاضر برای المان
ه شبن نتایج به ترتیب بر مبنای تئوری ای اند.مقایسه شده [01] 1ماتسوناگا همچنین و [10]و کیانی  3وانگ

های این جدول معلوم است، اند. همانطور که از دادهدست آمدهالاستیسیته سه بعدی به ی و تئوری سه بعد
ی عالی بوده و همچنین انطباق بسیار خوبی شبه سه بعد یتئورهمگرایی روش عددی آیزوژئومتریک بر پایه 

 وجود دارد. [01]و  [10]در مراجع  بین نتایج حاضر و نتایج گزارش شده
رط با ش شده با نانوصفحات گرافنبرای یک تیر کامپوزیتی تقویت (𝜔̃) بعدیاول بسه فرکانس در مثال دوم 

 ( نمایش داده شده است. 5به دست آمده و در جدول ) C-C یمرز
 

𝜔̅)بعد مطالعه همگرایی و مقایسه سه فرکانس اول بی -4جدول  = 𝜔
𝐿2

ℎ
√

12𝜌

𝐸
برای تیر آیزوتروپیک با شرط مرزی  (

S-S،(𝐿 = 1 m, 𝜈 = 0.3) 

𝐿 ℎ⁄  𝜔̅1 𝜔̅2 𝜔̅3 تعداد المان روش 

 حاضر )تئوری شبه سه بعدی( 34

3 7353/1 7603/06 0681/341 

1 7311/1 1048/17 0786/78 

5 7313/1 3650/17 5175/78 

7 7313/1 3611/17 0066/78 

1 7313/1 3631/17 4030/78 

33 7313/1 3631/17 4030/78 

 0111/78 3631/17 7313/1  [10]وانگ و کیانی )تئوری شبه سه بعدی(  

 0160/78 3634/17 7313/1  [01]ماتسوناگا )تئوری الاستیسیته سه بعدی(  

 حاضر )تئوری شبه سه بعدی( 5

3 1113/1 1075/18 1468/78 

1 1146/1 0774/11 4150/61 

5 1145/1 1011/11 3663/61 

7 1145/1 1077/11 4765/61 

1 1145/1 1070/11 4740/61 

33 1145/1 1070/11 4615/61 

31 1145/1 1070/11 4611/61 

 4611/61 1070/11 1145/1  [10]کیانی )تئوری شبه سه بعدی(  وانگ و 

 4316/61 1113/11 1141/1  [01]ماتسوناگا )تئوری الاستیسیته سه بعدی(  

                                                                                                                                                                                     
1 Wang 
2 Matsunaga 

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S2352492822017792
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S2352492822017792
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S2352492822017792
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𝑁𝐿این نتایج برای یک تیر با  = 𝑊𝐺𝑃𝐿وزنی و درصد  10 = 𝐿، مشخصات هندسی 0.3% = 1m ،𝐿 ℎ⁄ =

و همچنین الگوهای مختلف توزیع گرافن ارائه گردیده است. علاوه بر نتایج حاضر، نتایج به دست آمده  10
و همکاران که با  3توسط مطالعات قبلی نیز در این جدول ارائه گردیده است. این نتایج عبارتند از: نتایج وو

ه ک و وو یکارامانلبر مبنای تئوری تیموشنکو به دست آمده است، نتایج  1یلیفرانسیروش مربعات داستفاده از 
ودرزی گبه دست آمده و نتایج  یشبه سه بعدبا استفاده از روش المان محدود بر اساس دو تئوری تیموشنکو و 

ت. همانطور که معلوم است، و تئوری تیموشنکو حاصل شده اس 1تزیروش رکه با استفاده از  هفشجانی و کیانی
ست که بر مبنای تئوری شبه سه بعدی به د و وو یکارامانلنتایج حاضر بر اساس تئوری شبه سه بعدی با نتایج 

 آمده، مطابقت بسیار خوبی دارد.
 

𝜔̃)بعد مقایسه سه فرکانس اول بی -5جدول  = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈M
2 ) 𝐸M⁄ شده با کامپوزیتی تقویتبرای تیر  (

C-C،(𝐿با شرط مرزی  نانوصفحات گرافن = 1m, 𝐿 ℎ⁄ = 10,𝑁L = 10,𝑊GPL = 0.3%) 

 𝜔̃1 𝜔̃2 𝜔̃3 روش الگوی توزیع

U-GPLRC 

 7650/1 3311/1 8345/4 حاضر )تئوری شبه سه بعدی(

 8661/1 3506/1 8075/4 [8]وو و همکاران )تئوری تیموشنکو( 

 8113/1 1444/1 8088/4 [16])تئوری تیموشنکو( کارامانلی و وو 

 7654/1 3311/1 8340/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری شبه سه بعدی(  

 8661/1 3508/1 8070/4 [01]گودرزی هفشجانی و کیانی )تئوری تیموشنکو( 

X-GPLRC 

 1101/1 1501/1 8710/4 حاضر )تئوری شبه سه بعدی(

 3111/0 1115/1 1111/4 [8]شنکو( وو و همکاران )تئوری تیمو

 4045/0 1110/1 1386/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری تیموشنکو( 

 1111/1 1501/1 8711/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری شبه سه بعدی(  

 3111/0 1117/1 1111/4 [01]گودرزی هفشجانی و کیانی )تئوری تیموشنکو( 

O-GPLRC 

 0580/1 1431/3 7143/4 حاضر )تئوری شبه سه بعدی(

 5373/1 1155/3 7548/4 [8]وو و همکاران )تئوری تیموشنکو( 

 5866/1 1857/3 7557/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری تیموشنکو( 

 0583/1 1433/3 7143/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری شبه سه بعدی(  

 5371/1 1157/3 7547/4 [01]گودرزی هفشجانی و کیانی )تئوری تیموشنکو( 

V-GPLRC 

 6517/1 4050/1 7813/4 حاضر )تئوری شبه سه بعدی(

 7531/1 4815/1 8360/4 [8]وو و همکاران )تئوری تیموشنکو( 

 7701/1 3106/1 8375/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری تیموشنکو( 

 6511/1 4051/1 7813/4 [16]کارامانلی و وو )تئوری شبه سه بعدی(  

 7530/1 4817/1 8361/4 [01]رزی هفشجانی و کیانی )تئوری تیموشنکو( گود

                                                                                                                                                                                     
1 Wu 
2 Differential Quadrature Method (DQM) 
3 Ritz method 
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در نظر گرفته شده و نتایج  S-S یبا شرط مرز شده با نانوصفحات گرافنیک تیر کامپوزیتی تقویت در مثال بعد

در این مثال ( لیست شده است. 6در جدول ) (𝜔̂) بعدیاول بچهار فرکانس  حاصل از تحلیل حاضر برای

لگوهای توزیع مختلف گرافن و چند نسبت طول به ضخامت در نظر گرفته شده است. این نتایج با آنچه توسط ا

توسط حل ناویر و بر اساس تئوری شبه سه بعدی منتشر شده مقایسه گردیده است. از  [11و کیانی ] یجعفر

 .با هم همخوانی دارند نتایج جدول مشخص است که این دو مجموعه نتایج کاملاا 

ده ششات آزاد تیرهای کامپوزیتی تقویتپس از اطمینان از دقت و کارآیی روش عددی حاضر در حل مساله ارتعا

با نانوصفحات گرافن، در ادامه با ارائه یک مطالعه پارامتریک، اثر پارارمترهای مختلف هندسی و مرتبط با ماده 

مختلف  عیزتو هایالگو، هاهیتعداد لارها عباراتند از: های طبیعی تیر بررسی شده است. این پارامتتیر، بر فرکانس

 و شرط مرزی. نسبت طول به ضخامت، گرافن یدرصد وزننانوصفحات گرافن، 

( بررسی شده است. در این بررسی 7در جدول ) (𝜔̃) بعدیب یفرکانس اصلبر  هاهیتعداد لادر اولین مطالعه اثر 

لحاظ گردیده است. بایستی توجه شود که  34444و   14، 16، 11، 38، 30، 34، 6هفت تعداد لایه یعنی 

𝑁Lتعداد لایه  = ه دلیل ای کمتر بههیلابیانگر یک تیر پیوسته است. از نقطه نظر فرآیند ساخت تعداد  10000

های های محاسباتی کمتر بیشتر مورد توجه است. با مقایسه دادههای کمتر ساخت و همچنین هزینههزینه

𝑁Lتوان به این نتیجه رسید که اختلاف بین نتایج متناظر با ( می7جدول ) = 𝑁Lو  14 = در بیشترین  10000

𝑁Lدرصد است. از این رو، از این به بعد از تعداد لایه  6/4حالت  =  شود.جهت ارائه نتایج استفاده می 14
 

𝜔̂)بعد فرکانس اول بی چهارمقایسه  -6جدول  = 𝜔
𝐿2

ℎ
√

12𝜌M

𝐸M
شده با نانوصفحات گرافن با ویتبرای تیر کامپوزیتی تق (

S-S،(𝐿شرط مرزی  = 1m,𝑁L = 10,𝑊GPL = 0.5%) 

𝐿 الگوی توزیع ℎ⁄  𝜔̂1 𝜔̂2 𝜔̂3 𝜔̂4 روش 

U-GPLRC 

 0014/134 7416/317 5667/64 8035/35 حاضر 34

 0014/134 7416/317 5667/64 8035/35 [11]جعفری و کیانی  

 1713/351 7703/344 6311/51 3037/35 حاضر 5

 1713/351 7703/344 6311/51 3037/35 [11]جعفری و کیانی  

X-GPLRC 

 0715/111 1570/318 3816/67 1146/37 حاضر 34

 0710/111 1570/318 3816/67 1146/37 [11]جعفری و کیانی  

 5171/353 1111/341 6380/55 7157/36 حاضر 5

 5171/353 1111/341 6380/55 7157/36 [11]جعفری و کیانی  

O-GPLRC 

 1310/385 7731/334 6161/53 1101/31 حاضر 34

 1311/385 7731/334 6161/53 1101/31 [11]جعفری و کیانی  

 6071/301 4441/11 0718/06 1466/31 حاضر 5

 6071/301 4441/11 0718/06 1466/31 [11]جعفری و کیانی  

V-GPLRC 

 3488/144 6801/313 1618/56 1318/30 حاضر 34

 1378/144 4055/313 1338/57 1151/30 [11]جعفری و کیانی  

 4174/301 5351/16 0513/53 1571/30 حاضر 5

 8686/307 5567/16 4505/54 1414/30 [11]جعفری و کیانی  
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𝜔̃)بعد بر فرکانس اصلی بی هاثیر تعداد لایهتأ -7جدول  = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈M
2 ) 𝐸M⁄ شده با تیر کامپوزیتی تقویت (

𝐿)نانوصفحات گرافن با الگوهای توزیع مختلف، = 1m, 𝐿 ℎ⁄ = 5,𝑊𝐺𝑃𝐿 = 1%) 

 الگوی توزیع شرط مرزی
𝑁𝐿 

6 34 30 38 11 16 14 34444 

S-S 

U-GPLRC 4083/3 4083/3 4083/3 4083/3 4083/3 4083/3 4083/3 4083/3 

X-GPLRC 3701/3 3811/3 3856/3 3866/3 3874/3 3871/3 3875/3 3884/3 

O-GPLRC 8683/4 8541/4 8063/4 8003/4 8013/4 8015/4 8013/4 8034/4 

V-GPLRC 1566/4 1511/4 1531/4 1530/4 1531/4 1533/4 1534/4 1548/4 

C-C 

U-GPLRC 4608/1 4608/1 4608/1 4608/1 4608/1 4608/1 4608/1 4608/1 

X-GPLRC 3003/1 3073/1 3071/1 3081/1 3080/1 3080/1 3085/1 3087/1 

O-GPLRC 8343/3 7713/3 7741/3 7666/3 7607/3 7616/3 7614/3 7641/3 

V-GPLRC 1136/3 1157/3 1104/3 1111/3 1114/3 1118/3 1117/3 1111/3 

 

بوده و  X-GPLRCتوان گفت که در تمامی حالات بالاترین فرکانس طبیعی مربوط به توزیع میهمچنین 

هایی لایه X-GPLRCاست. دلیل این امر این است که در توزیع  O-GPLRCترین نیز مربوط به توزیع پایین

ثی قرار ر خنکه کسر حجمی بالاتر و در نتیجه سفتی خمشی بیشتری دارند در فاصله دورتری نسبت به محو

دقیقاا عکس این  O-GPLRCشود سفتی خمشی کل تیر افزایش یابد. در مورد توزیع اند که باعث میگرفته

با افزایش تعداد  X-GPLRCتوان گفت که در مورد توزیع عنوان یک نکته دیگر میبهافتد. مساله اتفاق می

 V-GPLRCو  O-GPLRCلیکه در توزیع یابد. در حا، فرکانس طبیعی به صورت جزیی افزایش میهالایه

نیز افزایش  U-GPLRCتوزیع ها باعث کاهش جزیی فرکانس طبیعی خواهد شد. در مورد افزایش تعداد لایه

ها ها باعث تغییر فرکانس طبیعی نخواهد شد، به این دلیل که در این حالت کسر حجمی تمامی لایهتعداد لایه

 اند. ها مشابهلایه یکسان و ثابت بوده و درنتیجه تمامی

شده با نانوصفحات تقویتتیرهای کامپوزیتی  (𝜔̃) بعدیب یبر فرکانس اصل(، اثر درصد وزنی گرافن 1در شکل )

دهد که با نتایج نشان می شده است.بررسی  C-Cو  S-Sگرافن با الگوهای توزیع مختلف و دو شرط مرزی 

شود. این امر بدین علت است که با افزایش درصد وزنی اد میافزایش درصد وزنی گرافن فرکانس طبیعی تیر زی

 شود. گرافن مدول الاستیسیته تیر افزایش یافته و فرکانس طبیعی نیز بیشتر می

𝑎GPLبعد بر حسب دو پارامتر بینانوصفحات گرافن ، اثر هندسه و اندازه (0شکل )در  𝑏GPL⁄  و𝑎GPL ℎGPL⁄ بر 

 𝑎GPL ،𝑏GPLگفته شد،  ی مطالعه شده است. همانطور که قبلااتیکامپوزنانو  یرهایت (𝜔̃) بعدیب یفرکانس اصل

باشند. در این بررسی طول صفحات می طول، عرض و ضخامت نانوصفحات گرافنبه ترتیب بیانگر  ℎGPLو 

برای هر دو شرط  شود،ل دیده میهمانطور که در این شک ثابت در نظر گرفته شده است. 𝑎GPLگرافن یعنی 

𝑎GPLبا افزایش نسبت  مرزی، ℎGPL⁄ ی با گرافن یهاپلاکت یابد، بدین معنی کهفرکانس اصلی تیر افزایش می

ند. دههای بهتری بوده و استحکام سازه را به طور موثرتری افزایش میهای گرافن کمتر، تقویت کنندهلایه
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𝑎GPL علاوه در یک نسبت مشخصبه ℎGPL⁄ با افزایش ،𝑎GPL 𝑏GPL⁄  فرکانس اصلی تیر به علت کم شدن سطح

𝑎GPLهای بالای توان گفت در نسبتهمچنین مییابد. با ماتریس کاهش می تماس تقویت کننده گرافن ℎGPL⁄ ،

𝑎GPLافزایش بیشتر  𝑏GPL⁄  است.بر افزایش فرکانس اصلی تیر بی اثر  

 

 
 S-Sالف( )

 
 

 
 C-Cب( )

 

𝜔̃)بعد ثیر درصد وزنی گرافن بر فرکانس اصلی بیتأ -3 شکل = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈M
2 ) 𝐸M⁄ -تیر کامپوزیتی تقویت (

C-C،(𝐿و  S-Sشده با نانوصفحات گرافن با الگوهای توزیع مختلف و شرایط مرزی  = 1m, 𝐿 ℎ⁄ = 5,𝑁L = 14) 
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 S-S الف(

 

 
 C-Cب( 

𝑎GPL) عرض به طولتاثیر  -4 شکل 𝑏GPL⁄ 𝑎GPL) ضخامتول به طو  ( ℎGPL⁄ بر فرکانس اصلی  نانوصفحات گرافن (

𝜔̃)بعد بی = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈M
2 ) 𝐸M⁄ و شرایط  X شده با نانوصفحات گرافن با الگوی توزیع تیر کامپوزیتی تقویت (

C-C،(𝐿و  S-Sمرزی  = 1m, 𝐿 ℎ⁄ = 20,𝑁L = 14,𝑊𝐺𝑃𝐿 = 1%) 
 

-تیتقو یتیکامپوزتیرهای  (𝜔̃) بعدیب یبر فرکانس اصل ای دیگر، اثر تغییر نسبت طول به ضخامتدر مطالعه

شده  یبررس( 8در جدول ) C-Cو  S-S یمختلف و دو شرط مرز عیتوز یشده با نانوصفحات گرافن با الگوها

در نظر گرفته شده است که  0و  5، 8، 34، 35، 14ین بررسی شش نسبت طول به ضخامت یعنی . در ااست

𝐿ضخیم و ضخیم است. همانطور که مشخص است با افزایش نسبت  متناظر با تیرهای نازک، نسبتاا  ℎ⁄  فرکانس

 یابد.ای افزایش میطبیعی تیر به طور قابل ملاحظه
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𝜔̃)بعد بر فرکانس اصلی بی نسبت طول به ضخامتثیر أت -8جدول  = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈M
2 ) 𝐸M⁄ تیر کامپوزیتی  (

𝐿) شده با نانوصفحات گرافن با الگوهای توزیع مختلف،تقویت = 1m, 𝐿 ℎ⁄ = 5,𝑁L = 14,𝑊𝐺𝑃𝐿 = 1%) 

 الگوی توزیع شرط مرزی
𝐿 ℎ⁄  

14 35 34 8 5 0 

S-S 

U-GPLRC 1775/4 1688/4 5081/4 6711/4 4083/3 1746/3 

X-GPLRC 1108/4 0148/4 6167/4 7805/4 3856/3 0308/3 

O-GPLRC 1315/4 1114/4 0155/4 5030/4 8063/4 4161/3 

V-GPLRC 1531/4 1108/4 0178/4 6367/4 1531/4 3504/3 

C-C U-GPLRC 6101/4 8113/4 3111/3 0058/3 4608/1 1737/1 

 X-GPLRC 7111/4 1015/4 1184/3 5147/3 3071/1 1117/1 

 O-GPLRC 0166/4 6575/4 1678/4 3883/3 7741/3 4817/1 

 V-GPLRC 5676/4 7088/4 4137/3 1186/3 1104/3 1143/1 

 

شده با نانوصفحات تیتقو یتیکامپوزتیرهای  (𝜔̃) بعدیب اولفرکانس در مطالعه آخر اثر شرط مرزی بر شش 

. همانطور که مشخص است و پیش از است گرفته یبررس( مورد 1مختلف در جدول ) عیتوز یگرافن با الگوها

های تیر قیود بیشتری اعمال شود، فرکانس طبیعی تیر نیز بیشتر خواهد رفت، هر چه در لبهاین نیز انتظار می

ر با شرط بیشترین و تی C-Cشد. این بدین معنی است که در تمامی حالات تیر نانوکامپوزیتی با شرط مرزی 

 کمترین فرکانس را خواهد داشت. C-Fمرزی 

 

 گیرینتیجه -6
 دفمندهبه صورت  نانوصفحات گرافنشده با تقویت تیرهای کامپوزیتی پلیمریارتعاشات آزاد  مقاله یندر ا

 ستفادها باتیرها  ینمعادل ا یکیقرار گرفت. خواص مکان تحقیقمورد  یزوژئومتریکبا استفاده از روش آ یتابع

شبه  یتئور یبر مبنا و همیلتونبا استفاده از اصل  تیرشد. معادلات حاکم بر  تخمین زده یسا-نیهالپ مدل از

ابتدا  ج،ی. در بخش نتاسازی شدندسپس این معادلات با استفاده از توابع نربز گسسته. یدارائه گرد سه بعدی

ارآیی کاز  ینان. پس از اطمیدگرد یبررس مثال ینچنددر قالب  یشنهادیپ بندیفرمول دقتو  ییرفتار همگرا

 آن یبر رفتار ارتعاش تیر نانوکامپوزیتیمرتبط با ماده و هندسه  یپارامترها ییراثرات تغ ،روش عددیدقت  و

 :نتایج کلی زیر را گرفت توانیارائه شده م نتایج استفاده از باقرار گرفت.  بررسی و مورد مطالعه

 در مورد توزیع  ،هاظر گرفته شده با افزایش تعداد لایهدر میان الگوهای هدفمند در نX فرکانس طبیعی تیر ،
 .یابدفرکانس طبیعی تیر کاهش می Vو  Oیابد. در حالیکه در مورد دو توزیع افزایش می

  یک تیر نانوکامپوزیتی هدفمند با𝑁L = اص خو پیوسته تغییرات، تقریب بسیار خوبی برای یک تیر با 14
 راستای ضخامت آن است. مکانیکی در

  یعتوزدر تمامی حالات، بالاترین فرکانس طبیعی مربوط به الگوی X  کمترین فرکانس طبیعی مربوط به و
، یرت یینیو پا ییبالا هایلایه در صفحات گرافن توزیعاست که  دلیل ینامر بد ینا .است O یعتوزالگوی 

 است. رترموث یاربس میانی لایه در این صفحات یعنسبت به توز
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 قویت ت درصد وزنیدر تمامی حالات، با افزایش  اثر قابل توجهی بر فرکانس طبیعی دارد درصد وزنی گرافن
 یابد.افزایش میتیر و متعاقباا فرکانس  تیر نانوکامپوزیتی، سفتی کننده گرافن

  یتیزمپوکا یرهایتبا افزایش نسبت طول به ضخامت و طول به عرض نانوصفحات گرافن، فرکانس اصلی 
 یابد.به ترتیب افزایش و کاهش می شده با نانوصفحات گرافنتیتقو یمریپل

 

𝜔̃)بعد تاثیر شرط مرزی بر شش فرکانس اول بی -9جدول  = 𝜔𝐿√𝜌M(1 − 𝜈M
2 ) 𝐸M⁄ شده تیر کامپوزیتی تقویت (

𝐿)با نانوصفحات گرافن با الگوهای توزیع مختلف، = 1m, 𝐿 ℎ⁄ = 10,𝑁L = 14,𝑊𝐺𝑃𝐿 = 1%). 

 𝜔̃1 𝜔̃2 𝜔̃3 𝜔̃4 𝜔̃5 𝜔̃6 الگوی توزیع شرط مرزی

S-S 

U-GPLRC 5081/4 4161/1 1651/1 0311/0 1804/7 7155/1 

X-GPLRC 6167/4 1731/1 1651/1 8011/0 7163/7 7155/1 

O-GPLRC 0155/4 6111/3 1651/1 6000/1 3030/6 4056/1 

V-GPLRC 0178/4 1445/3 3678/1 4111/0 7370/6 1110/1 

C-C 

U-GPLRC 3111/3 3411/1 5018/5 5141/6 5380/8 6487/33 

X-GPLRC 1184/3 1141/1 8310/5 5140/6 7141/8 6061/33 

O-GPLRC 1678/4 5734/1 7151/0 5140/6 0448/7 1418/34 

V-GPLRC 4137/3 8644/1 3001/5 0615/6 1057/7 8816/34 

C-S 

U-GPLRC 8001/4 5841/1 1651/1 1111/0 8865/7 7155/1 

X-GPLRC 1685/4 8640/1 1651/1 1648/5 1374/8 7155/1 

O-GPLRC 6761/4 3343/1 1651/1 3867/0 7568/6 6117/1 

V-GPLRC 7617/4 1654/1 1141/1 6336/0 1386/7 6558/1 

C-F 

U-GPLRC 3177/4 3853/3 3144/1 1651/1 6671/5 6031/8 

X-GPLRC 1148/4 1085/3 1651/1 0001/1 4615/6 4313/1 

O-GPLRC 3565/4 1511/4 5513/1 1651/1 7513/0 0433/7 

V-GPLRC 3710/4 4844/3 8501/1 1157/1 1118/5 1146/7 
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Abstract 

 

In this paper, based on a refined quasi-3D beam theory and using the isogeometric method, the 

free vibration behavior of composite beams reinforced by graphene platelets is studied. The 

quasi-3D beam theory takes into account both shear deformation and thickness stretching 

effects. The beam under consideration is assumed to be a laminated beam where the volume 

fraction of graphene may be different in each layer which leads to a functionally graded 

structure. The equivalent modulus of the beams is obtained by means of the Halpin-Tsai model. 

Besides, the equivalent mass density and Poisson's ratio are evaluated using the conventional 

rule of mixture. The results demonstrate that the isogeometric analysis (IGA) based on the 

refined quasi-3D beam theory can precisely predict the natural frequencies of the composite 

beams reinforced by graphene platelets with low computational cost. Moreover, a set of new 

results are presented for different parameters related to the beam material and geometrical 

characteristics of the functionally graded graphene platelet-reinforced composite (FG-

GPLRC) beams. 
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