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اغلب از  یاتم یروین یهاکروسکوپیمها و ، حسگرها، محرک1(MEMS) یکیکروالکترومکانیم یهامستیس 

 .[1-0] کنندیاستفاده م یها به عنوان عناصر ساختارصفحات و پوسته رها،یکوچک مانند ت اسیدر مقاجزایی 

 دلیل به هاسیستم این یسازنده یهاالمان یکروم مکانیکی رفتار که اندداده متعددی نشان تجربی مطالعات

 یکروم رفتار لیلتح برای روین. ازانیست بینیپیش قابل پیوسته محیط مکانیک تئوری کلاسیک با کوچک ابعاد

 ارند،د را ازهاند اثراتکردن لحاظ قابلیت که پیوسته محیط مکانیک غیرکلاسیک هایاز تئوری بایستیها المان

ها و تیرها تا ابعاد میکرون، اثر ها، پوستههای مهندسی از قبیل ورقبا کم شدن ضخامت سازهکرد.  استفاده

ساختارها نشان زمایش بر روی میکروآ .[1]ها داردی در آنالیز رفتار مکانیکی این نوع سازهتوجهقابلیر تأثاندازه، 

میکرو ساختارهای  3و خیز 2ست. در واقع اثرات اندازه بر نوسانا های آنها وابسته به اندازهدهد که رفتار آنمی

ها نشان داد که رفتار ذاتی بعضی از پیوسته، در ابتدا به صورت آزمایشگاهی مشاهده شد. تمامی این آزمایش

وابسته  یبینی نتایج قابل اتکا برای پارامترهاوابسته به اندازه است و تئوری کلاسیک قادر به پیش کاملاا مواد 

درنظرگرفتن  منظوربههای مرتبه بالاتر نتیجه، تئوری به مقیاس طول ماده در ساختارهای میکرونی نیست. در

ک ی ثوابت کلاسیبه علاوه دهنده، شامل پارامترهای مقیاس طولاثرات اندازه معرفی شد که از معادلات تشکیل

 لامه ساخته شده است.

 تیرستنو  میندلین، [0] (1212)  توپین تئوری تنش کوپل است که توسط های مرتبه بالاتر،یکی از تئوری

بررسی شده است. این تئوری دو پارامتر مقیاس طول برای ماده الاستیک  [2] (1210) کویترو  [8] (1212)

 کند.همگن معرفی می

آن معادلات تعادل  اند که دراصلاح شده را پیشنهاد داده کوپلتئوری تنش  (2552)و همکاران در سال  یانگ

. طبق نتایج، تانسور تنش [15] مرتبه بالاتر مانند معادلات تعادل کوپل گشتاورها در نظر گرفته شده است

کوپل باید متقارن بوده و تنها بخش متقارن تانسور گرادیان چرخش در ذخیره انرژی الاستیک مشارکت دارد. 

انسور گرادیان چرخش متقارن فقط شامل معادلات پیوسته بنابراین، یک پارامتر مقیاس طول ماده به همراه ت

ای حاکم بر یک میکرو معادلات دیفرانسیل پاره( 2551) در سال گائوو   پارک به علاوه دو ثابت کلاسیک است.

معادلات حاکم بر تیر تیموشنکو، شرایط مرزی  (2558)و همکارانش در سال   ما ،[11]رنولی ب –ر تیر اویل

 یبرنول-های طبیعی یک تیر اویلرفرکانس (2558)در سال  کونگ، [12]تیر یز ارتعاشی میکرو عمومی و آنال

و یک تیر  [10] بندی یک تیر تیموشنکوفرمول (2511)و  (2515) همکاران در سال و  اصغری و [13]

 اند.دست آوردهتئوری تنش کوپل اصلاح شده، به را با استفاده از FG 0 [10]تیموشنکوی 

ا یرهایی با خواص ویژه و یت یکرومتئوری تنش کوپل به سمت  بر اساسیرها ت یکرومعات جدید بر روی مطال

به بررسی ارتعاشات ( 2511)در سال  شفیعیو  قدیریرود. برای مثال تحت بارگذاری و شرایط خاص می

مدل  0در  دماییتغییرات  نظرگرفتن درتئوری تنش کوپل و با  بر اساسیر تیموشنکو ت یکرومگرمایی یک 

چرخان  ارتعاشات آزاد یک میکروتیر (2512)همکاران در سال  و داس. [11] اندمختلف از توزیع دمایی پرداخته

                                                                                                                                    

1 Micro Electro Mechanical System  
2 Oscillation 
3 Deflection 
0 Functionally Graded 
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FG اند. یک مدل پیشرفته ریاضی براساس تیرتیموشنکو و تئوری تنش کوپل که دو جهته را بررسی کرده

 . [10] انداست را ارائه داده ، دمای عملیاتی بالا1شامل غیرخطی هندسی، شتاب کوریولیس

تئوری تنش کوپل اصلاح شده انجام شده است بدین شرح است.  ها با استفاده ازمطالعاتی که بر روی ورق

. [18] آورده است به دستمعادلات حاکم و شرایط مرزی حاکم بر ورق کیرشهف را  (2552)در سال  سیاتاس

ای بر روی تحلیل ارتعاشات آزاد میکرورق کیرشهف مطالعه (2511) و همکاران  در سال جمعه زادهچنین هم

یک مدل میکرو ورق وابسته به اندازه ( 2512و همکاران در سال )  کی. [12] اندمستطیلی و دایروی انجام داده

شکل برشی عرضی، اثر اندازه و اینرسی چرخشی بر پایه تئوری میکرو  برای تحلیل ارتعاشات آزاد، اثرات تغییر

 2زهای طبیعی از روش ریتاند و برای تعیین فرکانسمیندلین و تئوری تنش کوپل اصلاح شده ارائه دادهورق 

مش با استفاده از تئوری تنش کوپل برشی و روش  (2513)و همکاران در سال  روکه  .[25] انداستفاده کرده

و  لی. [21] اندیردار پرداختهگاه ساده و گبه حل خمش میکرو ورق میندلین همگن با تکیه (Meshless) لس

های تنش کوپل اصلاح شده و پیزوالکتریک براساس تئوری FGمدلی برای میکروورق ( 2510)در سال  پان

ترین مزیت تئوری تنش کوپل اصلاح شده نسبت به تئوری تنش کوپل . اصلی[22] اندنوسی ارائه دادهورق سی

 بودن تنها یک پارامتر مقیاس طول ماده است. کلاسیک معرفی تانسور تنش کوپل متقارن و دارا

ارائه شده است که در آن انرژی کرنشی  (1210)در سال  میندلینهای مرتبه بالاتر توسط یکی دیگر از تئوری

در یک مورد  . [23] گرفته شده است در نظرهای مرتبه اول و دوم تانسور کرنش تابعی از گرادیان عنوانبه

در این تئوری که شامل گرادیان مرتبه اول از تانسور کرنش است، پنج ( 1218)در سال  اشلو  میندلیننرمال، 

 آیفانس و آلتان. [20] اندبرای یک ماده همگن الاستیک خطی معرفی کرده 3ثابت جدید علاوه بر ثوابت لامه

 نداکرده یک تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده که تنها شامل یک ثابت جدید است معرفی( 1222)در سال 

بندی و آن را تئوری گرادیان تئوری میندلین را دوباره فرمول( 1220)در سال  هاتچینسونو  فلک .[20]

تئوری گرادیان کرنشی را دوباره  (2551)همچنین این دو نفر در سال . [21] اندگذاری کردهنام 0کرنشی

پیشنهاد  ستفاده از معادلات تعادلی مرتبه بالاتربا ا( 2553)و همکارانش در سال  لیم .[20]اند بندی کردهفرمول

این تئوری شامل سه پارامتر مقیاس . [28] اند، تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده را ارائه کردهیانگشده توسط 

های مرتبه تنش .و تانسور گرادیان متقارن چرخش است 1، برش0طول متناسب با تانسورهای گرادیان اتساع

 شوند.های مرتبه بالاتر کرنش تعریف میماتریس 0زدوجبالاتر به عنوان م

تا از سه  دو درنظرگرفتنی گرادیان کرنش اصلاح شده با صفر شود که تئوری الاستیسیته نشان خاطرباید 

تواند به تئوری تنش کوپل اصلاح شده تبدیل شود. به عبارت دیگر تئوری تنش کوپل پارامتر مقیاس طول می

ر تی گرادیان کرنش است. این دو تئوری نوین که بسیار پیچیدهصی از تئوری الاستیسیتهاصلاح شده مورد خا

                                                                                                                                    

1 Coriolis acceleration 
2 Ritz method 
3 Lame’s constants 
0 Strain gradient theory 
0 Dilatation 
1 Deviatoric 
0 Work-conjugate 
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-می سیستهای گوناگون در حوزهای جدید به منظور بررسیی پیشین هستند، دریچههای مطرح شدهاز تئوری

ای دوبعدی نانو ساختاره هرچند، تحقیقات بر روی میکرو/ های میکرو و نانو، پیش روی محققان گشودند.

وری تئ ی گرادیان کرنش بسیار محدود بوده است.ها و ...( با استفاده از تئوری الاستیسیتهپوسته، ها)ورق

به ترتیب برای ( 2515)و همکاران در سال  وانگو ( 2552)و همکاران در سال  کونگگرادیان کرنش توسط 

 .[35-22] شنکو به کار گرفته شده استتحلیل رفتار استاتیکی و دینامیکی تیر اویلر برنولی و تیمو

 یدو تئوری تنش کوپل اصلاح شده و تئوری الاستیسیته بر اساسیرها تحت بارگذاری محوری تیکرومکمانش 

در سال  آروین. [31] مورد مطالعه قرار گرفته است( 2511)و همکاران در سال  سیوالکگرادیان کرنش توسط 

برنولی و تیموشنکو براساس تئوری گرادیان کرنش انجام -یر چرخان اویلربندی برای میکروتیک فرمول( 2510)

سازی این معادلات پرداخته است تنش ناشی از نیروهای گریز از مرکز به خطیداده است. با معرفی شکل پیش

ازه برای بررسی اثرات برش و اند. [32] ده استردست آوهای طبیعی را بهو با روش تبدیل دیفرانسیل، فرکانس

، مدلی برای تیر تیموشنکو براساس تئوری گرادیان کرنش (2512)و همکاران در سال  ژائوبر روی میکروتیرها، 

اند. برای حل این مدل از روش تفاضل محدود مرکزی اصلاح شده با استفاده از اصل حساب تغییرات ارائه داده

  .[33] اندبا نقاط مجازی استفاده کرده

 یتئوری الاستیسیته بر اساسیک ورق وابسته به سایز دارای غیرخطی هندسی را  (2550)در سال  لازاپولوس

بندی جدید یک فرمول( 2552)و همکارانش در سال  وانگ .[30] بندی کرده استگرادیان کرنشی فرمول

ادلات حاکم معاند. گاه ساده ارائه دادههایی با تکیهبراساس تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی برای میکروورق

اه گهای طبیعی برای ورق با تکیهبر این میکروورق استخراج شده و سختی نرمال شده، بار بحرانی و فرکانس

یک میکروورق را براساس تئوری ( 2513)در سال  محمودیو  آشوری .[30] دست آمده استساده به

ارائه حلی برای تحلیل خمشی یک میکرو ها در این تحقیق، اند. هدف آنالاستیسیته گرادیان کرنش مدل کرده

و برای حل معادلات از روش تعمیم یافته  ورق کیرشهف با استفاده از تئوری الاستیسیته گرادیان کرنش است

 به بررسی ارتعاشات آزاد غیرخطی میکروورق( 2513)در سال  رمضانی .[31] انداستفاده کرده 1کانتروویچ

کرنشی مدل شده، پرداخته است. معادلات حرکت و شرایط مرزی با  کیرشهف که براساس تئوری گرادیان

حساب تغییرات محاسبه شده اند. با استفاده از روش گلرکین برای استخراج معادلات دیفرانسیل معمولی مربوط 

گاه ساده استفاده شده است. روش تحلیلی به اولین مود ارتعاشات غیرخطی برای یک میکروورق با تکیه

 .[30] های طبیعی غیرخطی ارتعاشات به کار گرفته شده استنیز به منظور دستیابی به فرکانس 2هموتوپی

. اندکردهرا بررسی  FGهای ساخته شده از مواد ارتعاشات آزاد میکرو ورق( 2513)در سال  انصاریو  سهمانی

برای حل این معادلات  3ویهی نامعادلات حاکم بر حرکت با استفاده از اصل همیلتون استخراج شده و فرم بسته

های بینی دقیق ویژگیمدلی به منظورپیش( 2510)و همکاران در سال  انصاری. [38] به کار گرفته شده است

براساس تئوری گرادیان کرنش  FG خمش، کمانش و ارتعاشات آزاد یک میکرو ورق میندلین دایروی/حلقوی

کند. معادلات حرکت و شرایط ضخامت آن تغییر می ورق در طول FGاند. مشخصات اصلاح شده توسعه داده

                                                                                                                                    

1 Extended Kantorovich method 
2 Homotopy 
3 Navier closed form 
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    مرزی مرتبط با آن با استفاده از اصل همیلتون استخراج شده و روش یک چهارم دیفرانسیل تعمیم یافته

(Generailized Differential Quadrature)   سازی معادلات دیفرانسیل حاکم با شرایط منظور گسستهبه

مدلی براساس ( 2510)و همکاران در سال  سیوالک. [32] کار گرفته شده استها به مرزی مختلف در لبه

رات اند. این مدل اثتئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده برای یک میکروورق غیرکلاسیک سینوسی ارائه داده

 تواند اثرات اندازهگیرد و همچنین مینظر می گونه فاکتور اصلاح برشی درتغییر شکل برشی را بدون هیچ

وابسته به پارامترهای مقیاس طول ماده را بدست آورد. معادلات حاکم و شرایط مرزی با استفاده از اصل 

 .[05] ها از سری فوریه استفاده شده استهمیلتون استخراج شده و برای حل آن

ل کتئوری گرادیان کرنش اصلاح شده و تغییر ش بر اساسیک مدل محاسباتی ( 2512)و همکاران در سال  تای

 ) FG تقویت شده با گرافن FGبرشی مرتبه بالاتر برای تحلیل ارتعاشات آزاد میکرو ورق چندلایه کامپوزیتی 

)GPLRC1اند. برای استخراج معادلات گسسته حاکم بر حرکت از کار مجازی استفاده شده و معرفی کرده

 .[01] سپس از تحلیل ایزومتریک برای حل معادلات استفاده شده است

است.  2ای به معادلات دیفرانسیل معمولی، روش المان محدودهای کاهش معادلات دیفرانسیل پارهاز روشیکی 

شود و با استفاده از شرایط مرزی ی سیستم به چندین زیر دامنه تقسیم میبرای استفاده از این روش، دامنه

 شوند. تعیین می هر دامنه و ساختاری که برای تابع پایه انتخاب گردیده است، این توابع

ی تعریف مسئله به از نقاط مجزا در محدودهاین روش، مقادیر تخمینی پارامترهای مجهول را برای تعدادی 

تری به نام تر و سادههای کوچکحل روش المان محدود، تقسیم مسائل بزرگ به بخشراه آورد.دست می

های ای که معرف این الماند، معادلات سادهبع یدر مرحله است.  (Finite Elements)های محدود المان

صلی را ا یگیرند و فرم کلی مسئلهتر در کنار یکدیگر قرار میمحدود هستند، در یک دستگاه معادلات بزرگ

  .دهندتشکیل می

ای به معمولی استفاده شده است، در کاربردهای ارتعاشی که از روش المان محدود برای کاهش معادلات پاره

ن روش ترین برتری ایی سیستم، طراحی کنترلر و نصب سنسور صورت گیرد. مهمدامنه ریزست برای هر بایمی

 .استهای پیچیده قابلیت بالای آن برای مدل کردن هندسه

که براساس تئوری گرادیان تنش عمل  انددادهتیر توسعه  المانیک ( 2510)کهرباییان و همکاران در سال 

ین ا اند کهها نشان دادهآنمقیاس را با دقت بالاتری دارد. -نانو سازی ساختارهای میکرو/کند و توانایی مدلمی

تواند تغییرات وابسته به اندازه را به خوبی در کند و مینسبت به عناصر تیر کلاسیک بهتر عمل می المان

صر جود دارد و این عندهند که تطابق خوبی بین نتایج نظری و تجربی وساختارها ثبت کند. نتایج نشان می

 .[02] های میکرو/نانو کمک کندتر و پیشرفت فناوریتواند به تحلیل دقیقمی

 رهاتیکرویدر م یرخطیغ یمطالعه انحنا یبرا یلیروش تحل کیتوسعه  به( 2510)دادگر راد و بهشتی در سال 
 یابعاد درنظر گرفتن اثرات یبرا نیندلیم انیکرنش اول گراد تهیسیالاست یاز تئور اند وپرداخته هاکروقابیو م

ارمان فون ک رنشبا استفاده از تانسور ک یهندس یرخطیاثرات غ ن،ی. همچناندکردهاستفاده  کرویم اسیدر مق
گسترش و خمش  یرهایمتغ یبرا یمعمول ینی. از توابع تخمگرفته استآن مد نظر قرار  ییفضا انیو گراد

                                                                                                                                    

1 Functionally Graded Graphene Platelet-Reinforced Composite (FG GPLRC) 
2 Finite element method  
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 یانحنا لیتحل امکانروش  نیارائه شده است. ا یتنش دو گره انیرادبا گ تیرکرویعنصر م کیاستفاده شده و 
با  رهاتیکرویاز م یبیترک یاصفحه یهاکروقابیو م سازدمیسر میمختلف در صفحه  یهابا جهت تیرهاکرویم

استفاده  المان محدوداز روش  یرخطیحل معادلات غ ی. براکندیم لیو تحل هیمختلف را تجز یهاجهت
 یارا در انحن یهندس تیرخطیو غ یاثرات ابعاد تیموفقبا  تواندیروش م نیکه ا دهدینشان م جیا. نتشودیم
 .[03]  کند را ثبت کرویم اسیدر مق هاکروقابیو م تیرهاکرویم

 و Reddy ه بر اساس تئوری تیر سومین درج برای تیر جدید یک عنصر( 2522)دامغانیان و همکاران در سال 
ر بر روی تی اند.کردهصلاح شده برای تحلیل استاتیک و دینامیک تیرهای میکرو معرفی ا کوپلتئوری تنش 

. اندبه دست آمدهمعادلات تعادل با استفاده از اصل هامیلتون  .قرار دارد Kelvin-Voigt پایه ویسکوالاستیک نوع
به دست آمده جدید ین به معادلات حاکم اعمال شده است و توابع شکل عنصر تیر لرکروش المان محدود گ

و این  است مناسب و دقیق. به عبارت دیگر، اعمال شدن تنها شش عنصر مناسب برای ارزیابی رفتار تیر است
 گرهدرجه آزادی در هر  0با  گرهیشود. عنصر پیشنهادی یک عنصر دو موجب کاهش زمان محاسباتی می

ایط مرزی و پارامترهای طولی بر فرکانس است. تأثیر انواع مختلف سختی و کاهش پایه ویسکوالاستیک، شر
 .[00]گرفته است طبیعی و پاسخ گذرا تیر میکرو مورد بررسی قرار 

از  𝑝مستطیلی خمشی تحت دمای یکنواخت با استفاده از مدل  ورق کرویمهای کمانش حرارتی برای مشخصه
 بررسی شده است( 2511)ل روش المان محدود با پیوستگی مرتبه بالاتر توسط فرهمند و همکاران در سا

شکل ثابت معادلات حرکت برای میکروورق با اثرات غیرمحلی براساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده . [00]
برای تحلیل کمانش حرارتی میکروورق مستطیلی خمشی با درنظر گرفتن اثرات گرادیان کرنشی محاسبه شده 

اساس یک ثابت است. فرم ضعیف گلرکین معادلات است. معادلات تشکیل دهنده برای مدل گرادیان کرنشی بر
المان محدود با پیوستگی  𝑝حاکم استخراج شده و سپس از آن برای انواع شرایط مرزی با استفاده از مدل 

 یمرتبه بالاتر به منظور استخراج بارهای بحرانی کمانش حرارتی استفاده شده است. روش محاسباتی با مقایسه
تئوری کلاسیک و مطالعات تحلیلی میکروورق که هردو بر پایه مدل گرادیان کرنش  های حاصل ازبینیپیش

دهد که پارامتر مقیاس طول بر روی سختی خمشی محاسبه شده هستند، تائید شده است. بررسی ها نشان می
ب است. سگذارد و این اثر به طور مستقیم با مقدار ضریب گرادیان در نظر گرفته شده برای ورق متناتاثیر می

از این رو پارامتر مقیاس طول تاثیر قابل توجهی بر میزان بار کمانش حرارتی دارد. بسته به شرایط مرزی و 
ها، مدل ورق کلاسیک برای بار بحرانی کمانش حرارتی میکروورق پارامتر مقیاس طول به کار رفته در آزمایش

نی پاسخ بیز تئوری کلاسیک ورق به منظور پیشتخمین اشتباه دارد. بنابراین توصیه شده است که ا %25تا 
 ها استفاده نشود. ساختاری میکروورق

مانده و های پیزوالکتریک، تنش باقیبه بررسی اثرات لایه (2510)ای در سال کاظمی و همکاران در مقاله

. [10]د اناختهنظرگرفتن اثر اندازه پرد با در ورق کرویمیک  1یدگیفرو کشغیرخطی ون کارمن بر ناپایداری 

ی معادلات غیرخطی حرکت با استفاده اصلاح شده و مجموعه انرژی کرنشی با استفاده از تئوری تنش کوپل

رافسون برای -روش نیوتن ی تئوری کلاسیک ورق به دست آمده است.از اصل همیلتون و المان محدود بر پایه

ی لتاژ توقف، جابجایی فروکشیدگی و دامنهی وحل معادلات غیرخطی و مدل ارائه شده به منظور مطالعه

                                                                                                                                    

1 Pull-in instability 
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های پیزوالکتریک، استفاده شده است. اعتبار ی تعادل برای یک میکروورق با لایهکوچک ارتعاشات حول نقطه

های آزمایشی و تئوری انجام شده است. مطالعات نشان داده است که ولتاژ توقف تحت تاثیر سنجی مدل با داده

که نسبت ضخامت ورق به پارامتر مقیاس طول ماده قرار دارد، اما این اثر هنگامی پارامتر مقیاس طول ماده

دهد که  نتایج بدست آمده از تئوری غیرخطی ها نشان میشود. یافتهباشد، کاملا نادیده گرفته می 15بیشتر از 

یش با ضخامت ورق، افزا ی اولیهها با افزایش نرخ فاصلهبزرگتر از نتایح حاصل از تئوری خطی است و تفاوت آن

های پیزوالکتریک باعث کاهش در یابد. علاوه براین، مشاهده شده است که اعمال یک ولتاژ مثبت به لایهمی

 گردد.حداکثر ولتاژ توقف می

. او نموده استبررسی  (2510)در سال  ورق کرویمی المان محدود برای مدل بندفرمولدادگر راد یک 

ارائه  کرنش گرادیان یالاستیسیته نظریه اساس بر ایسنرر -ن میندلی ورق میکرو دمحدو المان یبندفرمول

 استفاده 𝐶0 با پیوستگی یابیدرون توابع از استاندارد، محدود المان بندیفرمول یک یارائه جهت داده است.

 دسته هس با ختیکنوافشار تحت گرادیانی ایسنرر -ن میندلی مستطیلی هایشکل ورق تغییر نموده است.

 لمانا حل و شده بررسی ساده یهالبه با ورق میکرو گرفته است. ابتدا قرارمطالعه  مورد مختلف مرزی شرایط

 بسیار تطابقکه  شده است مقایسه این نظریهبر اساس  ورق میکرو دقیق حل با آمدهبه دست  گرادیانی محدود

 و دهسا لبه سه نیز و لبه گیردار چهار با ورق کرومی سپس. شد مشاهده روش دو این هایپاسخ بین نزدیکی

 آیدیم به دست هاالمان اندازه نمودن ریز با همگرا پاسخی مورد، دو هر در. شده است بررسی آزاد لبه یک

[00].  

با استفاده  FGپذیری نرمال میکروورق متخلخل به بررسی ارتعاشات شکل( 2525)در سال  آیدوگدوو  کارمانلی

پذیری نرمال و برشی میکروورق مربعی های طبیعی و شکلفرکانس .[08] اندپرداختهلمان محدوداز روش ا

رشی و شکل ب شده، مدل المان محدود براساس تغییربدست آمده است. با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح

ول ماده یک متغیر بندی حساب تغییرات، بسط داده شده است. پارامتر مقیاس طنرمال تئوری ورق و فرمول

درنظر گرفته شده است. تاثیر نسبت ابعاد، شاخص شیب، متغیر پارامتر مقیاس طول ماده، شرایط مرزی، نسبت 

بعد محاسبه شده های طبیعی بیضخامت به پارامتر مقیاس طول ماده و کسر حجم تخلخل برروی فرکانس

ستفاده از پارامتر مقیاس طول ثابت و متغیر قابل دهد که تفاوت میان محاسبات عددی با ااست. نتایج نشان می

-توجه است. همچنین مشخص شده است که با افزایش نسبت ابعاد، اثر پارامتر مقیاس طول ماده در میکروورق

  های ضخیم چشمگیر است.

های مستطیلی تحت شرایط مرزی ساده هستند. در مقالات ذکر شده، مطالعات محدود به حل ناویر ورق

ها، با هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی مختلف ی حل ارائه شده، قادر به تعیین تغییر شکل میکروورقهاروش

نوآوری  رسد.های عددی قدرتمند مانند المان محدود ضروری به نظر میباشند. لذا لزوم استفاده از روشنمی

 میکروورق گرادیان کرنشیارتعاشی رفتار  جهت بررسی 𝐶2بندی المان محدود استاندارد این مقاله، فرمول

بندی المان محدود استاندارد میکروورق گرادیان کرنشی نیاز به توابع درونیابی با از آنجایی که فرمول است.

اساس  لذا برباید در نقاط گرهی پیوسته باشند.  دارد، یعنی مشتقات مرتبه اول و دوم خیز 𝐶2پیوستگی 

د و توابع گردنبدون هیچ تقریبی ارضا می و دوم ط پیوستگی مشتقات مرتبه اولبندی مقاله حاضر، شرایفرمول

 گردند.به صورت صریح ارائه می 𝐶2درونیابی 
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 گرادیان کرنشی معادلات حاکم بر میکروورق -2
 

 .[05] به صورت زیر محاسبه می شود 𝑈، انرژی کرنشی 𝑉برای یک ماده همگن الاستیک در ناحیه 

 

𝑈 =
1

2
∫(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝑝𝑖𝛾𝑖 + 𝜏𝑖𝑗𝑘
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 .[05] را به صورت زیر داریم𝑈 که اجزای
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 چنین،جایی می باشد. همی بردار جابهنشان دهنده 𝑢𝑖ای و ی مشتقات پارهنشان دهنده  (,)در معادلات بالا، 

𝜀𝑖𝑗،𝛾𝑖،𝜂𝑖𝑗𝑘
𝜒𝑖𝑗و  (1)

𝑠  اجزاء تانسور کرنش𝜀  هستند که𝛾 گرادیان اتساعبردار ،𝜂 
 یکشش انیتانسور گراد  

𝜂𝑖𝑗𝑘نسور متقارن گرادیان چرخشی هستند. تا χ، یانحراف
𝑠 ی دوم بخش متقارن از تانسور گرادیان مرتبه

 .[01] شودجایی است که به صورت زیر تعریف میجابه

 

𝜂𝑖𝑗𝑘
𝑠 =

1

3
(𝑢𝑖,𝑗𝑘 + 𝑢𝑗,𝑘𝑖 + 𝑢𝑘,𝑖𝑗) )1( 

 

𝜂𝑖𝑗𝑘هر دو تانسور
𝜒𝑖𝑗و   (1)

𝑠 ها متقارن هستند.نسبت به همه زیرنویس 

 

𝜂𝑖𝑗𝑘
(1)
= 𝜂𝑗𝑖𝑘

(1)
= 𝜂𝑖𝑘𝑗

(1)
      ,     𝜒𝑖𝑗

𝑠 = 𝜒𝑗𝑖
𝑠  )0( 

 

𝑝𝑖 ،𝜏𝑖𝑗𝑘 های مرتبه بالاتر و تنش 𝜎𝑖𝑗تنش کلاسیک 
 .[01] شوندصورت زیر محاسبه می به 𝑚𝑖𝑗و  (1)
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𝜎𝑖𝑗 =  𝜆 𝛿𝑖𝑗𝜀𝑚𝑚 + 2𝜇 𝜀𝑖𝑗 )8( 

𝑝𝑖 = 2𝜇𝑙0
2𝛾𝑖 )2( 

𝜏ijk
(1)
= 2μ𝑙1

2ηijk
(1)

 )15( 

mij
s = 2μl2

2χij
s  )11( 

  

, 𝜆  𝜇 چنین رتیب مدول بالک و برشی هستند. همبه ت𝑙0  و 𝑙1 و𝑙2   پارامترهای مستقل مقیاس طول ماده

طبق تئوری کلاسیک  .و گرادیان چرخش هستندی انحراف یکشش انیگرادبه ترتیب  برای گرادیان اتساع،  

 داریم:یی جاورق برای میدان جابه

 
𝑢x(x, y, z) = −zw𝑥(𝑥, 𝑦)    ,    𝑢𝑦(x, y, z) = −zw𝑦(𝑥, 𝑦)   ,   𝑢z(x, y, z)

= w(𝑥, 𝑦) 
 

)12( 

𝑢x  و𝑢𝑦 و𝑢z جایی در جهت به ترتیب اجزا بردار جابه𝑥  و𝑦  و𝑧  دهد.نشان میرا 

 .[01] به صورت زیر خواهند بود Uنشی و انرژی کرT  انرژی جنبشی

 

T =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌 (

∂w

∂t
)
2𝑎

0

𝑏

0

 

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧; 

ℎ
2

−
ℎ
2

I = ∫ 𝑧2𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

=
ℎ3

12
 

𝑈 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝑢̅𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑎

0

𝑏

0

ℎ
2

−
ℎ
2

 

)13( 

 

 .[01] واهد شدتعریف خبه صورت زیر  𝑢̅و 

 

u̅ = (c1 + c2z
2) ((𝑤𝑥𝑥)

2 + (𝑤𝑦𝑦)
2
) + (c3 + c4z

2)(𝑤𝑥𝑥𝑤𝑦𝑦)

+ (𝑐5 + 𝑐6𝑧
2)(𝑤𝑥𝑦) + 𝑐7z

2 ((𝑤𝑥𝑥𝑥)
2 + (𝑤𝑦𝑦𝑦)

2
)

+ 𝑐8z
2 ((𝑤𝑥𝑦𝑦)

2
+ (𝑤𝑦𝑥𝑥)

2
) + 𝑐9z

2(𝑤𝑥𝑥𝑥𝑤𝑥𝑦𝑦 + 𝑤𝑦𝑦𝑦𝑤𝑦𝑥𝑥) 

)10( 
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𝑐1ثوابت همچنین  − 𝑐9  [01] بودبه صورت زیر خواهند. 
 

𝑐1 = 𝜇 (2𝑙0
2 +

8

15
𝑙1
2 + l2

2) 

𝑐2 = (𝜆 +
4

3
𝜇) 

c3 = 𝜇 (4𝑙0
2 −

4

15
𝑙1
2 − 2l2

2) 

c4 = (2𝜆 −
4

3
𝜇) 

c5 = 𝜇 (
4

3
𝑙1
2 + 4l2

2) 

c6 = (4𝜇) 

c7 = 𝜇 (2𝑙0
2 +

4

5
𝑙1
2) 

c8 = 𝜇 (2𝑙0
2 +

24

5
𝑙1
2) 

c9 = 𝜇 (4𝑙0
2 −

12

5
𝑙1
2) 

)10( 

 

حرکت ورق و شرایط مرزی برای ای طبق روابط بالا و با استفاده از اصل همیلتون، معادلات دیفرانسیل پاره

 .[02] محاسبه خواهد شدبه صورت زیر را  (C-F-C-F)آزاد -گیردار-آزاد-ورق با شرایط گیردار

 

ρℎ𝑤̈ + 𝑃1∇
6𝑤 − P4∇

4w = 0 )11( 

 

 به صورت زیر خواهند بود: P4 و 𝑃1که در آن 

 

𝑃4 = 𝐼𝜇(2𝑙0
2 +

4

5
𝑙1
2) 

𝑃1 = 𝜇ℎ (2𝑙0
2 +

8

15
𝑙1
2 + l2

2) + (𝜆 +
4

3
𝜇) 𝐼 

)10( 

 

  .شوندتعریف میرا به صورت زیر  1و  0و ممان اینرسی قطبی و مشتقات درجه 

 

I = ∫ 𝑧2𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

=
ℎ3

12
 )18( 

 
𝛻6𝑤 = w𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3w𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦 + 3w𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 +w𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛻4𝑤 = w𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2w𝑥𝑥𝑦𝑦 +w𝑦𝑦𝑦𝑦 
)12( 

 

 یرز سر آزاد با استفاده از اصل همیلتون به صورترای یک میکروورق دوسرگیردار و دوبدر نهایت شرایط مرزی 

 .دنشواستخراج می
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at the 𝑥=0,    (𝐹𝑟𝑒𝑒),        ∫ 𝐵𝑥1𝑑𝑦
𝑏

0
= 𝐹𝑋 ,    ∫ 𝐵𝑥2𝑑𝑦

𝑏

0
= 𝑀𝑐

𝑋 ,    

∫ 𝐵𝑥3𝑑𝑦
𝑏

0
= 𝑀𝑛.𝑐

𝑋  

)25( 

at the 𝑥=a,    (𝐶𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑),   𝑤(𝑥, 𝑦) = 0       ∂w(x, y)/ ∂x = 0    

∫ 𝐵𝑥3𝑑𝑥 = 𝑀
𝑛.𝑐

𝑌 
𝑎

0
 

at the y=0,    (𝐹𝑟𝑒𝑒),        ∫ 𝐵𝑦1𝑑𝑥
𝑎

0
= 𝐹𝑌    ∫ 𝐵𝑦2𝑑𝑥

𝑎

0
= 𝑀𝑐

𝑌     

∫ 𝐵𝑦3𝑑𝑥
𝑎

0
= 𝑀𝑛.𝑐

𝑌  

at the y=b,    (𝐶𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑),   𝑤(𝑥, 𝑦) = 0       ∂w(x, y)/ ∂y = 0    

∫ 𝐵𝑦3𝑑𝑥 = 𝑀
𝑛.𝑐

𝑌 
𝑎

0
 

 و 
 

{
  
 

  
 
𝐵𝑥1 = −2P1w𝑥𝑥𝑥 − (P2 + 2P3)w𝑥𝑦𝑦 + 2P4w𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

+(2P5 + 2P6)w𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦 + (2P5 + P6)w𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 
𝐵𝑥2 = 2P1w𝑥𝑥 + P2𝑤𝑦𝑦 − 2P4w𝑥𝑥𝑥𝑥

+(2P5 + P6)w𝑥𝑥𝑦𝑦 − P6w𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐵𝑥3 =
 

2P4w𝑥𝑥𝑥 + P6w𝑥𝑦𝑦

 )21( 

{
  
 

  
 
𝐵𝑦1 = −2P1w𝑦𝑦𝑦 − (P2 + 2P3)w𝑦𝑥𝑥 + 2P4w𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

+(2P5 + 2P6)w𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥 + (2P5 + P6)w𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝐵𝑦2 =
2P1w𝑦𝑦 + P2𝑤𝑥𝑥 − 2P4w𝑦𝑦𝑦𝑦

+(2P5 + P6)w𝑦𝑦𝑥𝑥 − P6w𝑥𝑥𝑥𝑥 
𝐵𝑦3 = 2P4w𝑦𝑦𝑦 + P6w𝑦𝑥𝑥 

 )22( 

𝑃1در روابط بالا  − 𝑃6  شده استمحاسبه را به صورت زیر. 

 
𝑃1 = 𝑐1ℎ + 𝑐2𝐼 

𝑃2 = c3h + c4I 

𝑃3 = c5h + c6I 

𝑃4 = c7I 

𝑃5 = c8I 

𝑃6 = c9I 

)23( 
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 بندی المان محدود برای میکروورقفرمول -3
ارائه   𝐶2بندی المان محدود برای یک میکروورق کیرشهف گرادیان کرنشی با پیوستگیدر این بخش فرمول

بندی تابع انرژی کرنشی گره بدین منظور در نظر گرفته شده است. در فرمول 0المان مستطیلی با  دد.گرمی
𝑈ا شوند. بها با مشتقات درجه دوم جابجایی بیان میلفهؤشود که این مهای گرادیان کرنش ظاهر می، مولفه

ثر بی باید یک درجه کمتر از حداکی پیوستگی توابع درونیاتوجه به این موضوع و براساس یک اصل کلی، درجه
بندی المان محدود برای میکروورق درجه مشتقی باشد که در تابع انرژی کرنشی وجود دارد. بنابراین در فرمول

بندی این مقاله، هر گره شامل در نظر گرفته شود. در فرمول 𝐶2 کیرشهف گرادیان کرنشی، باید پیوستگی
. حال به منظور استخراج روابط المان محدود برای میکروورق هستنددوران  های خیز، دوران و مشتقاتمولفه

در این بخش، روابط سینماتیک براساس تئوری ورق کیرشهف به صورت  مذکور به روش زیر عمل خواهد شد.
، بردار )2(کارمن -و روابط هندسی ون )12(بندی شده است. با درنظر گرفتن میدان جابجایی ریاضی فرمول

  .د بودکرنش به صورت زیر خواه

 

𝜀 = {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦

} = −𝑧𝜀1    that     𝜀1 = {

𝑤𝑥𝑥
𝑤𝑦𝑦
𝑤𝑥𝑦

} )20( 

 

 .شوندو به شکل برداری بازنویسی می به صورت زیر کششی انحرافیبردار گرادیان  )1(و  )0(طبق روابط 

 

𝜂1 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜂𝑥𝑥𝑥
𝜂𝑥𝑥𝑦
𝜂𝑥𝑦𝑦
𝜂𝑦𝑦𝑦
𝜂𝑥𝑧𝑧
𝜂𝑦𝑧𝑧
𝜂𝑥𝑥𝑧
𝜂𝑥𝑦𝑧
𝜂𝑦𝑦𝑧
𝜂𝑧𝑧𝑧}

 
 
 
 

 
 
 
 

= 𝜂0 + 𝑧𝜂1 )20( 

𝜂0 =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

0
0
0
0
0
0

1

15
(𝑤𝑦𝑦 − 4𝑤𝑥𝑥)

−
1

3
(𝑤𝑥𝑦)

1

15
(𝑤𝑥𝑥 − 4𝑤𝑦𝑦)

1

5
(𝑤𝑥𝑥 + 𝑤𝑦𝑦) }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

    , 𝜂1 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
1

5
(−2𝑤𝑥𝑥𝑥 + 3𝑤𝑥𝑦𝑦)

1

5
(𝑤𝑦𝑦𝑦 − 4𝑤𝑦𝑥𝑥)

1

5
(𝑤𝑥𝑥𝑥 − 4𝑤𝑥𝑦𝑦)

1

5
(−2𝑤𝑦𝑦𝑦 + 3𝑤𝑦𝑥𝑥)

1

5
(𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑤𝑥𝑦𝑦)

1

5
(𝑤𝑦𝑦𝑦 + 𝑤𝑦𝑥𝑥)

0
0
0
0 }

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 )21( 
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 .صورت زیر خواهد بودنیز به  )0(ی ن چرخش طبق رابطهبه طریق مشابه، بردار گرادیا

 

𝜒𝑆 = {

𝜒𝑥𝑥
𝜒𝑦𝑦
𝜒𝑥𝑦

} = 𝜒0     𝑡ℎ𝑎𝑡     𝜒0 = {

𝑤𝑥𝑦
−𝑤𝑥𝑦

1

2
(𝑤𝑦𝑦 −𝑤𝑥𝑥)

} )20( 

 

 به صورت زیر محاسبه خواهد شد: اتساع، بردار گرادیان )3(ی، طبق رابطهچنینهم

 

𝛾 = {

𝛾𝑥
𝛾𝑦
𝛾𝑥
} = 𝛾0 + 𝑧𝛾1 )28( 

𝛾0 = {

0
0

−(𝑤𝑦𝑦 + 𝑤𝑥𝑥)
},       𝛾1 = {

−(𝑤𝑥𝑥𝑥 +𝑤𝑥𝑦𝑦)

−(𝑤𝑦𝑦𝑦 +𝑤𝑦𝑥𝑥)

0

} )22( 

 

ای(، در هر نقطه از المان، نقطه 0های سفتی و جرم این المان ) المان مستطیلی ی ماتریسبه منظور محاسبه

 .(1شکل ) اندو انحنا به صورت زیر معرفی شده 𝑦و  𝑥در دوجهت  متغیرهای خیز، شیب

 

𝑤 , 𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜃𝑦 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
  𝑎𝑛𝑑   𝜅𝑥𝑦 = 

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 )35( 

 

 .آیدای به صورت زیر به دست می و جابه جایی نقطه

 

𝑑𝑖 = [𝑤𝑖 𝜃𝑥𝑖
𝜃𝑦𝑖 𝜅𝑥𝑦𝑖] )31( 

 

 .اندمحاسبه شدهبه عنوان توابع درونیابی به صورت زیر  1هرمیتیتوابع شکل 

 

𝐻1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) =
1

16
(4 + 6𝑥𝑖 + 6𝑦𝑖 + 9𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2𝑥𝑖

3 − 2𝑦𝑖
3 − 3𝑥𝑖

3𝑦𝑖 − 3𝑥𝑖𝑦𝑖
3

+ 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

3) 

𝐻2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) =
𝑙𝑥
16
(2 + 2𝑥𝑖 + 3𝑦𝑖 − 2𝑥𝑖

2 + 3𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2𝑥𝑖
3 − 𝑦𝑖

3 − 3𝑥𝑖
2𝑦𝑖

− 3𝑥𝑖
3𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑦𝑖

3 + 𝑥𝑖
2𝑦𝑖

3 + 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

3) 

)32( 

                                                                                                                                    

1 Hermitian shape function 
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𝐻3(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) =
𝑙𝑦

16
(2 + 2𝑦𝑖 + 3𝑥𝑖 − 2𝑦𝑖

2 + 3𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2𝑦𝑖
3 − 𝑥𝑖

3 − 3𝑥𝑖
 𝑦𝑖

2

− 3𝑥𝑖
 𝑦𝑖

3 − 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

 + 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

2 + 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

3) 

𝐻4(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) =
𝑙𝑥𝑙𝑦

16
(1 + 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

2−𝑦𝑖
2 + 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

3 − 𝑦𝑖
3 − 𝑥𝑖

2𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
 𝑦𝑖

2

− 𝑥𝑖
3𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑦𝑖

3 + 𝑥𝑖
2𝑦𝑖

2 + 𝑥𝑖
2𝑦𝑖

3 + 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

2 + 𝑥𝑖
3𝑦𝑖

3) 

 

𝑙𝑥 و𝑙𝑦  به ترتیب مقادیر المان مستطیلی میکروورق در جهتx  وy توابع شکل دهد. را نشان می

, 𝑤ای پیوسته متغیرهای نقطهشامل هستند که  𝐶2هرمیتی از نوع  𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝜃𝑦 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝜅𝑥𝑦و     =

 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 .[03] هستند. تابع شکل برای هرنقطه به صورت زیر استنقطه در همسایگی هم  بین دو 

 
𝑁𝑖 = [𝐻1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 𝐻2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 𝐻3(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 𝐻4(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)] 

( 𝑖 = 1,2,3,4) 
)33( 

 

𝑢ن شده، بردار جابجایی طبق روابط بیا = [𝑤 𝜃𝑥 𝜃𝑦 𝜅𝑥𝑦]𝑇 توان براساس توابع شکل به را می

 .[03] صورت زیر نوشت

 

𝑢 =∑𝑁𝑖𝑑𝑖

4

𝑖=1

 )30( 

 
 

 
 از المان  درجات آزادی در هر نقطه -1شکل 
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 .خواهد بودبه صورت زیر تشکیل  𝑁ماتریس توابع شکل  این توابع شکل،

 

𝑁 = [𝑁1 𝑁2 𝑁3 𝑁4]     )30( 

 

قارن ی و تانسور متانحراف یکشش انیتانسور گراداع، روابط کرنش، بردارگرادیان اتس (22( تا )20)طبق معادلات 

. در مرحله بعد بر اساس اصل همیلتونی و توابع شکل می توان نوشت ماتریس گرادیان چرخشی را برحسب

 .زیر نوشتتوان به صورت را می  𝑈و انرژی کرنشی 𝑇انرژی جنبشی  شده،بندی بیاناستفاده از فرمول

 

𝑈 =
1

2
∫(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝑝𝑖𝛿𝛾𝑖 + 𝜏𝑖𝑗𝑘

(1)
𝛿𝜂𝑖𝑗𝑘

(1)
+𝑚𝑖𝑗𝛿𝜒𝑖𝑗

𝑆 )

 

𝑉

𝑑𝑉  

𝑇 =
1

2
∫𝜌(𝑤̇)2
 

𝑉

𝑑𝑉 

)31( 

 

ماتریس سفتی را به صورت زیر  )31( و (22( تا )20)در معادلات   Nتوابع شکلدر نهایت با جایگزین کردن 

 .محاسبه خواهد شد

 

𝐾 = 𝐾𝜀 + 𝐾𝜂 + 𝐾𝛾 + 𝐾𝜒     )30( 

 

 شود.هرکدام از عبارات بالا به صورت زیر تعریف میکه 

 

𝐾𝜀 = ∫(𝐵
𝜀)𝑇

 

𝑉

𝐷𝑐𝐵𝜀𝑑𝑉   ,           𝐾𝜂 =  ∫(𝐵
𝜂)𝑇

 

𝑉

𝐷𝜂ϒ𝜂𝐵𝜂𝑑𝑉   

𝐾𝛾 =   ∫(𝐵
𝛾)𝑇

 

𝑉

𝐷𝛾𝐵𝛾𝑑𝑉 , 𝐾𝜒 =  ∫(𝐵
𝜒)𝑇

 

𝑉

𝐷𝜒ϒ𝜒𝐵𝜒𝑑𝑉 

)38( 

 

 .و ماتریس جرم براساس انرژی جنبشی به صورت زیر خواهد بود

 

𝑀 = ∫ 𝜌ℎ𝑁𝑇𝑁𝑑𝛺
0

𝛺

     )32( 

 

 مراجعه شود.لف اپیوست برای جزئیات بیشتر به 

 

 نتایج عددی -4
 بندی المان محدود ارائه شدهبراساس فرمول به منظور بررسی رفتار میکروورق غیرکلاسیک گرادیان کرنشی

ها با شرایط مرزی مختلف و رفتار ارتعاشی میکروورق با شرایط مرزی  های طبیعی ورقدر بخش قبل، فرکانس
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 (( ارائه خواهد شد.2کل ))ش (C-F-F-C)دوسر گیردار  -دوسر آزاد 

ه باید معادلات مقادیر ویژ شات آزاد میکروورق گرادیان کرنشیهای طبیعی در ارتعابه منظور محاسبه فرکانس

 .به دست آمده از روابط زیر حل شود

 

([𝐾] − 𝜔2[𝑀]) {𝑑} = 0 )05( 

  

ماتریس جرم بدست  [𝑀]( و 30بدست آمده از رابطه )ماتریس سختی جرم  [𝐾]و  فرکانس طبیعی 𝜔 که

ز رابطه ابا استفاده از روش تحلیلی، فرکانس طبیعی برای این میکروورق  در ابتدا .می باشند (32آمده از رابطه )

دست ه های بهای بدست آمده از روش المان محدود با فرکانسسپس فرکانس .[02] محاسبه خواهد شد (01)

 آمده از روش تحلیلی با هم مقایسه خواهند شد.

 کند.یرابطه زیر فرکانس طبیعی برای شرایط مرزی ساده در حل تحلیلی را بیان م
 

𝜔𝑚𝑛
2 =

𝐶1𝑃1 + 𝐶2𝑃2
𝜌ℎ

      (𝑛 = 1,2,3, … ), (𝑚 = 1,2,3, … ) )01( 

 

𝐶1که در آن  = ((
𝑚𝜋

𝑙𝑥
)
2

+ (
𝑛𝜋

𝑙𝑦
)
2

)

3

𝐶2و   = ((
𝑚𝜋

𝑙𝑥
)
2

+ (
𝑛𝜋

𝑙𝑦
)
2

)

2

 خواهد بود. 

 

 .[01] کر شده استذ (1) 1 جدولدر اپوکسی مشخصات مکانیکی و هندسی میکروورق 

( پرداخته و نتایج را با هم 05محدود با استفاده از رابطه ) حال به محاسبه فرکانس طبیعی به روش المان

در  طبیعی اول بدست آمده از روش المان محدود و روش تحلیلی سه فرکانس( 2) جدولدر کنیم. مقایسه می

جدول نشان داده شده این طور که در همان اند.با یکدیگر مقایسه شدهبرای شرایط مرزی ساده  [01] مرجع

 ه این مقادیر بسیار به هم نزدیک است.انداز ،است
 

 مشخصات مکانیکی و هندسی میکروورق اپوکسی -1جدول 

𝒍𝟎 (𝝆) چگالی (ν)نسبت پواسون (E)مدول الاستیسیته  = 𝒍𝟏 = 𝒍𝟐 = 𝒍 
ضخامت

(h) 

 طول

(2a) 

 عرض

(2b) 

1.44GPa 0.3 𝟏𝟐𝟐𝟎𝒌𝒈/𝒎𝟑 𝟏𝟕. 𝟔𝝁𝒎 𝟐𝒍 𝟐𝟎𝒉 𝟐𝟎𝒉 

 
 [01] و روش تحلیلی در مرجع (S-S-S-S)برای میکروورق های طبیعی از روش المان محدود مقایسه فرکانس -2جدول 

𝜔̂𝑖 =
𝜔𝑖

106
 

 (𝝎̂𝟑) مود سوم (𝝎̂𝟐)مود دوم (𝝎̂𝟏) مود اول تعداد المان ها 

2 المان محدود × 2 1.0542 2.8356 4.4923 

4 المان محدود × 4 1.0523 2.6508 4.2482 

6 المان محدود × 6 1.0520 2.6356 4.2235 

 4.2183 2.6233 1.0515 ------- حل تحلیلی
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دهد که نتایج بدست آمده از روش المان محدود و روش تحلیلی به خوبی نشان می( 2) جدولنتایج موجود در 
های سختی و جرم برای میکروورق گرادیان توان نتیجه گرفت که ماتریسبنابراین می بسیار نزدیک هستند.

 هایو نتایج بدست آمده از روش المان محدود با استفاده از ماتریس کرنشی به درستی محاسبه شده است
 (2)جدول چنین نتایج ارائه شده در هم .قابل استناد هستند( 32( و )30از روابط )سختی و جرم بدست آمده 

 د بود.تر خواهها، نتایج المان محدود به نتایج حل تحلیلی نزدیکدهد که با ریزتر شدن مشبه خوبی نشان می
ی به بررسی اثر شرایط مرزهای سختی و جرم بدست آمده، با استفاده از این روابط آزمایی ماتریسبعد از راستی

نتایج ارائه شده در جداول  شود.کرنشی پرداخته می های طبیعی میکروورق گرادیانمختلف بر روی فرکانس
-C-F)سرگیردار ، یک(C-C-C-C)های طبیعی میکروورق چهارسرگیردار به ترتیب فرکانس( 0)و ( 0)، (3)

F-F)  دوسر آزاد  -سرگیرداردوو(C-F-F-C)  هنگامی که شرایط مرزی میکروورق از حالت  دهد.را نشان می
تایج ن شود. همچنینهای طبیعی کمتر میرود، فرکانسسرگیردار بودن پیش می چهارسرگیردار به سمت یک

ها، دهد که با ریزتر شدن مشنشان می (2) جدول، همانند نتایج ارائه شده در(0) ( تا3) ارائه شده در جداول
 نتایج بهبود چشمگیری خواهند داشت.

برای میکروورق با شرایط مرزی مختلف ارائه شده  های طبیعیدر ادامه به بررسی اثر پارامتر طول بر فرکانس
های طبیعی مربوط به میکروورق گرادیان کرنشی با شرایط مرزی مختلف در ،  فرکانس0الی  2است. جداول 

نسبت 
ℎ

𝑙
= دهد. در جدول زیر نتایج حاصل از اثر تغییر نسبت را نشان می 2

ℎ

𝑙
در میکروورق با شرایط مرزی  

 رکانس طبیعی نشان داده شده است.مختلف بر روی ف
 

 (C-C-C-C) های طبیعی برای میکروورق چهارسرگیردارفرکانس -3جدول 

 (𝝎̂𝟑) مود سوم (𝝎̂𝟐)مود دوم (𝝎̂𝟏) مود اول تعداد المان ها 

2 المان محدود × 2 1.8403 4.1196 4.4800 

4 المان محدود × 4 1.8905 3.8769 5.6269 

𝟔 المان محدود × 𝟔 1.9141 3.9118 5.7331 

 

 (C-F-F-C) دوسر آزاد -گیردار سردو  های طبیعی برای میکروورقفرکانس -4جدول 

 (𝝎̂𝟑) مود سوم (𝝎̂𝟐)مود دوم (𝝎̂𝟏) مود اول تعداد المان ها 

2 المان محدود × 2 0.2561 0.8327 2.2893 

4 المان محدود × 4 0.2738 0.8251 2.3532 

𝟔 المان محدود × 𝟔 0.2894 0.8164 2.4084 

 

 (C-F-F-F) سرگیرداریک  های طبیعی برای میکروورقفرکانس -5جدول 

 (𝝎̂𝟑) مود سوم (𝝎̂𝟐)مود دوم (𝝎̂𝟏) مود اول تعداد المان ها 

2 دودالمان مح × 2 0.1647 0.4085 1.0311 

4 المان محدود × 4 0.1798 0.4219 1.0785 

𝟔 المان محدود × 𝟔 0.1823 0.4295 1.0956 
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های مختلفمختلف در نسبت با شرایط مرزی های طبیعی برای میکروورقفرکانس -6جدول 
ℎ

𝑙
 

𝒉

𝒍
= 𝟑 

𝒉

𝒍
= 𝟏 

 شرایط مرزی

𝝎̂𝟑 𝝎̂𝟐 𝝎̂𝟏 𝝎̂𝟑 𝝎̂𝟐 𝝎̂𝟏 

2.9860 1.8634 0.7437 6.677 4.1668 1.6632 S-S-S-S 

4.0533 2.7656 1.3533 9.0640 6.1845 3.0262 C-C-C-C 

0.7746 0.3037 0.1288 1.7321 0.6790 0.2882 C-F-F-F 

1.7027 0.5771 0.2046 3.8076 1.2907 0.4575 C-F-F-C 

 

نسبت  اگردهد، نشان می (1) طور که نتایج موجود در جدولهمان
ℎ

𝑙
کاهش در میکروورق گرادیان کرنشی  

ای هیابد و اگر این نسبت افزایش یابد، فرکانسمی افزایشهای طبیعی در شرایط مرزی مختلف فرکانس یابد،

 یابند.میکاهش طبیعی 

 

 میکروورق ارتعاشات اجباری -4-1

 براساس ورق میکروارتعاشی  رفتار بررسی منظور بهقسمت بعد از محاسبه ماتریس جرم و سختی در این  

رفتار ارتعاشی میکروورق غیرکلاسیک گرادیان  به بررسی قبل، بخش در شده ارائه محدود المان بندیفرمول

𝑃1در دو نقطهارتعاشات آزاد و اجباری کرنشی در  = (2𝑎, 𝑏)  و𝑃2 = (𝑎, 2𝑏) های آزاد ورق لبه در

د در این بعپارامترهای بی .بپردازیمپارمترهای معادلات بعد کردن باید به بی در ابتدا پردازیم. بدین منظورمی

 شود.نوع از میکروورق به صورت زیر درنظر گرفته می

 

𝑤̃ =
𝑤

𝐿𝑥
     𝑡̃ =

𝑡

(𝑙𝑥)
2
√
𝐸𝐼

𝜌𝐴
          𝑤̇̃ = 𝑤̇𝑙𝑥√

𝜌𝐴

𝐸𝐼
       

𝜃̇̃ = 𝜃̇(𝑙𝑥)
2√
𝜌𝐴

𝐸𝐼
      𝐹̃ = 𝐹

(𝑙𝑥)
2

𝐸𝐼
 

)02( 

 

دهد. شرایط اولیه داده شده برای خیز بعد شده آن متغیر را نشان میدر بالای هر متغیر، بی "̃    "اندیس 

است. به طور طبیعی شیب اولیه به صورت مشتق مکانی خیز و انحنای  شده آورده (03رابطه )میکروورق در 

آید. سرعت اولیه نقاط مختلف ورق نیز برابر صفر در نظر گرفته اولیه ورق نیز از مشتق مکانی شیب به دست می

حنا در و همچنین ان 𝑦 و   𝑥بعد شده در جهاتبعد شده، شیب بیتغییرات خیز بی شده است. به منظور نمونه

 نشان داده شده است.( 3) شکلدر  ارائه شدهدر نمودارهای  𝑃1نقطه 

 
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 103𝑥3𝑦3 ,    𝑤̇(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 

 
(03) 
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 𝑃2و  𝑃1محل قرارگیری نقاط  -2 شکل

 

 
 𝑃1بعد شده میکروورق در نقطه تغییرات خیز بی -3شکل

 

  
 (ب) (الف)

 𝑃1در نقطه   𝑦بعد شده در جهت( تغییرات شیب بیبو  𝑥بعد شده در جهت تغییرات شیب بی (الف -4شکل 
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 𝑃1تغییرات انحنا در نقطه  -5شکل 

 
 

{𝑑̈}[𝑀]منظور بررسی ارتعاشات اجباری، نتایج حاصل از معادله به  + [𝐾]{𝑑} = {𝐹}  به نمایش گذاشته

ار نیروی برد {𝐹} بردار جابجایی و  {𝑑}،ماتریس سختی [𝐾]ماتریس جرم،   [𝑀]در این معادله  که شده است

,𝑤(𝑥،)25(ه طبق شرایط مرزی در معادل. هستندهای آزاد ورق وارد شده به ورق در بخش 𝑦) = 0 

∂w(x,y)

∂x
= w(x,y)∂ و  , 0

∂y
= 𝑃1ارتعاشات برای دو نقطهاست.  0 = (2𝑎, 𝑏)  و𝑃2 = (𝑎, 2𝑏)  در دوسر

 نشان داده شده است. شرایط اولیه به منظور بررسی ارتعاشات آزاد به صورت زیر است. آزاد ورق

 
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) = 103𝑥3𝑦3        ,        𝑤̇(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0  

 

  0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑎 ,  0 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑏 

)00( 

 

 به صورت زیر درنظر گرفته شده است. {𝐹}نیروی همچنین 

 
{𝐹}𝑇 = [0 0 0 0 ⋯− 𝐺1𝑤̇  − 𝐺2𝑤̇𝑥  0 0 ⋯ − 𝐺3𝑤̇  0 − 𝐺4𝑤̇𝑦  0 ⋯0 0 0 0 ] )00( 

 
𝐺1که  = 𝐺2 = 6𝑁/𝑟𝑎𝑑  و 𝐺3 = 𝐺4 = 6𝑁. 𝑠/𝑚.درنظر گرفته شده است  

نشان  {𝐹}( رفتار ارتعاشات اجباری میکروورق در حضور نیروی 0( و شکل )1د( شکل )تا نمودارهای )الف 

 داده شده است. 

ای نمایش داده شده است. تعاش اجباری  برای خیز، شیب، سرعت خطی و سرعت زاویهدر این نمودارها رفتار ار

دامنه نوسانات برای پارامترهای مذکور در بازه زمانی  ،{𝐹}شود، در حضور نیروی طور که مشاهده میهمان

یع اتفاق افتاده و در مدت زمان کوتاهی کم شده و تغییرات در دامنه بسیار سر  𝑃2و  𝑃1مشخص در دو نقطه 

 شود.در نهایت منجر به دمپ ارتعاشات می
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 (ب) (لف)ا

  
 (د) (ج)

 ایسرعت زاویه (دسرعت خطی و  (ج ،شیب (بخیز، ( الف؛ در ارتعاشات اجباری 𝑃1پارامترهای نقطه  -6شکل 
 

  
 (ب) (الف)

  
 (د) (ج)

 ایسرعت زاویه( دسرعت خطی و  (ج ،( شیببخیز،  (الف ؛در ارتعاشات اجباری 𝑃2پارامترهای نقطه  -7شکل 
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 (لف)ا

 

 (ب)

 

  
 (د) (ج)

در  ایزاویهسرعت  (دسرعت خطی و  ج( ،شیب ب(خیز،  (الف ؛در ارتعاشات اجباری 𝑃1پارامترهای نقطه مقایسه  -8شکل 

های مختلف نسبت
ℎ

𝑙
 

 

بعد از بررسی ارتعاشات اجباری در میکروورق گرادیان کرنشی، به بررسی تأثیر تغییر ضخامت بر روی ورق 

ℎ/𝑙 د( پارامترهای مرتبط با میکروورق در شرایطتا  ، نمودارهای )الف(1)پردازیم. در شکل موردنظر می = 2  

بر روی پارامترهای مختلف  ℎ/𝑙 ای بین تأثیر تغییرات نسبتنیز مقایسه( 8)اند. در شکل نمایش داده شده

 آورده شده است.  𝑃1همیکروورق در نقط

 ای برایاین نمودارهای مقایسه 
ℎ

𝑙
=  و 1

ℎ

𝑙
=  نسبت به حالت معیار  3

ℎ

𝑙
= اند. همانطور گزارش شده 2

 می پارامترها نسبت به حالت معیار، تما(h/l=1) شود، با کاهش این نسبتکه دیده می
ℎ

𝑙
= افزایش  2

ت چشمگیری داشته و با افزایش این نسب
ℎ

𝑙
=  .اند، تمامی پارامترها کاهش یافته3

در این بخش، به بررسی تأثیر تغییرات در شرایط مرزی بر پارامترهای مختلف یک میکروورق گرادیان کرنشی 

طور که از . هماناندشدهبا یکدیگر مقایسه  𝑃1 را در نقطه (C-F-F-F) و (C-F-F-C) پردازیم. دو حالتمی

در شرایط مرزی، تمامی پارامترها  (C-F-F-F) به (C-F-F-C) نتایج نمودارها مشخص است، با تغییر از حالت

 .اندکاهش پیدا کرده
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 )الف(
 

 )ب(
 

  
 )د( )ج(

ای در سرعت زاویه (دسرعت خطی و  (ج ،( شیببخیز،  (الف ؛در ارتعاشات اجباری 𝑃1رهای نقطه مقایسه پارامت -9شکل 

 شرایط مرزی مختلف
 

 گیرینتیجه -5 
ها نرها، میکرواسکها، میکروآئینهها، میکروسوئیچها در ادوات مختلفی مانند میکروپمپاز آنجایی که میکروورق

ها از اهمیت بسیار زیادی برخوردار وند، بررسی رفتار دینامیکی و ارتعاشی آنرها به کار میو میکروژیروسکوپ

فتار . ررده شودفراهم آو هامیکروسیستمدهد تا بهترین عملکرد و عمر مفید از این است. این بررسی امکان می

ی قرار ای مکانیکهتواند تحت تأثیر عوامل مختلفی مانند تغییرات دما، فشار، و تنشها میارتعاشی میکروورق

ازی دقیق سها در شرایط مختلف، نیاز به تحلیل و مدلبینی رفتار آنگیرد. برای بهبود عملکرد این اجزا و پیش

ها به طراحان و مهندسان امکان سازیها و مدلها به اثرات محیطی داریم. این تحلیلرفتار ارتعاشی و پاسخ آن

در . رندبها در ادوات میکروالکترومکانیکی با بهترین عملکرد بهرهو از آن ها را بهبود دهنددهند تا میکروورقمی

این مقاله، در ابتدا معادلات حاکم بر میکروورق غیرکلاسیک گرادیان کرنشی با استفاده از اصل همیلتون 

یر عیین تغیهای حل ارائه شده در منابع ذکر شده در این مقاله، قادر به تشوند. از آنجایی که روشمحاسبه می

بندی المان و از آنجایی که فرمول ، با هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی مختلف نیستندهاشکل میکروورق

دارد، یعنی مشتقات مرتبه  𝐶2محدود استاندارد میکروورق گرادیان کرنشی نیاز به توابع درونیابی با پیوستگی 

بندی مقاله حاضر، شرایط پیوستگی ذا براساس فرمولاول و دوم خیز باید در نقاط گرهی پیوسته باشند. ل
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 گردند.به صورت صریح ارائه می 𝐶2 گردند و توابع درونیابیمشتقات مرتبه اول و دوم بدون هیچ تقریبی ارضا می

بنابراین، در این مقاله با استفاده از روش المان محدود و توابع شکل هرمیتین ماتریس جرم و سختی میکروورق 

شود. مقایسه نتایج بدست آمده از این روش و روش تحلیلی، نزدیکی رکلاسیک گرادیان کرنشی محاسبه میغی

پس دهد. ساین نتایج به یکدیگر و قابل استناد بودن نتایج حاصل از روش المان محدود را به خوبی نشان می

شی ک گرادیان کرنغیرکلاسی رقمیکروو طبیعی هایبا استفاده از المان جرم و سختی به دست آمده، فرکانس

 ها،ش مربوطه ذکر شده است، با ریزتر شدن مشبخ در که طورشود و همانبا شرایط مرزی مختلف بیان می

اثیر چنین تهم شود.می ارائه تریمطلوب نتایج و شودمی ترل تحلیلی نزدیکح نتایج به محدود المان نتایج

نسبت 
ℎ

𝑙
 ورق در شرایط مرزی مختلف نشان داده شده است که هر قدر نسبت های طبیعی میکروبر فرکانس 

ℎ

𝑙
اهش های طبیعی کهای طبیعی افزایش یافته و اگر این نسبت افزایش یابد، فرکانسیابد، فرکانسکاهش  

  یابند.می

ان یکرورق گرادیم اجباری در ادامه با استفاده از نتایج بدست آمده از روش المان محدود به بررسی رفتار ارتعاش

شده پرداخته  𝑃2 و 𝑃1در قسمت آزاد میکروورق  یدر نقاط کرنشی با شرایط اولیه مشخص و نیروی مشخص

 .شده است داده نشانای در این دو نقطه خیز،: شیب ، سرعت خطی و سرعت زاویه بعدو پارامترهای بی است

با یکدیگر مقایسه  (C-F-F-F) و  (C-F-F-C)دو حالت مرزی برای  𝑃1ی مذکور در نقطه درانتها بر پارامترها

، تمامی پارامترهای (C-F-F-F)به  (C-F-F-C)شده اند. نمودارها نشان می دهد که با تغییر شرایط مرزی از 

 در نمودارها، کاهش یافته است. ایخیز،: شیب ، سرعت خطی و سرعت زاویه
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Abstract  
 
In this article, the analysis of free and forced vibrations of a microplate based on the Kirchhoff 

gradient strain theory with clamped boundary conditions is presented using the finite element 

formulation with 𝐶2 continuity. Due to the presence of higher-order derivatives, 𝐶2 continuous 

interpolation functions are employed to provide a standard formulation. Subsequently, the 

stiffness and mass matrices of the microplate element are extracted using the Hamiltonian 

principle, and the formulation is applied to a four-noded quadrilateral element with 36 degrees 

of freedom. The natural frequencies of the desired microplate are obtained using the finite 

element method and compared with analytical results. Additionally, by refining the element 

dimensions (mesh refinement), the accuracy of this method is compared by examining the 

obtained frequencies with the finite element method and the desired analytical results. 

Furthermore, the natural frequencies for microplates with different boundary conditions are 

provided, and the influence of the ℎ/𝑙 ratio on the natural frequencies of microplates with 

various boundary conditions is investigated. 

Subsequently, vibration diagrams for the microplate with specified initial conditions and 

applied forces are presented. The effects of boundary conditions and the ℎ/𝑙 ratio on various 

microplate parameters are examined and discussed. 

 
Keywords: Non-classical element of micro-plate, Strain gradient elasticity theory, Finite 

element method, Forced vibration 
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