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بررسي مد تركيبي مكانيك شكست در استوانه 
ايزوتروپيك نامحدود تضعيف شده توسط چندين 

  ترك استوانه اي
تحليل تنش يك استوانه با ماده ايزوتروپيك تضعيف شده توسط چندين ترك استوانه 

تحت بارگذاري برشي و شعاعي بر روي سطح جانبي اي هم محور با استوانه و 
يانا سوميقلگيرد. در ابتدا حل نابجايي هاي در اين مقاله مورد بررسي قرار مي استوانه،

ت بدسبراي مسائل متقارن محوري و ولترا در استوانه با استفاده از حل گلركين 
وانه گرالي براي استآيد. سپس با استفاده از حل نابجايي بدست آمده، معادلات انتمي

حاوي تعداد دلخواه ترك ايجاد مي گردند. حل عددي اين معادلات انتگرالي كه 
، منجر به محاسبه دانسيته نابجايي هاي مي باشندداراي تكينگي از نوع كوشي 

و ولترا روي سطوح تركها مي گردد. با استفاده از دانسيته نابجايي هاي سوميقليانا 
ت تنش مدهاي اول و دوم براي نوك تركها در چندين محاسبه شده، ضرايب شد

آيند و اعتبار سنجي جواب ها در حالتهاي خاص با مثال مورد بررسي، بدست مي
  مراجع موجود صورت مي گيرد.

  
 ماده ايزوتروپيك، ضريب شدت تنش، ،ولترانابجايي  ،سوميقليانااستوانه نامحدود، نابجايي  راهنما:اژه هاي و

  تكينگي كوشي 
 

  مقدمه -1
ركهاي استوانه اي عموما در استوانه هاي ايزوتروپيك يا استوانه هاي ساخته شده از مواد مركب كه كاربردهاي ت

وسيعي در صنعت دارند، مشاهده مي شوند. خصوصا فصل مشترك لايه ها در استوانه هاي كامپوزيتي از جمله 
و عموما تركهاي مشابه ترك هاي نواحي ضعيفي هستند كه در معرض لايه شدن و ايجاد ترك قرار دارند 

استوانه اي در اين فصل مشترك ها ايجاد مي شوند. بنابراين تحليل شكست استوانه هاي ايزوتروپيك داراي 
ترك استوانه اي به عنوان يك پيش نياز براي تحليل ترك در استوانه هاي ساخته شده از مواد مركب مي باشد. 

اهد شد چنين تحليلي حتي براي استوانه هاي ايزوتروپيك داراي ترك همانطوري كه در اين مقاله مشاهده خو
  استوانه اي نيز به اندازه كافي دشوار و نيازمند انجام محاسبات طولاني است. 
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استوانه اي  ي دهه هاي گذشته تلاش هاي گسترده اي براي تحليل تنش محيط هاي مختلف حاوي تركط
	نها پرداخته مي شود. ابتدا به بررسي آ	انجام شده است كه در

الاستيك ايزوتروپيك با استفاده از تكنيك نابجايي  "محيط بي نهايت"] در يك 1و همكارانش [ 1اريسف
به تحليل ميدان تنش در نوك ترك استوانه اي پرداختند. آنها دانسيته هاي نابجايي مربوط به  2سوميقليانا

ي تكين كوپل بدست آوردند و سپس با استفاده از آنها مدهاي اول و دوم را با حل عددي دو معادله انتگرال
ضرايب شدت تنش مد اول و دوم مكانيك شكست را محاسبه نمودند. همچنين آنها نشان دادند كه براي طول 

	ترك هاي بزرگتر از چهار برابر شعاع ترك، نرخ رهايي انرژي متناسب با شعاع ترك مي باشد.
ايزوتروپيك  "محيط الاستيك بي نهايت"راف ترك استوانه اي در يك ] ميدان تنش اط2و همكارانش[ 3ميرد

از نابجايي هاي حلقه اي سوميقليانا بدست آوردند. آنها با  4همگن را با مدل كردن يك ترك بصورت توده اي
اعمال شرايط مرزي و شرايط نابجايي يك جفت معادلات انتگرالي تكين كوشي نوع اول بدست آوردند كه اين 

(روش انتخاب نقاط گسسته سازي معادلات) حل و  5ت انتگرالي با بكارگيري تكنيك روش مرتب سازيمعادلا
دانسيته نابجايي را بصورت تقريبا تحليلي محاسبه نمودند. سپس با جايگذاري دانسيته نابجايي بدست آمده، 

ن آنها نشان دادند كه ميدان تنش را در اطراف نوك ترك استوانه اي بصورت تحليلي بدست آوردند. همچني
حلقه اي سوميقليانا نشان  6ميدان تنش در فاصله دور از نوك ترك استوانه اي مي تواند با يك جفت ابر نابجايي

  داده شوند بگونه اي كه بزرگي و مكان آنها متناسب با توزيع نابجايي هاي مربوطه بدست مي آيند. 
در محيط الاستيك بي نهايت، ضريب شدت تنش مد اول ] براي يك ترك استوانه اي 3و همكارانش [ 7بيبز

] از ابر نابجايي حلقه اي سوميقليانا استفاده 2را بصورت تحليلي ارائه دادند. آنها در تحليل مسئله، مشابه مرجع [
ضريب شدت تنش مد اول ترك استوانه اي ارائه دادند و  كردند و بر اساس آن روابط تحليلي براي انتگرال 

رهم ب ته روابط استخراج شده فقط براي نسبت شعاع ترك به طول ترك كوچكتر از يك معتبر مي باشند.كه الب
الاستيك همگن، تقويت شده با الياف استوانه اي را  "محيط بي نهايت"كنش بين دو ترك استوانه اي در يك 

]. آنها مدل سازي ترك ها را با استفاده از نابجايي حلقه اي سوميقليانا 4و زبيب مورد بررسي قرار دادند[ 8كلوز
انجام دادند و سپس تاثير فاصله بين ترك ها و اندازه ترك ها را روي ضرايب شدت تنش را بررسي كردند. البته 

   اف از ماده مشابه مي باشند.آنها براي ساده سازي رياضيات مسئله فرض كردند كه محيط و الي
از ماده  "محيط استوانه اي"] ميدان تنش براي نوك ترك استوانه اي واقع در فصل مشترك يك 5[9آيتو 

از ماده الاستيك ديگر را محاسبه نمود و فرض كرد كه سطوح ترك استوانه  "محيط بي نهايت"الاستيك با يك 
اي در محل اتصال تحت بار برشي مي باشد. او در تحليل مسئله از تبديل فوريه استفاده نموده و با حل عددي 

	معادلات انتگرالي بدست آمده ضرايب شدت تنش نوك ترك را محاسبه كرد.

                                                                                                                                                                                          
1Farris 
2Somigliana 
3Demir 
4Pile-up 
5Collocation  Technique 
6Superdislocation 
7Zbib 
8Close 
9Itou 
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  شدت تنش را براي يك ترك استوانه اي در فصل مشترك بين ] ضريب 6و همكارانش[ 1اليولد
همگن محدود هم محور و غير متشابه بدست آوردند به گونه اي كه بارگذاري بر روي  "دو استوانه الاستيك"

سطح ترك را بصورت برشي طولي بطور محوري متقارن در نظر گرفتند. آنها با اعمال شرايط مرزي تركيبي 
معادلات انتگرالي فردهولم نوع دوم رسيدند كه با حل عددي معادلات انتگرالي و تبديل مسئله، به يك جفت 

  آنها به معادلات سري دوگانه، ضرايب شدت تنش نوك ترك را محاسبه نمودند.
  ] مسئله ترك استوانه اي واقع در ناحيه اي بين 9] و آيتو [8[4]، آيتو و شيما7[3و ديو 2لي -ويهش
يك هم محور را بررسي كردند. آنها فرض كردند كه ناحيه اي كه ترك بين دو استوانه قرار الاست "دو استوانه"

در نظر گرفتند. بررسي انجام شده توسط  "پيچشي"دارد از ماده اي ناهمگن مي باشد و بارگذاري را هم بصورت 
ر همگن و الاستيك دآنها در صورتي ارزشمندتر مي شد كه ترك استوانه اي را در فصل مشترك بين  ناحيه نا

] مطالعه بر روي ترك استوانه اي واقع در فصل 11و همكارانش [ 7] و فنگ10[ 6و ونگ 5لي  نظر مي گرفتند.
مشترك بين دو محيط الاستيك همگن و غير متشابه را انجام دادند بگونه اي كه لايه بين دو محيط از مواد 

در نظر گرفتند. با اعمال تبديل هاي فوريه و لاپلاس  "ضربه پيچشي"هوشمند مي باشد و بار را نيز بصورت 
مسئله مقدار مرزي به معادلات انتگرالي تكين كوشي تبديل مي شود كه با حل عددي اين معادلات انتگرالي 

	و معكوس لاپلاس عددي، ضرايب شدت تنش ديناميكي محاسبه مي شوند. 
با ضخامت محدود  "لوله هاي دو لايه مركب"رك ] مسئله ترك استوانه اي در فصل مشت12[ ي و همكارانشل

در نظر گرفتند. آنها با بكارگيري تبديل انتگرالي فوريه و اعمال  "پيچشي"را بررسي كردند. بارگذاري را بصورت 
شرايط مرزي به معادلات انتگرالي تكين كوشي رسيدند كه با حل عددي آنها و محاسبه ضريب شدت تنش، 

  تاثير پارامترهاي هندسي و فيزيكي را روي رفتار شكست بررسي نمودند. 
يل ترك هاي استوانه اي اكثرا يا در محيط هاي بينهايت انجام مانطور كه بررسي مقالات نشان مي دهد تحله

گرفته است و يا براي محيط هاي محدود تضعيف شده تنها با يك ترك استوانه اي با بارگذاري پيچشي در نظر 
  گرفته شده است. 

دين نر اين مقاله هدف تحليل محيط هاي استوانه اي تحت بارگذاري برشي و يا شعاعي، تضعيف شده با چد
استفاده  8و ولتراترك استوانه اي مي باشد بطوري كه براي انجام تحليل از حل نابجايي حلقه اي سوميقليانا 

  مكانيك شكست مطرح مي باشد.	"مد تركيبي"	درضمن مسئلهمي شود. 
 رتحليل صورت گرفته استوانه نامحدود حاوي دو ترك استوانه اي با شعاع ها وارتفاع هاي متفاوت در نظرد

تحت كشش  بديهي است كه مسئله استوانه هاي تركدار	كنش آنها در نظر گرفته شده است. گرفته شده و برهم
  .دارداز لحاظ كاربردي اهميت خاصي 

  
                                                                                                                                                                                          
1Dhaliwal 
2Xue-Li 
3Duo 
4Shima 
5Li 
6Weng 
7Feng 
8Volterra 
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	در استوانه و ولترا حل نابجايي حلقه اي سوميقليانا  -2
،ر مسائل سه بعدي تئوري الاستيسيته، با در نظر گرفتن مختصات استوانه اي بصورت د , بردار  ,

	]13در غياب نيروهاي حجمي بصورت زير مي باشند[ و تانسور تنش    جابجايي 
1
2

. 2 1 ∆  

1 ∆ ∆ . .
)1( 

بترتيب مدول برشي  و   عملگر گراديان،  بردار گالركين باي هارمونيك،  ماتريس واحد،  بطوري كه 
و ضريب پواسون ماده مي باشند. براي مسائل متقارن محوري، با در نظر گرفتن تنها مولفه محوري بردار گلركين 

فه هاي جابجايي و تنش بصورت است. مول بردا يكه در جهت محور  كه در آن  ,بصورت 
	زير بدست مي آيند

,
1
2

 

,
1
2

1 2  

,  

, 1  

, 2  

)2(

نيز تابع  لاپلاسين تعريف شده براي مسائل متقارن محوري مي باشد و كه در آن 
	باي هارمونيك مي باشد كه معادله حاكم زير را ارضا مي كند

ΔΔ , 0 )3(
ناپيوستگي هندسي ، ) براي يك استوانه توپر از ماده ايزوتروپيك الاستيك خطي به شعاع 1مطابق شكل (

 در جهت افزايش   يك نابجايي حلقه اي مي باشد كه بصورت يك برش شروع شونده ازايجاد شده 
مي باشد بگونه اي كه خط نابجايي يك حلقه واقع در صفحه موازي سطح آزاد استوانه مي باشد. بردار برگرز 

نابجايي است مي باشد.  كه عمود بر صفحه(ولترا)  و مولفه محوري (سوميقليانا)  شامل دو مولفه شعاعي 
	شرايط مرزي نابجايي بر اساس چند مقداري بودن تغيير مكان ها روي حلقه نابجايي بصورت زير مي باشد

, ,  
, ,

)4(
	ازنابجايي عبارتنداي تنش روي حلقه مي باشد. شرايط پيوستگي مولفه ه 1تابع پله واحد .كه در آن

, ,  
, ,

)5(
	مي گرددبصورت زير بيان شرط مرزي روي مرز بيروني استوانه با توجه به صفر بودن مولفه هاي تنش 

, 0 
, 0

)6(

                                                                                                                                                                                          
1Heaviside step function 
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  استوانه توپر واقع در يكو ولترا نمايش نابجايي حلقه اي سوميقليانا  -1كلش

  
	) از تبديل فوريه و معكوس آن بصورت زير استفاده مي شود3راي حل معادله (ب

̂ ,
1

√2
,

∞

∞

, ,
1

√2
̂ , ,

∞

∞

  )7(
	)، معادله ديفرانسيل بسل بدست مي آيد3با اعمال تبديل فوريه بالا به رابطه (

1
̂ 0 )8(

تبديل  ̂مي باشند و  و  0بترتيب نشان دهنده نواحي  1,2كه در رابطه بالا 
  ) عبارتند از 8مي باشد. جواب هاي معادله ديفرانسيل( فوريه 
	

̂ , 0  
̂ ,  

)9(
  
	ه ك , , , ,ضرايب مجهول  و   	و, بترتيب توابع بسل تعميم يافته نوع اول  و  ,

)، معادلات 2) و با استفاده از رابطه (7) در (9و دوم از مرتبه صفر و يك مي باشند. با جايگذاري معادله اول (
	بصورت زير بدست مي آيند  1تنش و تغيير مكان براي ناحيه 

2 √2

∞

∞
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2 √2
4 1

∞

∞

 
)10( 
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   2ادلات تنش و تغيير مكان براي ناحيه )، مع2) و (7) و روابط (9همچنين با استفاده از معادله دوم (
	عبارت اند از
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  : ا در نظر گرفتن تبديل فوريه تابع پله واحد و معكوس آن بصورتب

  تابع دلتاي ديراك مي باشد.  كه در آن  	
) و همچنين 5) و شرايط پيوستگي بردار تنش روي حلقه نابجايي(4اعمال شرايط ناپيوستگي تغيير مكان ها ( اب

  .آيند)،  ضرايب مجهول بصورت زير بدست مي6( شرايط مرزي
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, ر روابط بالاد 2 و  2
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	مي باشد. همچنين

, )13(
رياضي موجود و همچنين با استفاده از روابط 		و  و فرد بودن توابع  و  با توجه به زوج بودن توابع 

	كه بدليل محدوديت فضا جزئيات آن نشان داده 	و انجام يك سري محاسبات طولاني، 1	در پيوست
) را مي توان بدست آورد. بنابراين معادلات تغيير مكان 1براي ناحيه (	ها	نمي شود، معادلات تغيير مكان و تنش

  ت زير بدست مي آيند) بصور10) در دو رابطه اول (12) با جايگذاري روابط (1ناحيه (

2 1
2 1

2
 

1∞

 

1
cos

∞

 

2
2 1 2 2 1  

1
2 2 1 2 1 ,  

1
2

2 1
1
2

2 1  

2 1 1  

1
4 1

∞

	

1
4 1

∞

 

2
2  

)14(
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5 6
2

2
2

3 1
,  

	ترتيب انتگرال هاي بيضوي كامل نوع اول، دوم و سوم ه ب ,و ،كه در روابط بالا 
	بالا پارامترهاي زير تعريف مي شوندمي باشند. همچنين براي روابط 

 
 
 
 
 

4  

4
 

)15(

, و ضرايب ) 1مقاله آمده اند. مولفه هاي تنش در ناحيه ( 2در پيوست  و   ,
  ) بصورت زير بدست مي آيند10) در سه رابطه آخر (12نيز با جايگذاري روابط (

 

1 ,
2

 
∞

2 1  
∞

2 1  
1 1
2

2 1 5 2
1 1

 

2
,

2 1
2

 

1
2

2 1
1 3

2
2  

1
∞

2 1  

2 1
∞

 

1
2
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1
2 1

1 1
2

2 1  

2
1

2
2 2 1  

1
2

2 2 4 1 2 2 2
1 1 1

 

)16( 
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  ) بصورت زير بدست مي آيند2مچنين روابط تغيير مكان براي ناحيه (ه
	

2 1
1 2
2

 
1∞

 

1∞

 

2
2 1 2 2 1 	

1
2 2 1

1

1 2 ,  

2
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,كه در آن ضرايب  ) 1بطور مشابه با منطقه (مقاله آمده اند.  2در پيوست  و  ,
 ) بدست مي آيند 2) مولفه هاي تنش در منطقه (11) در سه رابطه آخر (12با جايگذاري روابط (

1 ,
2

 

/
∞

2 1  

/
∞

2 1  
 

1
1  

1 2 1
2

1 2
2

 

,
1
2

2 1 2
 

2 1
2

2  

1 ,  

2 1
∞

 

2 1
∞
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2 1 2
 

2 1
2

2  

2
2 2

2
 

1  

2 2
∞

 

2 2
∞

 

1
2 1
2

 

2
2 1  

,
2

 

1
2 2

2
4 4

 

)18(



 1396بهار ، اولهم، شماره نوزدسال                                   نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                       44

 

 

  
  )ب(                                         )الف(

  نمايش استوانه توپر نامحدود تحت بار برشي خود تعادلي  -2كلش
  روي سطح جانبي آنشعاعي (ب)  برشي الف)(

  
	تحليل استوانه فاقد عيب تحت بار خارجي -3
ر اين بخش از مقاله ميدان تنش در اثر دو نوع بارگذاري روي سطوح جانبي استوانه، در حالتي كه استوانه د

  فاقد هرگونه عيبي مي باشد بدست مي آيد. 
  
	استوانه نامحدود تحت كشش با بارگذاري برشي خود تعادلي روي سطح جانبي -3-1
الف) مشاهده مي شود استوانه روي سطح جانبي خود تحت تاثير دو بار خارجي  -2مانطور كه در شكل (ه

,برشي خود تعادلي، بصورت    و ,
قرار مي گيرد. معمولا در انجام آزمايش كشش بر روي  ,

قرار مي گيرد.  با توجه به متقارن بودن بارگذاري نسبت قطعات استوانه اي، قطعه تحت اين نوع از بارگذاري 
  ، شرايط مرزي متناظر عبارتند از 0به صفحه 

, 0  
,

)19(
	
)) و با بكارگيري تبديل فوريه تابع پله واحد 10ا استفاده روابط مربوط به ميدانهاي تنش و تغيير مكان (رابطه (ب
  همچنين با اعمال شرايط مرزي بالا، روابط زير بدست مي آيند و
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/ 2 1 0 
2 1

√2
 

)20(

) و جايگذاري 10بدست مي آيند كه با استفاده از روابط ( 	و  با حل دو معادله بالا، ضرايب  
  ضرايب بدست آمده در آنها، ميدان تنش بصورت زير محاسبه مي گردد

  
1∞ 2 1  

1 2
cos 	 	

1∞

	

2 1
	

	

)21(

	استوانه نامحدود تحت بارگذاري شعاعي روي سطح جانبي -3-2
  بصورت زير در نظر گرفته مي شودب)، شرايط مرزي بارگذاري نوع دوم  -2ا توجه به شكل (ب

,  
, 0

)22(
)) و با 10(رابطه (1مكان در ناحيهدر اين نوع بارگذاري، با استفاده روابط مربوط به مولفه هاي تنش و تغيير 

  روابط زير بدست مي آيند) 22بكارگيري تبديل فوريه تابع پله واحد و همچنين با اعمال شرايط مرزي (
	

/ 2 1  

√2
 

2 1 0

)23(

  
	)،10( با جايگذاري آنها در روابط	بدست مي آيند كه	و )، ضرايب 23ا حل دو معادله رابطه (ب

  بصورت زير بيان مي شوند	مولفه هاي تنش
  

1∞

 

2 1
	  

∞

 

	 	  
 
 
 

)24(
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	تحليل استوانه ايزوتروپيك با چندين ترك استوانه اي -4
براي تحليل يك استوانه  2ر اين بخش چگونگي بكارگيري حل نابجايي حلقه اي بدست آمده در بخشد

ايزوتروپيك تضعيف شده توسط چندين ترك استوانه اي مورد بررسي قرار مي گيرد. فرض مي شود كه استوانه 
مي توان بصورت زير ترك استوانه اي تضعيف شده است. معادلات پارامتري ترك ها را  مورد بررسي توسط 

  بيان نمود
 

1
2

1
2

, , 1 1 
)25(

	ام  مختصات لبه بالايي، پائيني و طول تركبترتيب  و  ,	ام،   شعاع ترك  كه در آن 
تضعيف شده توسط چندين ترك را مي توان به دو مسئله تفكيك مطابق اصل باكنر مسئله استوانه 	مي باشند.

نمود. در مسئله اول ترك ها حذف و بردار تنش سطحي ناشي از بارگذاري خارجي روي سطوح فرضي ترك 
بدست مي آيد. در مسئله دوم منفي بردار هاي تنش هاي سطحي بدست آمده از مسئله اول بر روي سطوح 

بار خارجي اعمال مي گردد. حاصل جمع ميدان هاي تنش دو مسئله ميدان تنشي ترك ها بدون در نظر گرفتن 
را ارائه مي دهد كه در آن بردار تنش سطحي در سطح ترك صفر مي باشد (سطوح آزاد ترك همواره عاري از 
 ،تنش هستند). بنابراين در اين بخش از مقاله حل مسئله دوم مورد نظر بوده و فرض مي شود بارگذاري خارجي

) باشند. در حل مسئله چندين ترك مولفه هاي تنش سطحي با استفاده 3بارگذاري هاي معرفي شده در بخش (
از اصل باكنر در روي ترك ها بدست مي آيند. اگر توزيع نابجايي حلقه اي (شعاعي و محوري) با چگالي هاي 

روي المان بينهايت  ,ام، در نقطه اي از ترك به مختصات  در راستاي ترك  و مجهول
است، است)  	(پريم در مفهوم مشتق نسبت به قرار داده شود بطوري كه  كوچك 

آثار  ام ناشي از توزيع نابجايي روي ترك ها با استفاده از اصل جمع بردار تنش روي سطح ترك استوانه اي
	بدست مي آيد كه عبارت اند از

, , , ′  

, , , ′  

1 1, 1,2, … ,

)26(

  
مقاله ارائه شده اند. بر طبق اصل باكنر سمت هاي چپ معادله  3در پيوست  )26انتگرالي (رنل هاي معادله ك

)، منفي بردار تنش ايجاد شده توسط بار خارجي اعمالي روي سطوح جانبي استوانه و در محل 26انتگرالي (
ايي هاي الي نابجفرضي ترك مي باشند. با استفاده از تعريف نابجايي، بازشدگي هاي دهانه ترك ها برحسب چگ

  ام  از روابط زير بدست مي آيند براي ترك  و   شعاعي ومحوري در راستاي
′ , 1,2, … ,  

′ , 1,2, … ,  

)27(
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استوانه اي، جابجايي روي مرز ترك ها تك مقداري براي ترك هاي احاطه شده در محيط مانند ترك هاي 
	است، بنابراين براي چگالي هاي نابجايي بايد شرايط زير برقرار باشند

′ 0, ′ 0  )28(
ترك ها يعني ) و شرط يكتايي جواب روي مرز 26دانسيته هاي نابجايي با حل همزمان معادلات انتگرالي (

) بدست مي آيند. لازم به ذكر است جهت تعيين دانسيته نابجايي از حل عددي معرفي شده در 28روابط (
بر حسب  و ] استفاده مي گردد. براي ترك هاي استوانه اي دانسيته هاي نابجايي14مرجع [

  بصورت زير بيان مي شوند و  توابع
	

)29(√1
 

√1
 

  با استفاده از حل اروين ضرايب شدت تنش مد اول و دوم مكانيك شكست براي لبه بالايي ترك
  ]15استوانه اي به صورت زير در نظر گرفته مي شوند[ 

  

)30(

→
2 ,  

2√
1 →

1

2
, ,  

→
2 ,  

2√
1 →

1

2
, ,  

  
براي حالت كرنش صفحه  و مدول برشي ماده مي باشند. مقدار  به ترتيب ثابت كلسف 	و ه در روابط بالا ك

3اي برابر ضريب پواسون مي باشد. براي مد اول با جايگذاري رابطه اول   مي باشد كه در آنها  4
  )، رابطه زير بدست 30) و جايگزين كردن معادله بدست آمده در اولين رابطه (27) در (29(

  مي آيد

)31(√
4 1 →

1

2 √1
 

  
,طوري كه ب 1 مي باشد. با استفاده از قانون هوپيتال، حد  1

  ) محاسبه مي گردد و ضريب شدت تنش بصورت زير بدست مي آيد27رابطه (
)32(

2√2 1
1  

  مي گرددمحاسبه  بالايي ترك استوانه اي بصورت زير ضريب شدت تنش مد دوم براي لبه بطور مشابه،
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)33(
2√2 1

1  
  

  براي لبه پاييني ترك نيز رابطه مشابهي بدست مي آيد.
  

  مثال هاي عددي -5
ر اين بخش از مقاله، به ارزيابي حل ارائه شده در تحليل مسئله ترك هاي استوانه اي پرداخته مي شود. ابتدا د

اعتبار حل انجام شده، در حالت خاص، با دو مسئله محيط بينهايت تضعيف شده توسط ترك هاي استوانه اي 
رك استوانه اي بوده و در مسئله دوم بررسي مي گردد. بگونه اي كه در مسئله اول محيط بينهايت حاوي يك ت

تضعيف محيط بينهايت با دو ترك هاي استوانه اي در نظر گرفته مي شود. سپس دو مسئله استوانه تضعيف 
شده با دو ترك استوانه اي تحت بارگذاري ارائه شده در قسمت هاي قبل، حل مي شود. در تمام مسائل مقدار 

  شود.   در نظر گرفته مي 0.3نسبت پواسون 

  محيط بينهايت تضعيف شده با يك ترك استوانه اي -1مثال
مقادير  در نظر گرفته مي شود. و طول  ترك استوانه اي به شعاع يك  مثال محيط بينهايت با اولينراي ب

2ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول و دوم براي حالتهاي  / 0.1, 1,  آمده است، بطوريكه) 1در جدول ( 10
مي باشد. ملاحظه مي گردد كه نتايج بدست آمده با نتايج مراجع مختلف انطباق مناسبي  2/

  دارد.

  محيط بينهايت تضعيف شده با دو ترك استوانه اي -2مثال
ضعيف تبا شعاع ها و طولهاي يكسان ر اين مثال فرض مي شود كه محيط بينهايت توسط دو ترك استوانه اي د

بررسي مي شود. همانطور كه از اطلاعات جدول سئله تاثير متقابل دو ترك نسبت به هم در اين مشده است. 
نسبت به طول آنها به سمت بينهايت ميل مي  ملاحظه مي شود وقتي فاصله بين دو ترك  )2(

قادير م كند نتايج، به سمت نتايج بدست آمده براي يك ترك استوانه اي سوق پيدا مي كند. در اين مسئله
مي  بي بعد شده اند كه در آن طول هر دو ترك برابر  2/ضرايب شدت تنش نسبت به  

  باشد.
  

مقايسه ضرايب شدت تنش بي بعد بدست آمده براي يك ترك استوانه اي در محيط بينهايت با نتايج بدست آمده  -1جدول
 در مراجع موجود 

2 / ]3مرجع[ مقاله حاضر   ]16مرجع[  ]17مرجع[   

0.1 
/  
/  

0.1686 
-0.0530 

0.1754 

 

0.17 
-0.055 

0.17 
-0.052 

1 
/  
/  

0.5403 
-0.0834 

0.5410 

 

0.5408 
-0.0838 

0.54 
-0.083 

10 
/  
/  

0.9750 
-0.0058 

0.9795 

 

0.9754 
-0.0058 

0.97 
-0.0057 
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ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول و دوم براي دو ترك استوانه اي در محيط بينهايت با نتايج بدست آمده مقايسه  -2جدول
/در مراجع موجود. 1, / 1, 2 / 1   

  ]4مرجع[ مقاله حاضر  

2 / 0.01 
/  
/  

1.2174 
1.475 10  

1.16 
0.01 

2 / 1 
/  
/  

0.5544 
-0.0600 

0.51 
-0.05 

2 / ∞ 
/  
/  

0.5403 
-0.0834 

0.50 
-0.07 

  
استوانه نامحدود تضعيف شده با دو ترك استوانه اي متقارن تحت بارگذاري تركيبي كششي خود  -3ثالم

	تعادلي و شعاعي روي سطح جانبي

شود محيط استوانه با دو ترك استوانه اي كه نسبت به مبدا مختصات بصورت متقارن ر اين مثال فرض مي د
  و 1.2هاي  مي باشند تضعيف شده است. مركز ترك ها ثابت و به ترتيب در ارتفاع

	  قرار دارند. استوانه بطور همزمان تحت بارهاي برشي خود تعادلي جانبي بصورت هاي 1.2

كه در آن  ,و  , 
 و ,و نيز بار شعاعي جانبي بصورت  4و  3

در نظر گرفته مي  0.5شعاع ترك ها ثابت و يكسان مي باشد.  2.5و  2.5 
شوند در حاليكه طول ترك ها با وجود يكسان بودن تغيير مي كنند. تغييرات ضرايب شدت تنش بي بعد نوك 

بي بعد  √) مشاهده مي شوند كه در آنها اين ضرايب نسبت به ضريب 4) و (3ترك ها در اشكال (
ال براي اينكه تركها قابل رويت باشند بارگذاري شعاعي در اين اشكشعاع استوانه مي باشد.  شده اند كه در آن 

) ضرايب شدت 4) ضرايب شدت تنش مد اول مكانيك شكست و در شكل (3در شكل ( نشان داده نشده است.
  تنش مد دوم مكانيك شكست قابل مشاهده هستند . 

و ضرايب شدت  و ضرايب شدت تنش نوكهاي پاييني دو ترك پاييني و بالايي به ترتيب با نمادهاي 
مشخص مي شوند. در ضمن  و  تنش نوكهاي بالايي دو ترك پاييني و بالايي به ترتيب با نمادهاي

ضرايب شدت تنش دو نوك نزديك شونده به هم   0بدليل تقارن هندسه و بار گذاري نسبت به صفحه 
يكسان هستند.  و  نش دو نوك دور شونده از هم يعني يكسان و ضرايب شدت ت و  يعني 

بدليل وجود نواحي با تمركز تنش بالا ضرايب شدت تنش دو نوك نزديك شونده به هم با افزايش طول تركها 
تقريبا افزايش مي يابند. اما ضرايب شدت تنش دو نوك دور شونده از هم تحت تاثير چندين عامل قرار دارند. 

يد توجه كرد كه هر نوك از تركها درحين نزديك شدن (با عوامل افزايش طول و نزديك شوندگي به بار نزديكتر
به يك بار برشي از ديگري دور مي شود) اين ضرايب را افزايش و عوامل دور شوندگي اين دو نوك از يكديگر 
و كاهش تاثير مقابل آنها و دور شوندگي از بار نزديكتر اين ضرايب را كاهش مي دهند. لذا مصالحه بين اين 

ش اوليه اين ضرايب با افزايش طول تركها و كاهش ثانويه آنها با افزايش طول تركها مي شود. عوامل سبب افزاي
  لازم بذكر است كه بدليل وجود مد تركيبي مكانيك شكست تفسير فيزيكي نتايج اندكي دشوار مي باشد. 
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با شعاع يكسان تحت بارگذاري براي دو ترك استوانه اي  نمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول بر حسب  -3شكل

  بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 
  

بعنوان مثال در حين كشش (اعمال بارهاي برشي خود تعادلي كه بطور عمده روي مقدار ضريب شدت تنش 
مد دو اثرگذارند) بدليل اثر پواسون، سطح مقطع استوانه مي تواند كاهش يابد و اين نكته مي تواند در مقدار 

يكي ديگر از دلايل كاهش  ضريب شدت تنش مد يك كه بطور عمده ناشي از بار شعاعي است تاثير بگذارد.
اين دو نوك از منطقه   0.125ضرايب شدت تنش دو نوك دور شونده اين موضوع مي تواند باشد كه براي 

) 4) و (3كه در شكل مشاهده مي شود در انتهاي نمودارهاي ( اعمال بار شعاعي خارج مي شوند لذا همانطور
  ضرايب شدت تنش كاهش مي يابند. نزديك شده و كم كم   0.125به عدد   

  
استوانه نامحدود تضعيف شده با دو ترك استوانه اي نامتقارن تحت بارگذاري تركيبي برشي خود  -4ثالم

  تعادلي و شعاعي روي سطح جانبي
ر مثال آخر نيز، فرض مي شود كه استوانه با دو ترك استوانه اي با طول هاي يكسان و  شعاع هاي متفاوت د

 مي باشند 0.6و  0.4ده است بطوريكه مركز تركها ثابت و شعاع آنها به ترتيب تضعيف ش
بارگذاري در اين مثال نيز مشابه بارگذاري تركيبي مثال قبل مي باشد. نمودارهاي تغييرات ضرايب شدت تنش 
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 نسبت به ضريب) مشاهده مي شوند كه در آنها نيز اين ضرايب 6) و (5بي بعد نوك تركها در اشكال (

عوامل تاثير گذار بر افزايش و كاهش ضرايب شدت تنش را مي توان بصورت  .بي بعد شده اند √ 
 زير طبقه بندي نمود.

  افزايش طول ترك : عامل افزاينده ضريب شدت تنش )1
اييني پنزديك شدن به بار برشي پاييني : عامل افزاينده ضريب شدت تنش (شدت اين عامل براي ترك  )2

بيشتر از ترك بالايي است. بايد توجه كرد كه هر نوك از تركها درحين نزديك شدن به يك بار برشي 
 از ديگري دور مي شود)

نزديك شدن به بار برشي بالايي : عامل افزاينده ضريب شدت تنش (شدت اين عامل براي ترك بالايي  )3
 بيشتر از ترك بالايي است)

كه بارگذاري شعاعي نسبت به دو  ) تاثير گذارتر است چرا1امل (براي ضريب شدت تنش مد اول ع )4
ترك بطور متقارن قرار گرفته و تركها تحت پوشش بار شعاعي قرار دارند. اين ضرايب تقريبا با افزايش 
طول افزايش مي يابند. البته براي دو نوك نزديك شونده تمايل به افزايش در حالت نزديكي زياد دو 

 دليلي تاثير متقابل تركها بر هم بيشتر است.نوك به يكديگر ب

  
براي دو ترك استوانه اي با شعاع يكسان تحت بارگذاري  نمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد دوم بر حسب  -4شكل

  بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 
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مشابه مثال قبل خروج تدريجي دو نوك دور شونده از منطقه تحت اثر بار شعاعي عامل ديگري براي 
 ) مي باشد.       5كاهش ضرايب شدت تنش اين نوكها در انتهاي نمودار شكل (

  با توجه به عوامل بالا نتايج زير براي ضريب شدت تنش مد دوم بدست مي آيند:
  

) افزايش و در اثر دور شدن از بار 2) و (1ي ترك پاييني در اثر عوامل (الف) ضريب شدت تنش نوك پايين
) بر اثر دور شدن از بار برشي بالايي غلبه دارد (ترك پاييني 2برشي بالايي كاهش مي يابد اما چون عامل (

 كبه بار پاييني نزديكتر از بار بالايي است) لذا در مجموع ضريب شدت تنش اين نوك با افزايش طول تر
  افزايش مي يابد.

  
) افزايش و در اثر دور شدن از بار 3) و (1ب) ضريب شدت تنش نوك بالايي ترك پاييني در اثر عوامل (

) غلبه دارد (ترك پاييني 3برشي پاييني كاهش مي يابد اما چون اثر دور شدن از بار برشي پاييني بر عامل (
رك اين نوك با افزايش طول ت به بار پاييني نزديكتر از بار بالايي است) لذا در مجموع ضريب شدت تنش

در ابتدا افزايش و سپس كاهش مي يابد. البته ضريب شدت تنش نوك پاييني ترك بالايي نيز بطور مشابه 
عمل مي كرد كه بدليل اينكه شعاع آن نسبت به ترك پاييني بيشتر است و به سطح استوانه نزديكتر است 

مقايسه با مثال قبل نسبت به ترك هم شعاع با ترك گذاري بيشتري دارد. در ضمن در از بار برشي اثر
  كه در موقعيت مشابه قرار داشت به بار نزديكتر است و كاهش ضريب شدت تنش جبران شده است.   پاييني

     
) افزايش و در اثر دور شدن از بار 3) و (1ج)  ضريب شدت تنش نوك بالايي ترك بالايي در اثر عوامل (

ابد. در اين حالت اثر دور شدن از بار برشي پاييني كم تاثيرتر از عوامل ديگر برشي پاييني كاهش مي ي
  اين ضريب شدت تنش اين نوك با افزايش طول افزايش مي يابد.است. بنابر

  
  نتيجه گيري - 6
 ا توجه به مثالهاي حل شده نتايج زير بدست مي آيند :ب

  افزايش مي يابند.نوكهاي بهم نزديك شونده تركها  ضرايب شدت تنش بي بعد )1
هاي برشي افزايش و با دور با نزديك شدن نوكهاي ترك به بارضرايب شدت تنش بي بعد مد دوم  )2

هاي برشي كاهش مي يابند. اما بسته به غلبه اثر بار بالايي يا پاييني ممكن است مصالحه شدن از بار
  گيرد.   اي بر سر افزايش اين ضرايب با افزايش طول تركها و اثر بار صورت ب
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براي دو ترك استوانه اي غيرهم شعاع تحت بارگذاري  نمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول بر حسب  -5شكل

بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 

  
براي دو ترك استوانه اي غيرهم شعاع تحت بارگذاري  نمودار ضرايب شدت تنش بي بعد مد اول بر حسب  -6شكل

  بر روي سطح جانبي استوانه شعاعيتركيبي برشي و 



 1396بهار ، اولهم، شماره نوزدسال                                   نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                       54

 

   راجعم
 

[1] Farris, T. N., Kokini, K., and Demir, I., “The Cylindrical Crack”, Journal of Applied 
Mechanics. Vol. 56, No. 4, pp. 981-983, (1989). 

 
[2] Demir, I., Hirth, J. P., and Zbib, H. M., “The Extended Stress Field around a Cylindrical 

Crack using the Theory of Dislocation Pile-ups”, International Journal of Engineering 
Science, Vol. 30, No. 7, pp. 829-845, (1992). 

 
[3] Zbib, H. M., Hirth, J. P., and Demir, I., “The Stress Intensity Factor of Cylindrical 

Cracks”, International Journal of Engineering Science, Vol. 33, No. 2, pp. 247-253, (1995). 
 
[4] Close, S., and Zbib, H. M., “The Stress Intensity Factors and Interaction between Cylindrical 

Cracks in Fiber-matrix Composites”, Studies in Applied Mechanics, Vol. 44, pp. 3-27, 
(1996). 

 
[5] Itou, S., “Stresses around a Cylindrical Interface Crack under Shear”, Engineering Fracture 

Mechanics. Vol. 36, No. 4, pp. 631-638, (1990). 
 
[6] Dhaliwal, R. S., Saxena, H. S., He, W., and Rokne, J. G., “Stress Intensity Factor for the 

Cylindrical Interface Crack between Nonhomogeneous Coaxial Finite Elastic 
Cylinders”, Engineering Fracture Mechanics, Vol. 43, No. 6, pp. 1039-1051, (1992). 

 
[7] Xue-Li, H., and Duo, W., “The Crack Problem of a Fiber-matrix Composite with a 

Nonhomogeneous Interfacial Zone under Torsional Loading Part I. A Cylindrical Crack in 
the Interfacial Zone”, Engineering Fracture Mechanics, Vol. 54, No. 1, pp. 63-69, (1996). 

 
[8] Itou, S., and Shima, Y., “Stress Intensity Factors around a Cylindrical Crack in an Interfacial 

Zone in Composite Materials”, International Journal of Solids and Structures, Vol. 36, No. 
5, pp. 697-709, (1999). 

 
[9] Itou, S., “Stress Intensity Factors for a Moving Cylindrical Crack in a Nonhomogeneous 

Cylindrical Layer in Composite Materials”, Archive of Applied Mechanics. Vol. 75, No. 1, 
pp. 18-30, (2005). 

 
[10] Li, C., and Weng, G. J., “Dynamic Stress Intensity Factor of a Cylindrical Interface Crack 

with a Functionally Graded Interlayer”, Mechanics of Materials. Vol. 33, No. 6, pp. 325-
333, (2001). 

 
[11] Feng, W. J., Su, R. K. L., and Jiang, Z. Q., “Torsional Impact Response of a Cylindrical 

Interface Crack between a Functionally Graded Interlayer and a Homogeneous 
Cylinder”, Composite Structures, Vol. 68, No. 2, pp. 203-209, (2005).  

 
[12] Li, Y. D., Zhao, H., and Xiong, T., “The Cylindrical Interface Crack in a Layered Tubular 

Composite of Finite Thickness under Torsion”, European Journal of Mechanics-A/Solids. 
Vol. 39, pp. 113-119, (2013). 

 



  55...                                                                                مكانيك شكست در استوانه ايزوتروپيك نامحدودبررسي مد تركيبي 

 [13] Lurʹe, A. I., “Three-Dimensional Problems of the Theory of Elasticity”, Interscience 
Publishers, (1964).  

 
[14] Faal, R. T., Fariborz, S., and Daghyani, H. R., “Antiplane Deformation of Orthotropic 

Strips with Multiple Defects”, Journal of Mechanics of Materials and Structures, Vol. 1, 
No. 7, pp. 1097-1114, (2006). 

 
[15] Erdogan, F., “Stress Intensity Factors”, Journal of Applied Mechanics, Vol. 50, No. 4, pp. 

92-1002, (1983). 
 
[16] Kasano, H., Matsumoto, H., and Nakahara, I., “A Torsion-free Axisymmetric Problem of 

a Cylindrical Crack in a Transversely Isotropic Body”, Bulletin of JSME. Vol. 27, No. 229, 
pp. 1323-1332, (1984). 

 
[17] Gordeliy, E., and Detournay, E., “Displacement Discontinuity Method for Modeling 

Axisymmetric Cracks in an Elastic Half-space”, International Journal of Solids and 
Structures. Vol. 48, No. 19, pp. 2614-2629, (2011). 

 

  فهرست نمادهاي انگليسي
  دار جابجاييبر :

    تانسور تنش :

 ماتريس واحد :

 بردار گالركين باي هارمونيك :

  شعاعي و محوري در مختصات استوانه ايمختصه :  ,
:   تغيير مكان شعاعي و محوري ,

  شعاع استوانه :

 شعاع حلقه نابجايي :

:  ,هتدانسيته نابجايي در ج ,

:  تابع واحد پله  .

: , , , ,  ضرايب مجهول مربوط به تابع باي هارمونيك ,

: , ,   توابع بسل تعميم يافته نوع اول و دوم از مرتبه صفر و يك ,

, , , , , , : توابع معرفي شده در اين مقاله بر حسب, , 

:  برشي بر روي سطح جانبي استوانه محل بارهاي مشخص كننده مختصه  ,

:   شعاعي بر روي سطح جانبي استوانه محل بارهاي مشخص كننده مختصه  ,

  ام شعاع ترك  :



 1396بهار ، اولهم، شماره نوزدسال                                   نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                       56

 

  ام طول ترك  : 

:   ام مختصات لبه بالايي و پائيني ترك  ,

: , , , , , ,  كرنل هاي معادلات انتگرالي ,

 : دانسيته هاي نابجايي بي بعد ,

:   ضرايب غير تكين دانسيته هاي نابجايي ,
:  هاي ترك ضرايب شدت تنش نوك ,

  متغيير هاي معرفي شده جهت نرماليزه كردن معادلات انتگرالي : ,
  تعداد ترك استوانه اي :

:   توابع معرفي شده در اين مقاله بر حسب , ,  

  
  نمادهاي يوناني

 زاويه اي در مختصات استوانه ايمختصه :  

 عملگر گراديان :

 لاپلاسين متقارن محوري ∆:

 مدول برشي :

 ضريب پواسون :

 تابع باي هارمونيك :

:  مولفه هاي تنش عمودي در راستاهاي شعاعي و محوري ,

  مولفه تنش برشي در راستاي شعاعي  :
:   تابع دلتاي ديراك .

 متغيير انتگرال گيري :

: ,   توابع معرفي شده در اين مقاله بر حسب , , 

 برشي بر روي سطح جانبي استوانه بزرگي بار : 

  شعاعي بر روي سطح جانبي استوانه بزرگي بار :

  ثابت كلسف  :
: ̂   تابع باي هارمونيك در جهت  تبديل فوريه مختلط ,

  

  



  57...                                                                                مكانيك شكست در استوانه ايزوتروپيك نامحدودبررسي مد تركيبي 

   1پيوست
∞ 1

2
 

∞ 1

2
 

∞ 1

2
 

∞

 

1

2

4 4
 

∞ 1
1

2 2
 

1∞

 

∞

2
,  

∞

2
,  

∞

 

∞

2
 

∞

 

1
2

2 2 1
2

 

∞

 

2 2 1
2

1
2

 

1
̅

∞

 

4
,  

 
 
 
 
 
 
 



 1396بهار ، اولهم، شماره نوزدسال                                   نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                       58

 

   2پيوست

1
,

2 2 2 2 4 4 1 2 3 0 ,  

4 4 2 1 2 1 2 3  

2 2 4 4 2 2 3 	
2 1 2 3 	

1
,

2 2 2 1  

2 1 2 2 , 	
1
,

2 2  

2 1 , 	
1
,

2 1 ,  

1
,

2 1 2 1 2 3 4 4

3 2 4 4 2 1  
1
,

2 1 1 ,  

2 2 2 1 1 2 1  
1
,

2  

2 1 ,  
1
,

2 2 ,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  59...                                                                                مكانيك شكست در استوانه ايزوتروپيك نامحدودبررسي مد تركيبي 

   3پيوست

  كرنل هاي انتگرالي :

,
2 1 1

 

/ 2 1
∞

 

1
2

1 1
 

2
2 2 1 2

 

2 3
2

1 1
,  

,
1
 

/
∞

2 1  

1 2
1

2
1

 

2
1

2 2
2

 

,  

1
2 1

∞

 

1

1
2 2

 

2
1

2 2
2  

,  

1
2 1

∞

 

1

1
2

2 2 1
2

 

 
 

 

 



 1396بهار ، اولهم، شماره نوزدسال                                   نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                       60

 

Abstract 
 
In this article, stress analysis of an isotropic infinite cylinder weakened by multiple concentric 
cylindrical cracks subjected to shear and radial loadings on the lateral surface of the cylinder is 
accomplished. First, using the dislocation solution, integral equations for the infinite cylinder 
with arbitrary number of the cylindrical cracks are constructed. The numerical solution of 
resulting integral equations which are of the Cauchy type singular equations leads to evaluation 
of Somigliana and Volterra dislocation densities on the crack surfaces. Using related dislocation 
density, the stress intensity factors of crack tips for some examples are attained and validation 
of the results of this study with others available in the literature is done. 
 


