
 

 

 

 
 

 

 خروجی -ورودی سازیپیرو، دینامیک غیر خطی، کنترل حرکت، خطی -ربات متحرک کشنده واژه های راهنما:

 

 مقدمه -1
ای برای انجام ماموریت در فواصل دور مورد کاربرد به صورت گسترده 3های متحرکهای گذشته رباتدر دهه

تر، متحرک بودن و دارای مزایایی چون فضای کاری وسیع 4های ثابتاند، زیرا آنها نسبت به رباتقرار گرفته

های متحرک بوده و عدم ترین رباتیکی از متداول 5های متحرک چرخدارباشند. رباتقدرت مانور بالاتر می

در معادلات دینامیک حرکت شده و مورد توجه بسیاری  6لغزش چرخهای ربات منجر به قیود غیرهولونومیک

[ به طراحی مسیر بهینه ربات 5[. ناظمی زاده و همکارانش ]4-1یک قرار گرفته است ]از محققان علم ربات

متحرک چرخدار با استفاده از روش کنترل بهینه غیرخطی پرداختند. آنها معادلات دینامیک غیرخطی ربات را 

برای یافتن با در نظر گرفتن قیود غیرهولونومیک چرخها استخراج و از حل غیرمستقیم مسئله کنترل بهینه 
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 پویا ملاحی کلاهی2

ارشد یکارشناس        

ربات متحرک  یرخطیغ کینامیاستخراج معادلات د

ا استفاده حرکت ربات ب ریو کنترل مس رویپ-کشنده

 یخروج-یورود سازی یخط یاز روش کنترل
حرکت  ریو کنترل مس وریپ-کشنده یها ربات یرخطیغ کینامید یساز مقاله به مدل نیدر ا

 ودیربات، ق یها منظور، ابتدا با فرض عدم لغزش چرخ نی. بدشود یآن پرداخته م
و  ینرسیا تر، قیدق یساز . سپس به منظور مدلدآی یحاکم بر آن بدست م کیرهولونومیغ
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بین برای ردیابی مسیر ربات متحرک [ از روش کنترل پیش6نژاد و شافعی ]مسیر بهینه استفاده کردند. میرزایی

های پارامتریک استفاده نمودند. آنها معادلات دینامیکی ربات را با استفاده از بازودار در حضور نامعینی

رل بازخورد تطبیقی برای ردیابی مسیر ربات متحرک [ کنت7نمودند. در ]اپل استخراج -فرمولاسیون گیبس

کننده مقاوم ردیاب مسیر برای [ به طراحی یک کنترل8غیرهولونومیک ارایه شد. همچنین اعذابی و نوری ]

ربات متحرک غیرهولونومیک بر اساس روش کنترلی مود لغزشی با بهره تطبیقی پرداختند. انها دینامیک 

 کننده تطبیقی در نظر گرفتند.  علوم را در طراحی کنترلغیرخطی ربات با اغتشاش نام

خدار ارایه شده است، اما های متحرک چراگرچه تحقیقات فراوانی درمورد مدلسازی دینامیکی و کنترل ربات

انجام شده است.  1پیرو-های متحرک چرخدار با عنوان کشندهای از رباتاخیرا تحقیقات محدودی بر روی دسته

اند که ربات جلویی دارای ها، در حقیقت از دو ربات متحرک متصل به یکدیگر تشکیل شدهاتاین نوع رب

موتورهای رانش بوده و به عنوان کشنده و محرک محسوب شده و ربات عقب دارای چرخهای بدون موتور رانش 

حمل سیستم بوده ها به منظور افزایش ظرفیت رو ربات اصلی است. گسترش این نوع رباتبوده و تنها دنباله

ای از رباتهای محرک متوالی درحالیکه هزینه ساخت و نگهداری آنها بسیار کمتر از سیستمهای دارای زنجیره

پیرو، در چند دهه اخیر، برخی تحقیقات بر این نوع -های رباتهای متحرک کشندهاست. لذا با توجه به ویژگی

پیرو به علت -های کشندهامیکی و تحلیل کنترلی رباتهای متحرک انجام شده است. اگرچه مدلسازی دینربات

داشتن همزمان  قیود غیرهولونومیک چرخها و محدودیت های حرکتی ناشی از اتصال کشنده و پیرو، دارای 

[ به استخراج معادلات سینماتیکی حاکم بر ربات 9پیچیدگی و دشواری بیشتری است. ناکامورا و دیگران ]

تواند برای رسیدن به مسیر پایانی دلخواه، ند. آنها بیان کردند که این نوع ربات میپیرو پرداخت-متحرک کشنده

[، استخراج معادلات سینماتیکی ربات 10با استفاده از کنترل حرکت غیرهولونومیک چرخها، پایدار باشد. در ]

آنها تنها به د. پذیری حرکت آن بررسی شمتحرک چرخدار کشنده به همراه چندین ربات پیرو ارایه و کنترل

پیرو پرداختند درحالیکه کنترل دقیق مسیر ربات متحرک بایستی -مدلسازی سینماتیکی ربات متحرک کشنده

[ ردیابی مسیر حرکت 11ماتسوشیتا و موراکامی ]شود. ها در نظر گرفتههای اینرسی و گشتاور محرکمحدودیت

گشتی و در نظر گرفتن قیود غیرهولونومیک پیرو با استفاده از روش کنترل حرکت باز-یک ربات کشنده

[ کنترل تطبیقی مقاوم به منظور ردیابی مسیر ربات 12چرخهای ربات ا مطالعه نمودند. خلجی و موسویان ]

پیرو با درنظر گرفتن اغتشاشات دارای محدوده مشخص را پیشنهاد دادند. کایاکان و همکارانش -متحرک کشنده

پیرو پرداختند. آنها به منظور افزایش دقت -مدل غیرخطی ربات هوشمند کشندهبین [ به ارایه کنترل پیش13]

بین غیرخطی با در تغییر مداوم پارامترهای سیستم و در نظر گرفتن قیود ردیابی مسیر، از کنترل پیش

[ از روش فیدبک کنترل متغیر با زمان برای 14سینماتیکی غیرهولونومیک پرداختند. خلجی و موسویان ]

پیرو استفاده کردند. آنها معادلات سینماتیکی سیستم را در نظر گرفته -ل و پایداری ربات متحرک کشندهکنتر

[ به مدلسازی دینامیکی ربات متحرک کشنده 15و از اثرات دینامیکی ربات صرفنظر نمودند. همچنین آنها ]

قرار دادند. با در نظر گرفتن این دارای ربات پیرو با چرخهای کروی و بدون قیود غیرهولونومیک مورد مطالعه 

شده و کنترل ربات با استفاده از الگوریتم   2نوع چرخ، مانورپذیری ربات افزایش یافته، اما سیستم زیرمحرک

است، اما از کنترل کلاسیک انجام گرفت. اگرچه معادلات سینماتیکی و دینامیکی سیستم را استخراج شده
                                                                                                                                                                                     
1 Tractor-trailer 
2 Under-actuated 
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[ به مدلسازی 16زاده  و دیگران ] پیرو صرفنظر شده است. تارویردی-چرخهای ربات متحرک کشنده دینامیک

پیرو پرداختند. آنها از روش کنترلی خطی سازی -سینماتیکی و دینامیکی ربات متحرک چرخدار کشنده

[ به مطالعه برخورد 17خروجی برای کنترل ربات متحرک استفاده کردند. همچنین آنها ]-بازخورد ورودی

یکدیگر در حین حرکت مجموعه ربات و اشباع محرکهای آن پرداختند. آنها از روش کنترلی  کشنده و پیرو با

پیشبین مدل خطی و غیرخطی به منظور ردیابی مسیر حرکت ربات متحرک استفاده کردند. آنها قیود 

ظر پیرو را در نظر گرفته ولی از اثرات اینرسی چرخها صرفن-غیرهولونومیک حاکم بر چرخهای ربات کشنده

پیرو با استفاده از با استفاده -دار کشنده[ ردیابی مسیر یک ربات چرخ18کردند. همچنین بین و همکارانش ]

از روش کنترلی بازگشت به عقب تطبیقی بررسی کردند. آنها با در نظر گرفتن قیود غیرهولونومیک سیستم، از 

ه کردند ولی در معادلات دینامیکی سیستم کننده فیدبک متغیر با زمان برای ردیابی مسیر استفادیک کنترل

 از اینرسی چرخهای ربات صرف نظر کردند.

همانطور که بیان گردید، مقالات متعددی به استخراج معادلات سینماتیکی و دینامیکی و کنترل نسیر رباتهای 

ت در معادلات اند. از طرفی با توجه به عدم مدلسازی دقیق چرخهای رباپیرو پرداخته-متحرک چرخدار کشنده

-دینامیکی سیستم در ادبیات موضوع، نیاز به استخراج معادلات دینامیکی حاکم بر رباتهای متحرک کشنده

 پیرو با در نظر گرفتن اینرسی چرخها به منظور مدلسازی دقیق ربات متحرک وجود دارد.

با در نظر گرفتن دینامیک پیرو -لذا در این مقاله، ابتدا به مدلسازی دینامیک غیرخطی ربات متحرک کشنده

های پیشین شود. بدین منظور، تعداد مختصات تعمیم یافته سیستم نسبت به مدلسازیچرخها پرداخته می

شود. پیرو بازنویسی می-افزایش یافته و لذا ماتریسهای اینرسی و نیروهای غیرخطی ربات متحرک کشنده

رایب لاگرانژ استفاده کرده و در تابع لاگرانژ سیستم همچنین به منظور استخراج معادلات دینامیکی از روش ض

شود. سپس به منظور ردیابی مسیر ربات انرژی جنبشی ناشی از حرکت خطی و دورانی چرخها لحاظ می

-سازی متنوعی ارایه میخروجی استفاده شده و شبیه-متحرک چرخدار، از روش کنترلی خطی سازی ورودی

شود: در بخش دوم معادلات دینامیک غیرخطی رباتهای متحرک ارش میشود. ادامه مقاله به شرح زیر نگ

شود و در خروجی تشریح می-سازی ورودیشود. در بخش سوم روش کنترلی خطیپیرو استخراج می-کشنده

شود. های متنوعی برای حرکت نقطه به نقطه و ردیابی مسیر حرکت ربات ارایه میسازیبخش بعدی شبیه

 شود. گیری مقاله پرداخته میه بیان نتیجههمچنین در نهایت ب

 

  استخراج معادلات دینامیک غیرخطی سیستم -2
 ودیبا درنظر گرفتن ق رویپ-حاکم بر ربات کشنده یکینامیو د یکینماتیبخش به استخراج معادلات س نیدر ا

نشان داده  (1)در شکل  رویپ-از ربات کشنده یکی. شماتشودیچرخها پرداخته م کینامیو د کیرهولونومیغ

 شده است.

به ترتیب مرکز جرم  𝑐1و  𝑐0پیرو عبارت است از: -(، پارامتر های مربوط به ربات کشنده1مطابق با شکل )

میانی  فاصله 𝑎1 و  𝑎0 فاصله چرخ های ربات کشنده و پیرو از یکدیگر، 2𝑏1 و  2𝑏0 ربات کشنده و پیرو، 

جهت گیری ربات کشنده و پیرو و  𝜃1و  𝑝1 ، 𝜃0و  𝑝0 فاصله نقاط 𝑑چرخ های کشنده و پیرو تا مرکز جرم، 

 می باشد. �̇�𝑙1 و �̇�𝑟1 و پیرو �̇�𝑙0 و �̇�𝑟0 سرعت زاویه چرخ راست و چپ ربات کشنده به ترتیب برابر با
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 پیرو-شماتیک ربات کشنده 1 شکل

 

پیرو، بایستی -و قیود غیرهولونومیک حاکم بر ربات متحرک کشندهدر ابتدا به منظور بیان معادلات سینماتیکی 

های چپ و راست ربات کشنده به صورت بردار موقعیت چرخهای ربات را بدست آورد. لذا بردار موقعیت چرخ

 شود:زیر تعریف می
 

 

(1) 

 

𝑝𝑟0⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥 + 𝑏0sin𝜃0)𝑖 + (𝑦 − 𝑏0cos𝜃0)𝑗 

𝑝𝑙0⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 𝑏0sin𝜃0)𝑖 + (𝑦 + 𝑏0cos𝜃0)𝑗 
 

 

 شود:های چپ و راست ربات پیرو به صورت زیر تعریف میبردار موقعیت چرخهمچنین 
 

 

(2) 
 

𝑝𝑟1⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 𝑑cos𝜃1 + 𝑏1sin𝜃1)𝑖 + (𝑦 − 𝑑sin𝜃1 − 𝑏1cos𝜃1)𝑗 

𝑝𝑙1⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 𝑑cos𝜃1 − 𝑏1sin𝜃1)𝑖 + (𝑦 − 𝑑sin𝜃1 + 𝑏1cos𝜃1)𝑗 
 

 

 آید:به صورت بدست می (1های چپ و راست ربات کشنده با مشتق گیری از رابطه )از طرفی بردار سرعت چرخ
 

 

(3) 
 

𝑣𝑟0⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (�̇� + 𝑏0�̇�0cos𝜃0)𝑖 + (�̇� + 𝑏0�̇�0sin𝜃0)𝑗 

𝑣𝑙0⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (�̇� − 𝑏0�̇�0cos𝜃0)𝑖 + (𝑦 − 𝑏0�̇�0sin𝜃0)𝑗 
 

 

 آید:( به صورت بدست می2های چپ و راست ربات پیرو نیز با مشتق گیری از رابطه )و بردار سرعت چرخ
 

 

(4) 
𝑣𝑟1⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (�̇� + 𝑑�̇�1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑏1�̇�1cos𝜃1)𝑖 + (�̇� − 𝑑�̇�1cos𝜃1 + 𝑏1sin𝜃1)𝑗 

𝑣𝑙1⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (�̇� + 𝑑�̇�1sin𝜃1 − 𝑏1cos𝜃1)𝑖 + (�̇� − 𝑑�̇�1cos𝜃1 − 𝑏1�̇�1sin𝜃1)𝑗 
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= 𝑞 لذا با توجه به روابط بدست آمده و انتخاب بردار مختصات [𝑥 𝑦 𝜃0 𝜃1 𝜃𝑟1 𝜃𝑙1 𝜃𝑟0 𝜃𝑙0]
𝑇 ،

 شود:میپیرو به صورت زیر بیان -های ربات کشندهغیرهولونومیک عدم لغزش جانبی و طولی چرخد قیو

 

 

(5) 
 

−�̇�sin𝜃1 + �̇�cos𝜃1 − 𝑑�̇�1 = 0

�̇�cos𝜃1 + �̇�sin𝜃1 + 𝑏2�̇�1 − 𝑟�̇�𝑟1 = 0

�̇�cos𝜃1 + �̇�sin𝜃1 − 𝑏2�̇�1 − 𝑟�̇�𝑙1 = 0

−�̇�sin𝜃0 + �̇�cos𝜃0 = 0

�̇�cos𝜃0 + �̇�sin𝜃0 + 𝑏1�̇�0 − 𝑟�̇�𝑟0 = 0

�̇�cos𝜃0 + �̇�sin𝜃0 − 𝑏1�̇�0 − 𝑟�̇�𝑟0 = 0

 

 
 شود:زیر بیان میهمچنین رابطه قیود غیرهولونومیک در فرم ماتریسی به صورت 

 

 

(6) 
 

𝐴�̇� = 0 

 

 شود:به صورت زیر تعریف می Aکه در آن ماتریس 

 

 

(7) 
 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
−sin𝜃1 cos𝜃1 0 −𝑑 0 0 0 0
cos𝜃1 sin𝜃1 0 𝑏2 −𝑟 0 0 0
cos𝜃1 sin𝜃1 0 −𝑏2 0 −𝑟 0 0
−sin𝜃0 cos𝜃0 0 0 0 0 0 0
cos𝜃0 𝑠𝑖𝑛𝜃0 𝑏1 0 0 0 −𝑟 0
cos𝜃0 𝑠𝑖𝑛𝜃0 −𝑏1 0 0 0 0 −𝑟]

 
 
 
 
 

 

 
 آید:نمایش داده شده و به صورت زیر بدست می  𝑆نیز با ماتریس  𝐴لذا ماتریس فضای پوچی 

 

 

(8) 
 

𝑆 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑟

2
cos𝜃0

𝑟

2
cos𝜃0

𝑟

2
sin𝜃0

𝑟

2
sin𝜃0

𝑟

2𝑏0
−

𝑟

2𝑏0
𝑟

2𝑑
sin(𝜃0 − 𝜃1)

𝑟

2𝑑
sin(𝜃0 − 𝜃1)

𝑑cos(𝜃0 − 𝜃1) + 𝑏1sin(𝜃0 − 𝜃1)

2𝑑

𝑑cos(𝜃0 − 𝜃1) + 𝑏1sin(𝜃0 − 𝜃1)

2𝑑
𝑑cos(𝜃0 − 𝜃1) − 𝑏1sin(𝜃0 − 𝜃1)

2𝑑

𝑑cos(𝜃0 − 𝜃1) − 𝑏1sin(𝜃0 − 𝜃1)

2𝑑
1 0
0 1 ]
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 آید:پیرو با در نظر گرفتن روابط قبل، به صورت زیر بدست می-اکنون، معادله سینماتیک ربات کشنده
 

 

(9) 

 
�̇� = 𝑆. 𝜈 

 

𝜈که در آن  = [�̇�𝑟0 �̇�𝑙0]  باشد.بردار سرعت چرخهای محرک کشنده می 

ضرایب لاگرانژ برای استخراج پیرو، از اصل -از طرفی با توجه به قیود غیرهولونومیک حاکم بر ربات کشنده

 شود:معادلات ربات به صورت زیر ارایه می
 

 

(10) 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
) = 𝑓𝑘 − ∑𝜆𝑖𝑎𝑖𝑘

𝑛

𝑖=1

 

 

تفاوت انرژی جنبشی و  𝐿نیرو های تعمیم یافته و  𝑓𝑘ضرایب لاگرانژ،  𝜆𝑖تعداد قید سیستم،  𝑛که در آن 

 شود:( انرژی جنبشی سیستم به صورت زیر تعریف می10منظور استفاده از رابطه )باشد. به پتانسیل سیستم می
 

 

(11) 
 

𝑇 = (
1

2
𝑚0𝑣0

2 +
1

2
𝐼0�̇�0

2) + (
1

2
𝑚𝑤0

𝑣𝑅0

2 +
1

2
𝐼𝑤0

�̇�𝑅0

2 ) + (
1

2
𝑚𝑤0

𝑣𝐿0

2 +
1

2
𝐼𝑤0

�̇�𝐿0

2 ) + ⋯

(
1

2
𝑚1𝑣1

2 +
1

2
𝐼1�̇�1

2) + (
1

2
𝑚𝑤1

𝑣𝑅1

2 +
1

2
𝐼𝑤1

�̇�𝑅1

2 ) + (
1

2
𝑚𝑤1

𝑣𝐿1

2 +
1

2
𝐼𝑤1

�̇�𝐿1

2 )

 

 

های ربات درنظر گرفته شده و با انتخاب مناسب در رابطه بالا، اینرسی و جرم چرخ لازم به ذکر است که

پیرو با در نظر گرفتن دینامیک -یافته، معادلات دینامیک غیرخطی ربات متحرک کشندهمختصات تعمیم

یک شود. همچنین انرژی پتانسیل سیستم برابر با صفر بوده و بنابراین معادلات دینامچرخها استخراج می

 شود:سیستم در فرم ماتریسی به صورت زیر بیان می
 

 

(12) 
 

𝑀(𝑞)�̈� + 𝑉(𝑞, �̇�) = 𝐸(𝑞)𝜏 + 𝐴𝑇(𝑞)𝜆 

 

ماتریس ضرایب گشتاور ورودی چرخ  𝐸 بردار نیرو های غیرخطی، 𝑉 ماتریس اینرسی سیستم،  𝑀 که در آن

( به 12مربوط به رابطه )باشد. مقادیر ماتریس قید می 𝐴گشتاور ورودی چرخ های کشنده و  𝜏 های کشنده،

 شود:صورت زیر تعریف می
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(13) 

𝑀(𝑞) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑚0 + 𝑚1 + 2𝑚𝑤0

+ 2𝑚𝑤1
0 −𝑎0𝑚0𝑠𝑖𝑛𝜃0 (𝑑𝑚1 + 2𝑑𝑚𝑤1

)sin𝜃1

0 𝑚0 + 𝑚1 + 2𝑚𝑤0
+ 2𝑚𝑤1

𝑎0𝑚0cos𝜃0 −(𝑑𝑚1 + 2𝑑𝑚𝑤1
)cos𝜃1

−𝑎0𝑚0sin𝜃0 𝑎0𝑚0cos𝜃0 𝑎0
2𝑚0 + 2𝑏0

2𝑚𝑤0
+ 𝐼0 0

(𝑑𝑚1 + 2𝑑𝑚𝑤1
)sin𝜃1 −(𝑑𝑚1 + 2𝑑𝑚𝑤1

)cos𝜃1 0 𝐼1 + 2𝑑2𝑚𝑤1
+ 𝑑2𝑚1 + 2𝑏1

2𝑚𝑤1
⋯

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

𝐼𝑤1
0 0 0

0 𝐼𝑤1
0 0

0 0 𝐼𝑤0
0

0 0 0 𝐼𝑤0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

(14) 
𝑉(𝑞, �̇�) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(𝑑𝑚1 + 2𝑑𝑚𝑤1

)�̇�1
2cos𝜃1 − 𝑎0𝑚0�̇�0

2cos𝜃0

(𝑑𝑚1 + 2𝑑𝑚𝑤1
)�̇�1

2sin𝜃1 − 𝑎0𝑚0�̇�0
2sin𝜃0

0
0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

(15) 𝐸 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(، دینامیک 8(، با استفاده از رابطه )12منظور حذف ضرایب لاگرانژ در معادله دینامیک سیستم )از طرفی به 

 شود:غیرخطی سیستم به صورت زیر بیان می
 

 

(16) 
 

𝑀(𝑞)𝑆(𝑞)�̇� + 𝑀(𝑞)�̇�(𝑞)𝑣 + 𝑉(𝑞, �̇�) = 𝐸(𝑞)𝜏 + 𝐴𝑇(𝑞)𝜆 

 

𝐴(𝑞)𝑆(𝑞) ( و استفاده از ویژگی16در رابطه ) 𝑆𝑇 با ضرب =  آید:رابطه نهایی به صورت زیر بدست می 0

 
(17) �̅�(𝑞)�̇� + �̅�(𝑞, �̇�) = �̅�(𝑞)𝜏 
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 شود:که در آن مقادیر ماتریس به صورت زیر تعریف می

 
 

(18) �̅�(𝑞) = 𝑆𝑇𝑀(𝑞)𝑆

�̅�(𝑞, �̇�) = 𝑆𝑇 (𝑀�̇�𝑣 + 𝑉(𝑞, �̇�))

�̅�(𝑞) = 𝑆𝑇𝐸(𝑞)

 

 

 خروجی ربات متحرک-کنترل خطی سازی ورودی -3
پیرو، از روش کنترلی خطی سازی -ربات متحرک چرخدار کشندهبه منظور کنترل موقعیت  در این بخش

 ( نشان داده شده است.2شماتیک بلوک دیاگرام کنترلی در شکل )[. 16]شود خروجی استفاده می-ورودی

 شود:لذا بردار خروجی سیستم به صورت زیر تعریف می

 
(19) 𝑧 = ℎ(𝑞) = [

𝑥 + 𝑎0cos𝜃0

𝑦 + 𝑎0sin𝜃0
] 

 

 ( به اثر ورودی گشتاور در معادلات مشخص خواهد شد.19پیاپی از رابطه )در ادامه با مشتق گیری 

 
 

(20) 𝒛(𝒏) = 𝒗 = 𝑳𝒇
𝒏𝒉(𝒙(𝒕)) + 𝑳𝒈𝑳𝒇

𝒏−𝟏𝒉(𝒙(𝒕))𝒖(𝒕) 

 

نمایش داده می شود و به  𝑢ورودی جدید مشتق مرتبه آن از خروجی سیستم در نظر گرفته می شود که با 

 شود:صورت زیر بیان می

 
(21) 𝑢 = 𝐴−1(𝑣 − 𝐵) 

 

 

 خروجی-شماتیک بلوک دیاگرام کنترلی به روش خطی سازی ورودی 2شکل 
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به منظور ردیابی مسیر خروجی  𝑣 ( و21ترم های حاصل از رابطه ) 𝐵ماتریس ضرایب گشتاور و  𝐴 که در آن

 شود:مطلوب به صورت زیر تعریف می

 
(22) 𝑣 = [

𝑘1(𝑥𝑑 − 𝑥) + 𝑘2(�̇�𝑑 − �̇�) + �̈�𝑑

𝑘3(𝑦𝑑 − 𝑦) + 𝑘4(�̇�𝑑 − �̇�) + �̈�𝑑
] 

 

 

 شبیه سازی و نتایج -4
پیرو با استفاده از کنترل کننده -سازی و ارایه نتایج حرکت ربات متحرک چرخدار کشندهدر این بخش، به شبیه

پارامترهای فیزیکی  سازی حرکت ربات متحرک،شود. به منظور شبیهخروجی پرداخته می-خطی ساز ورودی

 .ارائه شده است (1)در جدول  و مقادیر مربوط به آن

پیرو، -در شبیه سازی اول، به منظور صحت سنجی روابط دینامیکی استخراج شده برای ربات متحرک کشنده

( مسیر ردیابی 3شود. در شکل )[ مقایسه می20ردیابی مسیر مشخصی توسط ربات انجام شده و با مرجع ]

 شده توسط کشنده ربات متحرک نشان داده شده است.
 

 پیرو-مشخصات فیزیکی ربات کشنده 1جدول 

 واحد مقدار پارامتر ربات

0 جرم کشنده و پیرو 10.9 0.33m m  Kg 

0 ممان اینرسی کشنده و پیرو 10.0035 0.00078I I  2kg.m 

 ممان اینرسی چرخ ها
0 1
=0.00005 0.00005w wI I  2kg.m 

0.026r شعاع چرخ ها  m 

0 فاصله چرخ ها تا مرکز ربات 10.029 0a a  m 

 

 

 مشخص توسط کشنده ربات متحرکمسیر ردیابی  3ل شک
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شود، مدلسازی دینامیکی و روش کنترلی پیشنهادی قابلیت ردیابی مسیر مشاهده می (3)همانطور که در شکل 

ربات کشنده به خوبی مسیر تعیین شده را طی کرده [، 17مطلوب را داشته و همچنین مطابق با نتایج مرجع ]

شود. در پیرو پرداخته می -ربات متحرک کشندهشبیه سازی دوم به حرکت نقطه به نقطه از طرفی در  است.

𝑥𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡⃗⃗ ربات را مبدا مختصاتشرایط اولیه این شبیه سازی  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = [0 0]𝑇  و نقطه نهایی𝑥𝐺𝑜𝑎𝑙⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = [1 1]𝑇   در

 نشان داده شده است. (4)در شکل متحرک مسیر حرکت پیموده شده توسط ربات نظر گرفته شده می شود. 

اند. ثانیه، از نقطه شروع به پایان رسیده 4(، کشنده و پیرو ربات متحرک به خوبی و در مدت 4مطابق با شکل )

و قیود غیرهولونومیک حاکم بر سیستم،  گیری اولیه و انتهایی رباتهای متحرکاز طرفی با توجه به زاویه جهت

مسیر حرکت رباتهای کشنده و پیرو به صورت منحنی است. از طرفی گشتاور محرک وارد بر چرخهای کشنده 

 ( نشان داده شده است.5ربات نیز برای ایجاد این حرکت در شکل )

به بر اینرسی سکون کل ( نشان داده شده است، موتورهای چرخهای کشنده برای غل5همانطور که در شکل )

کنند. همچنین با توجه به انحنای مسیر، چرخ راست ربات سیستم، در ابتدا گشتاورهای زیادی اعمال می

 بایستی گشتاور بیشتری اعمال کند.  

کننده ربات پرداخته از طرفی، در شبیه سازی دیگری به ردیابی مسیر مرجع ربات متحرک با استفاده از کنترل

 شود:( تعریف می23پیرو به صورت )-ر در نظر گرفته شده به منظور ردیابی توسط ربات کشندهشود. مسیمی

 
 

(23) 
𝑥𝑑 = 0.2(20 + cos (

36

50
𝑡))(cos (

6

50
𝑡))

𝑦𝑑 = 0.2 (20 + cos (
36

50
𝑡))(sin (

6

50
𝑡))

 

 

𝑥ثانیه و شرایط اولیه برای ربات  50مدت زمان شبیه سازی برای ردیابی مسیر = [1 1.5
𝜋

4

𝜋

4
0 0 0 0 0 0]

𝑇 

 ( نشان داده شده است.6است. ردیابی مسیر مرجع توسط ربات در شکل )در نظر گرفته شده 

شود، موقعیت اولیه ربات از مسیر مطلوب به علت شرایط اولیه انتخابی فاصله همانطور که در شکل دیده می

ته ، ربات در کمترین زمان به ردیابی مسیر مرجع پرداخخروجی-ساز ورودیخطیدارد. اما با استفاده از کنترلگر 

 ( نشان داده شده است.7پیرو نسبت به زمان در شکل )-خطای ردیابی ربات کشنده است.

ثانیه از زمان حرکت، خطای ردیابی مسیر مرجع به سمت صفر  10(، پس از گذشت حدود 7با توجه به شکل )

گشتاور ن همچنی است.پیرو به خوبی به ردیابی کامل مسیر مطلوب رسیده-کند و ربات متحرک کشندهمیل می

 ( نشان داده شده است.8وارد بر چرخ های ربات کشنده به منظور ردیابی مسیر در شکل )

پیرو در مقایسه -شود، به علت شرایط اولیه انتخاب شده برای ربات کشنده( مشاهده می8همانطور که در شکل )

تری به منظور جبران این فاصله رود در ابتدای حرکت میزان گشتاور بیشبا مسیر مرجع، همانگونه که انتظار می

 باشد.و ردیابی مسیر مرجع نیاز می
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 مسیر پیموده شده توسط کشنده و پیرو 4شکل 

 

 
 پیرو-ربات متحرک کشنده حرکت نقطه به نقطه گشتاور چرخ راست و چپ به منظور 5شکل 

 

 
 مقایسه مسیر طی شده توسط ربات در مقایسه با مسیر مرجع  6شکل 
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 کشنده ربات متحرکردیابی مسیر مرجع  خطای 7شکل 

 

 
 گشتاور چرخ چپ و راست ربات کشنده به منظور ردیابی مسیر مرجع 8شکل 

 

 نتیجه گیری -5
و کنترل مسیر حرکت ربات پیرو -کشندهمتحرک ربات غیرخطی در این مقاله به استخراج معادلات دینامیک 

است. بدین منظور ابتدا با فرض عدم خروجی پرداخته شده -با استفاده از روش کنترلی خطی سازی ورودی

برای استخراج معادلات  سینماتیکی و غیرهونومیک سیستم بدست آمد. لغزش طولی و جانبی چرخها، قیود

دینامیکی با در نظظر گرفتن اینرسی و دینامیک چرخها، انرژی جنبشی چرخهای کشنده و پیرو در تابع لاگرانژ 

پیرو -اصل ضرایب لاگرانژ برای بدست آوردن معادلات نهایی ربات متحرک کشندهو از شده در نظر گرفته

خروجی استفاده شد و کنترل مسیر حرکت نقطه به -سازی ورودیسپس از روش کنترلی خطیاستفاده شد. 

ای انجام های متنوعی انجام پذیرفت و مسیر حرکت ربات به گونهسازینقطه و ردیابی مسیر انجام شد. شبیه
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کننده چرخها بسته به گشتاور ورودی کنترلپذیرفت که قیود غیرهولونومیک بر سیستم را ارضا کند. همچنین 

جدید استخراج های انجام شده با در نظر گرفتن معادلات سازینوع مسیر، متغیر بوده است. از طرفی شبیه

 دهد.  سنجی و کارایی روش پیشنهادی را نشان میشده، صحت
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Abstract 

 

In recent years, development and research on wheeled mobile tractor-trailer robots have been 

extensively increased. Development of such robot is due to increasing maximum load capacity 

and reducing fabrication and maintenance costs. In this paper, nonlinear dynamic modeling of 

the tractor-trailer and its motion control are performed. To do this, governing equations of the 

mobile tractor-trailer robot are firstly derived taken into account nonholonomic constraints of 

wheels. Assuming lateral and longitudinal non-slippage of the robot wheels, nonholonomic 

kinematic constraints of the mobile robot are obtained. For dynamic modeling, the Lagrange 

principle is implemented and the final form of the nonlinear equations of the tractor-trailer robot 

is derived. Also, the nonlinear dynamics of the system is presented in state-space form and the 

input-output linearization control method is employed to control point-to-point motion and 

trajectory tracking. Various simulations are done and the results demonstrate the correctness of 

the derived nonlinear dynamics and the applicability of the proposed method to control the 

wheeled mobile robot. Simulations show the nonholonomic constraints of wheels of the tractor 

and the trailer has a prominent effect on the point-to-point motion of the mobile robot. 

Moreover, the obtained results indicate the capability of the proposed modeling procedure for 

the future researches in this field. 

 
 
 

   

 


