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 در مطالعه يريدرگ يسفت يبرا يلياعمال مدل تحل
  يادندهچرخ يهاستميس يرخطيرتعاشات غا

اي براي مدت طولاني بر اساس تئوري دندههاي چرخسازي ارتعاشي سيستممدل
اهميت منظور كردن اخير  هايگرفته است ولي در دههارتعاشات خطي انجام مي

عوامل غيرخطي مانند لقي و اصطكاك و عوامل متغير با زمان مانند خطاي انتقال 
بيش از پيش مشخص شده است. ها و ساير عوامل دندانه نو سفتي متغير با زما

دنده ساده هدف از انجام اين تحقيق، بررسي ارتعاشات غيرخطي يك جفت چرخ
باشد. بدين منظور ابتدا سفتي استاتيكي مي درگير در حضور لقي و خطاي انتقال

ها به صورت تحليلي محاسبه شده است. سپس درگيري متغير با زمان دندانه
معادلات حاكم بر سيستم با در نظر گرفتن عوامل مذكور استخراج و با استفاده از 

كوتا حل شده و تاثير پارامترهاي سيستم بر ارتعاشات غيرخطي آن -روش رانگ
  ده است.بررسي ش

  
  دنده ساده، سفتي متغير با زمان، لقي، ارتعاشات غيرخطي، آشوبچرخ هاي راهنما:واژه

  
  مقدمه -1

. است گرفته صورت ايدندهچرخ هايسيستم ديناميكيرفتار  مطالعه وسيعي در زمينه تحقيقاتتاكنون 
تاثير مطالعه  اي،دندهچرخ هايسيستم ارتعاشات بررسيعمده محققان از انجام چنين تحقيقاتي شامل  فاهدا

 طبيعي، هاياستخراج فركانس ها،ياتاقان به خصوص سيستم مختلف هايقسمت اعمالي بر ديناميكي بارهاي
 توليد صداي و سر انتقال، بازده ،هادندهچرخبر رفتار ديناميكي  عيوبتاثير انواع  پايداري ديناميكي، تحليل
 هادندهچرخ اعمالي به ديناميكي بارهاي روي بر تحقيقات تئوري باشد.مي عاتقط عمر و اعتماد قابليت شده،

 صورت )1930( دهه اوايل و )1920( دهه در در اين زمينه منظم كارهاي اولين شروع شد ولي )18( از قرن
 و تحليلي هايشرو با استفاده از هادندانه بر هاي اعماليبار گيرياندازه تحقيقات، اين موضوع .پذيرفت
 هايمدل. گرديد ارائه هاسيستم اين سازيمدل براي فنر و جرم مدل اولين )1950( دهه در .بود تجربي
 بودند غيرخطيعوامل  سايرو  هادندانه بين اصطكاك ميرايي، ،هادندانه بعديسه سفتي شامل كه تريپيچيده

  . شدند ارائه) 1980( و )1970( يهادهه در
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 به صفحات ارتعاشي هايمدل از نيز و محوري پيچشي، عرضي، ارتعاشات هايمدل از تحقيقات،در اين 
  . است شده استفاده عيوبم ايدندهچرخ هايسيستم ماندگار و گذرا پاسخ آوردن بدست منظور
 ايهدندچرخ هايسيستم خطي ارتعاشات زمينة در شده انجام كارهاي بر كاملي مرور] 1[ هاوسر و اوزگوان
 براي غيرخطي هايمدل از بايد كه اندرسيده نتيجه اين به محققان تدريج به اخير سال سي در. اندداده انجام
 ،هادندانه زمان با متغير سفتي لقي، مانند عواملي و كنند استفاده ايدندهچرخ هايسيستم سازيمدل

  . دهندقرار  ظرنمد را...  و هاياتاقان نزما با متغير سفتي انتقال، خطاي ،هادندانه بين اصطكاك
 ديناميك زمينه در )2001( تا )1970( هايسال در طي انجام شدهي هاپيشرفت] 2[همكاران  و وانگ

 سفتي و لقي اثر گرفتن نظر در با هادندهچرخ ديناميكي رفتار ويژه به ايدندهچرخ هايسيستم غيرخطي
 نيمه حل روش از استفاده با] 3[ الشياب و كاهرامان. نداهكرد معرفي را هادندانه زمان با متغير درگيري
 پاسخ و پرداخته ايمرحله چند قدرت انتقال هايسيستم غيرخطي رفتار بررسي به هارمونيك بالانس تحليلي

 هايپديده به مطالعات خود در آنها. اندآورده بدست مشخصي فركانسي محدوده براي را سيستم فركانسي
 پي بردند ها2هارمونيكفرا و ها1هارمونيكروفايجاد  ،دوشاخگي آشوب، پرش، پديده مانند متعددي يرخطيغ
 در سيستم پاسخ در زيادي را خطاي درگيري، لقي غيرخطي عامل از كردن نظرصرف كه دادند نشان و

 نظرصرف ،تشديد دهمحدو از دورتر فركانسي نواحي در كه حالي در كندمي ايجاد تشديد حينوا نزديكي
  . كندنمي ايجاد پاسخ در محسوسي تفاوت لقي از كردن
 درگيري فركانس معادل اصلي فركانس باو  جمله سه با فوريه بسطاز  ،درگيري سازي سفتيمدل براي آنها

 لانتقا هايسيستم غيرخطي رفتار بررسي به] 4[ ديگري تحقيق درمحققان  همين. اندكرده استفاده هادندانه
 همكاران و شن كردند. بررسي تردقيق به صورترا  هارمونيكفرو هايتشديد و پرداخته ايمرحله چند قدرت

 قدرت انتقال سيستم غيرخطي رفتار مطالعه به 3نموي هارمونيك بالانس روش از استفاده با نيز] 5[
  .كردند تأييد را الشياب و كاهرامان نتايج و پرداخته ايمرحلهتك

 بررسي محدود اجزاء روش از استفاده با را ايمرحله تك قدرت انتقال سيستم ديناميك] 6[ همكاران و پاركر
 پايين توليد خطاهاي با دقيق يهادندهچرخ در حتي قبلي، تصور برخلاف كه رسيدند نتيجه اين به و كرده
جفت  يكسازي مدل با ]7[ چانگ و ژيان چانگ. است كردن صرفنظر قابل غير هادندانه جدايش پديده نيز

 را سيستم ديناميكي رفتار بر غيرخطي تعليق اثر آزادي، درجه يك سيستم ساده به صورت يك دندهچرخ
 بعدبي فركانس و ميرايي ضريب پارامترهاي براي را 4شاخگيدو نمودار منظور اين براي آنها .كردند بررسي
 و شد شناساييدوشاخگي  و فاز ،پوانكاره نمودارهاي بوسيله آشوبناك مناطق تحقيق مذكور در. كردند رسم
ارتعاشات آشوبناك در سيستم  ]8[جان لوژكو  .گرديد مشاهده پاسخ در نيز هاهارمونيكفرا و هاهارمونيكفرو

ها و درجه آزادي با در نظر گرفتن لقي بين دندانه چهارمدل  يك و از مورد بررسي قرار دادرا اي دندهچرخ
   .سازي استفاده كردر با زمان براي شبيهسفتي متغي

                                                                                                                                                         
1 Subharmonic 
2  Superharmonic 
3 Incremental Harmonic Balance 
4Bifurcation	
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و تاثير پارامترهاي دخيل  نموداستفاده  طيفيگيري عددي و آناليز براي حل معادله حاكم از روش انتگرالاو 
اي با در نظر دندهچرخ ديناميكي سيستمرفتار به بررسي  ]9[چانگ ژيان  .كردبررسي  را ارتعاشات سيستم در

نيروي  پرداخت. او در اين تحقيق اثر تعليق غيرخطي، طويلياتاقان ژورنال گرفتن تعليق غيرخطي و 
و از كرد ها را بررسي دندهچرخهاي دندانهروغن و نيروي غيرخطي ناشي از تماس  فيلمغيرخطي ناشي از 

اده بعد ميرايي و سرعت دوراني به عنوان پارامتر كنترل براي رسم نمودارهاي دوشاخگي استفبيپارامترهاي 
ديناميك  ]10[. لساد والها و همكاران كرداستخراج را مناسب براي سيستم  عملكردهاي نمود و محدوده

هاي منعطف ، ياتاقانبا در نظر گرفتن سفتي متغير با زمانرا اي غيرخطي يك سيستم انتقال قدرت دو مرحله
معادلات حاكم را با استفاده فاده وادي استدرجه آز دوازدهآنها از يك مدل  كردند.بررسي ها و لقي بين دندانه

ي هابازه از ها در برخيجدايش دندانهايجاد  نتيجه تحقيق آنان حاكي ازسازي حل نمودند. از روش خطي
در اي دندهارتعاشات غيرخطي سيستم چرخ ]11[جورجيو بونوري و فرانسيسكو پليكانو . استفركانسي 

و  كرده هاي اتفاقي در مدل واردبه صورت داده را آنها خطاهاي توليد .بررسي كردندرا خطاهاي توليد  حضور
  .نمودندديناميكي سيستم بررسي ر رفتا

در اي ساده با دندههاي تئوري به بررسي رفتارديناميكي سيستم چرخبا استفاده ازروش ]12[كانگ و لين 
نامه دكتري در پايان ]13[گانگ ليو دندانه پرداختند. پروفيل سفتي متغير با زمان و خطاهاي نظر گرفتن 

هاي مختلف او پديده ه است.اي پرداختزنجيره ايدندهخود به بررسي ديناميك غيرخطي يك سيستم چرخ
اثر پارامترها مورد بررسي قرار داده و را ها پاسخ پايدار سيستم و ... از جمله جدايش دندانه ،در سيستم موجود

براي بررسي تاثير از يك مدل ساده  ]14[بررسي نمود. ايان هوارد و همكاران  سيستم را رفتار ديناميكيبر 
پيماريا داولي و  .اي استفاده نمودنددندهسيستم چرخاصطكاك خشك و وجود ترك دندانه بر ارتعاشات 

به آنها خطاي انتقال را  .اي پرداختنددندههاي چرخبه بررسي دلايل ايجاد صدا در سيستم ]15[همكاران 
را سيستم  شده در و صداي ايجاد اثر آن بر سرترين عامل ايجاد صدا در سيستم معرفي نموده و عنوان مهم

اي به بررسي پديده دوشاخگي و گذر به حالت آشوب با در مقاله ]16[فر و سقفي فرشيديانبررسي نمودند. 
سازي سيستم غير با زمان براي مدلآنها از يك مدل غيرخطي مت .استفاده از روش تحليلي ملينكو پرداختند

بيني پيشرا اي استفاده نموده و مقادير بحراني پارامترهاي كنترلي براي وقوع دوشاخگي و آشوب دندهچرخ
دنده ساده با در نظر گرفتن اثر همزمان به بررسي ارتعاشات يك جفت چرخ ]17[لي و كاهرامان  كردند.

  ها پرداختند.دندهپيچشي چرخالاستوهيدروديناميك روغن و ارتعاشات 
سفتي درگيري يك جفت دندانه درگير را با در نظر گرفتن اصلاحات پروفيل دندانه و ترك  ]18[شن و شائو 
اثر ترك ريشه دندانه بر كاهش سفتي درگيري را مورد  ]19[و همكاران سازي نمودند. چاري ريشه شبيه

 نمودند ودنده درگير ارائه ه سفتي درگيري يك جفت چرخبررسي قرار دادند و يك روش تحليلي براي محاسب
همچنانكه كه اشاره شد در مطالعات انجام  .نتايج خود را با نتايج حاصل از روش اجزا محدود مقايسه كردند

فوريه  سفتي درگيري متغير با زمان به صورت جملات محدودي از سري ،هادندهشده بر روي ارتعاشات چرخ
ي . استفاده از سري فوريه با جملات محدود، تقريبستا در مدل وارد شده روش اجزا محدود از استفادهبا  و يا

نتايج به ديگر، روش اجزا محدود نيز عليرغم اينكه  دهد. از طرفاز سفتي درگيري را ارائه مي غير دقيق
  باشد. بر ميروشي زمان شودمنجر ميتري دقيق
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هاي مورد استفاده در مطالعات قبلي در زمينه رفته در مقاله حاضر با مدلترين تفاوت مدل به كار اصلي
  اي، نحوه وارد كردن سفتي درگيري در معادلات است. دندههاي چرخمطالعه رفتار ارتعاشي سيستم

محاسبه  ]19[منبع  سفتي درگيري به صورت تحليلي و با استفاده از روش ارائه شده درابتدا در مقاله حاضر، 
شود. وارد مي ايدندهه و سپس به فرم ماتريسي در معادلات حاكم بر ارتعاشات غيرخطي سيستم چرخشد

 همچنين. است شده وارد مدل در ايتكهسه جابجايي تابع بوسيله هادندانه بين لقي غيرخطي شديداً عامل
 نهايت در نظر مورد مدل. است شده گرفته نظر در فوريه سري از جمله سه به صورت استاتيكي انتقال خطاي

 بررسي براي. شودمي حل كوتا-رانگ روش از استفاده با گردد كهمي تبديل آزادي درجه يك مدل يك به
 نتايج. شدند استخراج پوانكاره و دوشاخگي فركانسي، پاسخ نمودارهاي پاسخ آن، بر سيستم پارامترهاي تاثير

 در آشوبناك رفتار ايجاد موجب توانداي ميدندهچرخ توسط سيستم انتقالي كم بودن بار دهد كهنشان مي
   تواند تغييري در رفتار سيستم ايجاد كند.كه افزايش ميرايي سيستم نيز نمي طوريشود  سيستم

 

  سازيمدل - 2
  دنده ساده درگير است. خطي براي ارتعاشات پيچشي يك جفت چرخهدف از اين بخش ايجاد يك مدل غير

هاي مورد استفاده در مطالعات پيشين، نحوه وارد ل به كار رفته در مقاله حاضر با مدلترين تفاوت مداصلي
كردن سفتي درگيري در معادلات است. در تحقيق حاضر به جاي استفاده از سري فوريه يا روش اجزا 

 اي وارد شدهدندهمحدود، سفتي درگيري به صورت ماتريسي در معادلات حاكم بر ارتعاشات سيستم چرخ
  نيز در معادلات اعمال شده است.  هادندهاست. علاوه بر آن، اثر لقي و تحريك در اثر خطاي پروفيل چرخ

  
   هامحاسبه تحليلي سفتي درگيري دندانه -1- 2

شده  استفاده ]19[در منبع دنده درگير از روش ارائه شده دو چرخبراي محاسبه سفتي درگيري تحليلي 
ي درگير نسبت به زمان هاو تعداد دندانه هادنده با تغيير محل تماس دندانهسفتي درگيري دو چرخ است.

شكل و اعوجاج ، تغييرها، محل تماس دندانههايابد. بعلاوه، سفتي درگيري تابعي از هندسه دندانهتغيير مي
از محاسبه ي درگير است. سفتي يك دندانه هاو عيوب دندانه ها، خطاي پروفيل دندانههادندانه
1هاي خمشيشكلتغيير

b2شكل بستر دندانه، تغيير
f 3شكل تماسي دندانهو تغيير

h آيد. در بدست مي
  سازي سفتي درگيري از اعوجاج دندانه صرفنظر شده است.مدل

  
  تغيير شكل خمشي -1-1- 2

سازي آن به صورت نشان داده شده است تغييرشكل خمشي يك دندانه از مدل )1(طور كه در شكل همان 
يك تير يكسرگيردار با سطح مقطع متغير و با طول موثر

eL  كه بهn  قسمت مساوي تقسيم شده است
كرنشي تير محاسبه و با كار انجام شده توسط نيروي خارجي  براي اين منظور ابتدا انرژي آيد.بدست مي

                                                                                                                                                         
1 Bending deflection 
2 Fillet-Foundation deflection 
3 Contact deflection 
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شكل خمشيتغيير ،سازيپس از ساده شود كهميمساوي قرار داده شده 
b  در راستايj


و در محل تماس  

  :]19آيد [از رابطه زير بدست مي
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1

2
i i

i

I I

I



  

)4(  1

1 1
( )

1

2
i i

i

A A

A



  

  
در روابط اخير

iI  ممان اينرسي سطح
iS حول محور تقارن دندانه و

iA .سطح مقطع مربوطه استE  مدول
  دست آورد:توان از رابطه زير بباشد. بنابراين سفتي درگيري دندانه را مينسبت پواسون مي يانگ و

)5(  b
b

F
k


  

  

  
  ]19دندانه [شكل خمشي سرگيردار دندانه براي محاسبه تغييرمدل تير يك -1شكل

  

                                                                                                                                                         
1Shear factor 
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  ]19پايه [مشخصات هندسي دندانه براي محاسبه سفتي  -2شكل

  
  شكل بستر دندانهتغيير -1-2- 2

شكل پذير ارائه شده ي كه براي يك حلقه تغييرشكل بستر دندانه بر اساس تئوري موسخليشويلمحاسبه تغيير
دنده به صورت يك شود و بدنه چرخپذيرد. در اين تئوري، دندانه صلب در نظر گرفته ميصورت مياست، 

شود كه نيروهاي عمودي، مماسي و گشتاور خمشي در محل ريشه دندانه، به آن وارد بستر الاستيك مدل مي
ش برشي و توزيع خطي تنش عمودي در ريشه دندانه، فرمول تحليلي براي گردد. با فرض ثابت بودن تنمي

  ]: 20آيد[شكل بستر دندانه به صورت زير بدست ميتغيير
  

)6(  
2

2 2cos
( ) ( ) (1 tan )m f f

f m
f f

F u u
L M P Q

W E s s

     
    

 
 

  
عرض دندانه است و 	W)،6در رابطه (

fu وfs  اند. نشان داده شده )2(در شكلL،M ،P  وQ   را مي
  : اي زير بدست آوردتوان از تابع چند جمله

)7(  
2

2
( , ) i i fi i

i fi f i fi fi i i
f f f

A C h D
X h B h Eh F

  
        

iXكه در آن  بمشخص كننده ضرايL،M ،P وQ  .است
int

f
f i

r
h

r
 و

fr،intr و
f  نشان  )2(در شكل

اند. ضرايبداده شده
iA،iB،iC،iD،iEوiF  آورده شده است. )1(نيز در جدول  
 عبارت است از:در نهايت، سفتي پايه 

  
)8(  f

f

F
k
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  تغيير شكل تماسي -1-3- 2
با استفاده از تئوري دو بعدي هرتز هاي در تماس براي استوانه ]22[از فرمولي كه وبر  ]21[يانگ و سان 

ن هندسه آنها با در نظر گرفت استفاده كردند. ه استارائه داداز نيروي تماسي  ناشيجابجائي محاسبه براي 
سفتي تماسي هرتزين دو دندانه درگير، مستقل از سازي به اين نتيجه رسيدند كه دنده و انجام سادهچرخ

باشد. سفتي تماسي از محل تماس و عمق نفوذ دو دندانه در همديگر بوده و در طول خط تماس ثابت مي
  رابطه زير قابل محاسبه است:

)9(  24(1 )h

EW
k







 

  يرشكل موضعي ناشي از تماس موضعي به صورت زير خواهد بود:و تغي
)10(  h

h

F

k
   

  سفتي درگيري يك جفت دندانه  - 1-4- 2
نشان دهنده دو دندانه درگير باشند، با توجه به يكسان بودن نيروي انتقالي روي هر دو  2و  1هاي اگر انديس
توان سفتي درگيري نهاييدندانه مي

1 2k بدست آورد بنابراين:  هاهاي دندانهرا از سري فرض كردن سفتي  

)11(  12
1 1 2 2

1 1 1 1 1
1 ( )

b f h b f

k
k k k k k

      

  

  ]19) [7( ضرايب معادله -1جدول

 
  

  
  دنده درگيرمدل دو درجه آزادي ارتعاشات پيچشي غيرخطي دو چرخ -3شكل

  
iA  

iB  iC 
iD  

iE  
iF  

 ,fi fL h   5-10×574/5-  3-10×99166/1-  4-10×301/2-  3-10×7702/4	0271/0	16045/6  

 ,fi fM h   5-10×111/60  3-10×1/216	4-10×431/163- 3-10×9256/9-  1624/0	90166/0  

 ,f i fP h   5-10×952/50-  3-10×5/1165  4-10×05316/0	3-10×3/53  21695/0  9236/0  

 ,fi fQ h   5-10×2042/6-  3-10×016169/9 4-10×0964/4-  3-10×16297/7  1472/0-  6904/0	
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  معادلات حاكم بر سيستم  - 2- 2
نشان داده شده است.  )3(دنده ساده در شكل مدل دو درجه آزادي ارتعاشات پيچشي يك جفت چرخ

  فرضيات صورت گرفته در اين مدل عبارتند از:
  شود.ها صلب فرض ميوي شفتدر ر هادندهها و محل اتصال چرخشفت - 1
  ند.شوميها صلب در نظر گرفته ياتاقان - 2
  شود.ضريب ميرايي درگيري ثابت فرض مي - 3
ها در نظر و ياتاقان هادندهها و اجزاي متصل به آنها به صورت گسسته در محل چرخاينرسي شفت - 4

  شود.گرفته مي
ر به حركت چرخشي خواهند بود. با فرض يكسان بودن همه تنها قاد هادندهبا توجه به فرضيات اخير، چرخ

هاي بالاتر آن و هارمونيك هادنده، فركانس خطاي انتقال با  فركانس درگيري دندانهها بر روي چرخدندانه
  نيز  ثابت خواهد بود. هابرابر خواهد بود. بر اساس اين فرض، دامنه لقي در طول درگيري دنده

توان به سيستم را ميارتعاشات پيچشي غيرخطي خارج از صفحه، معادلات حاكم بر  نظر از حركتبا صرف
  صورت زير بدست آورد:

)12(  
2

2
( ) ( ) ( ( ))a a b

a a b a a a a b b a

d d d de
I c R R R R K t f R R e t T

dt dt dt dt

            

)13(  
2

2
( ) ( ) ( ( ))b a b

b a b b b a a b b b

d d d de
I c R R R R K t f R R e t T

dt dt dt dt

             

  
ها و جملات دوم در دو معادله اخير نشان دهنده گشتاور ناشي از نيروي ميرايي ويسكوز درگيري دندانه

ها است كه در آن تابع ت سوم معرف گشتاور حاصل از نيروي درگيري دندانهجملا
( ( ))a a b bf R R e t   باشد و ها ميبيان كننده تابع جابجايي غيرخطي ناشي از لقي بين دندانه

aT وbT 
)دنده متحرك هستند.ي روي چرخبه ترتيب گشتاور شفت ورودي و گشتاور ترمز )e t  خطاي انتقال

شود و به عنوان تحريك ها ناشي مياستاتيكي است و از خطاهاي فرايند توليد و همچنين اصلاحات دندانه
گردد. از آنجا كه اين سيستم داراي يك مود حركتي صلب است و در آن هيچ نوع جابجايي در مدل وارد مي

)توان با تعريف پارامتر جديدشود ميرژي پتانسيلي در سيستم ذخيره نميان )a a b bx R R e t   	

  درجات آزادي سيستم را به يك كاهش داد و معادله حاكم را به صورت زير بدست آورد:

)14(  
2 2

2 2

( )
( ) ( )

d x dx d e t
m c K t f x F m

dt dt dt
     

  : كه در آن
)15(  2 2

a b

b a a b

I I
m

I R I R



 

  

)16(  2 2
a b a b a b

b a a b

T I R T I R
F

I R I R





 



 1394 پاييز، ومسسال هفدهم، شماره                                  نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                     14

 

)17(  
,             

( ) 0,                  b

 ,            

x b x b

f x x

x b x b

 
 
   

 

لقي كل  2bها،نيروي متوسط انتقالي بين دندانه Fاي،دندهمعرف اينرسي كلي سيستم چرخ mدر اين روابط
)ها وبين دندانه )f x ها است، اين نوع اي در اثر وجود لقي بين دندانهتكهخطي سهتابع جابجايي غير
   شوند:بعدسازي معادلات، پارامترهاي زير تعريف ميشود. براي بيسيستم ناشي مي از هندسه ،غيرخطي

)18(  

0

( )
,    ,    t= ,   ( ) ,

, = ,  = , f =
2

mean
n n

mean

n n mean

Kx K t
x t k t

b m K

c F
t

m bK

 

 
 

  

  
 

  
)خطاي انتقال استاتيكي )e t	:تابعي پريوديك با فركانس اصلي برابر فركانس درگيري است. بنابراين  

)19(  
1

( ) cos( )
L

l
l

e t f l t


   

  توان نوشت:بر حسب پارامترهاي ذكر شده مي رابطه اخيرسازي بعدبا بي

)20(  
1

( ) cos( )
L

l
l

e f l 


   

  
lبا در نظر گرفتن 

l

F
f

b
 آيد:) به شكل زير در مي14ازي، معادله (بعدسو پس از بي   

)21(  
3

2 2
0

1

2 ( ) ( ) ( ) cos( )l
l

x x k f x f l f l  


         

 

)22(  
1 ,             1

( ) 0 ,                  1

1 ,           1

x x

f x x

x x

 
 
   

 

  
بعد در اين است. پارامترهاي بي دهنده مشتق نسبت به نشان علامت نقطه در بالاي حروف )12(در رابطه 

،يب بارضر ،نسبت ميرايي، ،بعد ورودي،يمعادله عبارتند از  فركانس ب
0f ،ضرايب بسط خطاي انتقال  و

)استاتيكي، 1, 2, 3, ..., )lf l L.  
  
 نتايج -3

  گرفته شده است. در نظر )2(اي  مورد بحث مطابق جدول مشخصات سيستم انتقال قدرت تك مرحله
)28.13همچنين فرض شده است كه گشتاور  . )T N m شود.به پينيون وارد مي  
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  ايمشخصات سيستم انتقال قدرت تك مرحله -2جدول

  چرخ  پينيون  

  30  25  تعداد دندانه

  mm(  2  2مدول(

  mm(  20  20عرض دندانه(

  63/1  63/1  نسبت تماس

  rpm(  2400  2000سرعت دوراني(

  deg(  20  20(زاويه فشار

  Pa(  910×072  910×072مدول يانگ (

  3/0  3/0  نسبت پواسون

  
  
  نتايج سفتي درگيري  -1- 3

روشن شدن اهميت استفاده از روش تحليلي براي محاسبه سفتي درگيري، ابتدا نتايج  بخش برايدر اين 
 ست.ا و روش تحليلي با هم مقايسه شده ]23[در منبع استفاده شده سفتي درگيري حاصل از سري فوريه 

 )23(مطابق رابطه سري فوريه سه جمله اول ها از سفتي متغير با زمان دندانه سازيمدلبراي  ]23[در منبع
  : استفاده شده است

)23(  
3

1

( ) cos( )l
l

k t k l t   


    
  

  
1و  هافركانس درگيري دندانه  ،)23(در رابطه  0.05  ،2 0.02   3و 0.01  4( در شكلباشد. مي( 

0.9به ازاي  )23از رابطه (سفتي درگيري دندانه برآورد شده با استفاده    5.1و   سفتي درگيري با
مشخص است استفاده از سري ) 4(شده است. همانطور كه از شكل  نشان دادهتحليلي روش بدست آمده از 

 و  كه مقادير لازم به ذكر است  باشد.تقريب ضعيفي از سفتي درگيري واقعي مي با سه جمله فوريه
  .در نظر گرفته شده است 2و  1ه ترتيب ب هاي مورد تحليل در مرجع مذكوربراي چرخدنده
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  سفتي درگيري  بدست آمده از روش تحليلي و سري فوريه با سه جمله - 4شكل

   سفتي درگيري بدست آمده از روش تحليلي يك جفت دندانهالف)  - 5شكل
  ]19مرجع [سفتي درگيري يك جفت دندانه ارائه شده در  )ب

  
ست آمده براي سفتي درگيري يك جفت دندانه نشان داده شده است. نتيجه بدست ) نتيجه بد5شكل ( در

الف) نتيجه بدست آمده از  -5آمده با نتايج تحليلي و روش اجزاء محدود مقايسه شده است. در شكل (
داده شده است. همانطور كه  ] نشان19مرجع [ب) نتايج ارائه شده در -5محاسبات تحقيق حاضر و در شكل (

ها تغيير دندهزاويه چرخش چرخ ها مشخص است سفتي درگيري تابعي از زمان بوده و بر حسبين شكلاز ا
دنده، انتهاي دندانه پينيون با سر كند. در نقطه شروع درگيري يك دندانه از پينيون با يك دندانه از چرخمي

تا اينكه در انتهاي درگيري، سر يابد دنده درگير است. اين درگيري با چرخش پينيون ادامه ميدندانه چرخ
الف) سفتي درگيري در نزديكي  -5شود. با توجه به شكل (درگير مي دندهدندانه پينيون با انتهاي دندانه چرخ

ها نشان دهنده دقت خوب روش تحليلي محاسبه سفتي نقطه گام بيشترين مقدار را دارد. همچنين اين شكل
  باشد. ود است كه نيازمند انجام محاسبات طولاني ميدرگيري در مقايسه با روش اجزاء محد

  

  
  (ب)  (الف)
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   ) سفتي درگيري براي درگيري يك جفت و دو جفت دندانهالف -6 شكل
  ]19جفت دندانه [سفتي درگيري براي درگيري يك جفت و دو  ب)

  

بر اساس الگوي دهد. نشان مي 63/1سفتي درگيري را براي درگيري با نسبت تماس  )الف - 6( شكل
شوند. درگيري، به ترتيب ابتدا دو جفت دندانه سپس يك جفت و در نهايت دوباره دو جفت دندانه درگير مي

باشد، در ابتداي درگيري، دو جفت دندانه براي مدت  eTبرابر هابا فرض اينكه زمان درگيري دندانه
)زمان 1)DT et T ه در آن ، ك  تا اينكه جفت دندانه اول از درگيري  شوندمينسبت تماس است درگير

ماند كه اين يك جفت دندانه براي مدت خارج شوند و تنها يك جفت دندانه درگير باقي مي
2)زمان )ST et T  ديگري وارد درگيري گردد بعد از مانند تا اينكه جفت دندانه در حالت درگير باقي مي
نتيجه بدست آمده از محاسبات تحقيق حاضر و  )الف -6( يابد. شكلروند درگيري بطور مشابه ادامه ميآن 

آيد سفتي ها بر ميطور كه از اين شكل. هماندهد] را نشان مي19مرجع [نتايج ارائه شده در  )ب-6( شكل
بيشتر از سفتي درگيري يك جفت دندانه درگير است. همچنين درگيري وقتي دو جفت دندانه درگيرند 
  نتايج تطابق خوبي در مقايسه با هم دارند. 

  
  بعد سيستم بر آن پاسخ فركانسي و بررسي تاثير ضرايب بي -2- 3

0بعدپاسخ فركانسي سيستم به ازاي ضرايب بي )7(در شكل  0.8f  1 0.5f  0.06و   رسم شده
0.45توان سه پرش را مشاهده كرد. اولين پرش در نزديكي فركانس نسبي است. در اين شكل مي   رخ

0.425هاي نسبيدهد كه بين فركانسداده است. اين شكل نشان مي  0.450و  ال وجود دو احتم
پاسخ پايدار براي سيستم وجود دارد و شرايط اوليه تعيين كننده پاسخ نهايي سيستم است. در فركانس 

دهد و به شاخه بالايي با يك چرخه چرخه حدي سيستم، پايداري خود را از دست مي 775/0نسبي نزديك 
كه در نتيجه آن سيستم رفتار هاي درگير است كند. اين امر ناشي از جدايش دندانهحدي ديگر پرش مي

ها دندانهيابد. رژيم حركتي تا قبل از جدايش شونده نشان داده و دامنه تغييرات خطاي انتقال افزايش مينرم
ست و درآن خطاي انتقال ديناميكي، همواره بزرگتراز واحد است يعنيا 1رژيم حركتي بدون برخورد

min 1x  .  
                                                                                                                                                         
1 No Impact Motion 

  
 

  (ب)  (الف)
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  فركانسي بر حسب دامنه ارتعاش  پاسخ - 7شكل

  
  پاسخ فركانسي بر حسب حداكثر و حداقل دامنه ارتعاشي به ازاي پارامترهاي  )الف و ب 8( در شكل     
  شود.هاي حركتي به وضوح مشاهده ميبعد ارائه شده است. در اين شكل نيز انواع رژيمبي
ها، رژيم مشاهده است. پس از جدايش دندانه ) قابل8( هاي فركانسي مربوط به اين حالت در شكلبازه

دهد كه در آن تغيير وضعيت مي 1طرفهحركتي به رژيم  برخورد يك
max min1, 1 1x x    باشد. مي

1.9توان در نزديكي فركانس نسبي پرش مشابهي را نيز مي   .مشاهده كرد  
  

   فركانسي بر حسب حداكثر دامنه ارتعاش پاسخ -الف - 8شكل
  پاسخ فركانسي بر حسب حداقل دامنه ارتعاش -ب

  
  

                                                                                                                                                         
1 Single Side Impact Motion 

  
  (ب)  (الف)
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   تاثير ضريب بار بر پاسخ فركانسي سيستم -9شكل

  
1) پاسخ فركانسي سيستم براي مقادير بي بعد9در شكل ( 0.5f   0.08و   و به ازاي مقادير مختلف
بعد بارضريب بي

0fآيد اين است كه افزايش ضريب ، رسم شده است. آنچه كه در نگاه اول از اين شكل برمي
گردد. علاوه بر آن افزايش ضريب بار باعث پايدار شدن بار موجب افزايش دامنه خطاي انتقال ديناميكي مي

2پاسخ سيستم در حوالي فركانس نسبي   تر اين است كه علاوه بر اينكه افزايش شده است. نكته مهم
جلوگيري  8/0ها در نزديكي فركانس ضريب بار، حتي تا سه برابر مقدار اوليه نتوانسته است از جدايش دندانه

تم انتقال ] نيز براي سيس3اي در مرجع [ها نيز شده است. چنين نتيجهكند، موجب برخورد به پشت دندانه
  اي گزارش شده است. قدرت دو مرحله

    
0پاسخ فركانسي سيستم براي مقادير بي بعد  )10(در شكل  0.8f   1و 0.5f    رسم شده و تاثير پارامتر

شود پارامتر مي بعد ميرايي بر پاسخ فركانسي سيستم نشان داده شده است. همچنانكه در اين شكل ديدهبي
 08/0به  04/0بعد ميرايي تاثير بسيار زيادي بر پاسخ سيستم دارد. بطوري كه افزايش ضريب ميرايي از بي

كند. شده و از وقوع پرش جلوگيري مي 2موجب پايدار شدن پاسخ سيستم در نزديكي فركانس نسبي 
تر شدن كند و موجب نزديكنيز حذف ميها را برخورد به پشت دندانه 1/0افزايش بيشتر ضريب ميرايي تا 

  . گرددپاسخ سيستم به پاسخ سيستم خطي مي
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  بعد بر پاسخ فركانسي سيستمتاثير ضريب ميرايي بي -10شكل

  
  دوشاخگي و پوانكاره هايدياگرام -3- 3

بعد و به ازاي پارامترهاي بي 0fدياگرام دوشاخگي بر حسب پارامتر دوشاخگي ضريب بار،  )11(در شكل 
1 0.5f  0.06و  1.8در فركانس نسبي   نشان داده شده است. در اين شكل سه رژيم حركتي

تا  27/0، حركت داراي فركانسي معادل فركانس تحريك است. در بازه 5/1تا  8/0شود: در بازه مشاهده مي
براي ضريب بار، حركت  27/0باشد و در نهايت به ازاي مقادير كمتر از رژيم حركتي از نوع آشوبناك مي 8/0

  هاي فاز و پوانكاره نشان داد. توان با رسم دياگرامهاي حركتي را ميشود. اين رژيمتبديل مي T3به حركت 
0ازاي  پاسخ سيستم، نمودار فاز و پوانكاره را به )الف- 12(شكل  0.2f  0به ازاي  )ب-12(، شكل 0.5f   و
0به ازاي  )ج-12(شكل  1.2f  بيانگر حركت  )الف-12(دهد. وجود سه نقطه در شكل نشان ميT3   

  د.باشتر نشانگر حالت اوليه سيستم ميباشد. در اين نمودارها، نقطه كمرنگمي
  

  
  بعد ضريب باربر حسب پارامتر بيدياگرام دوشاخگي  - 11شكل 
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   الف

	
   ب

  
  ج

  پاسخ زماني فاز و پوانكاره هايدياگرام - 12شكل
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  گيرينتيجه -4
دنده ساده كه اثرات لقي، سفتي متغير با زمان در اين مقاله مدلي براي ارتعاشات پيچشي يك جفت چرخ

هاي شكلاتيكي در آن لحاظ شده است، معرفي شده است. بعد از محاسبه تغيير ها و خطاي انتقال استدندانه
ست آمده و بد ]19[ها با استفاده از روش تحليلي ارائه شده در منبع ها، سفتي درگيري دندانهمختلف دندانه

كاهش  به صورت ماتريسي در معادلات وارد شده است. وجود خطاي انتقال استاتيكي عيناً موجب افزايش يا
گردد. در اين مطالعه خطاي انتقال استاتيكي بصورت خطاي انتقال ديناميكي سيستم در هنگام كاركرد مي

كوتا مرتبه چهار استفاده - عددي رانگ تحريك جابجايي در مدل وارد شده است. براي حل معادلات از روش
بعد بر روي پاسخ مطالعه ر و ميرايي بيهاي ضريب باشده است. سپس با انجام تحليل پارامتري، تاثير پارامتر

  توان در موارد ذيل خلاصه كرد:شده است كه نتايج حاصل را مي
  شود.تر شدن مدلسازي سيستم مياستفاده از روش تحليلي براي مدلسازي سفتي درگيري موجب واقعي - 1
  گردد.قال ديناميكي ميافزايش نيروي انتقالي سيستم يا به عبارتي ضريب بار موجب افزايش خطاي انت - 2
  ها شود.تواند مانع از جدايش دندانهافزايش بار انتقالي سيستم نمي - 3
  آشوبناك در سيستم گردد. تواند موجب ايجاد حركتبار انتقالي پايين سيستم مي - 4
به ها و حتي برخورد تواند موجب جدايش دندانهها ميدندهپايين بودن ضريب ميرايي ويسكوز در چرخ - 5

  پشت آنها گردد.
  شود.با افزايش ضريب ميرايي ويسكوز، رفتار سيستم به رفتار سيستم خطي نزديك مي  - 6
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Abstract  
	
For a long time, the vibration modeling of gear systems was based on the linear vibration 
theory. However, in the last decades, the nonlinear factors such as backlash, time varying 
mesh stiffness, friction, transmission error and other imperfections have been taken into 
account. The aim of this paper is to investigate the nonlinear vibration of spur gear in 
presence of clearance and the static transmission error. To this end, first the time varying 
mesh stiffness of tooth is calculated analytically. Then the Governing equations of motion are 
extracted and are solved through Runge-Kutta method and the effect of the system parameters 
on its nonlinear vibrational behavior is demonstrated. 

  
 


