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با  چندلايه مركب تحليل ارتعاشات غيرخطي ورق
  تحليلي تقريبياستفاده از دو روش 

 آزاد به بررسي ارتعاشات تقريبي، يليتحل با استفاده از دو روش مقاله نيا در
با توجه به لزوم بـررسي . هاي چندلايه مركب پرداخته شده استورقي رخطيغ

هاي مركب و يافتن يك اثـر پـارامترهاي مختلف بـر روي ارتعاشات غيرخطي ورق
ظر گرفتن جملات غيرخطي در روابط كرنش ـ حل تحليلي تقريبي، ابتدا با در ن

سازي يك ورق مركب پرداخته شده است؛ سپس كارمن، به مدلجابجايي ون
 به اين معادله شده و استخراجي رخطيغ حركت بر حاكمي اپاره ليفرانسيد معادله

از آنجاييكه روش  .شودمي كاهش دادهي رخطيغي عاد ليفرانسيد معادله يك
هاي كارآمد جهت حل معادلات ديفرانسيل تحليلي تقريبي هموتوپي يكي از روش

است و روش دامنه فركانس هي نيز  ييبالا اريبس دقتي باشد و داراغيرخطي مي
يابي به يك جواب در عين سادگي، دقت بسيار خوبي را دارد، لذا به منظور دست

-نتايج نشان مي. ها استفاده گرديده استين روشتحليلي تقريبي قابل قبول، از ا

هاي بسته با دقت بالايي را براي مسائل غيـر خطي ارائه ها، حلدهند كه اين روش
ها چينينسبت منظري، لايه مختلف از جملهي پارامترها اثـر ـان،يپـا در. نمايندمي

وتروپ و هاي ايزها بر روي نسبت فركانس غيرخطي به خطي ورقو نسبت مدول
  .گرفته است قراري مورد بررس مركب

  
  
ارتعاشات غيرخطي، ورق چندلايه كامپوزيتي، تئوري كلاسيك، روش تحليلي هموتوپي،  :ه هاي راهنما واژ

 فركانس هي -  روش دامنه

 

  مقدمه -1
 و بوسيلهذاتاً غيرخطي بوده ويژه مسائل ديناميكي از جمله ارتعاشات، و بهها در جهان اطراف ما پديده اكثر

توان مسائل غيرخطي را با فرض رفتـار خطي حول گرچه معمولا مي .شوندمي تعريف معادلات غيرخطي
هاي غيرخطي، رفتارهايي گاهي در سيستم. پذيـر نيستشرايط كاري حل كـرد، ولي هميشه اين كار توجيه
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هاي امروزه با پيشرفتاز سوي ديگر . هاي خطي وجود نداردشود كه امكان وقوع آنها در سيستممشاهده مي
با . گرفته است هاي مختلف مهندسي، دقت بالاتر نتايج مورد توجه جوامع علمي قرارحاصل شده در حوزه

هاي مهندسي، فيزيك و ديگر استناد به همين دلايل، بررسي مسائل غيرخطي به يكي از مهمترين چالش
آسان بسيار مپيوترهاي سطح بالا، توليد و حل مسايل خطي دليل ظهور كا هر چند به. علوم تبديل شده است

نمايد و براي حل بسياري از مسائل خطي مرتبط با مهندسي مكانيك، نرم افزارهاي عددي مختلفي وجود مي
اما هاي خاصي را مدل نموده و در نهايت به حل عددي آنها پرداخت، توان سيستمدارد كه به كمك آنها مي

مساله . خواهد بود و گاهي غيرممكن جواب دقيق براي مسايل غيرخطي قدري مشكل نيافت در حالت كلي
ست كه نتايج غيرخطي را بتوان به نحوي استخراج نمود كه امكان بررسي اثر پارامترهاي ا تر اينپيچيده

 كه حل تحليلي معادلات غيرخطي، بسيار مشكل و در مواردياز آنجايي .پذير باشدمختلف مساله امكان
هاي تقريبي در تحليل سيستمـ هاي حل تحليلي باشد، در دهه اخير توجه زيادي به روشغيرممكن مي

هاي معروف براي روشاين يكي از  1روش اختلالات .شده است ]3،4،5[ويژه ارتعاشات و به ]1،2[مهندسي
در معادله استوار  2اختلالحل مسائل غيرخطي است كه بر مبناي وجود پارامترهاي كوچك موسوم به اندازه 

هاي نيستند، براي حل آنها روشاندازه اختلال خطي شامل بسياري از معادلات غيركه ي از آنجاي. باشدمي
، روش 4ـ مينيمم ، روش ماكزيمم3توازن انرژي توان روشاند كه از آن جمله ميي پديدار شدهترجديد

، روش دامنه 8، روش تغييراتي هي7تحليلي هموتوپي ، روش6، روش توازن هارمونيك5هموتوپي ختلالاتا
 12و روش بهينه شده ليندستت پوانكاره 11يافته، روش پارامتر توسعه10، روش تكرار تغييراتي هي9فركانس هي

  .را نام برد
هاي كه ترم هارها و ورقبنابر آنچه گفته شد، براي رسيدن به دقت بالاتر در حوزه تحليل ارتعاشات تي

. تقريبي استفاده خواهد شد ـ هاي تحليلينيز در معادلات ديناميكي آنها لحاظ شده است، از روشغيرخطي 
و اجازه مطالعه اثر  دهندميهايي با دقت بالا را ارائه د ولي حلنشوها به حل دقيق منتج نميالبته اين روش

  .سازندپارامترهاي مختلف بر روي مسأله را ميسر مي
هاي بسيار دور مورد توجه پژوهشگران و هاي ايزوتروپ و كامپوزيت از سالعاشاتي ورقبررسي مشخصات ارت
دست آوردن فركانس و ها، حل معادله حاكمه براي بهدر مورد ارتعاشات خطي ورق. ]6،7[محققين بوده است

ها، ي ورقرخطـو اين در حالي است كه براي ارتعاشات غي ]8[شودشكل مد به مساله مقدار ويژه منتهي مي
 ن حلي دقيق براي آن بسيار مشكلدست آوردو به ]9[يابدر ميـاي تغييدهـصورت پيچيمعادله حاكمه به

                                                                                                                                                                         
1 perturbation method (PM) 
2 perturbation quantity 
3 energy balance method (EBM) 
4 max-min approach (MMA) 
5 homotopy perturbation method (HPM) 
6 harmonic balance method (HBM) 
7 homotopy analysis method (HAM) 
8 he’s variational approach (HVA) 
9 he’s frequency amplitude formulation (HFA) 
10 variational iteration method (VIM) 
11 parameter-expansion method (PEM) 
12 modified lindstedt-poincare method (MLPM) 
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 ]10[ گاه ساده توسط چو و هرمانهاي ايزوتروپ با تكيهاولين مطالعه ارتعاشات با دامنه بزرگ ورق .شودمي
آنها معادلات ديفرانسيلي مربوط به معادله حركت غيرخطي ورق را با استفاده از روش تابع . گزارش شده است
هاي مختلفي همچون استفاده از بعد از آنها اين معادلات به دفعات با روش. حل نمودند 1بيضوي كلاسيك

و گالركين  ]14[3، روش ريلي ريتز]13[گيري رانج كوتا رالـ، انتگ]12[2وري اختلالاتـ، تئ]11[تابع بيضوي
  .مورد بررسي قرار گرفت ]15[

گيري عددي مستقيم به بررسي با استفاده از روش انتگرال )1990(در سال  ]16[سينگ و همكارانش        
آنها با استفاده از فرضيات كيرشهف و . ارتعاشات غيرخطي لمينيت كامپوزيتي متقاطع مستطيلي پرداختند

همچنين با فرض پايستاري . دست آوردندكارمن، معادلات حاكم را بهن روابط كرنش ـ جابجايي ونكار بردبه
هاي متقاطع، ارتعاشات با هاي مختلف ورقكار بردند و براي چيدمانانرژي، فرضيات نوسانگر تعادلي را به

  .دامنه بزرگ را بررسي نمودند
ها را براي بررسي ارتعاشات غيرخطي ورق 4وار محدودـروش ن ]17[ شيخ و موخوپادهياي )1996(در سال 

بايد . ]18،19[نمودند محدود استفادهمختلف المانهايزيادي از روشپس از آنها نيز محققان. كار گرفتندبه
سازي هاي خطيهاي المان محدود، نحوه استفاده از تكنيكتوجه داشت كه منبـع اصلي ايجاد خطا در روش

  .باشدآنها مي
هاي كامپوزيتي متقارن نازك را به كمك ارتعاشات غيرخطي ورق )2004(در سال ] 20[ينگا و گاناپاتهي س

آنها اثرات تغيير شكل برشي، اينرسي دوراني و اينرسي داخل . روش المان محدود مورد بررسي قرار دادند
دست آمده از خطي بههاي غيردر اين بررسي ماتريس. بندي خود لحاظ نمودندصفحه را نيز در فرمول

 با لحاظ ،با دامنهي تغييرات نسبت فركانس و وسيله تكنيك تكرار مستقيم حل شده استمعادلات لاگرانژ به
  .اثر پارامترهاي مختلف مثل جهت الياف و شرايط مرزي نشان داده شده است كردن
را بر اساس تئوري برشي هاي كامپوزيتي ارتعاشات غيرخطي ورق )2006(در سال  ]21[كرمي زاده وملك

در اين مطالعه اثر پارامترهاي مختلف نظير . حل كردند 5مرتبه اول و به كمك روش ديفرانسيل كوادريچر
ها، نسبت ضخامت به طول و نسبت منظري بر روي نسبت فركانس غيرخطي به خطي بررسي شده گاهتكيه
دست آوردن ديفرانسيل كوادريچر براي به روش بودن عيسر و يكارآمددست آمده حاكي از نتايج به. است

ردن فرضيات ـكار ببا به )2008(ال ـدر س ]22[زادهن ملكـهمچني. باشدرخطي صفحات ميـركانس غيـف
هاي مختلف، اثر پارامترهاي مختلف در كاهش يا افزايش نسبت گاههاي نازك با تكيهكارمن براي ورقون

 .هاي عددي، دقت بالاي اين روش را نشان داداين روش با ديگر روشفركانسي را بررسي نمود و با مقايسه 
ارتعاشات غيرخطي ورق كامپوزيتي كه بر روي بستر الاستيك قرار گرفته را مورد  )2009(در سال  ]23[ لال

او از روش عددي المان محدود و تئوري برشي مرتبه بالا بهره گرفته و براي حل معادلات از . بررسي قرار داد
  .وش تكرار مستقيم و روش اغتشاشات استفاده نموده استر

                                                                                                                                                                         
1 classical elliptic function approach 
2 perturbation theory 
3 rayleigh–ritz method 
4 finite strip method 
5 differential quadrature method 
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هاي مستطيلي با استفاده از روش المان به بررسي ارتعاشات غيرخطي ورق )2010(در سال  ]24[ كومار داش
كار بردن تئوري برشي مرتبه اول و به كمك كد المان محدودي كه بر اساس او با به. محدود پرداخته است

 .، ارتعاشات دامنه بزرگ را بررسي نموداست كارمن نوشته شدههاي غيرخطي ونكرنش
شود كه براي فركانس غيرخطي يك ورق ايزوتروپ و يا كامپوزيتي با با بررسي مراجع مختلف مشاهده مي

طوري كه براي يك ورق به ،هاي ساده، نتايج متفاوتي توسط پژوهشگران مختلف گزارش شده استگاهتكيه
تا بيشترين مقدار  ]25[ 1.2967شده يك، از كمترين مقدار  بعدنازك و براي دامنه بيمربعي ايزوتروپ 

  .، نتايجي به ثبت رسيده است]15[ 1.626
يك حل تحليلي  امترهاي مختلف بر روي آن و يافتنر پارـرخطي و اثـررسي ارتعاشات غيـزوم بـبا توجه به ل

هاي غيرخطي در روابط كرنش ـ جابجايي به گرفتن ترم تا با در نظر شده استسعي  مقالهدر اين  ،تقريبي
ديل شده و با سپس معادله حاكمه به يك فرم استاندارد تب. پرداخته شودورق كامپوزيتي سازي يك مدل

ه شود تا بدين طريق اثر پارامترهاي مختلف بر روي ت، به حل آنها پرداختقريبي تحليلي روشدو استفاده از 
  .به خطي بررسي گردد نسبت فركانس غيرخطي

  
  بنديفرمول - 2

لايه nكه شاملzجهت در hضخامت  و yجهت در b، عرضxجهت در aيك ورق نازك كامپوزيتي به طول
 دستگاه. باشدگاه ساده مياين ورق از هر چهار طرف داراي تكيه. شده استباشد در نظر گرفته ارتوتروپ مي

بر روي صفحه مياني قرار گرفته است،  xyاي بر روي آن نصب شده است كه صفحهگونه ن بهيكارتز مختصات
 )1(شكل .باشد و مبدا مختصات در گوشه اين صفحه فرض شده استر اين صفحه ميـعمود ب zمحور

  .دهدفرضيات فوق را نشان مي

  
  شماتيك يك ورق كامپوزيتي و دستگاه كارتزين متصل به آن -1شكل

  
ها لغزشي بين آنگونه اند و هيچهاي ارتوتروپ كاملا به هم متصل شدهشود كه همه لايههمچنين فرض مي

،باشندzوx،yيك نقطه دلخواه از ورق در راستاي محورهايي هاييجابجا بيترت بهwوu،vاگر .وجود ندارد
),(0 yxu 0),(و  yxv0همچنين .دنباشميهاي نقطه متناطر با همان نقطه بر روي صفحه مياني ابجايي، ج

صورت زير  به باشند، در اين صورت كرنش مكانيكي متناظرميانحناي صفحه مياني  و كرنش صفحه مياني
   :شودنشان داده مي
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و  بجايي داخل صفحه و يا صفحه ميانيكارمن، روابط كرنش ـ جابا به كار بردن فرضيات جابجايي بزرگ ون
   :شوندصورت زير نوشته ميهمچنين روابط مربوط به انحناي صفحه به
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  :توان به شكل زير نشان داداستفاده از تئوري كلاسيك صفحات، روابط تنش ـ كرنش براي هر لايه را ميبا 
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xxyyxyتانسورهاي در جهات ده ـان دهنـنشبه ترتيب  6،2،1 كه در آن اعداد مختصات متصل  گاهـدست ,,
 همچنين .دنباشبه هر لايه مي  ( , 1, 2, 6)ij k

Q i j   ضرايب ماتريس سختي كاهش يافته مرتبط با لايهk ام
  :شوندصورت زير تعريف ميهاي مهندسي هر لايه بهباشند و بر حسب ثابتمي
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اصلي دلخواه نسبت به مختصات مرجع ساخته  كه اين صفحات از چندين لايه ارتوتروپ با جهات از آنجا
روابط تنش ن ترتيب ـبدي. رجع انتقال يابدـد به مختصات مـايـاند، معادلات متشكله مربوط به هر لايه بشده

   :باشدصورت زير ميـ كرنش هر لايه در مختصات مرجع به
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كه   ( , 1, 2, 6)ij k
Q i j  باشنديافته ميي دورانـريس سختـهاي ماتمولفه.  

آورد، وجود ميهاي نيـرو و تنش بهها را با منتجهدست آوردن معادله متشكله كه ارتبـاط بيـن كرنشبراي به
   :آيندروابط آشناي زير حاصل مي )6( گيري بر روي ضخامت در معادلهبا انتگرال

  

)7(  
0

11 12 16 11 12 16
0

12 22 26 12 22 26
0

16 26 66 16 26 66

x x x

y y y

xy xy xy

N A A A B B B

N A A A B B B

N A A A B B B

 
 
 

       
                 

               

  

)8(  
0

11 12 16 11 12 16
0

12 22 26 12 22 26
0

16 26 66 16 26 66

x x x

y y y

xy xy xy

M B B B D D D

M B B B D D D

M B B B D D D

 
 
 

       
                 

               

  

  
اميده شده و به صورت ـي خمشي نـسخت ijDسختي كششي ـ خمشي و ijBسختي كششي،ijAكه در آن

  :شوندريف ميـر تعـزي

)9(  

   

   

   

1
1

2 2
1

1

3 3
1

1

1

2

1

3

n

ij ij k kk
k

n

ij ij k kk
k

n

ij ij k kk
k

A Q h h

B Q h h

D Q h h










 

 

 







  

  
   :ه داريمجدر نتي. شوداز اصل هميلتون استفاده ميدست آوردن معادله حركت، براي بهسپس 

)10(   2

1

0  
t

t
U T dt   

انرژي  كه در آن باشددهنده انرژي جنبشي ورق مينشان Tوناشي از انرژي كرنشي ورق  Uكه در آن
  :دشومحاسبه ميصورت زير پتانسيل به

)11(   1
2

2 xx xx yy yy xy xy

V

U dz dx dy         

انرژي جنبشي  ،هاي داخل صفحهبوده و با صرفنظر كردن از اينرسياز آنجا كه ارتعاشات عرضي مورد نظر 
   :برابر است با

)12(    2

0 0

1

2

a b

i iT h w dxdy    

گيري بر روي شد و انتگرالباكه مربوط به اصل هميلتون مي )10( هاي فوق در معادلهبا جايگزيني انرژي
جز بر گيري جزبهسپس با انتگرال. هاي نيرو و تنش حاصل خواهند شدمعادلاتي بر حسب منتجه ضخامت،

   :شودبرابر با صفر، معادلات زير نتيجه مي 0wو0u ،0vروي معادلات و قرار دادن ضرايب
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)13(  2 22

2 2

2

2

0

0

2

xyx

y xy

xy yx
x xy

xy y

NN

x y

N N

y x

M MM w w
N N

x x y y x x x y

w w w
N N h

y x y y t



 

 
 

 
 

                        
                 

 

  
شوند كه گاه ساده بدون جابجايي، مجموعه توابع زير براي معادلات جابجايي در نظر گرفته ميبا فرض تكيه

  : كنندشرايط مرزي را نيز ارضا مي

)14(  

0

0

0

2
( )

2
( )

( )

m x n y
u U t Sin Sin

a b
m x n y

v V t Sin Sin
a b

m x n y
w W t Sin Sin

a b

 

 

 







 

  
با اعمال . دنباشمي zو x،y ماكزيمم جابجايي مركز ورق در جهاتبه ترتيب  tW)(و tV)(، tU)(كه در آن

با . دست خواهند آمدبه tW)(برحسب tV)(و tU)(، از دو معادله اول توابع)13( روش گالركين در معادلات
رانسيل مرتبه دو ـفـصورت يك معادله دي، معادله حاكمه كه به)13( ع در معادله سومـوابـجايگزيني اين ت

   :آيددست ميباشد، بهمي
)15(  

2
2 3

1 2 32

( )
( ) ( ) ( ) 0

d W t
W t W t W t

dt
       

 توان بصورتنوسان در مركز ورق را مي هياول طيشرا باشد، نوسان در مركز ورق بعديب دامنه مميماكز maxWاگر
  :در نظر گرفت ريز

)16(  
max

(0)
(0) , 0

dW
W W

dt
   

ر ـصورت زياشند و بهـبي ورق ميـدسـهاي سختي و مشخصات هنهاي ماتريسمولفهاز تابعي  ،iضرايب
   :شوندتعريف مي
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)17(  
 

2 2

1 2 5 5 3 1 6
82

3 6 2

1

1

2 4 5 1 2 7 3 5 7 1 4 6

92

3 6 2

2

1

2 2

2 4 7 7 3 4 6
2

3 6 2

3

1

2

3

4 2 2

N

i i
i

N

i i
i

N

i i
i

T T T T T T T
T

T T T

h

T T T T T T T T T T T T
T

T T T

h

T T T T T T T

T T T

h
















  
  

   
  

  
  







  

  
  .در ضميمه بيان شده است iTضرايب كه 

  
  روش دامنه ـ فركانس هي -3

رانسيل ـراي حل مسائل ديفـثر بيك روش بسيار ساده و مؤ دامنه ـ فركانس هي تقريبي روش تحليلي
دست آمده، اولين رياضي باستاني چيني بهاين روش كه بر اساس يك روش . باشدرخطي با مقدار اوليه ميـغي

بندي از يك روش مختصر براي ارائه رابطه اين فرمول. ارائه شده است )2006(و در سال ] 26[ بار توسط هي
معادله ديفرانسيل غيرخطي زير در  در اين روش. كندبين فركانس و دامنه يك سيستم غيرخطي استفاده مي

  :شودنظر گرفته مي
)18(  ( , , ) 0u f u u u    

uuيك تابع غيـرخطي از  uf)(كه در آن ,وu هاي در ترم 1باشد و لزومي به حضور ضريب پارامتر كوچكمي
شود تا غيرخطي باعث مي جملهعدم وجود ضريب پارامتر كوچك در  كر است كهذلازم به . غيرخطي نيست

  .قادر به حل ايـن معادله نباشند هاي كلاسيك اختلالاتروش
   :براي سيستم موردنظرشرايط اوليه زير با در نظر گرفتن 

)19(  (0) , (0) 0u A u   

را ارضا ) 19(يـا همان معادله ه ألكه شرايط اوليه مس ر،ـابع اوليه زيـي هي، ابتدا دو تبندر اساس فرمولـب
  :]27[دنگردبه عنوان جواب تقريبي لحاظ مي ،كنندمي

)20(  1

2

( )

( )

u t ACost

u t ACos t



 

   :]27[باشندر ميـرانسيل خطي زيـادلات ديفـهاي معب جوابـرتيـكه به ت

                                                                                                                                                                         
1 small parameter 
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)21(  
2

1 1

2

2 2

0 , 1

0 ,

u u

u u

 
  

   
   

 

به ) 20(رابطه ا جايگزيني بنابراين بنيز باشد، موردنظر غيرخطي  معادله فركانس ارتعاشات با فرض اينكه 
   :دست خواهند آمدهاي زير به، باقيمانده)18( در معادله دو تابع تقريبي اوليهعنوان 

)22(  1 1

2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

R t ACost f u

R t A Cos t f u 
  

  
 

   :توان نوشتمي كارگيري روش دامنه ـ فركانس هيبا به
)23(  

2 2
2 1 2 2 2 1 1

2 2 1 1

( ) ( )

( ) ( )

R t R t

R t R t

  



 

  
12 1پيشنهادات متفاوتي براي انتخاب نقاط موقعيت , tt 021اولين بار. ارائه شده است  tt  پيشنهاد شد و

   :نقاط زير را پيشنهاد كردند ]28[سپس گنگ و كي 
)24(  1 2

1 2,
T T

t t
N N

  

نيز دوره تناوب دو  2Tو 1T].29[شوداختيار مي 12Nيك عدد صحيح دلخواه بوده و معمولا  Nكه در آن 
   .هستند 2u و 1uتابع 

مقدار فـركانس غيـرخطي سيستم در  در نهايت صورت گرفت واصلاحات ديگري نيز بر روي ايـن روش 
   :يافته هي، به صورت زير ارائه گرديدروش تعميم

  

)25(  
2 2

2 1 2 2 1

2 1

R R

R R

  




 

  

  كه در آن 

)26(  

1

2

4

1 1 1
01 1 1

4

2 2 2
02 2 2

4 2 2
( ) ( ) ,

4 2 2
( ) ( ) ,

T

T

R R t Cos t dt T
T T

R R t Cos t dt T
T T

 


 


 

 








 

  
مسائل بسيار  و] 30[متعددي ارائه شده استنتايج تاكنون جهت افزايش دقت اين روش، بايد توجه داشت كه 

   .اندبا اين روش بررسي شده زيادي
  
 كاربرد روش دامنه ـ فركانس هي براي حل ارتعاشات غيرخطي ورق چند لايه كامپوزيتي -4

1همانطور كه پيش از اين گفته شد، با فرض دو تابع اوليه به صورت  1( ) ( )W t ACos t  2 و 2( ) ( )W t ACos t 
11كه در آن   و 2 بوده و 1باشد و با جايگذاري فركانس غيرخطي سيستم موردنظر مي 2,W W  در

   :آيد، به ترتيب دو باقيمانده زير حاصل مي)15(معادله 

                                                                                                                                                                         
1 location points 



 25                                                                                        . .. چندلايه مركب با استفاده از تحليل ارتعاشات غيرخطي ورق

)27(   2 2
1 1 2 3( ) ( ) 1 ( ) ( )R t ACos t ACos t A Cos t      

)28(   2 2 2

2 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )R t ACos t ACos t A Cos t           

  
  : توان نوشتاگر از معادلات بهبوديافته روش دامنه ـ فركانس هي استفاده شود، مي

  

)29(  

1

2

2

1 2 34

1 1
01

2 2

1 2 34

2 2
02

3 3 3
3 3

2 44
( ) ( )

3 3 3
3 3

2 44
( ) ( )

T

T

A A A

R R t Cos t dt
T

A A

R R t Cos t dt
T

  



   




 
   

  

 
   

  









 

  حال با استفاده از رابطه زير

)30(  
2 2

2 1 2 2 1

2 1

R R

R R

  




 

  

   :بودصورت زير خواهد آن، فركانس غيرخطي سيستم به سازيو ساده

)31(  2
1 2 3

3 3

2 4
A A      

 
 هموتوپيتقريبي روش تحليلي  -5

 هايي كه براي يافتن جواب تحليلي معادلات ديفرانسيل غيرخطي وجود دارد، روش تحليلياز بين همه روش
 با استفاده از اين روش، مساله غيـرخطي به تعداد. ها استهموتوپي يكي از بهترين و موثرترين روش تقريبي

كه در بازه صفر  qاين فرايند توسط يك پارامتر دلخوه و محدود . شودنـامحدودي مساله خطي تبـديل مي
ن روش، مساله غيرخطي زير در نظر گرفته ـرفي مختصر ايـعـبه منظور م. شودتا يك قرار دارد، انجام مي

   :شودمي
)32(   ( ) 0N x    

معادله . باشديك تابع نامعلوم مي xبعد و دهنده زمان بينشان يك عملگر غيرخطي كلي، Nكه در آن 
  :گرددهموتوپي در حالت كلي به صورت زير تعريف مي

)33(      0; , , ( ) (1 ) ( ; ) ( ) ( ) ( ; )H q h h q L q x qhh N q          

  
)يك پارامتر اختياري غيرصفر ، hكه در آن  )h   يك تابع اختياري غير صفر وL  يك عملگر خطي اختياري

 يابد،از صفر تا يك افزايش مي qهنگامي كه . است ( ; )q به . كنداز يك تقريب اوليه به حل دقيق تغيير مي
)0عبارت ديگر ; ) ( )q x   مـعادله ،جـواب ; , , ( ) 0H q h h   0به ازايq  باشد و حل دقيقمي

( ; ) ( )q x   جواب معادله، ; , , ( ) 0H q h h  1به ازايq  خواهد بود.  
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با در نظر گرفتن  ; , , ( ) 0H q h h   آيدصفرم به صورت زير در مي، معادله تغيير شكل مرتبه:   
)34(    0(1 ) ( ; ) ( ) ( ) ( ; )q L q x qhh N q        

  :باشد كه شرايط اوليه آن به شكل زير مي

)35( ( ; )
( ; ) . , 0

d q
q const

d

  


   

)بر اساس قضيه تيلور، توابع ; )q و( )q توان به صورت يك سري تواني بر حسب را مي qبسط داد:   

)36(
0

1 10

0 0
1 10

1 ( ; )
( ; ) ( ;0) ( ) ( )

!

1 ( )
( )

!

m
m m

mm
m mq

m
m m

mm
m mq

q
q q x x q

m q

q
q q q

m q

      

   

 

 

 

 


   




   



 

 
  

)كه )mx وm  مشتقات مرتبهm باشندام مي.  
0qو قرار دادن qگيري از معادله تغييرشكل مرتبه صفرم نسبت به پارامتر با ديفرانسيل  معادله تغييرشكل ،

)آيد كه تقريب مرتبه اولاول بدست ميمرتبه  )x t دهد را مي:  

)37( 
   1 0

1
1

( ) ( ) ( ; )

(0)
(0) 0, 0

q
L x hh N q

dx
x

d

   






 
  

عمل اين. ام بدست آورد m ا استفاده از محاسبه معـادله تغييرشكل مرتبهتوان بهاي مراتب بالاتر را ميبتقري
   ].31[آيد، به صورت زير بدست مي q پارامترنسبت به ) 34(گيري از معادله بار ديفرانسيل m با
)38(    1 1 1( ) ( ) ( ) ,m m m m mL v v hh R v      

 
   :شوندكه پارامترهاي آن به صورت زير تعريف مي

)39(  
   

 
 

1

1 1 1

0

1 0 1 2 1

1 0 1 2 1

( ; ), ( )1
,

( 1)!

( ) , , ,...,

( ) , , ,...,

m

m m m m

q

m m

m m

d N q q
R v

m dq

v v v v v

  




     



  



 

 













  

   :باشدو شرايط اوليه آن به صورت زير مي
)40( (0) (0) 0m mv v   

 
 ورق چند لايه كامپوزيتيهموتوپي براي حل ارتعاشات غيرخطي  تقريبي كاربرد روش تحليلي -6

tبعد جديد به صورتابتدا با تعريف يك پارامتر زماني بي  آيدبه صورت زير در مي) 15(، معادله:  

)41(  
2

2 2 3
1 2 32

( )
( ) ( ) ( ) 0

d W
W W W

d

      


     

   :باشدكه در آن شرايط اوليه بصورت زير مي
)42( (0)

(0) , 0
dW

W A
d
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هموتوپي، ابتدا بايد يك جواب تقريبي حدس  تقريبي با استفاده از روش تحليلي) 41(به منظور حل معادله 
از آنجا كه ارتعاشات سيستم در نظرگرفته شده يك حركت پريوديك است و با توجه به شرايط اوليه . زده شود

   :سيستم، حدس اوليه به صورت زير خواهد بود
)43( 0 ( ) cos( )W A   

maxAكه در آن W r بنابر آنچه پيش از اين گفته شد، عملگر غيرخطي . بعد استو برابر با ماكزيمم دامنه بي
   :شودبه صورت زير تعريف مي

)44(  
2

2 2 3
1 2 32

( ; )
( ; ), ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

d q
N q q q q q q

d

             


     

هموتوپي، عملگر خطي اختياري به صورت زير در نظر گرفته  تقريبي و به منظور استفاده از روش تحليلي
   :خواهد شد

)45(  
2

2
0 2

( ; )
( ; ) ( ; )

q
L q q

     


 
   

  

)تابع اختياري )h   و پارامتر اختياريh شكل . كنندبه ترتيب ناحيه و نرخ همگرايي حل تقريبي را تعيين مي
ارامتر مربوط به ناحيه همگرايي نشان ـر در پـيـغيـتغييرات فركانس غيرخطي يك تير هدفمند را با ت )2(

يابد، هاي مرتبه بالاتـر، ناحيه همگرايي افزايش ميشود، با محاسبه تقريبهمانطور كه مشاهده مي. دهدمي
هاي مرتبه پايين نيز در يك ناحيه كوچك دقت قابل قبولي را نشان شود كه حتي تقريبولي مشاهده مي

1hبه همين دليل جهت استخراج همه نتايج، پارامترهاي همگرايي به صورت . دهندمي   و( ) 1h    لحاظ
  .]32[خواهد شد

  :توان نوشت، براي تقريب اول مي)45(و ) 44(و با در نظر گرفتن معادلات ) 37(با توجه به معادله 
 
)46( 

22
2 2 2 2 3 301

0 1 1 0 2 0 3 02 2

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

d WW
W W W W

d

          
 

 
      

  

   :كه در آن شرايط اوليه بصورت زير خواهد بود
)47( 1

1

(0)
(0) 0 , 0

dW
W

d
   

  

 
  بررسي اثر پارامتر مربوط به ناحيه همگرايي بر روي فركانس غيرخطي يك تير هدفمند -2شكل
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   :توان نوشت، مي)46(در رابطه ) 43(حال با قراردادن معادله 

)48(     
2

2 2 2 21
0 1 0 1 3 22

33

( ) 3 1
( ) cos( ) cos(2 )

4 2

cos(3 )
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W A A A
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شوند و مي 1Vرو در تابعباعث پيدايش جملات زمانباشد كه هايي ميشامل ترم) 48(سمت راست معادله 
اين مساله باعث پيدايش يك معادله جبري خواهد شد كه حل آن تقريب مرتبه . بايد آنها را حذف نمود

  :دهد و از آنجا داريمصفرم فـركانس غيرخطي را نتيجه مي
)49( 

0

2
0 1 2

3

4Nonlinear A       

  :صورت زير بدست خواهد آمدو اعمال نكته فوق، تقريب مرتبه اول تابع زماني به) 48(حل معادله همچنين با 

)50( 
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رو، تقريبي از جملات زمان و اجتناب از حضور ) 38(در معادله  2برابر با  mبه همين ترتيب با قرار دادن 
   :آيدبه صورت زير بدست مي 1فركانس غيرخطي

)51(  
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   :، تقريب فركانس غيرخطي مرتبه اول بصورت زير خواهد بود)36(و با توجه به معادله 
)52( 0 1     

 
  نتايج تحليل ارتعاشات غيرخطي ورق كامپوزيتي -7

دست آمده آمده و تحقيقات انجام شده پيشين، صحت نتايج بهدست در اين بخش ابتدا با مقايسه نتايج به
  .گرددهاي ايزوتـروپ و كامپوزيت بررسي مياثبات شده و پس از آن رفتار ارتعاشي ورق

شود كه براي فركانس غيرخطي يك ورق ايزوتروپ و يا كامپوزيتي با با بررسي مراجع مختلف مشاهده مي
طوري كه براي يك ورق توسط پژوهشگران مختلف گزارش شده است به هاي ساده، نتايج متفاوتيگاهتكيه

 1.626تا بيشترين مقدار ]25[1.2967مقدار شده يك، از كمترينبعدمربعي ايزوتروپ نازك و براي دامنه بي
 2007در سال  ]33[ يكي از معتبرترين اين نتايج مربوط به حل سينگا. ، نتايجي به ثبت رسيده است]15[

هاي مورب براي ورقكه اين حل از آنجايي. تدست آمده اسباشد كه با استفاده از روش المان محدود بهمي
با جستجو در مراجع باشد، هاي مربعي و مستطيلي آن بسيار كم ميانجام شده است و نتايج مربوط به ورق

هاي متفاوتي را مورد حالتمختلف، مرجعي كه هم مطابقت خوبي با اين حل المان محدود داشته باشد و هم 
  ]16.[بررسي قرار داده باشد، يافته شد
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  هاي مختلف با نتايج به دست آمده از روش المان محدود مقايسه خطاي روش - 3شكل

  براي يك ورق كامپوزيتي مربعي متقارن پنج لايه
  

مرجع انتخاب شده و دقت دو هاي فوق، حل المان محدود به عنوان به منظور انجام مقايسه بهتر بين روش
ها را نسبت به حل درصد خطاي هر يك از اين روش )3(شكل . شودروش ديگر در مقايسه با آن سنجيده مي

  . دهدالمان محدود نشان مي
ها با روش المان محدود، نتايج به دست شود، در مقايسه همه اين روشمشاهده مي )1(همانطور كه از جدول 

هموتوپي به مراتب  تقريبي و روش تحليلي] 16[فركانس هي تقريبا برابر با نتايج سينگ  آمده از روش دامنه
باشد، اما به دليل آنكه نتايج ارائه شده توسط سينگ گستردگي فراواني دارد، از آن به داراي دقت بالاتري مي

براي كل بازه  شد كه در ادامه نشان داده خواهد .شودهاي بعدي استفاده ميعنوان يك مرجع براي مقايسه
نسبت ر ـهمچنين اث. ودـشمي الاـهايي با دقت ببه جواب رـجـمن ارائه شده،روش دو استفاده از  جواب،

هاي ايزوتروپ و كامپوزيت ها بر روي نسبت فركانسي ورقتعداد لايه و هانسبت مدولها، چينيمنظري، لايه
  .بررسي خواهد شد

 لايه5مقايسه نسبت ارتعاشي براي ورق كامپوزيتي متقارن مربعي  -1جدول
)25.0,5.0/,40/( 1221221  EGEE  

[0/90/0/90/0]   hW /

Singha [33] 
(FEM)١ 

Singh [16] 
(PM)  

 HAM   HFA     

1.030264 1.0329 1.0329 1.033  0.2
1.116664 1.1262 1.1251 1.1262  0.4
1.248613 1.2664 1.2626 1.2664  0.6
1.415289 1.4399 1.4318 1.4399  0.8
1.606408 1.6361 1.6227 1.6361  1 

1.817537 1.8479 1.8287 1.8479  1.2

  
همانطور كه . دهداي را براي نسبت فركانسي ورق مربعي و مستطيلي ايزوتروپ نشان ميمقايسه )2(جدول 

. باشندمي] 16[هاي حل ارائه شده داراي تطابق بسيار بالايي با نتايج ارائه شده در مرجع شود، روشديده مي

                                                                                                                                                                         
1 finite element method 



 1394 بهار، اولدهم، شماره هفسال                                نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                         30

هاي مربعي، ،به دليل تقارن ورق15در معادله  2بايد توجه داشت كه ضريب جمله مرتبه دوم جابجايي 
  .شودبرابر با صفر مي

  
مقايسه نسبت ارتعاش غيرخطي به خطي براي ورق ايزوتروپ مربعي و مستطيلي -2جدول

)3.0(   

)2/( ba  )1/( ba   hW /  
Ref [16]   HAM   HFA  Ref [16]  HAM   HFA      
1.0254  1.0285 1.0286  1.0208 1.0252  1.0252  0.2 
1.0982  1.1091 1.1099  1.0809 1.0967  1.0973  0.4 
1.2097  1.2306 1.2336  1.1743 1.2056  1.2081  0.6 
1.3505  1.3818 1.3884  1.2937 1.3422  1.3478  0.8 
1.5124  1.5537 1.5651  1.4327 1.4988  1.5087  1 

---  1.7404 1.7571  --- 1.6698  1.6845  1.2 
1.8770  1.9376 1.9599  1.7503 1.8512  1.8711  1.4 

---  2.1425 2.1705  --- 2.0404  2.0656  1.6 
---  2.3530 2.3868  --- 2.2353  2.2659  1.8 

2.4798  2.5679 2.6074  2.2828 2.4347  2.4707  2 
  

  
گري با افزايش دامنه فركانس، آثار غيرخطيشود كه مشاهده ميهاي مربعي و مستطيلي ورقدر هر دو مورد 

 ييعني با افزايش نسبت منظري، نسبت فركانس .باشدبراي ورق مستطيلي اين اثر شديدتر مييافته و افزايش 
 تقريبي با استفاده از روش تحليلي )4(شكل در  به منظور نشان دادن بهتر اين موضوع،. يابدافزايش مي
  .گرفته استاثر نسبت منظري مورد بررسي قرار هموتوپي، 

  

  
  ورق ايزوترپبر روي نسبت فركانسي منظرياثر نسبت - 4شكل

  
نسبت فركانسي را به ازاي تغييرات دامنه و براي يك ورق مربعي كامپوزيتي با چيدمان متقاطع  )3(جدول 

داراي آرايش متقارن ارائه شده در اين جدولشود كه هر دو مشاهده ميو دهد متقارن و پادمتقارن نشان مي
  . باشندهاي فركانسي يكساني مينسبت
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مقايسه نسبت ارتعاشي براي ورق كامپوزيتي متقاطع مربعي با چيدمان هاي مختلف -3جدول
)25.0,5.0/,40/( 1221221  EGEE 

[90/0/0/90]    [0/90/90/0]    [0/90/0/90]   hW /  

Ref 
[16]   

 HAM HFA   Ref 
[16]   

HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM  HFA    

1.0535 1.0509 1.0511 1.05351.05091.0511 1.0634  1.0575  1.0577  0.25 
1.2038 1.1891 1.1913 1.20381.18911.1913 1.2388  1.2120  1.2146  0.5 
1.4172 1.3872 1.3940 1.41721.38721.3940 1.4832  1.4305  1.4386  0.75 
1.6691 1.6227 1.6361 1.66911.62271.6361 1.7679  1.6881  1.7033  1 

---  1.8819 1.9027 --- 1.88191.9027 ---  1.9694  1.9927  1.25 
2.2355 2.1563 2.1847 2.23552.15632.1847 2.4000  2.2659  2.2974  1.5 

---  2.4408 2.4770 --- 2.44082.4770 ---  2.5724  2.6120  1.75 
2.8439 2.7325 2.7763 2.84392.73252.7763 3.0729  2.8857  2.9334  2 

  
ف در لهاي مختنسبت فركانس غيرخطي به فركانس خطي ورق مستطيلي با نسبت منظري دو و با آرايش

، نسبت فركانسي براي يك ورق مستطيلي ارائه شده است، با اين )5(جدول در  .آورده شده است )4(جدول 
   .باشدمنظري برابر با چهار ميتفاوت كه در اين حالت نسبت 

  
مقايسه نسبت ارتعاشي براي ورق كامپوزيتي متقاطع مستطيلي با چيدمان هاي مختلف - 4جدول

)2/,25.0,5.0/,40/( 1221221  baEGEE  

[90/0/0/90]    [0/90/90/0]    [0/90/0/90]   hW /  

Ref 
[16]   

 HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM  HFA    

1.0340 1.0322 1.0323 1.13271.12971.1308 1.0645  1.0522  1.1337  0.25 
1.1331 1.1226 1.1236 1.46741.44581.4543 1.2427  1.2156  1.3462  0.5 
1.2798 1.2576 1.2612 1.89461.85311.8730 1.4905  1.4600  1.6063  0.75 
1.4593 1.4239 1.4318 2.36522.30402.3365 1.7787  1.7463  1.8947  1 

---  1.6119 1.6250 --- 2.77772.8227 ---  2.0531  2.2003  1.25 
1.8777 1.8148 1.8337 3.36343.26443.3216 2.4178  2.3703  2.5167  1.5 

---  2.0283 2.0532 --- 3.75913.8284 ---  2.6935  2.8405  1.75 
2.3396 2.2493 2.2803 4.39494.25914.3402 3.0976  3.0205  3.1692  2 

   
مقايسه نسبت ارتعاشي براي ورق كامپوزيتي متقاطع مستطيلي با چيدمان هاي مختلف -5جدول 

)4/,25.0,5.0/,40/( 1221221  baEGEE  

[90/0/0/90]    [0/90/90/0]    [0/90/0/90]   hW /  

Ref 
[16]   

 HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM  HFA    

1.0326 1.0309 1.0310 1.17071.16571.1674 1.0653  1.0499  1.1444  0.25 
1.1275 1.1178 1.1187 1.58381.55441.5658 1.2454  1.2129  1.3652  0.5 
1.2688 1.2480 1.2514 2.09512.04032.0655 1.4956  1.4607  1.6314  0.75 
1.4423 1.4089 1.4164 2.64892.56942.6090 1.7863  1.7522  1.9245  1 

---  1.5913 1.6037 --- 3.12023.1738 ---  2.0641  2.2337  1.25 
1.8479 1.7885 1.8066 3.80993.68303.7504 2.4303  2.3861  2.5534  1.5 

---  1.9962 2.0201 --- 4.25314.3340 ---  2.7136  2.880  1.75 
2.2971 2.2115 2.2415 5.00114.82794.9222 3.1148  3.0444  3.2114  2 
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هاي متقاطع پادمتقارن، با شود كه براي ورقبا توجه به آنچه در جداول فوق ارائه شده است، مشاهده مي
   .يابدافزايش نسبت منظري و نسبت مدول، نسبت فركانسي افزايش مي

. براي نسبت مدول متفاوت آورده شده است وهمه نتايج ارائه شده در سه جدول فوق  )8( تا )6(ول اجد در
درجه به فاصله دورتر از محور  90هاي با زاويه شود كه با انتقال لايهبا توجه به جداول ذكر شده، مشاهده مي

  .يابدمياني، نسبت فركانس غيرخطي به فركانس خطي كاهش مي
  
  

اشي براي ورق كامپوزيتي متقاطع مربعي با چيدمان هاي مختلفقايسه نسبت ارتعم - 6دولج
)25.0,5.0/,10/( 1221221  EGEE 

[90/0/0/90]    [0/90/90/0]    [0/90/0/90]   hW /  

Ref 
[16]   

 HAM HFA   Ref 
[16]   

HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM  HFA    

1.0498 1.0478 1.0480 1.04981.04781.0480 1.0556  1.0518  1.0520  0.25 
1.1907 1.1783 1.1803 1.19071.17831.1803 1.2113  1.1924  1.1946  0.5 
1.3922 1.3664 1.3727 1.39221.36641.3727 1.4315  1.3933  1.4004  0.75 
1.6314 1.5913 1.6038 1.63141.59131.6038 1.6906  1.6321  1.6457  1 

---  1.8396 1.8591 --- 1.83961.8591 ---  1.8944  1.9155  1.25 
2.1722 2.1031 2.1301 2.17222.10312.1301 2.2715  2.1720  2.2008  1.5 

---  2.3769 2.4114 --- 2.37692.4114 ---  2.4597  2.4964  1.75 
2.7553 2.6578 2.6998 2.75532.65782.6998 2.8941  2.7545  2.7988  2 

مقايسه نسبت ارتعاشي براي ورق كامپوزيتي متقاطع مستطيلي با چيدمان هاي مختلف - 7جدول
)2/,25.0,5.0/,10/( 1221221  baEGEE  

[90/0/0/90]    [0/90/90/0]    [0/90/0/90]   hW /  

Ref 
[16]   

 HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM  HFA    

1.0352 1.0334 1.0335 1.09861.09911.0998 1.0588  1.0513  1.1147  0.25 
1.1375 1.1271 1.1281 1.35791.34981.3557 1.2222  1.2059  1.3077  0.5 
1.2885 1.2664 1.2703 1.70131.68351.6986 1.4516  1.4345  1.5499  0.75 
1.4729 1.4377 1.4460 2.08772.06022.0859 1.7204  1.7034  1.8219  1 

---  1.6309 1.6444 --- 2.46062.4972 ---  1.9930  2.1122  1.25 
1.6795 1.8390 1.8585 2.92102.87502.9226 2.3206  2.2940  2.4141  1.5 

---  2.0576 2.0833 --- 3.29813.3561 ---  2.6018  2.7240  1.75 
2.3730 2.2839 2.3158 3.79083.72703.7954 2.9620  2.9140  3.0392  2 

  

مقايسه نسبت ارتعاشي براي ورق كامپوزيتي متقاطع مستطيلي با چيدمان هاي مختلف - 8جدول
)4/,25.0,5.0/,10/( 1221221  baEGEE  

[90/0/0/90]    [0/90/90/0]    [0/90/0/90]   hW /  

Ref 
[16]   

 HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM HFA  Ref 
[16]   

HAM  HFA    

1.0342 1.0326 1.0327 1.12591.12361.1246 1.0613  1.0512  1.1271  0.25 
1.1337 1.124 1.1251 1.44591.4271.4349 1.2310  1.2099  1.3319  0.5 
1.2811 1.2604 1.2642 1.85721.82021.8392 1.4683  1.447  1.5846  0.75 
1.4613 1.4284 1.4364 2.31172.2572.2882 1.7455  1.7256  1.8657  1 

---  1.6181 1.6313 --- 2.71682.7601 ---  2.0248  2.1643  1.25 
1.8811 1.8227 1.8418 3.27883.18973.245 2.3624 2.3348  2.474  1.5 

---   2.0378 2.0629 --- 3.67093.738 ---  2.6511  2.7911  1.75 
2.3444 2.2606 2.2918 4.27964.15734.2359 3.0204  2.9713  3.1133  2 
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  گيرينتيجه -8
هاي جندلايه كامپوزيتي روش تحليلي تقريبي براي بررسي ارتعاشات آزاد غيرخطي ورق دودر اين مقاله 

هميلتون، معادله  لكارمن و همچنين اصابتدا با استفاده از روابط كرنش ـ جابجايي ون. متقاطع ارائه شد
اي با استفاده از روش سپس اين معادله ديفرانسيل غيرخطي پاره وتعاشات غيرخطي حاصل شده حاكم بر ار

  .صورت پارامتري حل شده استهموتوپي، به تقريبي گالركين و در نهايت روش تحليلي
ار بالاي ـايج حاصل از روش المان محدود و روش اختلالات، دقت بسيـدست آمده با نتايج بهـمقايسه نت

روش دامنه  .دهدهاي كامپوزيتي نشان ميبيني ارتعاشات غيرخطي ورقارائه شده را براي پيش هايروش
 تقريبي اختلالات را ارائه داده و روش تحليليهايي با دقت روش فركانس هي، در عين سادگي، جواب

نتايج . نمايدارائه مي فركانس هي را - هموتوپي، نتايجي با دقت بالاتر نسبت به هر دو روش اختلالات و دامنه 
ها، آثار ري و افزايش نسبت مدولـزايش نسبت منظـا افزايش دامنه، افـهمواره ب دهند كهمي نشان

گري افزايش يافته و در نتيجه نسبت فركانس غيرخطي به فركانس خطي، سيري صعودي خواهد غيرخطي
درجه را به فاصله دورتري نسبت  90الياف  هاي با زاويهكه هر اندازه، لايهشود مشاهده ميهمچنين . داشت

 .يابدبه صفحه مياني منتقل نماييم، نسبت فركانسي كاهش مي
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Abstract 
 
In this paper, the analysis of nonlinear free vibration in laminated composite plates is 
presented using two approximate analytical methods. Since it is necessary to investigate the 
effects of different parameters on nonlinear vibrations of composite plates and to find an 
analytical-approximate solution, a composite plate was modeled considering nonlinear terms 
in Von Karman strain-displacement relations, at first. Then, the partial differential equation 
governing the nonlinear motion was extracted and the equation was reduced in to an ordinary 
non-linear differential equation. Homotopy analysis method is an effective and accurate 
method for solving nonlinear differential equations and also the frequency amplitude method 
has good accuracy beside its simplicity. In this regard, in order to achieve an acceptable 
analytical-approximate solution, the mentioned methods were used. The results reveal that the 
proposed methods have high accuracy while it offers an analytical closed form solution for 
the nonlinear problem. Finally, the effect of different parameters such as aspect ratio, layers 
configuration and modulus ratio on the frequency ratio of isotropic and composite plates was 
studied. 
 
  


