
 
 

 
 

1سميه اكرااحمدثاني  

 دانشجوي كارشناسي ارشد

 
 

 

 

2حسن نحوي  

 دانشيار
 

بررسي ارتعاشات يك سيستم غيرخطي دو درجه 
 زمانتشديد هم آزادي در شرايط
- غيردقيق و يا گمراهسازي خطي ممكن است ها، مدلدر بررسي ارتعاشات سازه

وجود خصوصيات غيرخطي در يك سيستم موجب بروز رفتارهايي در . كننده باشد
در اين مقاله ارتعاشات  .هاي خطي وجود ندارد شود كه در سيستمپاسخ آن مي

غيرخطي يك سيستم دو درجه آزادي شامل سيستم اصلي و جاذب، در حالت 
فنرها و دمپرهاي . استعه قرار گرفتهزمان ثانويه و داخلي مورد مطالتشديد هم

با حل معادلات حركت با روش . اندسيستم به صورت غيرخطي درنظر گرفته شده
و به دست آوردن معادلات پاسخ فركانسي در  4مقياس زماني متعدد 3اغتشاشي

حالت پايا، تاثير پارامترهاي سيستم روي دامنه سيستم اصلي و همچنين پايداري 
- دهد كه در تشديد همنتايج نشان مي. استبررسي شده 5زيني-و انشعابات گره

، اثرات به دليل حضور جاذب و كاهش دامنه،  7و داخلي 6هارمونيكزمان فوق
هاي خطي از خود كاهش يافته و سيستم رفتاري نزديك به رفتار سيستمغيرخطي 
همچنين، پارامترهاي غيرخطي جاذب تاثير اندكي روي دامنه . دهدنشان مي

سيستم اصلي دارد و با افزايش سختي غيرخطي سيستم اصلي، برخلاف حالت 
هاي از آنجايي كه با افزايش دامنه در سيستم. يابدخطي، دامنه افزايش مي

وجود دارد، پايداري و محدوده پارامتر تنظيم كه  8غيرخطي امكان پديده پرش
  .استشود نيز تعيين گرديدهپاسخ براي دامنه سيستم ميمنجر به ايجاد سه

 
 

  رمونيك ها مقياس زماني متعدد، تشديد فوقجاذب، روش  ،ارتعاشات غيرخطي :هاي راهنماواژه
  
  مقدمه -1

ها و هاي نامطلوب در زندگي ماست كه باعث ايجاد اختلال، آسيب و خرابي دستگاهپديدهارتعاش يكي از 
 ارتعاشبه همين دليل همواره هزينه، زمان و تلاش بسياري براي رفع، كاهش يا كنترل . شودها ميمكانيزم

تقريب طي توان با يك سيستم يك درجه آزادي غيرخهاي كاربردي را ميبسياري از سيستم. شودصرف مي
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3 Perturbation  
4 Multiple time scale 
5 Saddle-node bifurcation 
6 Super-harmonic resonance 
7 Internal resonance 
8 Jump 
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هاي مدر رفتار ارتعاشي سيست 1و آشوب تشديد داخلي، اي شدن، دو شاخهنظير پرش ييها وقوع پديده. دز
بيني و  يي پيشتوانايل ناديده گرفتن اثرات غيرخطي سازي خطي به دلشود كه مدل غيرخطي ديده مي
طور ه ب ارتعاشي توان به كمك جاذبهايي را ميچنين سيستم ارتعاش ،در موارد تشديد .توجيه آن را ندارد
دهند ارتعاشات را كاهش مي انتقال انرژي از سيستم اصلي به جاذب،با  هاي ارتعاشيجاذب. موثر كاهش داد

جاذب معمولا به صورت يك . نداهزينه كم و عملكرد ساده، مورد توجه قرار گرفته به دليل مزايايي همچون  و
 .استبه سيستم اصلي متصل شده دمپرر و شود كه با فنم اصلي تعريف ميجرجرم نسبتا سبك در مقايسه با 

. هاي مكانيك و عمران هستنداي در زمينهها با هدف كاهش دامنه ارتعاشي داراي كاربرد گستردهجاذب
فنر متصل به دستگاه  -اولين جاذب ارتعاشي كه شامل يك جرم. اي طولاني داردها پيشينهطراحي جاذب

  .استپيشنهاد شده Frahmاصلي بود توسط 
Natsiavas ]1[ هاي به بررسي نوسانات حالت پايا و پايداري جاذب 2گيريبا استفاده از روش ميانگين

معادلات ديفرانسيل غيرخطي سه سيستم مختلف كه بيانگر مودهاي ] Amer2 [ .ارتعاشي غيرخطي پرداخت
 متعدد زماني باشند را به كمك حل تحليلي و با روش مقياسسر درگير مي تير يكارتعاشي متفاوت از 

 هايحالت در سيستم رفتار بر مختلف پارامترهاي اثراتبررسي  به عددي حلاو با استفاده از  .بررسي كرد
به بررسي ديناميك غيرخطي يك سيستم ارتعاشي دو درجه ] 3 [و همكاران  Zhu.پرداخت تشديد مختلف

گيري حل حالت پاياي با استفاده از روش اغتشاشي ميانگين. آزادي با دمپر و فنر غيرخطي پرداختند
- شاخهدوبا رسم دياگرام  هاآن .گرديدو پايداري سيستم بررسي شد پريوديك معادلات حركت استخراج 

اثرات ] EL-Bassiouny ]4 .دادندمورد مطالعه قرار  را ، حركات پريوديك، شبه پريوديك و آشوبناكگيشد
لنگ را در حالت تشديد دمپر الاستومريك و غيرخطي از مرتبه دو و سه براي كنترل ارتعاشات پيچشي ميل

 ارتعاشات يك سيستم غيرخطي متصل به جاذب با فنر غيرخطي] Amer ]5و  EL- Sayed .اوليه بررسي كرد
به ها آن. ندكرد بررسي متعددزماني  مقياسزمان اوليه و داخلي با روش اغتشاشي در حالت تشديد هم را

صورت عددي بررسي و  به را كمك معادلات پاسخ فركانسي به دست آمده، اثر جاذب و پارامترهاي سيستم
آونگ غيرخطي سه -يك سيستم فنر] Sayed6 [و  Eissa. براي تشديد داخلي گزارش كردندرا بهترين حالت 

پذير براي تشديد را موارد امكانها آن. درجه آزادي تحت نيروي تحريك پريوديك را مورد بررسي قرار دادند
ر نموداهمچنين با رسم . به صورت عددي بررسي و اثر پارامترهاي مختلف را روي رفتار سيستم مطالعه كردند

 ] ٧[ Zhangو Ji . نمودند بررسي سيستم را ناپايداري و پايداري هايتفاز براي دامنه حالت پايا، حال- صفحه
كاهش ارتعاشات يك سيستم تحريك شده غيرخطي را به كمك جاذب ارتعاشي خطي در حالت تشديد اوليه 

و رفتارهاي  استخراج شدمعادلات پاسخ فركانسي  زماني متعددمقياس  به كمك حل تقريبي .مطالعه كردند
 .بررسي گرديد 3، پديده پرش و هيسترزيسغيرخطي مانند نقاط دو شاخه شدگياميكي دين

 Ji  وZhang ]8  ارتعاشات يك سيستم غيرخطي متصل به جاذب خطي را در حالت  در تحليل ديگري ]
اي براي هيچ مقدار بهينهتوان نمي به كمك حل عددي نشان دادند كهبررسي كردند و  رمونيكهافوقتشديد 

 .به دست آورد رمونيكها فوقحذف ارتعاشات تشديد  به منظورضرايب سختي و ميرايي جاذب 

                                                                                                                                                                                          
1 Chaos 
2 Averaging 
3 Hysteresis 



 23                                                          ...                                  بررسي ارتعاشات يك سيستم غيرخطي دو درجه آزادي در

 El-Ganaini وElgohary  ]9[ دررا  هارمونيك تحريك نيروي چند تحت تير يك ارتعاشات كاهش امكان 
 مرتبهمتعدد تا  زماني مقياس روش از تقريبي حل براي .ندمطالعه كرد داخلي و اوليهزمان هم تشديد حالت

به بررسي ارتعاشات ] Kamel ]10و  Sayed .گرفت قرار بررسي مورد سيستم پايداري وگرديد  استفاده دو
. هاي پريوديك و پارامتريك با استفاده از جاذب ارتعاشي فعال پرداختنديك سيستم غيرخطي تحت تحريك

و همچنين پايداري حل عددي با  1:3و  1:2حل پريوديك غيرخطي در دو حالت تشديد داخلي  پايداري
 .استفاده از روش صفحه فاز و معادلات پاسخ فركانسي مورد بررسي قرار گرفت

-فوقزمان در حالت تشديد همدو درجه آزادي   1ضعيف در اين پژوهش، ارتعاشات يك سيستم غيرخطي

دست آوردن  با به. استبررسي شده زماني متعدد با استفاده از روش اغتشاشي مقياس ،و داخلي رمونيكها
 پايداريمحدوده ، روي دامنه نوسان سيستم تاثير پارامترهاي خطي و غيرخطي ،معادلات پاسخ فركانسي

 استدادهمرور مقالات و تحقيقات قبلي نشان . استديده پرش مورد مطالعه قرار گرفتهپ امكان وقوع و پاسخ
پارامترهاي  با دو درجه آزادي و داخلي براي يك سيستم رمونيكهافوق زمان تشديدحالت همكه تحليل 

  .استنشده غيرخطي تاكنون گزارش
 

  رياضي سازيمدل -2
به ترتيب جرم سيستم اصلي  2mو  1m. استمدل يك سيستم دو درجه آزادي نشان داده شده )1(در شكل 

) icو ik ،ik ،ic .است 2x جاييجابهو جرم جاذب با  1x جاييجابهبا  1,2)i   به ترتيب بيانگر سختي
كه در آن انديس يك مربوط به سيستم اصلي خطي، ميرايي خطي و ميرايي غيرخطي اند خطي، سختي غير

 سيستم اصلي تحت نيروي تحريك خارجي. و انديس دو مربوط به جاذب است  
1

cos
n

i i
i

P t p t


   قرار
 .استفركانس تحريك خارجي  دارد كه در آن 

  

 
دو درجه آزادي غيرخطينماي شماتيك سيستم  -1شكل  

                                                                                                                                                                                          
1 Weakly nonlinear 
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 :دنشوه سه، به ترتيب به صورت زير بيان ميدرجي فنر و ميرايي سيستم از هانيرو 

                                                        3( )i i i i i iF x k x k x                                                               )1(  

                                                     2( )i i i i i i iR x c x c x x     )2(                                                              

  :آيندميدست صورت زير بهبا استفاده از قانون دوم نيوتون معادلات حركت سيستم به

        3 23 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1m x k x k x c x c x x k x x k x x c x x c x x x x                     

 

1

cos
n

j j
j

p t


                                                                                                                                                
)3(  

        3 2

2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 0m x k x x k x x c x x c x x x x               )4(                                      

  :به صورت زير باز نويسي كرد توانمي را )4(و ) 3(معادلات 

      
1

3 22 3 2
1 1 1 2 3 2 1 4 2 1 5 2 1 2 1 4 1 1 1 6 1 1x x x x x x x x x x x x x x x                        

1

cos
n

j j
j

p t


  )5(                                                                                                                                               

        3 22
2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 3 2 1 2 1 0x x x x x x x x x x x                 )6                                  (    

  :ندشوصورت زير تعريف ميها بهپارامترو بقيه  بدون بعد كوچك است اغتشاشي نشان دهنده پارامتر  كه
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)7(                          

  
   مساله تحليل-3
  روش مقياس زماني متعدد -1- 3

 معادله غيرخطي حل اين روش،در . شود براي حل معادلات حركت از روش مقياس زماني متعدد استفاده مي
با تقريب مرتبه يك ) 6(و ) 5(شود معادلاتفرض مي .شودتوسط چند جمله اول يك بسط مجانبي بيان مي

)1يعني  ،اپسيلون )O ، 11[ فرم زير دارندپاسخي به[:  
                                               1 10 0 1 11 0 1, , , ...x t x T T x T T                                      )الف-8(

                                               2 20 0 1 21 0 1, , , ...x t x T T x T T                                     )ب-8(  

0Tكه در آن  t  1مقياس زماني سريع و وابسته به تغييراتي است كه در فركانس طبيعي سيستم اصلي  و
1T. دهدرخ مي فركانس تحريك خارجي t  دامنه و فاز  تغييراتيك مقياس زماني آهسته و وابسته به



 25                                                          ...                                  بررسي ارتعاشات يك سيستم غيرخطي دو درجه آزادي در

 اول و دوم نسبت به زمان اتمشتق. گردداست كه به علت وجود عوامل غيرخطي، ميرايي و تشديد ايجاد مي
t 0ي نسبت به جزئتوان به شكل مشتقات را ميT  1وT،  به صورت زير بسط داد  ،با تقريب مرتبه يك:  
  

0 1

d
D D

dt
  , 

)9( 2
2
0 0 12

2
d

D D D
dt

   

iكه در آن 
i

D
t





با برابر قراردادن و ) 6(و ) 5(در معادلات حركت ) 9(و ) 8(با جايگذاري معادلات . 
  :شود نتيجه ميهاي مساوي، با توان ضرايب 

0 :     2 2
0 10 2 10 cosD x x p t   )10(                                                                                           

      

         2 2 2
0 20 2 20 2 10D x x x   )11(                                                                                                

     

1 :   
2 2 3 3
0 11 1 11 0 1 10 1 20 3 20 10 4 0 20 0 10 4 10

2 2
5 20 10 0 20 0 10 1 0 10 6 10 0 10

2 ( ) ( )

( ) ( )

D x x D D x x x x D x D x x

x x D x D x D x x D x

    

  

        

    
)12(              

      

2 2 2 3
0 21 2 21 0 1 20 2 11 2 20 10 2 0 20 0 10

2
3 20 10 0 20 0 10

2 ( ) ( )

( ) ( )

D x x D D x x x x D x D x

x x D x D x

   



       

  
)13(                              

   
:نوشت به فرم زير توانرا مي )11(و ) 10(پاسخ عمومي معادلات   

1 0 0
10 10 1( ) .i T i Tx A T e Fe c c    )14(                                                                                               

2 0 1 0 0
20 20 1 1 10 1 2( ) ( ) .i T i T i Tx A T e A T e Pe c c      )15                                                                              (  

كه در آن 
2
2

1 2 2
2 1


 

 


 ،
2
2

2 2 2
2




 


، 
 2 2

12

p
F





، 10A  20وA 1بعي از واتT ،10 وA  20وA  به

  .باشندمي 20Aو  10Aترتيب مزدوج مختلط

صورت زير  به 11x، فرم كلي پاسخ لازم و انجام محاسبات) 12(در معادله ) 15(و ) 14(با جايگذاري معادلات 
  :بود خواهد

1 0 2 0 0 1 0 2 0 0 1 2 0 1 2 0

2 1 0 2 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0

1 0

3 3 3 ( 2 ) ( 2 )
11 1 2 3 4 5 6 7 8

( 2 ) ( 2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )
9 10 11 12 13 14

( 2 )
15 16

i T i T i T i T i T i T i T i T

i T i T i T i T i T i T

i T i

x B e B e B e B e B e B e B e B e

B e B e B e B e B e B e

B e B e

       

       



   

     

 

       

     

  1 0 2 0 2 0 1 2 0 1 2 0( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( ) ( )
17 18 19 20

T i T i T i T i TB e B e B e B e                  

    

           1 2 0 1 2 0( ) ( )
21 22 .i T i TB e B e c c         )16(                                                                         
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) iBفوق معادلهدر  1 22)i    1توابعي بر حسبT هستند.  

  :شود نتيجه مي) 13(در معادله ) 14(-)16(جايگذاري معادلات ،  با 21xپاسخ دست آوردن  براي به
2 0 1 0 0 1 0 2 0 0 1 2 0 1 2 0

2 1 0 2 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0

1 0

3 3 3 ( 2 ) ( 2 )
21 1 2 3 4 5 6 7 8

( 2 ) ( 2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )
9 10 11 12 13 14

( 2 )
15 16

i T i T i T i T i T i T i T i T

i T i T i T i T i T i T

i T i

x H e H e H e H e H e H e H e H e

H e H e H e H e H e H e

H e H e

       

       



   

     

 

       

     

  1 0 2 0 2 0 1 2 0 1 2 0( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( ) ( )
17 18 19 20

T i T i T i T i TH e H e H e H e                  

          1 2 0 1 2 0( ) ( )
21 22 .i T i TH e H e c c         )17(                                                                        

           
) iHفوق معادلهدر  1 22)i    1توابعي بر حسبT هستند.  
  
  هارمونيك و داخليزمان فوق تشديد هم-2- 3

1 رمونيكهافوقتشديد  زمان هم حالت براي تحليل ارتعاشي سيستم غيرخطي مورد نظر

1
( )

3
   و تشديد

2داخلي  1( 3 )  سيستم اصلي،  هاي طبيعيمنظور بيان نزديكي مقادير فركانس به. شودمي در نظر گرفته
 2و  1 تنظيمبا معرفي پارامترهاي . شوداز پارامتر تنظيم استفاده مييكديگر جاذب و نيروي تحريك به 

  :توان نوشتمي
  

1 1

1

3
    , 

)18( 
2 1 23     

 ياه پاسخسكولار براي  هايعبارت ، )13(و ) 12( تفوق در معادلا زمان همتشديد  حالت با اعمال 11x  21وx 
  :دنآيدست مي صورت زير به به

2 3 2 2
1 10 1 1 10 3 10 10 1 3 10 1 2 3 10 20 20 1

2 3 2 2
4 1 10 1 5 1 10 10 1 5 1 10 1 2 5 1 10 20 20 1

2 2 2
4 10 10 4 10 1 1 10 6 1 10 10

2 3 ( 1) 6 ( 1)( 1) 6 ( 1)

( 1) ( 1) 2 ( 1)( 1) 2 ( 1)

3 6

i A A A A F A A A A

i A i A A i A F i A A A

A A A F i A i A A

    

       

     

             

             

   
1 1

2
6 1 10

3 3 3 3 3 3
3 2 5 2 4 6

2

[ ( 1) ( 1) ] i T

i A F

F i F F i F e 

 

   



         
2 12 2 2 2 2 2

3 10 20 1 5 2 10 20 1 5 1 10 20 1[3 ( 1) ( 1) 2 ( 1) ] 0i TA A i A A i A A e               )19(                        

      

2 2 2 2
2 20 2 20 20 2 20 2 2 10 10 20 1 2 2 20

2 2 2 2 2
3 2 10 10 20 1 3 2 20 2 3 2 20 20 1 1 20 1 3 20 20

2 2 2
1 3 20 2 1 3 10 10 20 1 1 4 2 20 1 5

2 3 6 ( 1) 6 ( 1)

2 ( 1) 2 ( 1) 3

6 ( 1) 6 ( 1) 2

i A A A A F A A A i A

i A A A i A F i A A A A A

A F A A A i A i

     

       

     

        

         

           2
2 10 10 20 1

2 2 2 3 3 3 3
1 5 2 20 2 1 5 2 20 20 2 10 1 3 1 10 1

( 1)

2 ( 1) [ ( 1) ( 1)

A A A

i A F i A A A i A      

 

           

2 1

2
3 3 3 3 3 32

3 10 1 5 1 10 1 4 10 6 1 102
1

( ( 1) ( 1) )] 0
8

i TA i A A i A e       


         )20(                                  
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 :شوندزير تعريف مي شكلبه  20A و 10Aپارامترهاي فرم قطبي 

                                          1( )
0 1

1
( ) ( 1, 2)

2
mi T

m mA a T e m    )21(                                                       

و ) 20(و ) 19(معادلات در  )21( رابطهبا جايگذاري . حقيقي هستندهايي با مقادير  پارامتر mو  ma كه
  :توان نوشتحقيقي و مجازي آن مي هايجداسازي عبارت

3 2 2
10 1 10 2 10 3 10 20 1 1 2 1 10 20 3 2 4 2sin cos ( sin cos )a z a z a z a a q q a a q q           )22(                       

     
3 2 2

10 1 4 10 5 10 6 10 20 1 1 2 1 10 20 3 2 4 2cos sin ( cos sin )a z a z a z a a q q a a q q            )23(                   

      
3 2 3

20 1 20 2 20 3 10 20 10 5 2 6 2( sin cos )a u a u a u a a a q q       )24(                                                          

      
3 2 3

20 2 4 20 5 20 6 10 20 10 5 2 6 2( cos sin )a u a u a u a a a q q        )25(                                                     

  :فرض شدهدر معادلات فوق 
  1 1 1 1T    ,

)26( 
2 2 1 2 13T       

) iqو  iz، iuاز متغيرهاي )22(- )25(در معادلات  1 6)i  ، سازي در بيان معادلات استفادهبه منظور ساده 
  . نداشده ئهارا پيوستها در و تعاريف مربوط به آن هگرديد
0iشرط  از ، )22(- )25(معادلات حل حالت دائم دست آوردن  بهبراي  ia    طبق اين . شوداستفاده مي
  :توان نتيجه گرفتميشرط 

  1 1   ,

)27( 
2 1 23      

  :استمعادلات پاسخ فركانسي با توجه به مقادير دامنه سيستم اصلي و جاذب در سه حالت زير قابل بررسي 

)i       10 0a    ,   20 0a   

)ii     10 0a    ,   20 0a           )آلحالت ايده(  

)iii    10 0a    ,   20 0a  )حالت واقعي(                                        ) 28(  

)با بررسي معادلات پاسخ فركانسي براي حالت واقعي )iiiازاي پارامترهاي تنظيم  شد اين حالت به ، مشخص
) اين مقاله حالت در لذا. حقيقي موقعي جواب دارد كه دامنه جاذب صفر باشد )i  كه در آن دامنه سيستم
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 اين شرط در معادلات جايگذاريبا . گيردمورد بررسي قرار مي نه جاذب صفر است،اصلي غير صفر و دام
  :آيددست مي به صورت زير بهمعادله پاسخ فركانسي  ،و اعمال شرط حالت پايا) 22(-)25(

                                             2 22 2 2 2 2 2
1 2 10 10 4 1 5 10 10 1 2z z a a z z a a q q        )29 (                     

: كه در آن   

3 3
33 4

1 2
1 1

( 1)
F F

q
 
 

    , 

3 3 3
2 5 2 6

1 1
( 1)

3 3
q F F     

  
  )دائم(پايداري حالت پايا -3- 3

 روشدر اين . شوداستفاده مي ]Andronov-Vitt ]11براي بررسي پايداري حل حالت دائم سيستم، از روش 
  :شودوارد مي )22(-)25( معادلات بهبه صورت زير  كوچك اغتشاش يك

                                                        

10 0 1

20 0 1

1 0 1

2 0 1

a a a

a b b

  
  

 
 
 
 

                                                             )30(  

0 آن در كه  0 0 0, , ,a b  1و  دائم حالت حل از آمده دست به پارامترهاي 1 1 1, , ,a b   كوچكي اغتشاشات 
)و اعمال شرط  در معادلات دائم حل حالت اعمالبا  .شوند مي وارد حل به كه هستند )iويژه ، مقادير 
  :دنآيست ميد بهبه صورت زير  ضرايب ژاكوبين ماتريس

2 2 4 4 2 2 2 2 2
1,2 0 2 1 2 0 0 5 5 0 1 4 5 0 1 4 1 42a z z z a  - 3a z  + 4z a  - 4z z a  -  + 2z  - z       , 2

3 1 3 0u u a   )31(   
     

قسمت  ،ن است كه مقادير ويژه در صورت حقيقي بودن منفي و در صورت موهومي بودنآشرط پايداري 
  .اين موضوع در بخش مثال عددي بررسي خواهد شد. حقيقي آن منفي باشد

  
  زيني-گرهانشعابات نقاط  - 4- 3

1با اعمال شرط  ،زيني-براي تعيين امكان وجود انشعاب گره
2
10

0
d

da


  مي) 29(در معادله پاسخ فركانسي -

 :دهدتوان نتيجه گرفت كه اين انشعاب در نقاط مربوط به پارامترهاي تنظيم زير رخ مي
  

                                             2 2 4 2 2
1 4 5 10 5 10 1 2 10 1 2 102 ( )( 3 )z z a z a z z a z z a        )32(                               

       



 29                                                          ...                                  بررسي ارتعاشات يك سيستم غيرخطي دو درجه آزادي در

 اگر 2 2 4 2 2
5 2 10 1 2 10 13 4z z a z z a z    1باشد آنگاه در بازه 1 1      10سه پاسخ حقيقي برايa  وجود

كه  در صورتي. پايدار و ديگري ناپايدار است پاسخدارد كه دو 2 2 4 2 2
5 2 10 1 2 10 13 4z z a z z a z   آنگاه  ،باشد

  :خواهد بود صورت زير به ،شودزيني مي-گرهدامنه بحراني كه باعث ظاهر شدن انشعابات 

                                          
 

2 2
1 2 1 2 52

10 2 2
5 2

2

3

z z z z z
a

z z

 



  )33(                                                                  

2پارامتر تنظيم  كه در
1 4 5 102z z a   دهدرخ مي.   
صورت زير ه جاذب ب حضوردامنه ماكزيمم سيستم اصلي در  ، )29(با استفاده از معادله پاسخ فركانسي 

  :آيدمي دست به

                           

1
2 2 3 2 2 3 6 2

2 21 2 1 1 2 1 1 13
10 2 3 2 3 6

2 2 2 2 2 2

2
1

1
2 2 3 2 2 3 6 2

2 21 2 1 1 2 1 13
2 2 3 2 3 6

2 2 2 2 2

2
) ( )

2 27 2 27 729 3

9 ( )
2 27 2 27 729

P

q q z q q z z z
a

z z z z z z

z

q q z q q z z
z

z z z z z

  
      

 



  
    

 

)34(                 

 

آنگاه  ،بيشتر باشد )33(به دست آمده از معادله  دامنه بحرانياز ماكزيمم دامنه سيستم اصلي  در صورتي كه
  .و شاهد پديده پرش در سيستم خواهيم بود دارد وجود دامنه سيستم اصليبراي  سه پاسخ

  

  مثال عددي -4
براي ) 1(مقادير جدول  ،و داخلي رمونيكهافوقزمان  همرفتار سيستم در حالت تشديد به منظور بررسي 

و نتايج با رسم نمودار پاسخ فركانسي مورد بحث و پارامترهاي سيستم دو درجه آزادي در نظر گرفته شده 
  .استبررسي قرار گرفته

 

 مقادير پارامترهاي به كار رفته در سيستم دو درجه آزادي - 1جدول           

 
1

( )

m

kg
 

2

( )

m

kg
  

1

( )

k

N m

 

1

3( )

k

N m



 

2

( )

k

N m

 

 

2

3( )

k

N m



 

 

1

( )

c

Ns m

 

1

3( )

c

Ns m



 

 

2

( )

c

Ns m

 

 

2

3( )

c

Ns m



 

 

   

 
 

10  

 

0.1 

 

   55 

 

   6 

 

5.45      2 

 

 0.5      0.1        0.06 

   

0.01 
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1توان نتيجه گرفتبا استفاده از مقادير پارامترها مي 2.4587( / )rad s  ،2 7.3824( / )rad s   و شرط
2تشديد داخلي  13  0.8195همچنين مقدار عددي فركانس تحريك . است حفظ شده( / )rad s  

4pنيروي. بود خواهد N با رسم منحني پاسخ فركانسي،  )2- 7(هاي در شكل. شودبه سيستم اعمال مي
10در حالت ،تاثير پارامترهاي سيستم روي دامنه سيستم اصلي 0a    ،20 0a  شودمشاهده مي .  

. دهدتاثير ميرايي خطي سيستم اصلي را روي دامنه سيستم اصلي در حالت پايا نشان مي )2( شكل
نمودار يافته و با خم شدن ، ماكزيمم دامنه سيستم اصلي افزايش 1cكاهش  با شودر كه مشاهده ميطونهما

ضريب ميرايي غيرخطي سيستم  كاهشبا . شودمي يا پرش باعث ايجاد ناحيه سه پاسخيبه سمت راست 
 1cدر افزايش دامنه از تاثير  1c يابد كه البته تاثيردامنه سيستم اصلي افزايش مي )3(نيز مطابق شكل  اصلي

يابد، به ، دامنه سيستم اصلي اندكي كاهش مي2cبا افزايش  دشوميمشاهده  )4(در شكل . بيشتر است
افزايش دامنه از  ،ضريب ميرايي خطي سيستم اصلي نظر گرفتن طوري كه با نزديك به صفر در

10 0.52( )a m ميرايي غيرخطي   دارر در مقتغيي شود باميمشاهده ) 5(شكل  با توجه به .كندتجاوز نمي
با توجه به پارامترهاي تعريف شده در معادله پاسخ . ماندميباقي  بدون تغييردامنه سيستم اصلي  ،2cجاذب، 

ها حضور دارد بسيار كوچك و نزديك ميرايي غيرخطي جاذب در آنعامل هايي كه فركانسي، ضريب عبارت
  . كند نميغييري ت 2cبا تغيير نمودار  و لذابه صفر است 

با . دهدرا نشان ميتغييرات دامنه بازاي مقادير مختلف سختي خطي سيستم اصلي و جاذب ) 6(شكل 
هاي طبيعي در كه نسبت فركانس انداي انتخاب شدههاي طبيعي، اين اعداد به گونهتوجه به تعريف فركانس

در اين حالت ماكزيمم دامنه سيستم اصلي با افزايش سختي خطي جاذب و . حفظ شودتشديد داخلي 
كند و مقدار مطلق پارامتر پيدا ميانتقال  چپ منحني به سمت همچنين .يابدسيستم اصلي كاهش مي

-نشان مي )7(در شكل  1k نمودار تغييرات دامنه نسبت به .شودبزرگتر مي تنظيم متناظر با دامنه ماكزيمم

يابد و با انتقال منحني افزايش مي سيستم ماكزيمم دامنه سختي غيرخطي سيستم اصلي،با افزايش  دهد كه
همچنين در  .گرددافزايش يافته و از حالت تشديد دور مي 1مقدار مطلق پارامتر تنظيم  ،به سمت چپ

  .كندماكزيمم دامنه سيستم تغييري نمي 2kشود با افزايش مشاهده مي) 8(شكل 
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)1 تنظيمدامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر تغييرات نمودار  -2شكل / )rad s براي مقادير مختلف ،   

Nsبر حسب  1cميرايي خطي سيستم اصلي m 
 
 
  

  

)1 تنظيمدامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر  تغييراتنمودار  -3شكل / )rad sبراي مقادير مختلف ،  
3Nsبر حسب  1cميرايي غيرخطي سيستم اصلي  m 
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)1دامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر تنظيم  تغييراتنمودار  - 4شكل / )rad s براي مقادير مختلف ،  
Nsبر حسب  2cميرايي خطي جاذب  m  

  

 

  
)1 تنظيمدامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر  تغييراتنمودار  - 5شكل / )rad s براي مقادير مختلف ،  

3Nsبر حسب  2cخطي جاذب غيرميرايي  m  
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)1 تنظيمدامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر  تغييراتنمودار  -6شكل / )rad s براي مقادير مختلف ،  

1 سيستم اصليو  سختي خطي جاذب 2,k k بر حسب N m 

 

 

  
)1 تنظيمدامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر  تغييراتنمودار  - 7شكل / )rad s براي مقادير مختلف ،  

3N بر حسب 1k سختي غيرخطي سيستم اصلي m 
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)1 تنظيمدامنه سيستم اصلي نسبت به پارامتر  تغييراتنمودار  - 8شكل / )rad s براي مقادير مختلف ،  
. بر حسب 2k جاذبسختي غيرخطي  3N m 

  

. دهدمنحني پاسخ فركانسي سيستم اصلي غيرخطي را در حالت با جاذب و بدون جاذب نشان مي )9(شكل 
و پارامتر تنظيم متناظر  (m)0.7462 نباشد، ماكزيمم دامنه سيستم اصلياگر جاذب به سيستم اصلي متصل 

شود زيني مي-گرهدامنه بحراني كه باعث ظاهر شدن انشعابات مقدار . خواهد بود (rad/s)0.1131با آن 
0.4263(m) تر استماكزيمم دامنه سيستم اصلي در حالت بدون جاذب از اين مقدار بزرگاز آنجا كه . است ،

10.0967براي منحني پاسخ فركانسي در محدوده  .ناحيه سه پاسخي به وجود مي آيد 0.1152   سه
  .ندو دو پاسخ پايدار بودهيك پاسخ ناپايدار  پاسخ براي دامنه سيستم اصلي وجود دارد كه

رفتار سيستم . رسدمي (m)0.4778يابد و به ماكزيمم دامنه سيستم اصلي كاهش مي ،با اتصال جاذب
در اين . افتدبزرگتري اتفاق مي تنظيمپارامتر  در حداكثر دامنههاي خطي است و سيستمرفتار نزديك به 

و چون  است (m)0.5407شود زيني مي-گرهدامنه بحراني كه باعث ظاهر شدن انشعابات مقدار  حالت
سه پاسخي در سيستم  ناحيهشود و پديده پرش حذف مي حداكثر دامنه كمتر از مقدار بحراني آن است،

  .داشت وجود نخواهد
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1 زمان هممنحني پاسخ فركانسي براي سيستم اصلي در حالت تشديد  -9شكل 2 1

1
( , 3 )

3
       

  در دو حالت با جاذب و بدون جاذب
  

مقادير ويژه سيستم اصلي در حضور جاذب  ، )31(با جايگذاري مقادير عددي پارامترها در معادلات 
با توجه به . خواهد بود) 2(به صورت جدول  حقيقي دامنه مختلف و براي مقاديرزاي پارامترهاي تنظيم ا به
ست، در نتيجه سيستم در حالت با جاذب بازاي تمامي مقادير قسمت حقيقي تمامي مقادير ويژه منفي ا كه اين

 .محدوده سه پاسخي براي دامنه سيستم حذف خواهد شد بود و پارامتر تنظيم داراي حركت پايدار خواهد

  تنظيم مختلف هايدر حضور جاذب براي پارامتر ه سيستممقادير ويژ -2جدول
3  2  1  1( / )rad s  

0.30338  0.02603 0.12577i   0.02603 0.12577i   0.35  

0.30346  0.04094  0.01216  0.20  

0.30338  0.02603 0.12423i   0.02603 0.12423i   0.10  

0.30338  0.02602 0.22544i   0.02602 0.22544i   0.00  

0.30338  0.02601 0.32573i   0.02601 0.32573i   0.10  

0.30338  0.02601 0.42584i   0.02601 0.42584i   0.20  
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 در .دهد مختلف نشان مي پارامترهاي تنظيم براي جاذب را بدون اصلي سيستم ويژه مقادير) 3(جدول  
كه مشاهده  طور مانه .گردد مي تبديل آزادي درجه يك سيستم به بررسي مورد سيستم جاذب، بدون حالت
شود در خارج از محدوده سه پاسخي پارامتر تنظيم، تمامي مقادير ويژه منفي است كه بيانگر پايداري مي

 . سيستم در اين ناحيه است

1 در 0.0967( / )rad s   1و 0.1152( / )rad s   است كه مربوط است به ر ويژه حقيقي يدامقيكي از
1همچنين  .نقاط انشعاب زيني 0.1050( / )rad s  در ناحيه سه پاسخي قرار دارد. 

  
  تنظيم مختلف هايجاذب براي پارامتر بدونمقادير ويژه سيستم اصلي  -3جدول

2  1  1( / )rad s  

0.0279 0.0392i  0.0279 0.0392i  0.0944  

0.0279 0.359i   0.0279 0.359i   0.0945  

0.0519  0.0024  0.0967  

0.0280 0.0295i  0.0280 0.0295i    

  

0.1050  

  

0.0699  0.0147  

0.0269 0.0449i  0.0269 0.0449i  

0.0508  0.0053  0.1152  

0.3065 0.5469i  0.3065 0.5469i  0.1180  

0.3061 0.6233i  0.3061 0.6233i  0.1190  

 
 

      گيري  نتيجه -6
زمان در حالت تشديد هم غيرخطي متصل به جاذب ارتعاشي غيرخطي،يك سيستم  در اين مقاله ارتعاشات

براي حل تقريبي معادلات حركت غيرخطي سيستم از روش اغتشاشي  .و داخلي بررسي شد رمونيكهافوق
ر پارامترهاي ياثت ،معادلات پاسخ فركانسي استخراجبا . مقياس زماني متعدد تا تقريب مرتبه يك استفاده شد

براي توان دريافت كه مي به نتايج به دست آمدهبا توجه . بر روي پاسخ و پايداري آن بررسي شد سيستم
 اصلي سيستم در كاهش دامنه مورد بررسي، پارامترهاي غيرخطي جاذب تاثير اندكي زمان همحالت تشديد 
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هاي خطي توان از جاذببنابراين براي ايجاد شرايط بهينه به منظوركاهش ارتعاشات در سيستم، مي. دارند
 موجبافزايش سختي غيرخطي سيستم اصلي  چنين از آنجايي كه برخلاف حالت خطي،هم. استفاده نمود

لازم به ذكر است نتايج ارائه شده براي . گردد شود، كاهش سختي غيرخطي توصيه ميميافزايش دامنه 
   .  ضعيف كاربرد دارد غيرخطيسيستم هاي 
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Abstract 
 
To accurately predict vibration behavior of structures, a complete mathematical modeling is 
necessary. In nonlinear structural vibration analysis, using the linear model may lead to wrong 
results. In this paper, the nonlinear vibrations of a two-degree-of-freedom system consists of 
the main system and an absorber is studied at simultaneous secondary and internal 
resonances. The frequency response equations are obtained by solving the equations of 
motion using the method of multiple time scales (MTS). The effects of system parameters on 
the amplitude of the main system is investigated. Stability analysis is performed by the 
method of Andronov and Vitt and the saddle-node bifurcation points are detected. The results 
show that in the simultaneous super-harmonic and internal resonance case, system shows an 
almost linear behavior. Also, the nonlinear parameters of the absorber have insignificant 
effect on the amplitude of the main system. Unlike the linear case, when the nonlinear 
stiffness of the main system increases, the system amplitude increases as well. Finally, the 
domain of detuning parameter with three responses, resulted in the jump phenomenon in the 
response, is determined. 

 

 


