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هاي مطالعۀ ارتعاشات آزاد و ناپايداري نانولوله

حامل سيال با استفاده از مدل پوستۀ   کربنی

 اياستوانه

هاي كربني تک در این مقاله به منظور مطالعۀ ارتعاشات آزاد و ناپایداري نانولوله
اي دانل و تئوري اصلاح شدۀ حامل سیال، براساس مدل پوستۀ استوانهجدارۀ 

گردد. این مدل جدید تنها داراي یک پارامتر كوپل مدل جدیدي ارائه ميتنش
مقیاس طول ماده بوده و قادر است اثرات اندازه لولۀ كربني در مقیاس نانو را لحاظ 

ا كمک اصل همیلتون كند. معادلات دینامیکي حاكم و شرایط مرزي متناظر ب
بدست آمده و با استفاده از روش عددي مربعات تفاضلي اثرات سیال داخلي و 
سرعت آن، پارامتر مقیاس طول ماده، تغییرات دما، بستر الاستیکي و شرایط مرزي 
مختلف بر فركانس و محدودۀ پایداري نانولولۀ كربني مذكور مورد مطالعه و بحث 

 گیرد.قرار مي

 
، كوپل، سیال، تغییرات دما، ناپایداريتئوري اصلاح شدۀ تنش، مدل پوسته نانولولۀ كربني، راهنما:هاي واژه

 مربعات تفاضلي روش 

 

 مقدمه -1
كربن با ساختار شش ضلعي منظم و تناوبي مي  هايمولکولهایي متشکل از هاي كربني، استوانهنانولوله

. به دلیل خواص مکانیکي، حرارتي، [1] توسط ایجیما محقق ژاپني كشف شدند (1991)باشند كه در سال 

ي وسیعي از كاربردها نظیر مغناطیسي، شیمیایي و الکتریکي جدید و استثنایي خود به سرعت در گستره

هاي نانوسیالي، سنسورهاي بیولوژیکي و هاي نانوالکترومکانیکي، دستگاههاي حامل سیال، سیستمنانوپایپ

كامپوزیتها، مخازن سیال، اهرم هاي تزریق دارو، انواعي سیال، دستگاههاي تصفیهدستگاه ها،محرکولکولي، م

بنابراین تجزیه و . كار گرفته شدند موارد بسیار دیگري بهو  يهاي خورشیدمیکروسکوپ نیروي اتمي، سلول

 .[4-2] اخیر تبدیل شده استهاي سالهاي تحلیل مکانیکي آنها به یک زمینه مورد علاقه در پژوهش

هاي كربني به عنوان سنسورهاي زیستي براي شناسایي و از بین بردن ي نانوپزشکي، نانولولهدر زمینه

تواند باعث اتصال به یک ها به یک توالي خاص دي ان اي ميكنند. اتصال نانولولههاي سرطاني عمل ميسلول

تواند یک پیکان نانولوله مي پروتئین در سلول سرطاني شود و اتصال هم سلولي به یک بخش دیگر از همان
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راهنما براي حمله به سلول سرطاني و نابود كردن آن باشد تا خواص درماني مورد نظر با به حداقل رساندن 

هاي نانومقیاسي براي تزریق هاي كربني به عنوان سوزن. همچنین، نانولوله[5] عوارض جانبي آن بهبود یابد

هاي كربني از نانولوله به این دلیل كههمانطور كه اشاره شد . [6] رونديممستقیم دارو به درون تومورها بکار 

-بر روي بافتضروري است شود، بنابراین به عنوان انتقال دهندۀ دارو در دستگاهاي انتقال دارو استفاده مي

بسترالاستیکي احاطه به عنوان ها هاي بیولوژیکي بدن جایگذاري شوند. از این رو، رفتار مکانیکي این بافت

-و همچنین برآیند اثر متقابل آنها با ارتعاشات ناشي از عبور سیال از درون نانولوله هاي كربنيكنندۀ نانولوله

 .گیردكه در مقالۀ حال حاضر مورد توجه قرار مي باشدهاي كربني از اهمیت بسیاري برخوردار مي

و  Yoonامل سیال براي اولین بار توسط هاي كربني حي تئوري ارتعاشات و ناپایداري نانولولهمطالعه

برنولي كلاسیک را براي مدل كردن خواص -لریانجام شد. آنها تئوري تیر او (2005)[ در سال4] همکاران

هاي حامل سیال دوسر مفصل و دوسر گیردار تعبیه شده درون بستر الاستیک بکار بردند. ارتعاشي نانولوله

هاي مقید در دو انتها با افزایش سرعت جریان هاي اصلي نانولولهیافتند كه فركانسآنها به این نتیجه دست 

یابند و بنابراین سیستم در یک سرعت جریان بحراني پایداري خود را از طریق كمانش از سیال كاهش مي

زاد و [ اثر جریان سیال داخلي را بر روي ارتعاشات آ8و همکاران ] Yoon،  (2006)دهد. در سالدست مي

برنولي كلاسیک مطالعه كردند  -لرییکسر آزاد با استفاده از تئوري تیر او -هاي یکسر گیردارناپایداري نانولوله

یکسر آزاد پایداري  -هاي یکسر گیردارهاي مقید در دو انتها، نانولولهو مشاهده كردند كه بر خلاف نانولوله

زیرا در این حالت سیستم ناپایستار است. آنها همچنین اثر  دهندفلاتر از دست ميناپایداري خود را از طریق 

مدلي  [9]و همکاران  Wang. ارتعاشي بررسي كردند هايوله را بر روي مشخصهي الاستیک اطراف نانولماده

را براي بررسي رفتار ارتعاشاتي یک نانولولۀ كربني پر شده از سیال و جاسازي شده در بستر الاستیک وینکلر 

الاستیکي وینکلر فركانس و محدودۀ پایداري نانولولۀ كربني را  آنها نشان دادند كه بستر گرفتند.در نظر 

 دهد.افزایش مي

ار هاي كربني بسیار كوچک هستند، اندازه گیري مستقیم خواص مکانیکي آنها بسیاز آنجا كه نانولوله

آنها  قدرتمند براي مطالعۀ رفتار مکانیکيوان یک ابزار هاي محاسباتي به عنمشکل است. بنابراین شبیه سازي

هاي پیوسته ي دینامیک مولکولي و مکانیک محیطدر نظر گرفته شده اند كه به دو دسته ي عمده شبیه ساز

گیر است، به تازگي تئوريده و وقتگران قیمت، پیچیسازي مولکولي كه شبیه شوند. به این دلیلتقسیم مي

هاي كربني مکانیکي نانولولهرفتار سترده و موفقیت آمیزي براي مطالعۀ گي مکانیکي به طور هاي پیوسته

و تحلیل  [19]، ارتعاشات [12]، انتشار موج [11]، كمانش [10]هاي استاتیکي همچون تغییر شکل

اماّ ي كلاسیک تا حدودي مناسب هستند، هاي پیوستهشوند. اگرچه مدلبه كار گرفته مي [14]ناپایداري 

ي هاي پیوستهاي كوچک هستند كه كاربرد مدلبه اندازه ها معمولاًطولي مربوط به نانوسازه هايمقیاس

كند و افزایش پیدا مي یت اثر اندازه مرتباًهاي طولي كوچک اهمبرند. در مقیاسكلاسیک را زیر سوال مي

بوجود آورده است. ي كلاسیک پوشي شود. این مسئله چالش بزرگي را در مکانیک پیوستهتواند چشمنمي

ها در مقیاس میکرو و نانو بیني پاسخ سازهي كلاسیک براي پیشبنابراین، براي برخي مواد، تئوري پیوسته

ي بالاتر كه شامل پارامترهاي مقیاس ي مرتبههاي پیوستهممکن است مناسب نباشد و استفاده از تئوري

تئوري غیر  Chang [18]و  Lee در این رابطه .[14-15ناپذیر است ]ي داخلي هستند اجتنابطولي ماده
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بر فركانس طبیعي و شکل مودهاي متناظر را محلي را براي جذب اثر اندازۀ طول به كار گرفتند و اثر آن 

مدل تیر تیموشنکو اصلاح شده را  Wang [19]و  Keكوپل اصلاح شده، بررسي كردند. بر اساس تئوري تنش

آنها نشان دادند كه فركانس و  .حامل سیال به كار بردند ۀ كربنيبراي بررسي ارتعاشات و ناپایداري نانولول

 متر مقیاس طول ماده قرار دارد.امحدودۀ پایداري نانولوله بشدت تحت تاثیر پار

كه به عنوان یک  جریان سیال هاي كربني حاملنانولولهاپایداري پیشگیري از وقوع هر گونه ارتعاشات و ن

ها تمسیس، به منظور عملکرد موفق این هاي نانوسیالي مطرح شده استها و دستگاهنیاز كلیدي در سیستم

است. لذا  گرفتهكمتر مورد توجه قرار این مهم ضروري است ولي متاسفانه تاكنون در اكثر مطالعات گذشته 

نانولوله مورد  آن با بستر الاستیکي بر رفتار دینامیکي اثر متقابلبرآیند و نتیک سیال یسدر این مقاله اثر 

هاي اخیر تنها به مدلسازي اكثر مطالعات انجام شده در ساللازم به ذكر است همچنین . گیردبررسي قرار مي

هاي ارتعاشات عرضي المانتنها و  انداكتفا كرده تیرهاي مختلف مدل با استفاده از تئوري هاي كربنينانولوله

اي جدار نازک كه از مدل پوستۀ استوانهمطالعاتي . از این رو سهم اندها را مورد مطالعه قرار دادهاین سازه

هاي كربني كه علاوه بر بررسي ارتعاشات عرضي، رفتار نانولولهارتعاشات تر دقیق و مناسببراي مدلسازي 

 مقالهدر این لذا بسیار اندک هستند.  كند،راستاهاي جانبي و شعاعي بررسي ميها را در دینامیکي نانولوله

براي نخستین بار، معادلات حركت و شرایط مرزي متناظر نانولولۀ كربني حامل سیال با استفاده از مدل 

اكم معادلات دینامیکي حكوپل مدلسازي شده است. اي دانل و براساس تئوري اصلاح شدۀ تنشپوستۀ استوانه

سیال داخلي، پارامتر مقیاس طول آیند كه شامل اثرات و شرایط مرزي با كمک اصل همیلتون به دست مي

آزاد، دوسر مفصل،  -ارگیرد هايگاهشامل تکیه ا، بستر الاستیکي و شرایط مرزي مختلف، تغییرات دمماده

در ادامه با استفاده از روش عددي مربعات تفاضلي اثر پارامترهاي  .باشدميمفصل  -گیردار دوسر گیردار و

 .گیردولۀ كربني حامل سیال مورد مطالعه و بحث قرار ميفوق بر ارتعاشات و ناپایداري نانول

 

 کوپل تئوري اصلاح شدۀ تنش - 2
این تئوري جدید  ،كوپل را پیشنهاد كردتنش تئوري اصلاح شدۀ (2002)در سال Yang [20]اولین بار براي 

دومي تعداد و بوده كوپل تانسور تنشكوپل دارد كه اولي تقارن نسبت به تئوري كلاسیک تنشدو مزیت مهم 

تنها یک عدد است و حجم محاسبات را كاهش مدل اصلاح شده باشدكه در طول ماده مي پارامترهاي مقیاس

و دومي با استفاده  كوپل براي مماندر روابط ساختاري اولین مزیت بامعرفي یک رابطۀ تعادل اضافي  .دهدمي

  .شودحاصل مي ،قارن تانسور انحناستاز این واقعیت كه چگالي انرژي كرنش تنها تابعي از كرنش و بخش مت

  :مي شود بیان( 1) طبق رابطۀ ایزوتروپ با حجم الاستیک خطي  براي یک مادۀ sUانرژي كرنش 

(1) 1
( : : )

2
dU s



     m  

طبق كوپل بوده و بخش عرضي تانسور تنش mتانسور متقارن انحناء و  χتانسور تنش،  σتانسور كرنش،  εكه 

 محاسبه مي شوند: 5تا  2روابط 
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[ ]( )
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T
    u u  
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(4) ( ) 2tr    I
 

(5) 22l  m   

u ،بردار جابجایي I ،ماتریس واحد λ  وμ  ثوابت لامه )لازم به ذكر استμ عنوان مدول برشي شناخته مي به-

 ( بدست مي آید:6ي )ت كه از رابطهبردار چرخش اس θ باشند.ميپارامتر مقیاس طول ماده  l شود( و
 

(6) 1
( )

2
curl u  

علاوه بر دو ثابت متعارف لامه،  l ماده كه در این تئوري تنها یک پارامتر مقیاس طول شودمي مشاهده

از نظر ریاضي مجذور نسبت مدول  l( پارامتر مقیاس طول 5) با توجه به رابطۀهمچنین باشد. مورد نیاز مي

تواند از . این پارامتر مي[21]كوپل را اندازه مي گیرد رشي است و از نظر فیزیکي اثر تنشانحنا به مدول ب

 محاسبه شود.در مقیاس میکرو یا نانو [ تیرهاي نازک 29[ و تست خمشي ]22پیچش استوانۀ بلند و باریک ]

 

 مدلسازي نانولولۀ کربنی حامل سيال  -3
سیال داخلي را با مدول یانگ جریان و حامل  تک جدارهایزتروپ خطي  الاستیکنانولولۀ كربني  ،(1)شکل 

E مدول برشي ،G شعاع میانگین ،R ضخامت ،h طول ،L پواسون  و نسبتυ كه بر روي بستر دهد نشان مي

-پاسترناک انتخاب شده است تا یک شبیه-شده است. بستر الاستیکي از نوع مدل وینکلر الاستیکي جاسازي

سیال  .[24]راف ایجاد كرد بتوان از اثر متقابل نانولولۀ تک جداره با محیط الاستیک اط سازي واقعي و دقیقي

ها نسبت به تغییر شکللازم به ذكر است داخل نانولوله جاري است.  Uداخلي غیر لزج است و با سرعت 

 شود.تعریف مي (x,θ,z)اي دستگاه مختصات استوانه

 

 اي و جاسازي شده پوستۀ استوانهلولۀ كربني حامل سیال مدل شده با نانو -1شکل

 سترناکاپ -بستر الاستیکي وینکلر بر

 

بیان ( 4اي طبق رابطۀ )جابجایي یک نقطۀ اختیاري از پوستۀ استوانه روابط، لاو-فوهكیرشبراساس فرض 

 [:25] شودمي
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هاي مولفه wو  u ،vهاي كلي جابجایي یک نقطۀ اختیاري و مولفه 3Uو  1U ،2U زمان برحسب ثانیه، t كه

مي  (z)و شعاعي  (θ)، جانبي (x)جابجایي یک نقطه از سطح میاني پوسته به ترتیب در راستاهاي محوري 

-. در ادامه مولفهاي نسبت به سطح میاني استفاصلۀ یک نقطۀ اختیاري از پوستۀ استوانه zباشند. همچنین 

 ( برابر است با:8) ش برحسب كرنش سطح میاني طبق رابطۀهاي كلي كرن
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هاي برحسب مولفهرا هاي كرنش سطح میاني توان مولفهاي دانل ميبراساس تئوري پوستۀ استوانه

 بنابراین: بیان كرد.( 9مطابق رابطۀ ) جابجایي
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 آید:هاي بردار چرخش مطابق زیر بدست مي( مولفه6( در )4) از جایگذاري رابطۀ
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هاي تانسور كرنش و انحنا بدست مولفه( 10( و )9) ( و همچنین روابط9( و )8روابط ) تركیبدر ادامه با 

پوسته، انرژي جدارۀ گیري از آن در طول ضخامت ( و انتگرال1) جایگذاري آنها در رابطۀاز  آمده سپس

( 11كوپل مطابق رابطۀ )تئوري اصلاح شده تنش ودانل اي نانولوله براساس مدل پوستۀ استوانه كرنشي

 آید:بدست مي
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 برابر است با:به ترتیب  كوپلو تنش محوري، خمشيي هاكه برآیند تنش
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 توان نوشت:ميون سیال بداي استوانه انرژي جنبشي پوستۀمحاسبۀ  به منظور
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-ۀ انرژي پتانسیل بسترالاستیکي وینکلرچگالي جرمي نانولولۀ كربني است. همچنین به منظور محاسب Pρ كه

 :[26] داریمپاسترناک 
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باشد. در ادامه كار ناشي از فشار مدول سفتي برشي پاسترناک مي GKوینکلر و  مدول سفتي شعاعي wKكه 

P  حساب كرد: (15)توان از رابطۀ داخلي نانولولۀ كربني را ميبر جدارۀ سیال 
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ناپذیر، غیر چرخشي و بدون لزجت فرض مي شود سیال تراكم داخلي فشار سیال  به منظور محاسبۀ

( بسیار كوچک است ضخامت پوسته است كه از مرتبۀبه دلیل اینکه حركت شعاعي سیال ) است. همچنین

اي صرفنظر ط مرزي در اثر متقابل سیال و پوستۀ استوانهتوان از شرایط غیر خطي براي فشار سیال و شرایمي

  :[24]نوشت ( 16) رابطۀ و فشار سیال را مطابقكرد 
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m  ،نصف عدد موج طوليn  ،عدد موج جانبيfρ  ،چگالي جرمي سیالU  ،سرعت سیال در مركز پوستهnI  تابع

نسبت به  nي مشتق تابع بسل بهبود یافته نوع اول از مرتبه Ińو  nي بسل بهبود یافته نوع اول از مرتبه

 باشد.آرگومان خود مي

 :ناشي از تغییرات دما داریمانرژي كرنشي همچنین براي 
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xxكه 
TN  وθθ

TN به  ايایجاد شده در پوستۀ استوانه بر واحد طول()نیرو  محوري و جانبي به ترتیب نیروهاي

 :[28]شوند باشند و از رابطه زیر محاسبه ميسبب تغییرات دما مي
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xα  وθα همچنین و بوده ي محوري و جانبيهادر راستا كربني تیب، ضریب انبساط حرارتي نانولولۀبه تر T∆ 

  .كندرا بیان مي دما اتتغییر

ارتعاشات آزاد ( معادلات دینامیکي و شرایط مرزي حاكم بر 19) تفاده از اصل همیلتون مطابق رابطۀبا اس

اي لاستیکي، با استفاده از مدل پوستۀ استوانهبر بستر اجاسازي شده و نانولولۀ كربني تک جداره حامل سیال 

 .آیدپل بدست ميكوتنش دانل و براساس تئوري اصلاح شدۀ
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اي، بسترالاستیکي و استوانه ي كرنشي )مجموع انرژي كرنشي پوستۀكل انرژ totalU بیانگر تغییرات، δكه 

جدارۀ بر  كار ناشي از فشار سیال Wو بدون سیال  ايانرژي جنبشي پوستۀ استوانه sT ،دمایي(تغییرات 

 اي است.استوانه داخلي پوستۀ

مقاله محاسبه  در پیوستكه ) تغییرات كل انرژي پتانسیل، انرژي جنبشي و كارجایگذاري  ازدر ادامه 

متناظر و شرایط مرزي حاكم  دینامیکيمعادلات  δwو  δu ،δvصفر كردن ضرایب ( و 19در رابطۀ )( نداشده

 آید.بدست ميكوپل هاي محوري، خمشي و تنشبرحسب برآیند تنش

 محوري، جانبي و شعاعي برابر است با: راستاهايبراي به ترتیب حاكم  دینامیکيمعادلات 
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 :x=0در  سر آزادیک-یکسر گیردار گاهتکیهبراي 
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 :x=Lدر همچنین 
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 :x=0,Lدر  سر مفصلدوگاه تکیهبراي 
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 :x=0,Lدر  سر گیرداردوگاه تکیهبراي 

 

(29) 
( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0
v x t w x t

u x t v x t w x t
x x

 
  

 
    

 
 

 :x=0در سر گیردار یک -گاه یکسر مفصلتکیهبراي 
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برحسب هاي تانسور تنش ( مولفه4رابطۀ )توجه به با  یدها ابتدا بامحاسبۀ برآیند تنش به منظوردر ادامه 

 آورد. بنابراین داریم:بدست را هاي كرنش كل مولفه
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 برابر است با:مطابق زیر ها یند تنشآ( بر12) رابطۀ ( در25(، )9(، )8(، )5از جایگذاري روابط)سپس 
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سفتي خمشي اضافي ناشي از در نظر گرفتن اثرات پارامتر به اصطلاح  D̅سفتي خمشي و  D در روابط فوق كه

 آیند:بدست مي (29)مقیاس طول بوده و از رابطۀ 
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سطح میاني هاي جابجایي معادلات حركت برحسب مولفه( 20در رابطۀ )( 28( تا )26از جایگذاري روابط )

 :داریم بنابراین د.نآیبدست ميپوسته 
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 حل با کمک روش عددي مربعات تفاضلی -4

روش عددي مربعات تفاضلي به عنوان یک ابزار محاسباتي مناسبات براي مسائل مقدار ویژه مختلف شناخته 

دار از به صورت تركیب خطي وزن Fع ب[. اساس روش مربعات تفاضلي براین است كه مشتق تا29شود]مي

 :داریم . بنابراین[90] شوددر نظر گرفته مي x≤L≥0تمامي مقادیر تابع در محدودۀ محاسباتي 
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 توان نوشت:براي مشتق مرتبه اول ميكه 
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N  .در روابط فوق:تعداد نقاط محدودۀ محاسباتي است 
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 :n=2,3,…,N-1 و براي مشتقات بالاتر
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-تفاده از این رابطه موجب صرفهحدودیتي در انتخاب نقاط شبکه وجود ندارد و اسمدر روابط فوق هیچ 

ترین روش هاي مختلفي براي انتخاب موقعیت نقاط شبکه وجود دارد كه سادهشود. گزینهي زمان ميجوی

انتخاب با فاصلۀ برابر در راستاي مختصات دامنۀ محاسباتي است. البته نشان داده شده توزیع غیر یکنواخت 

[ 91دهد. شو و ریچارد ]ي به دست مينسبت به نقاط شبکه با فواصل مساونقاط داخل شبکه نتایج بهتري را 
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معروف است. برت و لاباتو -گوس-چبیشفنقاط  انتخاب نقاط پیشنهاد كردند كه به شبکه را براي (95رابطۀ )

 [.92اند این شبکۀ نقاط براي محاسبات مکانیک ساختاري از دقت بالایي برخوردار است]نشان دادهک ملی

(95) 
1 1

1 cos
2 1i

i
x

N


   
  

   


 

       

1, ,i N   

اي را براي شرایط هاي جابجایي پوسته استوانهتوان مولفهبا استفاده از روش جداسازي متغیّرها ميدر ادامه 

 بنابراین: كرد.تعریف  (96رابطۀ ) مطابق ،مرزي كلي

   ( , , ) , cosu x t U x t n 
         

   ( , , ) , sinv x t V x t n   

(96)    ( , , ) , cosw x t W x t n   

 نشان داده شده است. (2)( در شکل m,nلازم به ذكر است برخي از شکل مودهاي متناظر با اعداد موج )

 

 براي مدلسازي mو طولي  nهاي عرضي شکل مودهاي متناظر با شماره موج -2شکل

 .]25[گاه دوسر مفصل اي با تکیهاستوانه ارتعاشات پوستۀ

 

-توان معادلات دینامیکي حاكم و شرایط مرزي متناظر را گسسته( مي96( و )91سپس با استفاده از روابط )

 :به فرم ماتریسي زیر بیان كردآنها را در نهایت و  (اندمحاسبه شدهدر پیوست مقاله كه ) هسازي كرد

 

 

(94) 
11 12

21 22 21 22 21 22

0 0 0 0
0

a a a

bb b

d d dK K

dM M C C K Kd d

             
          

             

    

bd  نقاط مرزي كه شرایط مرزي بر آنها اعمال شده است وad .باقي نقاط مجهول داخل دامنه است 

 

(98) 
 3 3 22 1 2,..., , ,..., , ,,

T

N NNa U U V Vd W W     

 11 11 2 1 2, ,, , ,, , , ,
T

NN Nb N NU U V V V W WWd V W 
 

نوشت  فرمه توان ب( را مي94) رابطۀ نانولولۀ حامل سیال، براي ارتعاشات خود تحریک

 است. با جایگذاري رابطۀ فوق در رابطۀي مجهول نوسانات دامنه ومقادیر ویژه فركانسي  ωكه 

 :آیدمي ( بدست99) ه فرم كلي رابطۀ، مسئله مقدار ویژه بbd( و حذف 94)

   
ωt

, = ,a b a bd d d d e

 ,a bd d
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(99)  2 0aM C K d     

ضروري است كه ماتریس ضرایب هاي جرم، میرایي و سفتي مي باشند. به ترتیب، ماتریس Kو  M ،Cكه 

 صفر شود. یعني:

(40) 2 0Det M C K     

مقادیر مختلط آید. لازم به ذكر است ممکن است این فركانسي بدست مي دترمینان فوق مقادیر ویژۀ با حل

میرایي را نشان  Re(ω)فركانس طبیعي و بخش حقیقي  Im(ω)این صورت بخش موهومي آن  كه در باشند

 دهد.مي

 

 و بحث جنتاي -5
 نتايج اعتبارسنجی  -5-1

انولولۀ براي مدلسازي ن ارائه شده دانل اياستوانه ۀصحت نتایج مدل پوستتایید اعتبارسنجي و به منظور 

لازم شود. [ انجام مي94[ و ]99] اي بین نتایج این مقاله با نتایج سایر مقالاتابتدا مقایسه جداره،كربني تک 

عات كه در اكثر مطالهاي مکانیک پیوسته از مدلسازي از مسائل اساسي در استفاده مناسبیکي به ذكر است 

باشد. مينانولولۀ كربني  رۀجدا ضخامت موثرمناسبي از تعریف  قبلي كمتر مورد توجه قرار داشته است،

 اياستوانه متفاوتي در مطالعات مختلف بر روي انتخاب ضخامت جداره براي یک مدل پوستۀپیشنهادات 

تحلیل كمانشي نانولولۀ كربني تک [ براساس نتایج 95و همکاران ] Yakobsonپیوسته ارائه شده است. 

، مقدار ضخامت جدارۀ ايولکولي و مدل پوستۀ استوانهسازي دینامیک مجداره بدست آمده با استفاده از شبیه

h=0.066 nm سازي اتمي از نتایج شبیهاي با منطبق كردن مدل پوستۀ استوانه را پیشنهاد دادند. همچنین

[. در 96پیشنهاد شده است ]  nm<h<0.09 nm 0.062نانولولۀ كربني تک جداره، ضخامت موثر در محدودۀ 

 h=0.066 nm[، مقدار ضخامت موثر مناسب 96و همکاران ] Wangمحاسبات عددي ما، با توجه به گزارشات 

 ،R=5 nm، 2Eh=360 j/m . سایر پارامترهاي هندسي و مکانیکي عبارتند از:شودانتخاب مي
2g/cm 7-h=0.7718×10pρ ،=0l  وυ=0.2 فركانس طبیعي (1). جدول (Im(ω/2π  نانولولۀ كربني با ارتعاشات

 دهد. نشان مي L/(mR)بعد براي طول موج محوري بير مفصل و بدون سیال را گاه دوستکیه

 

 هاي موجود مدل با نتایج كنونيمدل  بیني شده بوسیلۀپیش فركانس طبیعي مقایسۀ -1جدول

 m=n=1، [94] و[ 99] در منابع

 Frequency (Hz)  

Present study Fazelzadeh et al.[34] Wang et al.[33] L/(mR) 

6.7815×1011 6.7789×1011 6.78×1011 0.5 

6.1162×1011 6.1134×1011 6.11×1011 1 

1.3550×1011 1.3543×1011 1.30×1011 5 

4.2812×1010 4.2749×1010 4.28×1010 10 

1.9319×109 1.909×109 1.91×109 50 



 1992 پاییز، دومسال پانزدهم، شماره                        نشریۀ پژوهشي مهندسي مکانیک ایران                                               84

 

تطابق خوبي با از  %1ج ارائه شده بوسیلۀ مدل كنوني با درصد انحراف تقریباً كمتر از شود كه نتایمشاهده مي

 باشد.ميبرخوردار [ 94[ و ]99مطالعات ]سایر نتایج 

 

 اثر سيال داخلی و سرعت آن -5-2

براي  n، فركانس برحسب (9)شکل در هاي جانبي به منظور بررسي اثر سیال بر فركانس طبیعي شماره موج

بدست آمده  (U=0)ساكن پر از سیال  مودهاي اول تا سوم و براي دو حالت نانولولۀ خالي از سیال و نانولولۀ

فركانس مودهاي اول، دوم و سوم نانولولۀ خالي از سیال براي تمامي . شودهمانطور كه مشاهده مي است.

و سیال داخلي فركانس را به شدت  پر از سیال ساكن استي كربن از زماني است كه نانولولۀ ، بیشترnاعداد 

 افتد.اتفاق مي n=2لازم به ذكر است براي هر دو حالت نانولوله، فركانس پایه در  تحت تاثیر قرار داده است.

 

 فركانس طبیعي سه مود اول نانولولۀ كربني بدون سیال و با سیال ساكن  -3شکل

 n ،L/d=5برحسب عدد موج جانبي 

براي نانولولۀ كربني را برحسب سرعت سیال  ارتعاشات خمشي فركانس طبیعي و میرایي (4)شکل 

و سیال داخلي آب با انتخاب شده گاه از نوع دوسر مفصل دهد. تکیهمودهاي اول، دوم و سوم نشان مي

شده  صرفنظر الاستیکي، تغییرات دما و بستر اثر اندازهدر ابتدا از باشد. همچنین مي Kg/mfρ 1000=3چگالي 

مودهاي اول، دوم و ركانس فافزایش سرعت سیال، شود با الف( مشاهده مي-4همانطور كه در شکل ). است

رسد. لازم به ذكر به صفر مي m/s=crU 1330یابند تا اینکه براي مود اول در سرعت بحراني سوم كاهش مي

ان سرعت در شود و در هممود اول صفر مياست سرعت بحراني، سرعتي است كه در آن فركانس طبیعي 

. در این لحظه، یک ناپایداري ساختاري استاتیکي اتفاق افتاده كه ناپایداري ب( میرایي غیر صفر-4شکل )

. شودنانولولۀ كربني ارتعاش نخواهد كرد و تنها دچار ناپایداري استاتیکي مي به موجب آننام دارد و  كمانشي

سرعت بحراني كه در آن ناپایداري كمانشي اتفاق افتاده شود مشاهده مياما دو مود دیگر همچنان پایدارند. 

اي از سرعت سیال براي به فركانس طبیعي وابسته نیست. همچنین باید اشاره كرد كه فركانس در محدوده

شود نه براي یک سیال تعریف مياي از سرعت مود اول برابر صفر است در نتیجه سرعت بحراني براي محدوده
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كربني مورد نظر ناپایداري كمانشي براي مود اول در محدوده سرعت  بنابراین براي نانولولۀ .سرعت خاص

m/s 2450 <cr<Um/s 1330  قبل از سرعت بحراني را محدوده  لازم به ذكر است محدودۀ افتد.اتفاق مي

 گویند. پایداري مي

 
 )الف(

 

 
 )ب(

 مقادیر ویژه فركانسي سه مود اول از ارتعاشات نانولولۀ كربني  -4شکل

 فركانس طبیعي، ب( میرایي الف(  .n=1 ،L/d=10، یالبرحسب سرعت س

 

 U=2490 m/s، مود اول دوباره پایدار شده تا اینکه در سرعت U=2450 m/sسیال در با افزایش سرعت 

مقدار كوپل شده و در نتیجه ناپایداري از نوع ناپایداري  مقدار فركانس و میرایي مود اول با مود دوم به یک

تواند افتد كه در نتیجه آن دامنه نوسانات رفته رفته افزایش یافته و به مقادیر بسیار بزرگي ميفلاتر اتفاق مي

با باشد. در ادامه ثابت و مستقل از سرعت سیال مي ایداري فلاتر فركانس طبیعي تقریباًناپ دودۀبرسد. در مح

 U=3380 m/sدر سرعت  سپسشوند مود اول و دوم دوباره پایدار مي U=3300 m/sافزایش سرعت سیال تا 
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-ناپایداري فلاتري اتفاق ميدوباره و میرایي مودهاي دوم و سوم به یک مقدار كوپل شده و  مقادیر فركانس

 .تواند ادامه داشته باشدمي صورتن افتد. در ادامه بازهم كوپل شدن دو مود براي سایر مودهاي بالاتر به همی

 

 اثر پارامتر مقياس طول ماده -5-3

هاي  l/hرا برحسب سرعت سیال براي نسبت  كربني ۀمود اول نانولولفركانس طبیعي و میرایي ( 5شکل )

 l/h=0 و همچنین از تغییرات دما و بستر الاستیکي صرفنظر شده استكه  لازم به ذكر دهد.نشان ميمختلف 

شود كه فركانس طبیعي و سرعت مشاهده مي. باشددانل مياي استوانه متناظر با مدل كلاسیک پوستۀ

بحراني سیال به شدت تحت تاثیر پارامتر مقیاس طول ماده قرار دارد بطوریکه در نظر نگرفتن آن تاثیر قابل 

و سرعت بحراني و به دنبال توجهي بر نتایج دارد. همچنین نشان داده شده است مدل جدید فركانس طبیعي 

كند. بطوریکه با بیني مياي پیشآن محدودۀ پایداري بزرگتري را نسبت به مدل كلاسیک پوستۀ استوانه

 شود.فركانس و محدودۀ پایداري بزرگتر مي lپارامتر مقیاس طول افزایش 

 
 )الف(

 

 

 )ب(

 كربني  ۀمقادیر ویژه فركانسي مود اول نانولولبر  lاثر پارامتر مقیاس طول  -5شکل

 الف(فركانس طبیعي، ب(میرایي .n=1، L/d=10 nm ،h=0.066 nm ،برحسب سرعت سیال داخلي
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 دمااثر تغييرات  -5-4

گاه دوسر مفصل، هاي ارتعاشي نانولولۀ كربني حامل سیال با تکیهبه منظور بررسي اثر تغییر دما بر مشخصه

 اط حرارتي طوليضرایب انبس، h=1l/ نسبت ،L/d=15 نسبت طول به قطر داخلي
1-K 6-1.6×10-=xα  و

براي  K 6-=0.8×10θα-1و  K 6-=1.1×10xα-1و  (دماي اتاق)براي دماهاي پایین  K 6-0.5×10-=θα-1جانبي 

 .[94]شود دماهاي بالا در نظر گرفته مي

دهد. مشاهده نشان ميرا  ي و محدودۀ پایداري نانولولۀ كربنيس طبیعبر فركانت دما اثر تغییرا (6)شکل 

اثر تغییرات دما با توجه به شرایط متفاوت است. به عبارتي دیگر نشان داده شده است كه براي شود مي

ه بیشتر شود كه با افزایش هر چدماهاي پایین تغییر دما منجر به افزایش فركانس و محدودۀ پایداري مي

یابد ولي براي دماهاي بالا عکس این موضوع است. فركانس و محدودۀ پایداري بیشتر افزایش ميتغییرات دما، 

 گردد.وجود تغییرات دما و افزایش آن منجر به كاهش هرچه بیشتر فركانس و محدودۀ پایداري مي یعني

دما در دماهاي بالا بیشتر از دماهاي  شود كه میزان تاثیر پذیري فركانس از تغییراتهمچنین مشاهده مي

 پایین است.

 

 سیال جریان پایداري مود اول ارتعاشات نانولولۀ كربني حامل و اثر تغییرات دما بر فركانس  -6شکل

 0G=KwK، n=1= در دماهاي پایین )اتاق( و دماهاي بالا،

سرعت بحراني سیال برحسب تغییرات دما براي هر دو شرایط تغییر دما در دماهاي بالا و در  (4)در شکل 

دما، سرعت  اتشود كه براي دماهاي پایین با افزایش تغییردماهاي پایین بدست آمده است. مشاهده مي

هاي بالاتر سرعتبحراني با شیب نسبتاً ثابتي افزایش پیدا كرده است كه به موجب آن ناپایداري كمانشي در 

اتفاق افتاده است اما سرعت بحراني براي تغییر دما در دماهاي بالا، با شیب نسبتاً ثابتي كاهش داشته است 

اتفاق نسبت به حالتي كه تغییرات دمایي نداریم،  يهاي كمتردهد ناپایداري كمانشي در سرعتكه نشان مي

به عبارتي  باشد.ش آن ميیب افزایي بیشتر از شالبته مشخص است كه شیب كاهش سرعت بحرانافتد. مي

 اثر تغییر دما بر محدودۀ پایدراي نانولوله در دماهاي بالا بیشتر از دماهاي پایین است. دیگر
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 سرعت بحراني سیال برحسب تغییرات دما براي دماهاي بالا و پایین -7شکل

 اثر بستر الاستيکی -5-5

با نسبت  بستر وینکلر و پاسترناک بر فركانس طبیعي نانولولۀ كربنينوع به منظور بررسي هم زمان اثر دو 

L/d=10 ،l/h=1  وU=0 بعد فركانس طبیعي مودهاي اول تا سوم برحسب پارامتر بي (8)، در شکلβ  براي هر

فركانس با شیب بیشتري  βشود براي مود اول، با افزایش . مشاهده مياز بستر محاسبه شده استدو مدل 

بستر پاسترناک فركانس را  ،βیابد. همچنین براي یک مقدار معین از نسبت به دو مود دوم و سوم افزایش مي

جزئي است ولي براي مودهاي  اختلافكند. البته براي مود اول این بیني ميبیشتر از بستر وینکلر پیشاندكي 

بعد مدول سفتي وینکلر و برشي متر بيا. لازم به ذكر است پارشودميبیشتر  βبا افزایش پارامتر  دوم و سوم

 شود.مي محاسبه Eh2υ-(1 Gβ=K/(و  12Rwβ=K)-Eh2υ/(پاسترناک به ترتیب بر اساس روابط 

 

  βبعد پارامتر بيرحسب ب نانولولۀ كربني پر از سیال ساكنفركانس طبیعي سه مود اول  -8شکل

 T=0، n=1∆ بستر وینکلر و پاسترناک، نوعبراي هر دو 
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 اثر شرايط مرزي -5-6

سیال جریان اثر شرایط مرزي بر فركانس طبیعي، میرایي و محدودۀ پایداري نانولولۀ كربني حامل  (9)شکل 

-یکسر آزاد، دوسر مفصل، یکسر گیردار-یکسر گیردار گاهچهار نوع تکیه براي  l=∆T=0و L/d=10نسبت  بارا 

 .دهدل و دوسر گیردار نشان ميیکسر مفص
شود براي هر چهار شرط مرزي، فركانس و میرایي نانولولۀ كربني به شدت تحت همانطور كه مشاهده مي

گاه انس تکیههاي نسبتاً كم فركشود براي سرعتتاثیر سیال و سرعت آن قرار دارد. كه البته مشاهده مي

-اگرچه سرعت بحراني تکیه. باشدها كمتر تحت تاثیر سرعت سیال ميگاهآزاد، نسبت به سایر تکیه -گیردار

شود كه در آن فركانس طبیعي مود مفصل و دوسر گیردار، سرعتي تعریف مي -هاي دوسر مفصل، گیردارگاه

 ایداري از نوع كمانشي مشاهده ي مود اول ناپزمان میرایي غیر صفر كه در آن صورت برا اول صفر شده و هم

آزاد همانطور كه  -گاه گیردارشود، ولي شرایط تعریف سرعت بحراني و محدودۀ پایداري براي تکیهمي

 .شود متفاوت استمشاهده مي

 
 )الف(

 

 )ب(

 و میرایي مود اول از ارتعاشات نانولولۀ كربني طبیعي اثر سیال داخلي و سرعت آن بر فركانس  -9شکل

 . الف( فركانس طبیعي، ب( میرایيn=1 ،=0G=KwKبراي شرایط مرزي مختلف، 
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در )كند شرایط مرزي خود تجربه نمينوع گاه ناپایداري از نوع كمانشي را به دلیل از آنجایي كه این نوع تکیه

از كوپل شدن دو  این حالت دیگر خبريدر  كه افتدفلاتر اتفاق ميري در آن تنها ناپایدا (دو انتها مقید نیست

متر بر  655شود تا سرعت مشاهده مي (ب-9)شکل  همانطور در زیرا. و سیستم ناپایستار است مود نیست

ثانیه میرایي غیر صفر و مقادیر مثبتي دارد، این بدان معناست كه اگر در این محدوده از سرعت سیال 

و  شودق بیافتد، سیال از نانولولۀ كربني انرژي گرفته و رفته رفته دامنه نوسانات دمپ ميارتعاشات اتفا

مقادیر میرایي تغییر علامت داده  ،m/sCrU 655=سیال از ولي با افزایش بیشتر سرعت  ماندنانولوله پایدار مي

دهد و باعث افزایش انرژي ميشود لذا در این محدوده از سرعت سیال، سیال به نانولولۀ كربني و منفي مي

سرعت بحراني برابر سرعتي  گاهنوع از تکیهدر این  د. پسافتدامنه نوسانات شده و ناپایداري فلاتر اتفاق مي

 .است كه در آن میرایي از مقادیر مثبت به منفي تغییر علامت داده است

مفصل و دوسر گیردار به -آزاد، دوسر مفصل، گیردار -سرعت بحراني براي چهار شرط مرزي گیردار

گاه كمترین محدودۀ پایداري را تکیه باشد در نتیجهمتر بر ثانیه مي 2445، 1890، 1990، 655ترتیب، 

سهم نشان داده شده است كه كند. همچنین بیني ميگاه دوسر گیردار پیشآزاد و بیشترین را تکیه-گیردار

 .باشدمفصل ميمفصل بیشتر از دوسر  -گاه گیردارپایداري تکیه

 

 گيرينتيجه - 6
پایداري نانولولۀ كربني حامل سیال، با استفاده از مدل ناارتعاشات آزاد و  این مقاله، به منظور مطالعۀدر 

ثرات كوپل مدل جدیدي ارائه شد كه قادر بود ااي دانل و براساس تئوري اصلاح شده تنشپوستۀ استوانه

این اساس معادلات دینامیکي حاكم و  برظ كند. كربني در مقیاس نانو را لحا اندازه مربوط به ساختار لولۀ

و در ادامه به كمک روش عددي مربعات فاده از اصل همیلتون به دست آمد شرایط مرزي متناظر با است

 بستر انواع ، تغییرات دما،ول مادهط مقیاس پارامتر آن، سرعت و داخلي سیال مربوط به اثراتتفاضلي 

 مفصل -آزاد، دوسرمفصل، دوسرگیردار و گیردار -گیردار ايههگاشامل تکیهمختلف  شرایط مرزيلاستیکي وا

در ابتدا اعتبارسنجي از نتایج مدل قرار گرفت.  مطالعه و بحثپایداري نانولولۀ كربني مورد نابر فركانس و 

بررسي اثر سیال داخلي و سرعت آن از . جدید با سایر نتایج منابع موجود انجام و صحت نتایج تایید شد

كند. به طوري كه كربني مي كاهش شدید فركانس طبیعي نانولولۀ مشاهده شد كه سیال داخلي كمک به

براي سه مود اول مشاهده شد با افزایش سرعت سیال، فركانس كاهش یافته تا اینکه براي مود اول در سرعت 

با بررسي اثر پارامتر مقیاس طول مشاهده افتاد. اتفاق ميمانشي از نوع كناپایداري  رسید ومي بحراني به صفر

مدل تعمیم یافته با تئوري اصلاح شده به طوریکه  شد رفتار دینامیکي نانولولۀ كربني وابسته به اندازه است

-ي بزرگتري را نسبت به مدل كلاسیک پیشراپاید ت بحراني و در نتیجه محدودۀكوپل، فركانس و سرعتنش

با بررسي اثر تغییرات دما نشان داده شد با افزایش تغییرات دما در دماي پایین )دماي اتاق(  كند.ميبیني 

شود و براي دماهاي بالا، بلعکس، فركانس و محدودۀ پایداري كاهش فركانس و محدودۀ پایداري، بیشتر مي

هر دو نوع بستر وینکلر و پاسترناک با بررسي اثر بستر الاستیکي بر فركانس نانولوله مشاهده شد كه  یابد.مي

با بررسي اثر شرایط تر از وینکلر بود. دهند كه البته سهم مدل پسترناک اندكي بیشفركانس را افزایش مي

ترین گاه دوسر گیردار بیشتکیهمحدودۀ پایداري و آزاد كمترین -گاه گیردارتکیهمرزي مختلف مشاهده شد 
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آزاد  -گاه گیرداربا بررسي میرایي نشان داده شد براي تکیهدراین حالت كند. همچنین بیني ميرا پیش مقدار

شد و در سرعت بحراني كه به بیني ميهاي دیگر كه در مود اول ناپایداري كمانشي پیشگاهبرخلاف تکیه

شود و در سرعت يافتاد، در اینجا تنها ناپایداري فلاتر مشاهده مموجب آن فركانس طبیعي صفر بود اتفاق مي

 دهد.افتد كه به موجب آن میرایي از مقادیر غیر صفر مثبت به منفي تغییر علامت ميبحراني اتفاق مي
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  نمادهاي انگليسیفهرست 
C ماتریس میرایي : 
n

ijC:  ي ضرایب وزني مشتق مرتبه𝑛  ي در نقطهام𝑥𝑖  در روش عدديDQ 

d قطر داخلي : 

D  :تي خمشي موثرخس 

D:  كوپلسفتي خمشي اضافي براساس تئوري اصلاح شده تنش 

E  :مدول یانگ 

G  :مدول برشي 

h  :ايضخامت پوسته استوانه 

I  :ماتریس واحد 

nI  تابع بسل بهبود یافتۀ نوع اول از مرتبۀ :n 

GK  : مدول برشي پاسترناک بستر الاستیکي 

WK  :الاستیکي مدول سفتي وینکلر بستر 

K : ماتریس سفتي 

l  :كوپلتئوري اصلاح شده تنش راساسب پارامتر مقیاس طولي ماده 

L  :طول 

ijm  :تانسور تنش كوپل  

 m :عدد موج طولي 

ijM گشتاور خمشي 

M : ماتریس جرم 

n : عدد موج عرضي 

N  :تعداد نقاط شبکه 

ijN : برآیند نیروي محوري 
T

xxNنیروي محوري ناشي از تغییر دما : 
T

θθNنیروي جانبي ناشي از تغییر دما : 

P : فشار سیال 

R : اياستوانه شعاع میانگین پوستۀ 

t : زمان 
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T : انرژي جنبشي 

∆T تغییر دما : 

u  :تغییر مکان طولي 

sU  :چگالي انرژي كرنشي 

otaltU  :انرژي كرنشي كل 

U  :سرعت متوسط جریان سیال داخلي 

CrU  :سرعت بحراني سیال داخلي 

TU  :انرژي كرنشي تغییرات دما 

FU  : بستر الاستیکيانرژي كرنشي 

v تغییر مکان جانبي : 

w تغییر مکان خمشي یا شعاعي : 

W  :كار نیروي سیال 

(x,θ,z)  :ايي طولي، مماسي و شعاعي پوسته در سیستم استوانههاراستا مختصات 

ijY  : ممان كوپلتنش برآیند 

 يونانی نمادهاي

xα  : ضریب انبساط حرارتي در جهت محوري 

θα  : ضریب انبساط حرارتي در جهت جانبي 

ijγ : كرنش برشي 

ijε تانسور كرنش : 

xxε كرنش عمودي : 

iθ بردار چرخش : 

υ  نسبت پواسون : 

ρ چگالي جرمي : 

ijσ  تانسور تنش : 

xxσ  تنش عمودي : 

x تنش برشي : 

ij تانسورگرادیان چرخش : 

ω فركانس طبیعي ویژه : 

Λ حجم : 

 هانویسپایین

p نانولوله : 

f  :سیال 
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 هاپيوست
گیري جزء به و به كمک انتگرال( 14( و )14(، )11تغییرات كل انرژي پتانسیل از روابط )به منظور محاسبه 
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Abstract 

 

In this paper, a novel model is proposed to study free vibration and instability of the single 

walled carbon nanotubes conveying fluid based on the Donnell-cylindrical shell model and 

the modified couple stress theory. This new model include only one material length scale 

parameter in which it ables to capture the effect of carbon tube size in the nano scale. 

Governing dynamical constitutive relations as well as the boundary conditions have obtained 

via the Hamilton principle. The mentioned constitutive relations have been solved using 

differential quadrature method (DQM). Moreover, the effect of internal fluid and its velocity 

have been investigated on the frequency changes and instability of the nanotube, the effect of 

material length scale parameter, temperature changes as well as surrounding elastic medium 

and different boundary condition have been studied too. 


