
 
  

  
  ورق ساندويچي، المان محدودپذير، هسته تغيير شكلمحلي،  -تئوري عمومي : هاي راهنماواژه

  
  مقدمه-1

، ]1[هاي فراواني استمحدوديت ارايدبعدي تئوري الاستيسيته سه باهاي ساندويچي ورقتحليل از آنجا كه 
 يبرا يمختلف هايروش. قرار گرفته استو پوسته مورد توجه  ورق هايها براساس تئوريتحليل اين گونه سازه

 :ياند كه عموماً داراي سه گروه كلارائه شده دوبعدي هايبه مدل هيچند لا هايورقسه بعدي  هايمدل ليتبد
   .]2[باشند ، ميينهبر اصل برهم يمبتن هاييتئور، و مجزا هيلا هاييتئور، معادل هيتك لا هاييئورت

هايي در محاسبه برخي از پارامترها برخوردارند. به عنوان هاي ارائه شده نيز از ضعفهر چند برخي از تئوري
هاي محلي را ندارند. در نتيجه  در بسياري از موارد، تئوريهاي عمومي توانايي ارزيابي درست جابجايي ،نمونه

يه هاي تك لاها نيز دقيق نخواهد بود. بنابر اين تئوريميدان كرنش و تنش ارزيابي شده توسط اين تئوري
  دهند. ] در چنين مواردي نتايج دقيقي ارائه نمي5-3معادل [

                                                                                                                                                         
  shariyat@kntu.ac.ir مهندسي مكانيك، دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي، تهران دانشكده  استاد، 1
  ، تهراندانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ،مهندسي مكانيك ، دانشكدهادانشجوي دكتر ،نده مسئولنويس 2

aidin.ghaznavi@yahoo.com    
 03/12/95، تاريخ پذيرش: 19/09/95تاريخ دريافت: 

  

  
  

  1حمد شرعياتم
  استاد

  
  
  
  
  

  2اسگوئي آيدين غزنوي

  دانشجوي دكترا
 

محلي اصلاح شده براي -تئوري عمومي
هاي ساندويچي وتحليل استاتيكي ورق

  كامپوزيتي تحت بار عرضي
ي هاعمومي اصلاح شده به منظور تحليل ورق -محليدر مقاله كنوني، يك تئوري 

هاي بارز تئوري ارائه شده، در نظر چندلايه و ساندويچي ارائه شده است. از ويژگي
هاي برشي عرضي با گرفتن جابجايي هسته در راستاي ضخامت و محاسبه تنش
رط رو شباشد. از ايناستفاده از حل معادلات تعادل سه بعدي الاستيسيته مي

 ها به خوبي ارضا شده است. نتايج بدستهاي برشي عرضي بين لايهپيوستگي تنش
هاي ضخيم از دقت مناسبي هاي ساندويچي نازك و هم ورقآمده هم براي ورق

پذيري هسته، در هر دو برخوردارند. همچنين بدليل در نظر گرفتن تغيير شكل
 هاي قابل قبوليوري جوابحالتي كه هسته ورق ساندويچي نرم ويا سفت باشد تئ

ارائه داده است. در نهايت بعد از صحت سنجي، تاثير پارامترهاي مختلف بر عملكرد 
  ورق به دقت بررسي شده است.
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دقت  ،در مقابل. ]8روند [ها به كار ميبراي تحليل رفتار كلي سازه ] معمولا7ًو  6لايه معادل [تكهاي تئوري
 نياستفاده از ا، موجب گسترش و تنش هاي جابجاييدر محاسبه مؤلفهمجزا  تئوري لايهو توانمندي بالاي 

داراي زمان حل  ،بالا بودن مجهولاتدليل ه ها باما اين تئوري. ]8-10ه است [ديگرد هاورق ليتئوري در تحل
هاي هر دو دسته تئوري ياد داراي ويژگي كه يبر اصل برهم نه يمبتنهاي تئوري ،رواز اين ].4[ باشندزياد مي
يك تئوري عمومي مرتبه بالا را به منظور  ،]11[ ماتسونگا .اندمورد توجه فراوان قرار گرفته ،باشندشده مي

 ،]13و  12داد. شرعيات [ ارائههاي ساندويچي و كامپوزيتي چندلايه حرارتي ورق -تحليل كمانش مكانيكي
هاي تحالرا تحت  كيزوالكتريپ يگرهابا عملگرها و حسهندسي اوليه نقص داراي صفحات  يكيناميكمانش د
معادلات  حل يموثر برا يعدد تميالگور كبه همراه ي يشكل برش رييتغ يمرتبه بالا يبر اساس تئور، مختلف

و  زادهملكارئه داد. را بالاي عمومي تركيبي  مرتبه] تئوري 14دار و همكارانش [هدفكرد.  يبررس ي،رخطيغ
ا هسته ب يچيصفحه ساندو يكيناميرفتار د ليتحل يبرا افتهيمرتبه بالا بهبود  يتئور كي، ]15[ همكاران

 تهيسيالاست يو در هسته از تئورورق مرتبه اول  يتئورها از هيدر رو ،روش نيارائه كردند. در ا ريانعطاف پذ
شامل  يدوبعد يدقت انواع تئور يابيو ارز ي، به بررس)2009(در سال  ]16[و همكارانش  كررا .استفاده شد

 يو ارتعاش يكياستات لي) در تحل(مخلوطيبيو ترك گزاگي(مرتبه اول تا مرتبه هفتم)، زگونهيلا، معادل هلايتك
مرتبه اول و سوم  يدر تئور گزاگي، با افزودن تابع ز]17[و همكاران . بريشتوندپرداخت يچيساندو هايورق
اند. مودهن يبه هسته بررس هيرو يمختلف سفت هاينسبت يرا برا يچيخمش ورق ساندو ليتحل جينتا ،يبرش

اثر ] 18شرعيات [] تئوري زيگ زاگ را بسط دادند تا از روش برهم نهي دوگانه استفاده كنند. 30لي و لو [
 ،يكيمسائل استات يجهت بررس ،مضاعف اضافه نموده و از آن يبرهم نه يرا به تئور يقائم عرض هايكرنش

دقت  يابيبه ارز] 19[ رانشو همكاا يكپوراستفاده نمود.  يچيصفحات مركب و ساندو يو كمانش يكيناميد
   .ندپرداخت يچيو ساندو هيچندلا هايخمش و ارتعاشات ورق ليدر تحل يمحل -يكل يهايتئور

 برخوردار است. ياز دقت مناسبارائه شده است كه اصلاح شده محلي -يك تئوري عمومي مقالهدر اين 
-يرشكلتغياي و در نظر گرفتن لايههاي عرضي بين مزيت عمده تئوري برآورده كردن شرايط پيوستگي تنش

بودن هزينه محاسبات در عين بالا بودن دقت پايين در راستاي ضخامت مي باشد. همچنين پذيري هسته 
 هاي محلي جابجايي و تنششود، تغييرات مولفهباشد. همانطور كه در قسمت نتايج مقاله مشاهده ميمي ،نتايج

هاي عرضي از معادلات تعادل الاستيسيته ن براي محاسبه تنشبا دقت مناسبي ارزيابي شده است. همچني
 . توصيف شده استمرتبه دو  عتاب تغييرات عرضي خيز در هسته، باو استفاده شده 

  
              پيشنهادي محلي-عمومي تئوري از استفاده با ورق ساندويچي معادلات استخراج-2

. است شده داده نشان )1( در شكل ،مختصات دستگاه موقعيت و مطالعه مورد ساندويچي هايورق هندسة
به سمت بالا مثبت در نظر گرفته  zداشته و محور  قرار ورق صفحة مياني مختصات كلي، در دستگاه مبدأ
ورق كامپوزيتي يا  باشدمي Hورق  كل ، ضخامتa و b ترتيببه x و y راستاي در ورق عرض و طول .استشده

در صورتي كه ورق ساندويچي سه لايه باشد، شود. لايه و يا پنج لايه مدلسازي ميساندويچي به صورت سه 
   در نظر گرفته مي شود.  3hو ضخامت لايه پاييني  2h، ضخامت هسته  1hضخامت لايه بالايي 
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  هندسه و مبدا مختصات در يك ورق ساندويچي پنج لايه -1شكل

 
هاي كوچك، خطي بودن رفتار مواد، عدم جدايش مانند: جابجاييهاي پژوهش كنوني برپايه فرضياتي تحليل

  اند.  ها يا ايجاد آسيب در اثر بارگذاري و عدم وجود تغيير شكلها، نقصها و تنشهاي اوليه، ارائه شدهلايه
صفحه ورق از ون هاي جابجايي درشود. مولفهدر ابتدا ميدان جابجايي ورق ساندويچي سه لايه بررسي مي

  شود. در نظر گرفته ميدو بخش محلي و عمومي  تركيب
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Gu  وGv انددر نظر گرفته شده باشند كه به شرح زيرمي هاي عمومي ميدان جابجاييمولفه :  
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  و عبارتند از: بوده هاي محلي ميدان جابجايي نيز مولفه Lvو  Luهمچنين 
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  ) حاصل خواهند شد:4سازي، در نهايت معادلات (با اعمال شرايط پيوستگي و ساده
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لايه در نظر گرفته شود، در نهايت  5هاي جابجايي ورق ساندويچي مسير مشابهي براي محاسبه مولفهاگر 
  هاي جابجايي درون صفحه عبارت خواهند بود از: مولفه
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  ساندويچي ورقتغييرات مولفه عرضي جابجايي در راستاي ضخامت  -2شكل
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در هسته  Wيكي از برتريهاي مقاله كنوني، در نظر گرفتن تغييرات مرتبه دو براي مولفه جابجايي عرضي 
  اي كه:؛ به گونه)2(شكل  باشدمي

)6(    1 2 3

                             ; for the upper face sheet

    ; for the core

                             ; for the lower face sheet
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uw، lw  وw  1به ترتيب جابجايي در بالا، پايين و وسط هسته بوده وL2وL3وL باشنديابي ميتوابع درون:  
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پارامتر  17 ، دارايو ورق ساندويچي پنج لايه پارامتر مستقل جابجايي 13 ، دارايورق ساندويچي سه لايهلذا، 
  عبارتند از:ورق سه لايه  ي مستقلپارامترهاخواهد بود.  مستقل جابجايي

 (1) (1) (2) (2) (3) (3)
0 0, , , , , , , , , , w , ,x y x y x y x y u lu v w w         
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  استخراج معادلات حاكم -3
  شده است:استخراج  يانرژ نهيمعادلات حاكم با استفاده از اصل كم
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هاي جابجايي، منجر به معادلات زير و منظم كردن آن بر اساس مولفه )9(گيري جزء به جزء از معادله انتگرال
  باشند: خواهد شد كه معادلات حاكم بر رفتار ورق مي
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 مدلسازي اجزاء محدود-4

از المان مربعي براي تحليل ورق  كنوني، . در مقالهشده استبراي حل معادلات، از روش اجزاء محدود استفاده 
توابع  سيبر اساس ماتررا مجهول  ييبردار توابع جابجا توانيم ،هر المان يبرا ،يطور كله ب استفاده شده است.

  نوشت: ايگره ريشكل و مقاد
)24(            ( )eN  

به ترتيب ماتريس توابع شكل كل المان، بردار توابع جابجايي مجهول و مقادير توابع جابجايي  δ(e)و N ،δكه
صورت توان بهاي تنش و كرنش را ميمولفه اي،تنش و كرنش لايهبا استفاده از روابط باشند. اي ميدر نقاط گره

  ها بيان نمود:جابجاييماتريسي براساس 

)25(                    
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

ˆ ˆ,   

i

i i ii e e e

i

u

d v d B N T C C T

w

 
              
 
 

       

 ماتريس  و گيري و توابع شكل مربوط به مدل اجزاء محدودشامل عملگرهاي مشتق Tدر رابطه فوق، ماتريس 

Ĉ متعددي مانند روشهاي توان به شيوهمعادلات حاكم را مي باشد.شامل ماتريس سفتي و ماتريس انتقال مي 
هاي وزني (از جمله، روش گلركين) يا روش حساب تغييرات (از جمله استفاده از اصل انرژي پتانسيل كل مانده

  خواهيم داشت: )8( در معادله) 25و () 24( وابطكمينه) يافت. با جايگذاري ر
  
)26(             ( ) ( ) ( )ˆ[ ]

T TTe e e wT

V A

T C T dV N q dA            

  داشت: مرتب كردن رابطه ياد شده خواهيمبا و 
  
)27(      ( ) ( ) ( ) ˆ,    [ ]

e e e T

V

K F K T C T dV           

  
  هاي عرضيمحاسبه تنش-5

هاي عرضي با استفاده از معادلات سازگاري در تئوري مرتبه اول برشي داراي خطاي زيادي محاسبه تنش
گيرد و به فاكتور اصلاح تنش باشد و همچنين توزيع تنش برشي در راستاي ضخامت را ثابت درنظر ميمي

 رمقادي تعادل معادلات از اي، با استفادهصفحه درون تنشهاي نياز است. در اينجا پس از محاسبه برشي نيز
رضي ها و صفر بودن تنش عشود، لازم بذكر است شرايط پيوستگي تنش بين لايهمي محاسبه عرضي هايتنش

  باشد. نمي نيز يبرش تصحيح ضريب از استفاده به نيازي حالت اين در گردد.در سطوح آزاد برقرار مي
 هاي عرضي در امتداد ضخامت ثابت نيستند، بلكه به صورت غير خطي خواهد بود.در اين حالت نه تنها تنش

 ياصفحه خمش اثرات و هارويه برشي اثرات از ساندويچي، بالاي مرتبه هايتئوري فرضيات همچنين برخلاف
  شود.نمي نظرصرف هسته
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  بررسي نتايج عددي-6
شود. علاوه بر به ارائه نتايج جديد نيز پرداخته مي ،گذاري نتايج بدست آمدهعلاوه بر صحه ،در اين بخش

محدود و گذاري نتايج بدست آمده با نتايج ارائه شده در مراجع معتبر، موضوع همگرايي نتايج المان صحه
ها به نحوي انتخاب شده اندازه المان ،ها نيز بررسي شده است. در تمام نتايج ارائه شدهمستقل از اندازه مش

ندي بتوان گفت اندازه مشها تاثير محسوسي در نتايج نداشته باشد. در نهايت مياست كه تغيير تعداد آن
-يهتك ،دهد. شرايط مرزي گوناگوني از جملهارائه ميتري در تمام ابعاد مسله تر و مناسبتايج دقيقن 40×40

  ها بررسي شده است. گاهگيردار و تركيبي از اين تكيهگاه تكيه ،ساده
  
  تحت بار گسترده سينوسي  كامپوزيتي ضخيم چندلايه ورق -6-1

 فاوتت اي)،صفحه درون (ناهمسانگردي كامپوزيتي هايرويه ارتوتروپيك خواص ،ورق ساندويچي بالاي ضخامت
 .رددگمي ساندويچي هايسازه رفتار مطالعه پيچيدگي باعث ساندويچي، هايسازه در هسته و يهرو مواد سفتي

گذاري نتايج تئوري پيشنهادي با استفاده از تحليل چندلايه كامپوزيتي ارتوتروپيك با ابتدا صحه ،لذا
شود تا دقت تئوري نسبت به افزايش ضخامت و اي و داراي ضخامت بالا انجام ميصفحه درون ناهمسانگردي
 يك ورق چندلايه متقارن مربعي با چيدمان لايه  ،مثالاولين در  اي ارزيابي شود. صفحه درون ناهمسانگردي

 لتحلي پيشنهادي مدل از استفاده باشد، باضخامت يكسان مي باارتوتروپيك  يهاكه داراي رويه(0/90/0)
   .است شده
و تحت بار سينوسي  بودهرق در چهار لبه از نوع ساده هاي وگاهتكيه

0
( , ) sin( )( )q x y q x a y b   قرار

خواص مواد به صورت زير در نظر  باشد.مي  a/h=4گرفته است. اين ورق ضخيم داراي نسبت طول به ضخامت 
  گرفته شده است: 

13 231 12
12 13 23

2 2 2 2

25 0.5,  0.5, 0.2,  0 2, . 5
G GE G

E E E E
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ورق  ايجابجايي درون صفحهعرضي توزيع  -3شكل

 (a/h=4)) تحت بار سينوسي برشي 0/90/0ساندويچي (
ورق ساندويچي xxSتنش نرمال  عرضي توزيع -4شكل
  (a/h=4)) تحت بار سينوسي برشي 0/90/0(

   
 xySايصفحهدرون تنش برشي  عرضي توزيع -5شكل

) تحت بار سينوسي برشي 0/90/0ورق ساندويچي (
(a/h=4) 

 yySايصفحهدرون تنش برشي عرضي توزيع  -6شكل
) تحت بار سينوسي برشي 0/90/0ورق ساندويچي (

(a/h=4)  

   
 راستايدر  xzSتوزيع تنش برشي عرضي -7شكل

) تحت بار سينوسي 0/90/0ضخامت براي ورق ساندويچي (
  (a/h=4)برشي 

 راستايدر  yzSتوزيع تنش برشي عرضي  -8شكل
) تحت بار سينوسي 0/90/0ضخامت براي ورق ساندويچي (

  (a/h=4)برشي 

 
  اند: ها نيز به صورت زير بدون بعد شدهها و تنشجابجايي

2 2
2

3 2
0 0 0

100
,  (S , , ) ( , , ) , ( , ) ( , )xx yy xy xx xy xy yz zx yz zx

E h h h
U u S S S S

a q q a q a
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اي، تنش هاي قائم درون صفحهاي، تنش)، نمودار توزيع عرضي جابجايي درون صفحه8() تا 3هاي (در شكل
تحت بار سينوسي، به ترتيب،  (a/h=4)ضخيم  (0/90/0)هاي برشي عرضي چندلايه اي و تنشبرشي صفحه

يا ( تك لايه معادل محلي كنوني، با نتيج تئوري-نشان داده شده است. در اين شكلها، نتايج تئوري عمومي
 ]22 [بعدي سه الاستيسيته تحليل ]  و نتايج21اي ارائه شده در مرجع [اول برشي) و تئوري لايهمرتبه 
وانايي تمرتبه اول) يا تغيير شكل برشي ( تئوري تك لايه معادل ،رفتهمانطور كه انتظار مي شده است. مقايسه

(اثر زيگزاگ) را ها خواص متفاوت لايه اثر اي دراي مولفه جابجايي درون صفحهردگيري تغييرات چندضابطه
 شوند كه باعثها به صورت توابعي از راستاي ضخامت درنظر گرفته ميها، جابجايي. چون در اين تئوريندارد
ي اشوند. در حاليكه رفتار زيگزاگ جابجايي درون صفحهشود كرنشهاي عرضي به صورت پيوسته پديدار ميمي

و تئوري حاضر كاملاً مشخص است.  ]21 [اي، لايه ]22 [هاي الاستيسيتهتئوري ورق در راستاي ضخامت در
 وقائم ( ايهاي صفحهبيني توزيع تنشدر پيش هاي تك لايه معادلهمچنين ضعف تئوري ،در اين نمودارها
ي، يمطابقت بسيار خوبي در نتايج جابجا ،هاي عرضي برشي به خوبي نمايان است. به طور كليبرشي) و تنش

الاستيسيته  و به ويژه،  ]21 [ايتئوري لايهبا  حاضرمحلي -عمومياي و عرضي حاصل از تئوري هاي صفحهتنش
اي كه نتايج كنوني، سازگاري بيشتري با تئوري الاستيسيته نشان شود؛ به گونهمشاهده مي ]22[ سه بعدي

اي، اصلاح نتايج با تئوري موضعي درون لايهتواند ناشي از درنظر گرفتن چرخشهاي دهد. اين سازگاري ميمي
يوستگي پالاستيسته و در نظر گرفتن تغييرات ضخامت در تئوري كنوني باشد. همچنين، در تئوري كنوني، 

) تا 3(هاي علاوه بر نتايج ارائه شده در شكلها نيز برقرار شده است. هاي عرضي در سطح مشترك لايهتنش
بدست آمده از تئوري كنوني با نتايج تئوريهاي  عرضي  هاينتايج تنشي ميان ا) مقايسه1در جدول ( ، )8(

هاي ضخيم و ، براي ورق]22دقيق پاگانو [تئوري الاستيسيته نتايج ] و 24] و [23[مراجع زيگزاگ معروف 
ي المانهاهمچنين، به طور همزمان، روند همگرايي نتايج كنوني بر پايه افزايش تعداد نازك، ارائه شده است. 

هاي عرضي اصلاح شده بر شوند نتايج تنشانتخابي، در اين جدول بررسي شده است. همانطور كه مشاهده مي
] همخواني مناسبي دارند. در ضمن تنش قائم 22پايه تئوري الاستيسيته سه بعدي كنوني، با نتايج حل دقيق [

ر است و تتعداد المانهاي كمتر، سيستم صلب عرضي نيز از دقت قابل قبولي برخوردار است. بديهي است كه در
 بندي كمتر است. در نتيجه، دقت ردگيري تغييرات توسط المان

  در طول ضخامت براي ورق ساندويچي تحت بار سينوسي برشي ايهاي بين لايهتوزيع تنش -1جدول
Present Study  (  Mesh density) 

Cho [24] Sheikh [23] Pagano[٢٢]  a/h 
40×40 30×30 16×16 

0.2515* 0.2557* 0.2706* 0.238* 0.2023 0.256 xzS (L/2,0,0) 

4 0.2180* 0.2185* 0.2258* 0.229* 0.1831 0.2172 yzS (0,L/2,0) 

0.5152 0.5373 0.553 0.498* — 0.4926 zzS (L/2,L/2,0) 

        

0.3498* 0.3402* 0.3361* 0.356* 0.2437 0.357 xzS (L/2,0,0) 

10 0.1203* 0.1185* 0.1153* 0.124* 0.1015 0.1228 yzS (0,L/2,0) 

0.5203 0.5284 0.5362 0.499* — 0.4994 zzS (L/2,L/2,0) 

  . اندالاستيسيته اصلاح شدهنتايج با استفاده از معادلات تعادل *
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  اندويچي سه لايه تحت بار يكنواختس ورق -6-2
. گرفته استقرار  qهاي ساده تحت بار يكنواخت گسترده در اين حالت يك ورق ساندويچي سه لايه با تكيه گاه

  جنس لايه بالا و لايه پايين به صورت يكسان در نظر گرفته شده و خواص ماده آن عبارت است از: 
22 11 12 11 23 11 33 11

13 11 55 11 44 11 66 11

0.543103,    0.23319,    0.098276,   0.543103

0.01077,      0.266810,   0.159914,   0.26293 

C C C C C C C C

C C C C C C C C

   
   

  

(1)ها با هم برابر است. نمادهايو ضخامت پوسته  hch 0.8 =ضخامت هسته عبارت است از
11C  (2)و

11C   به
(1)لايه اول و دوم مي باشد. 11Cترتيب نشان دهنده مولفه هاي (2)

11 11C C   نشان دهنده اختلاف خاصيت
  باشد. ميمي باشد، ورق به صورت همگن  1برابر  مواد لايه اول و دوم مي باشد. زماني كه 

هاي جابجايي و تنش به صورت زير بدون بعد شده باشد. مولفهمي 1مخالف  در حالت كلي ورق ساندويچي 
) ارائه شده است. و با حل دقيق ارائه شده توسط 2و نتايج مورد نظر در قسمت هاي مختلف ورق در جدول (

ها از دقت قابل شود جواب] مقايسه شده است. همانطور كه مشاهده مي26] و سيرويناس و رو [25و يي [ فن
باشد. و مي %4قبولي برخوردار مي باشند، به نحوي كه بيشترين خطا بين تمامي نتايج محاسبه شده كمتر از 

اين موضوع به خاطر در نظر است كه به نسبت حجم محاسبات انجام شده كاهش يافته است.  اين در حالي
اي و يهلاهسته در راستاي ضخامت، در نظرگرفتن تعادل الاستيك تنشهاي ميانپذيري تغييرشكل گرفتن

 بعد، به صورت زير در نظردر اين بررسي، خيز و تنشهاي بي باشد.هاي برشي ميهمچنين نحوه محاسبه تنش
(2) اند:گرفته شده

11
0

1
,  ( , , ) ( , , )xx yy zz xx xy xyW wC hq S S S

q
     

 
 هاي مختلف تنش در نقاط مختلف ورق ساندويچي سه لايه تحت بار يكنواختدر جابجايي و مولفهاثر ضريب -2ولجد

Sirvinas and Roa [26] Fan and Ye [25]   Present study  
10  5  1   10  5  1   10  5  1  

159.3  258.9  688.5   159.3  258.9  688.5    155.3  255  681.6   / 2, / 2, 0a bW 

                

                / 2, / 2xx a bS 

65  60.1  35.9   65.0  60.1  35.9    63.6  58.6  35.2 Top ply at top surface 
48  46.4  28.4   48.6  46.4  28.4    49.8  47.1  28  Top ply at interface  
4.8  9.2  28.4   4.85  9.2  28.4    4.7  9.4  28  Mid ply at upper interface  
-4.9  -9.3  -28.5   -4.9  -9.34  -28.5    -5.01  -9.4  28-  Mid ply at lower interface  
-46.8  -49.6  -28.5   -48.9  -46.6  -28.5    -49.6  -47.7  -28  Bottom ply at interface  
-65.3  -60.3  -36   -65.2  -60.2  -35.9    -66.5  -61.3  -35.2 Bottom ply at surface  

                

                / 2, / 2yy a bS 

43.9  38.7  22.1   43.9  38.7  22.1    42.7  38.05  22.2  Top ply at top surface 
33.7  30.3  17.6   33.7  30.3  17.6    34.4  37.6  17.6  Top ply at interface  
3.3  6.0  17.6   3.3  6.05  17.6    3.4  5.9  17.6  Mid ply at upper interface  
-3.4  -6.1  -17.6   -3.5  -6.1  -17.6    -3.4  -6  -17.5  Mid ply at lower interface  
-33.4  -30.0  -17.6   -33.4  -30.1  -17.6    -34.3  -29.4  -17.5  Bottom ply at interface  
-43.5  -38.4  -22.2   -43.5  -38.4  -22.1    -44.5  -37.5  -22.2  Bottom ply at surface  

                

                / 2, / 2zz a bS 

       -0.93  -0.94  -0.95    -0.91  -0.92  -0.93  Mid ply at lower interface  
       -0.051  0.04  0.02    -0.05  0.04  0.02  Mid ply at upper interface  
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  a/hو  c/EfE بررسي اثرهسته ايزوتروپيك و ورق ساندويچي با رويه و -6-3
هاي آن از جنس كه رويه(Al/core/Al) يك ورق ساندويچي متقارن مربعي با چيدمان لايه كنوني، در مثال 

 پيشنهادي مدل از استفاده باشد، بامي  0.8hو ضخامت هسته معادل 0.1hآلومينيم و ضخامت يكسان معادل 
ساده و ورق تحت بار سينوسي ، شرايط مرزي ورق .است شدهبررسي  a/h و c/EfE نسبتاثر و  تحليل

0
( , ) sin( )( )q x y q x a y b  لازم بذكر 17باشد [باشد. خواص مواد پوسته و هسته بشرح ذيل ميمي .[

  شود.است كه به منظور مطالعه پارامتري، هسته در دوحالت مختلف بررسي مي
50.34, 73 , 10 7.3 , 10 0.73f c cE GPa FCSR E GPa FCSR E MPa             

در سه  Ef/Ec=10)5(و هسته نرم  Ef/Ec=10)(ها براي دو نمونه ورق ساندويچي داراي هسته سفت تحليل
ها و تنشها بررسي شده است. جابجايي (a/h=100) و نازك  (a/h=10)نسبتاً ضخيم  ،(a/h=4)حالت ضخيم 

  اند.بعد شدهبا  كمك رابطه زير بي
3 2

4 3
0 0

2

2
0 0

100 100
,     , ( , ) ,

, , ( , , ) , , ( , )

skin skin

xx yy xy xx yy xy yz zx yz zx

E h E h
W w U V u v

a q a q

h h
S S S S S

q a q a
    

 

 
  

، محلي كنوني -بعد مركز ورق ساندويچي بدست آمده توسط تئوري عمومينتايج خيز بي)، 3در جدول (     
براي  3، زيگزاگ مرتبهمرتبه چهارم ،اول، تك لايه معادل، مرتبه 3Dبعدي سه الاستيسيته روش با نتايج
 رشي فقطهاي كلاسيك و مرتبه اول بنتايج حاكي از آن است كه تئوري .اندشده هاي مختلف، مقايسهضخامت

هاي ساندويچي نازك با هسته سفت دقت مناسب دارند. تئوري تك لايه معادل مرتبه بالا براي براي ورق
هاي تك لايه معادل با شود كه تئوريملاحظه مي دارند. %6هاي ضخيم با هسته سفت نيز اختلافي حدود ورق

اشند. بورق ساندويچي با هسته نرم نمي بيني صحيح جابجايي عرضي) قادر به پيش4(حتي مرتبه  ايهر مرتبه
 تئوري زيگزاگ و تئوريگيرند (د بخش محلي نيز درنظر ميهايي كه در ميدان جابجايي خودر حاليكه تئوري

  هاي با هسته سفت با هر ضخامتي دارند.حاضر) دقت بسيار بالايي در ساندويچ پنل
 

ل از هاي ايزوتروپيك حاصساندويچي سه لايه با هسته ايزوتروپيك و رويهبعد بيشينه در مركز ورق نتايج خيز بي -3جدول
  ] 27و  17 [مراجع 3Dهاي تك لايه معادل، زيگزاگ وتئوري حاضر و مقايسه آن با  تئوري

a/h=100 a/h=10 a/h=4 
Theory Moduli ratio 

Disc. (%)  W  Disc. (%) W Disc. (%) W  
-  5.0649 - 6.3923 - 13.294  3D  

=10c/EfE 

0.85  5.1079 1.5 6.4881 2 13.028 Present  
0.26  5.0515 21 5.0515 62.3 5.0515  CLT  
0.17  5.0563 13.4 5.5364 39.2 8.0821  FSDT  
0.02  5.0637 1.96 6.2671 6.00 12.497 ED4 
0.02  5.0649 0.00 6.3935 0.37 13.343 ZZ3  

-  126.70 - 1230.6 - 1299.4  3D  

5=10c/EfE 

1.3  128.347 1.7 1209.67 2.3 1269.5 Present  
>100 5.5814 >100 5.5814 >100 5.5815  CLT  
>100 5.5852 >100 6.2602 >100 9.8240  FSDT  
>100 5.7692 >100 24.078 >100 112.51 ED4 
2.98  122.92 24.2 933.11 23.5 994.51 ZZ3   



    1397 بهار، اولم، شماره بيستسال                                      نشرية پژوهشي مهندسي مكانيك ايران                                   144

 

دهد، اما براي تئوري زيگزاگ اگرچه براي پنل نازك نتايج خوبي ارائه مي ،)10c/EfE=5(در نمونه با هسته نرم 
دهد. نتايج تئوري حاضر داراي مينشان  %23انحراف حدود  (a/h=10)نسبتاً ضخيم  و (a/h=4)هاي ضخيم پنل

ه ضر بباشد، اين در حالي است كه تئوري حابراي ورق ساندويچي ضخيم با هسته نرم مي %3 انحراف كمتر از 
) نيز نتايج تنش 4دليل استفاده ازميدان جابجايي مرتبه اول از نظر محاسباتي هزينه كمتري دارد. در جدول (

 ]17 [هاي مختلف ارائه شده در مرجعحاصل از تئوري 10c/Ef(E=5( برشي عرضي ورق ساندويچي با هسته نرم
هاي نازك جواب قابل قبول با انحراف ورق لايه معادل برايهاي تكو تئوري حاضر مقايسه شده است. تئوري

) و نتايج ارائه شده %100هاي ضخيم ضعف بسيار بزرگي دارند (انحراف بيش از دارند اما براي پنل %10حدود 
و براي  %3هاي نازك نتايج قابل قبول حدود تئوري زيگزاگ براي پنل دارد. 3Dتفاوت چشمگيري با حل دقيق 

  دهد. نشان مي %26ود حالت ضخيم نيز انحراف حد
باشد مي %3محلي) براي ورق ضخيم با هسته نرم كمتر از -نتايج تئوري استفاده شده در اين تحقيق(عمومي

اي هكه نشان دقت بسيار خوب اين تئوري است. استفاده از معادلات تعادل الاستيسيته جهت محاسبه تنش
لازم به ذكر است كه نتايج  بوده است. 3اگ مرتبه عرضي دليل دقت بيشتر تئوري حاضر نسبت به تئوري زيگز

هاي باشد و قطعاً دقت تئوريارائه شده در جداول فوق فقط مربوط به نقاط خاص و مهم ورق ساندويچي مي
بايست نمودار جابجايي و تنش در باشد. لذا جهت بررسي بيشتر ميذكر شده در تمامي نقاط يكسان نمي

ورق  zxS)، به ترتيب نمودار تنش برشي عرضي 10) و (9هاي (در شكل ي شود.راستاي ضخامت ورق نيز بررس
در راستاي ضخامت ترسيم شده است و نتايج تئوري  10c/Ef(E=5(ساندويچي نازك  و ضخيم با هسته نرم 

   .]27و  17مقايسه شده است [ (ED4) 4و تئوري تك لايه معادل مرتبه   3Dحاضر با نتايج الاستيسيته
كه باشد. درحالياي ورق نميتك لايه معادل (حتي مرتبه بالا) قادر به مدلسازي رفتار جابجايي صفحهتئوري 

همانطور كه مشاهده مي  .كندسازي ميهاي نازك را به خوبي شبيهمحلي) رفتار ورق-تئوري حاضر (عمومي
دارد،  3Dخوبي با حل دقيق  ها تطبيق بسيارشود، نتايج تئوري استفاده شده در اين تحقيق در هسته و روكش

ر كند اما مقدار بيشينه تنش دسازي ميها را به درستي شبيههر چند اين تئوري رفتار تنش برشي بين لايه
دهد كه با توجه به فرضيات تئوري و مرتبه اول بودن آن قابل انتظار نمايش مي 3Dها را متفاوت با مقدار رويه
هاي با خواص نسبتا ضعيف هاي كاربردي، از لايهوگيري از اين رفتار در نمونهباشد. معمولاً طراحان براي جلمي

كنند تا اين جهش تفاوت سفتي رخ ندهد و چسبندگي هسته ايزوتروپيك (سوزني) در اطراف هسته استفاده مي
 ها نيز بيشتر شود.به رويه

  10c/Ef(E=5(ه لايه با هسته ايزوتروپيك نرم)در ورق ساندويچي س zxSبعد( مقايسه نتايج تنش برشي عرضي بي -4جدول
  ]17 [مرجع 3Dهاي تك لايه معادل، زيگزاگ وهاي ايزوتروپيك با  نتايج تئوريو رويه

a/h=100 a/h=10 a/h=4 Theory 
 Disc.(%)  Result Disc.(%) Result Disc.(%)  Result  

-  16.039 - 0.1627 - 0.0111  3D  
1.9  16.343 2.8 0.1672 3 0.0114 present 

9.81  17.612 >100 1.7612 >100 0.7045  CLT  
9.81  17.612 >100 1.7612 >100 0.7045  FSDT  
9.79  17.609 >100 1.7379 >100 0.6502 ED4 
3.13  15.537 24.7 0.1225 26.1 0.0082 ZZ3 
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در راستاي  )xzS(توزيع تنش برشي عرضي -9شكل

 )10c/EfE=5( ضخامت ورق ساندويچي ضخيم با هسته نرم
در راستاي  )xzS(توزيع تنش برشي عرضي -10شكل

  )10c/EfE=5ضخامت ورق ساندويچي نازك با هسته نرم (

]. همانطور 27باشد [هاي كاربردي و صنعتي هوايي و دريايي قابل قبول ميلذا دقت تئوري حاضر براي نمونه
باشد كه اين موضوع بدليل ضخامت ورق شود رفتار رويه بالا و پايين متقارن نمي) مشاهده مي9( كه در شكل

و نرمي هسته مي باشد كه با جابجايي هسته ورق ساندويچي در راستاي ضخامت به خوبي شبيه سازي شده 
 و به خصوص است. بزرگترين دليلي كه تئوري هاي مختلف از جمله زيگزاگ در ورق هاي ساندويچي ضخيم
  با هسته نرم خطاي زيادي دارند، عدم مدلسازي جابجايي هسته در راستاي ضخامت مي باشد. 

به طوريكه وقتي هسته بسيار نرم مي باشد، عملا نيرويي به پوسته زيري اعمال نشده و پوسته پاييني دچار 
اييني هسته تغيير شكل صفحه پ لذا به تعبير ديگر تغيير شكل صفحه بالايي هسته باتغيير شكل نخواهد شد. 

اختلاف فاحشي خواهد داشت. از اينرو در مدل ارائه شده در اين مقاله، براي رفع اين مشكل جابجايي عرضي 
سازي شده است. از اينرو نتايج بدست آمده با حل سه بعدي دقيق همخواني بسيار هسته با تابع درجه دو شبيه

فحه بالايي و پاييني هسته حالت ورق ساندويچي ضخيم، با هسته نرم ) جابجايي ص11در شكل ( مناسبي دارد.
شود بيشترين اختلاف در حالت ورق ساندويچي ضخيم و سفت نشان داده شده است. همانطور كه مشاهده مي

  با هسته نرم است.
  

   
  (ب)  (الف)

  ، ب) هسته سفتهسته نرم  الف) :ورق ساندويچي ضخيم هستهبالايي و صفحه پاييني هاي لايه خيز -11شكل
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در حاليكه در ورق ساندويچي ضخيم با هسته سفت چنين اختلافي بين جابجايي بالا و پايين هسته مشاهده 
شود. به بيان ديگر در حالتي كه هسته از صلبيت كافي برخوردار است عملا هر دو پوسته با هم تغيير شكل نمي
بسيار نرم تشكيل شده است عملا دو پوسته به صورت كاملا مجزا از دهند. اما در حالتي كه هسته از مواد مي

د، هر يابكنند. از طرفي با نازك شدن ورق ساندويچي اين اختلاف نيز به نسبت كاهش مييكديگر عمل مي
  چند همچنان بين دو حالت هسته نرم و سفت اختلاف وجود خواهد داشت.

 )10) و (9هاي (دو حالتي كه هسته نرم و سفت است در شكل همچنين تاثير هسته بر رفتار لايه پاييني در
شود. به طوريكه در هسته نرم عدم تقارن محسوسي بين بيشترين تنش برشي عرضي در پوسته نيز مشاهده مي

ست شود. لازم بذكر ابالايي و  پوسته پاييني وجود دارد كه با نازك شدن ورق ساندويچي اين موضوع كمتر مي
  كه همگرا شده بودند، ارائه شده است. 40×40بندي مش كه نتايج با

  
  ورق ساندويچي با رويه كامپوزيتي و هسته ارتوتروپيك-6-4

يرد. گها و هسته ارتوتروپيك مورد مطالعه قرارميساندويچي سه لايه متقارن مربعي با رويه در اين مثال يك ورق
باشد. شرايط مرزي ورق در هرچهار مي  0.8hدلو ضخامت هسته معا 0.1hها يكسان و معادل ضخامت رويه

گاه ساده و ورق تحت بار سينوسيوجه تكيه
0

( , ) sin( )sin( )
x y

q x y q
a b


  هاي مكانيكي باشد. ويژگيمي

  باشند:ها  و هسته بشرح ذيل ميرويه
1         ها:رويه 2 3 12 13 23( , , , , , ) (25 , , , 0.5 , 0.5 , 0.2 ) , 0.25E E E G G G E E E E E E GPa   

1 هسته: 2 3 12 13 23( , , , , , ) (0.04 , 0.04 , 0.5 ,0.016 , 0.06 , 0.06 ) , 0.25E E E G G G E E E E E E GPa       
 ها نسبت به مثال قبل و بررسيگذاري نتايج تئوري حاضر با ارتوتروپيك شدن رويهاين تحليل صحههدف از 

  باشد. مي a/h = 4,10,100پارامتري براي نسبت طول به ضخامت 

اي و عرضي در نقاط مهم ورق هاي برشي صفحههاي عمودي و تنشبعد جابجايي عرضي، تنشنتايج بي -5جدول
  ي ارتوتروپيكها و هستهمتقارن با رويهساندويچي سه لايه 

a/h Approach
W 
(a/2,b/2,0)

xS 
(a/2,b/2,h/2)

yS 
(a/2,b/2,h/2)

xzS 
(0,b/2,0)

zyS 
(a/2,0,0)

xyS 
(0,0,h/2)

4

3D [22] 7.59620 1.556 0.2595 0.239 0.1072 0.1437 
ZigZag[28] 
(Disc.%)

7.65570 
(0.78%) 

1.5158 
(2.59 %) 

0.2495 
(3.86 %) 

0.2509 
(4.98 %) 

0.1151 
(7.37 %) 

0.1462 
(1.74%) 

Present 
(Disc.%)

7.4062 
(2.5 %) 

1.5248 
(2%) 

0.2548 
(1.8%) 

0.2335 
(2.3 %) 

0.1039 
(3 %) 

0.1494 
(3.95 %) 

10

3D [22] 2.200 1.153 0.1104 0.30 0.0527 0.0707 
ZigZag[28] 
(Disc.%)

2.2003 
(0.0%) 

1.1438 
(0.81%) 

0.1082 
(1.99%) 

0.3146 
(4.87%) 

0.0567 
(7.59%) 

0.0709 
(0.28%) 

Present  
(Disc.%)

2.1362 
(2.9%) 

1.1912 
(2.3%) 

0.1085 
(1.7%) 

0.3069 
(2.33%) 

0.0548 
(4.11%) 

0.0685 
(3%) 
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0.0431 
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 اند.دهبعد شو تنشها همچون قبل بيها ها براي ورق ساندويچي با هسته ارتوتروپيك نرم است. جابجاييتحليل
ي و ااي و تنش برشي صفحه)، نتايج جابجايي عرضي بيشينه در مركز ورق ، تنش عمودي صفحه5در جدول (

] 28مرتبه بالا [ ] و زيگزاگ22عرضي در نقاط مهم ورق ساندويچي محاسبه شده و با نتايج حل سه بعدي [
ركز ورق محاسبه شده توسط تئوري حاضر در حالتهاي مختلف ورق مقايسه شده است. انحراف نتايج خيز در م

در  %5] حداكثر 22اي و عرضي با نتايج مرجع [هاي صفحههاي تنشباشد. اختلاف نتايج مولفهمي %3كمتر از 
اي خطي (مرتبه اول) است اما دهد كه اگرچه تئوري حاضر به صورت تكهنتايج نشان مي باشد.ورق ضخيم مي

درتحليل ورق ساندويچي با رويه ارتوتروپيك و هسته ارتوتروپيك هم ضخامت نازك و هم خيلي دقت آن 
  ضخيم تطابق خوبي با نتايج حل سه بعدي و زيگزاگ مرتبه بالا دارد.

  
  نتيجه گيري-7

ا ب كامپوزيتي و ساندويچي هايورقهاي  جابجايي و تنش بررسي محلي براي-در اين مقاله، يك مدل عمومي
ارائه شد.  همچنين براي محاسبه تنش هاي عرضي از حل معادلات  پذيري هسته،در نظر گرفتن تغيير شكل

تعادل الاستيسيته استفاده شده است.  به همين دليلي شرط پيوستگي تنش هاي بين لايه اي به خوبي برآورده 
بصورت كامل، با  لف رفتار خمش ورقهاي مختيابي به ويژگياز مزاياي مهم مدل ارائه شده، دستشده است. 

  باشد. حداقل هزينه محاسباتي و دقت بسيار مناسب مي
ده و اي بوهاي گستردهداراي قابليت ،اين مطالعه نشان داد كه مدل ارائه شده به دليل استفاده از بخش محلي

 نتايج حاصله برايدهد. بر اساس همچنين در شرايط مختلف مورد بررسي، نتايج بسيار مناسبي بدست مي
هاي عرضي بصورت كامل برقرار گرديده و اين نتايج ها و تنشهاي ساندويچي، شرايط پيوستگي جابجاييورق

همچنين جابجايي هسته در . شته استهاي ساندويچي با هسته نرم نيز دقت بسيار بالايي داحتي براي ورق
ه تئوري كنوني، با توصيف سكند. ي شبيه سازي ميهاي با هسته نرم را نيز به خوبراستاي ضخامت براي ورق

تواند تا حدي، حالتي مجانبي از تئوري مرتبه سه خطي از توزيع ميدان جابجايي در راستاي ضخامت، مي
Reddy  تلقي شود. لذا، همانگونه كه تئوري مرتبه سهReddy  ،براي ورق ضخيم معتبر است، تئوري كنوني

  د. محدود به ورق نازك نخواهد بو
دارد؛ از جمله:(الف) امكان تطبيق با  Reddyتئوري كنوني، مزاياي متعددي نيز نسبت به تئوري مرتبه سه  

، تابع پادمتقارني است و لذا، در zبر حسب  Reddyتوزيع نامتقارن جابجايي در راستاي ضخامت (تابع توزيع 
بعدي، ه(ب) تصحيح نتايج با تئوري الاستيسيته سحالت كلي، توانايي انطباق با فرم كلي ميدان جابجايي ندارد)، 
ها (در هيچيك از تئوريهاي مرتبه بالاي تك لايه (ج) برآورده ساختن پيوستگي تنشهاي عرضي در مرز لايه

ي و ااي، اين موضوع در نظر گرفته نشده است. لذا دقت تئوري كنوني، از تئوريهاي لايهمعادل و تئوريهاي لايه
ها، عملاً ورق نازك هستند باشد) و (د) رويهتر است؛ ضمن آنكه هزينه محاسباتي آن كمتر ميزيگزاگ نيز بالا

بر  wترين جزء ورق يعني هسته، توزيع جابجايي  ها ثابت فرض كرد. در ضخيمرا در رويه wتوان و لذا مي
  باشد.خلاف تئوريهاي متداول، غير خطي (مرتبه دو) است كه نكته آخر بسيار مهم مي
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a: طول ورق  

jB: سفتي كوپلينگ  
b: عرض ورق  
b: انديس بيانگر پايين  
u:  بالاانديس بيانگر  

C: هسته ضخامت  
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: كرنش 

: بردار جابجايي 

k: بعد محليمختصات بي 

Τ: تنش برشي عرضي هسته 
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υ : ضريب پواسون  
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Abstract 
 
In the present article, a global-local theory with three-dimensional elasticity corrections is 
employed to trace the local and instantaneous variations of various displacement and stress 
components of sandwich and composite plates. The governing equations are extracted based on 
Hamilton principle. One of the key features of the proposed theory is incorporation of the 
transverse flexibility of the core; a fact that is crucial when studying behaviors of thick or soft 
core sandwich plates. Since the transverse shear stresses are extracted based on the 3D elasticity 
theory, the interlaminar continuity condition of the transverse shear stresses is met.  
The verification results show that the presented finite element formulation is efficient and leads 
to accurate results, even for thick or soft core sandwich plates. A comprehensive parametric 
study is accomplished to evaluate effects of different parameters such as stiffness of the core 
material and boundary conditions. Finally, the obtained results verified by the available results 
existed in the literature. 

 
 


