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 مقدمه -1
ر متقابل دارد. یال تأثیک سازه با سیاست که در آن  یادهیال پدیک سازه در تماس با سیارتعاشات وارد به 

ل آن یتعد ین کنترل و حتیسازه گردد. بنابرا یو خستگ یموجب از کارافتادگ یدر مواردتواند یم دهیپدن یا

ال یدر تماس با سها ورق یمشخصات ارتعاش یباشد. بررسیم یادیت زیاهم یحساس دارا یهاتیموقع یبرا

از محققان  یاریبوده و مورد توجه بس یمهندس یع مختلف از مسائل کاربردیها در صنابا توجه به کاربرد آن

، یاع هستهیاز جمله صنا یع مختلفیها در صناک ورقیدورالاستی[. مطالعه خواص ارتعاش ه1باشد ]یم

 یادیت زیاهم یدارا ییو هوا ییایدر یهاو سازه یدیراکتورها، صفحات خورش یداخل یمخازن سوخت، اجزا

 [. 2رسد ]یبه نظر م ین آنها ضروریب یکینامید اندرکنشال در یاز رفتار سازه و س ین، آگاهیباشد. بنابرایم
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 1زادهشهروز يوسف
 استادیار

 

 2اصغر جعفريعلي 
 استاد 

 

 3عليرضا محمدزاده
 دانشیار

بررسي ارتعاشات آزاد هيدروالاستيک ورق دايروي 

 قائم از جنس مواد تابعي در تماس با سيال ساکن
بررسی ارتعاشات آزاد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس در این پژوهش به 

با سیال محدود و غیرقابل تراکم پرداخته شده است. ابتدا معادلات حاکم بر ورق 
دایروی بر اساس تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی یا تئوری میندلین با در نظر 

است. برای تقریب گرفتن اثرات اینرسی دورانی و نیروهای برشی استخراج شده 
های ورق از توابع پذیرفتنی هارمونیک چبیشف همراه با توابع مرزی جابجایی

گیری از حل استفاده شده است. سپس معادلات حاکم بر نوسان سیال با بهره
معادله لاپلاس پتانسیل سرعت و ارضای شرایط مرزی حاصل شده است. با استفاده 

کل مودهای ورق دایروی در تماس با سیال های طبیعی و شاز روش ریتز، فرکانس
اند. در ادامه، تأثیر پارامترهای بر مبنای انرژی پتانسیل کمینه استخراج شده

مختلف هندسی از قبیل ارتفاع سیال درون مخزن، چگالی سیال، نسبت کسر 
های طبیعی مورد بررسی قرار حجمی ماده تابعی و طول مخزن روی فرکانس

ر حصول اطمینان از نتایج به دست آمده از حل تحلیلی، گرفته است. به منظو
های طبیعی حاصل از ورق دایروی در تماس با سیال در حالت خاص ورق فرکانس

 همگن آلومینیومی با نتایج حاصل از آزمایش تجربی مورد مقایسه قرار گرفته است.

mailto:a-mohamadzadeh@srbiau.ac.ir
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آن  یهاال متفاوت از فرکانسیها از جمله ورق در حالت تماس با سسازه یعیطب یهاواضح است که فرکانس

نه ارتعاشات ورق در تماس با یدر زم یادی[. محققان مطالعات ز3باشد ]یال میدر حالت بدون تماس با س

 از یرویک ورق دایارتعاشات  یبررس یبرا یلیمه تحلیک روش نیزاده و همکاران  یوردال انجام دادند. الهیس

چ حل یو روش کانترو یفرض یرا با پاسخها یرویارائه دادند. آنها معادلات حاکم بر ورق دا یجنس مواد تابع

رقابل تراکم، یال غیدر تماس با س یرویلو و همکاران به منظور مطالعه ارتعاشات ورق دایوردی[. تار4کردند ]

استخراج  یکردند. آنها از دو روش برا نییرا تع یرویورق دا یعیطب یهافرکانس 1با محاسبه جرم افزوده

کسان در تماس با ی یرویارتعاشات دو ورق دا یبه بررس 2[. جئونگ2استفاده کردند ] یعیطب یفرکانسها

تز کمک یر یلیه و روش ریفور -ل خود از روش بسط بسلیتحل یال محدود و نامحدود پرداخت. او برایس

 [. 9مورد مطالعه قرار گرفت ] یعیطب یفرکانسها ین اثر فاصله دو ورق رویگرفت. همچن

ساخته شده از مــواد هدفمند در حالت سه  یـرویارتعاش آزاد ورق دا ی، به بررس3دونگ (2010)در سال 

 یاچندجمله یهایتز با در نظر گرفتن حاصلضرب سریر-شفیق خود از روش چبیدر تحق یپرداخت. و یبعد

استفاده کرد.  یعیطب یاستخراج فرکانسها یکنند، برایرا ارضاء م یمرزط یکه شرا یشف در توابع مرزیچب

[. 3رات خواص را در جهت ضخامت به دو صورت در نظر گرفت ]ییورق، تغ یخواص ماد یمعرف ی، برایو

پرداخت. او با  یرویورق دا یعیطب یفرکانسها یاز تماس آب رو یناش یر جرم مجازیبه مطالعه تأث 4کواک

 [. 8بعد پرداخت ]یافزوده در حالت ب ینمو جرم مجاز یه به محاسبه فاکتورهایل فوریدتب یریبکارگ

های دایروی و توخالی در به بررسی تاثیر عمق سیال روی رفتار ارتعاشی ورق 2امابیلی ( 1662)در سال 

ریتز -های مودال و ریلیتماس با سیال غیرقابل تراکم و غیرویسکوز پرداخت. وی در تحقیق خود از روش

د برای تعیین مقادیر ویژه مساله استفاده کرد و در نهایت اثر پارامترهای مختلف روی جرم افزوده را مور

، اثر فشار هیدرواستاتیک سیال غیرقابل تراکم روی 3چئونگو  9زو  (2000)در سال  [.6مطالعه قرار داد ]

ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی را مورد مطالعه قرار دادند. آنها در تحقیق خود ورق مستطیلی را که به عنوان 

برای بدست آوردن مساله مقدار ویژه از دیواره مخزن مکعبی حاوی سیال قرار گرفته مدنظر قرار دادند و 

 [.10روش ریتز استفاده کردند ]

در تماس  یلیم مستطیو همکاران به مطالعه ارتعاشات آزاد ورق نسبتاً ضخ یهاشم ینیحس ( 2012)در سال 

استخراج روابط حاکم بر  ین و برایندلیم یاستخراج روابط حاکم بر ورق از تئور یال پرداختند. آنها برایبا س

ورق در دو حالت ورق در تماس با  یعیطب یهاق، فرکانسین تحقیاستفاده کردند. در ا یال از معادله برنولیس

با  یرویک ورق دایراً جئونگ و همکاران ارتعاش آزاد ی[. اخ11ک وجه و دو وجه استخراج شد ]یال از یس

ورق در تماس  یکینامید ییورد مطالعه قرار دادند. آنها جابجاال محدود را میردار در تماس با سیه گاه گیتک

 ن کردند. ییب توابع مودال ورق خشک تعیال را با استفاده از ترکیبا س

                                                                                                                                                                                          
1 Added mass 
2 Jeong, K. H. 
3 Dong , C. Y.  
4 Kwak, M. K. 
5 Amabili M. 
6 Zhou, D. 
7 Cheung, Y. K. 
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ورق  یعیطب یاستخراج شکل مودها و فرکانسها یتز بدست آورده که برایر-یلیژه مسئله را از روش ریتوابع و

 [. 12سه قرار گرفت ]یمورد مقا یج عددین روش با نتایحاصل از اج یال استفاده کردند. نتایدر تماس با س

ال یدر تماس با س یرویدو ورق دا یعیطب یو همکاران، فرکانسها 1ونگ مو جانگیما ( 2003)در سال 

ال از روش بسط یدر تماس با س یهامعادله حرکت ورق یقرار دادند. آنها برا یمحدود را مورد بررس

حاصل از  یج عددیق با نتاین تحقیج حاصل از ایتز استفاده کردند. نتایر-یلیروش ره و یفور-بسل یهایسر

ال و یدو ورق در تماس با س یعیطب یهات فرکانسیسه قرار گرفت. در نهاینرم افزار المان محدود مورد مقا

ورقها مورد مطالعه  یعیطب یهاال مورد مطالعه قرار گرفته و اثر فاصله دو ورق بر فرکانسیبدون تماس با س

ورق مستطیل کامپوزیتی در  رفتار ارتعاشیقدیریان و همکاران به بررسی  (1362)در سال [. 13قرار گرفت ]

مپوزیت نوع ارتوتروپیک و برای تحلیل ارتعاشات آزاد از آنها در تحقیق خود از کاتماس با سیال پرداختند. 

داد که تحت تأثیر ارتعاش ورق در سیال حرکتی ایجاد  تحقیق آنها نشانریتز استفاده کردند. -روش ریلی

  .[14] شودشود که باعث افزایش انرژی جنبشی سیستم میمی

ال محدود را مورد یغوطه ور در س یرویک ورق دایارتعاش  (2013)و همکاران در سال  یاحسان عسگر

لبه ساده و لبه  یه گاهیدو حالت تکحل معادلات ورق در  یبرا یلیمه تحلیمطالعه قرار دادند. آنها از روش ن

 ین برایال از هر دو روش حداقل مربعات و گالرکیل سرعت سیبه پتانس یابیدست یآزاد استفاده کردند. برا

ج حاصل یتز استفاده کردند. نتایر-یلیورق از روش ر یعیطب ین فرکانسهاییتع یب مجهول و براین ضراییتع

  [.12سه قرار گرفت ]یمورد مقا یش تجربیج آزمایق آنها با نتایاز تحق

آزاد ورق تقویت شده در آب پرداختند. آنها مطالعه ارتعاشات مطالعه رضوانی و همکاران به  (1364)در سال 

خود را با سه روش تحلیلی، عددی و آزمایشگاهی انجام دادند و از تئوری ورق ارتوتروپیک برای استخراج 

آنها از روش جرم افزوده برای مدلسازی اثر سیال روی ارتعاشات ورق روابط حاکم استفاده کردند. همچنین 

 [. 19بهره بردند ]

یک ورق مستطیلی متحرک در درون سیال به صورت و همکاران به مطالعه ارتعاشات  2ونگ ( 2019)در سال 

از رابطه  ورق از تئوری کلاسیک و برای مدلسازی رفتار سیال مدلسازی رفتارعمودی پرداختند. آنها برای 

برنولی و پتانسیل سرعت استفاده کردند. همچنین، با محاسبه جرم افزوده روی ورق، فرکانسهای طبیعی و 

 .[13] سرعت بحرانی آن را استخراج کردند

، خورشیدی و همکاران ارتعاشات آزاد یک ورق مستطیلی در تماس با سیال را بصورت (2013)در سال 

های مخزن مکعبی حاوی سیال در نظر دادند. ورق مستطیل به عنوان یکی از دیوارهتجربی مورد مطالعه قرار 

گرفته شده است. آنها از آزمایش مودال برای استخراج فرکانسهای طبیعی ورق استفاده کردند و تأثیر 

دند پارامترهای مختلف از جمله ابعاد مخزن روی رفتار ارتعاشی ورق مستطیل در تماس با سیال را بررسی کر

ها بطور آن یکیزساختار ناهمگن هستند که خواص مکانید با ریمواد مرکب جد( 3FGMمواد هدفمند )[. 18]

ب ین مواد ترکیج ایکند. نوع رایر مییگر تغیک سطح به سطح دین از یک تابع معیوسته و طبق یم و پیملا

 ک و فلز است. یاز سرام یاوستهیپ

                                                                                                                                                                                          
1 Myung, M. J.  
2  Wang Y. Q. 
3 Functionally Graded Material 
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ن است که قادر ین مواد ایاستفاده از ا یت اصلیند. مزیآیک به دست میسرامن مواد از اختلاط پودر فلز و یا

ش یو سا یار بالا بوده و مقاوم در برابر خوردگیار بالا و اختلاف درجه حرارت بسیبه تحمل درجه حرارت بس

ل درجه که در مقاب ییهاسازه ین مواد برایدر مقابل شکست دارد. در حال حاضر از ا ییبوده و مقاومت بالا

 یحرارت یخاص در سپرها یژگیل وین نوع از مواد به دلیشود. اید مقاوم باشند استفاده میحرارت بالا با

ت ی[. با توجه به اهم16رند ]یگیبالا مورد استفاده قرار م یشیسا یهاطیو مح ییایمیها، مخازن شموشک

 ن نوع از مواد پرداختند. یا یکینامیرفتار د یبه بررس یادین زیع، محققیمواد هدفمند در صنا

ساخته شده از مواد هدفمند با  یرویک ورق دایو همکارانش ارتعاش آزاد  یمهرآباد یجعفر (2006)در سال 

ک بدست آورده یکلاس یه تئوریقرار دادند. آنها معادلات حرکت را بر پا یک را مورد بررسیزوالکتریپ یه هایلا

اثر نسبت کسر  یدو نوع شرط مرز یود استفاده کردند. سپس براحل معادلات از روش المان محد یو برا

 [.20ل قرار دادند ]یرا مورد تحل یعیطب یفرکانسها یک رویزوالکتریپ یه هایو ضخامت لا یحجم

مرتبه اول  یرا با استفاده از تئور یاز جنس مواد تابع یلیو همکاران ارتعاشات ورق مستط یهاشم ینیحس

ک از روش یبستر الاست یل ارتعاشات ورق رویتحل یمورد مطالعه قرار دادند. آنها برا یر شکل برشییتغ

ک ورق یارتعاش آزاد  یدیو کوروش خورش یبخشش یعل (2014)[. در سال 21استفاده کردند ] یلیتحل

 ییجابجاب یال محدود را مورد مطالعه قرار دادند. آنها از تقریاز جنس مواد هدفمند در تماس با س یلیمستط

 یاستفاده کردند. برا یک مثلثاتیهارمون یمرتبه سوم از توابع سع یر شکل برشییتغ یورق با فرض تئور یها

ال از روش یورق در تماس با س یال و شکل مود ارتعاشیورق در تماس با س یعیطب یبه فرکانسها یابیدست

نسبت  یب توانیضر یر پارامترهایت تأثینه استفاده کردند. در نهایل کمیپتانس یانرژ یتز بر مبنایر-یلیر

ورق  یعیبر فرکانس طب یط مرزیال، عرض مخزن و شرای، نسبت طول، نسبت ضخامت ورق، ارتفاع سیحجم

از آنها در  یانجام شده توسط محققان که بخش یمرور کارها [.22قرار گرفت ] یال مورد بررسیدر تماس با س

ال محدود یدر تماس با ساز جنس مواد تابعی  یرویارتعاش ورق دا نهیدهد که در زمیبالا اشاره شد نشان م

با  یساخته شده از مواد تابع یرویدا ن پژوهش ارتعاشات آزاد ورقیانجام شده است. در ا یمحدود یکارها

ه و یمورد تجز یر شکل برشییمرتبه اول تغ یتئور یریبا بکارگ ال محدودیضخامت ثابت در تماس با س

ط یشف که شرایچب یرفتنیک مجموعه توابع پذیورق  یرفتار ارتعاش یبررس یفته است. برال قرار گریتحل

 یو جنبش یکرنش یاستخراج روابط انرژ یبراکنند در نظر گرفته شده است. یرا بطور کامل ارضا م یمرز

به  یابیدست یبرااستفاده شده است.  ییجابجا -کرنش یخط یورق از رابطه یکینامیحاکم بر رفتار د

تز و یر یال از روش انرژیورق در تماس با س یو شکل مود ارتعاشال یورق در تماس با س یعیطب یهافرکانس

ال، با حل یس یل کل استفاده شده است. معادلات حاکم بر رفتار نوسانیپتانس یانرژ یسازنهیکم یبر مبنا

  است. به دست آمدهال یس یط مرزیشرا یمعادله لاپلاس و ارضا

در تحقیق حاضر، اثر سیال روی نوسانات ورق دایروی بدون استفاده از جرم افزوده که روش تقریبی است 

بین سیال و ورق بصورت دائمی بوده و نوسان هر  اندرکنشبررسی شده است و در فرمولاسیون ارائه شده 

ه شده و یافزار متلب تهدر نرم یابرنامه یج عددیبه نتا یابیدست یبرا کدام روی دیگری قابل محاسبه است.

، نسبت ضخامت به شعاع یکسر حجم یب توانیمختلف از جمله ضر یر پارامترهای، تأثیج عددیدر بخش نتا

 یال مورد بررسیورق در تماس با س یعیطب یهافرکانس یال رویس یال و چگالیورق، شعاع مخزن، ارتفاع س



 1368نشریة پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                                      سال بیست و یکم، شماره اول، بهار                             39

ارائه شده در حالت  یلیتحلروش ج حاصل از یها، نتاز جوابان ایحصول اطمن یبرال قرار گرفته است. یو تحل

ز مودال یآنال یشات تجربیج حاصل از آزمایال با نتایوم( در تماس با سینیهمگن )آلوم یرویورق دا خاص

 سه قرار گرفته است. یمورد مقا

 

 روابط حاکم -2
  يرويروابط حاکم بر ورق دا -1-2

مخزن درپوش یک  به عنوان (1) مطابق شکلکه د یریرا در نظر بگ یاز جنس مواد تابع یرویورق دا

انگر شعاع یب بیبه ترت hو  R ،d. گرفته استال محدود قرار یدر تماس با سهای صلب با دیوارهای استوانه

 باشد.یمخزن م طولانگر یب  Hو و ضخامت ورق  ارتفاع سیال درون مخزن، ورق

های جابجایی یک نقطه از ورق طبق شکل برشی یا تئوری میندلین، مولفهمطابق با تئوری مرتبه اول تغییر 

 [:16شود ]رابطه زیر تعیین می

(1) 

𝑢1 = 𝑢𝑟 + 𝑧𝜓𝑟  

𝑢2 = 𝑢𝜃 + 𝑧𝜓𝜃  

𝑢3 = 𝑢𝑧  

های ورق در راستای جابجایی به ترتیب نشان دهنده 𝑢3، و 𝑢1 ،𝑢2ی میانی و فاصله یک نقطه از لایه zکه 

است.  𝜃و  𝑟های صفحه میانی ورق به ترتیب در راستاهای جایجایی 𝑢𝜃و  𝑢𝑟است.  𝑧و  𝑟 ،𝜃محورهای 

 است.   𝜃و  𝑟های ورق ناشی از خمش به ترتیب در راستای محورهای شیب 𝜓𝜃و  𝜓𝑟همچنین، 

 

 

 
 

 .مختصاتمحورهای نحوه استقرار  وورق دایروی در تماس با سیال هندسه  -1شکل
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ر یطبق روابط ز یرویکرنش ورق دا یها، مولفهیکرنش خط-کوچک و روابط تنش یهاشکل رییبا فرض تغ

 :[16] ان استیقابل ب

(2) 

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑟
= (

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+ 𝑧

∂𝜓r

𝜕𝑟
), 

𝜀𝜃𝜃 =
1

𝑟
(𝑢1 +

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
) =

1

𝑟
(𝑢𝑟 +

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
) +

𝑧

𝑟
(𝜓𝑟 +

𝜕𝜓𝜃

𝜕𝜃
),  

2𝜀𝑟𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑟
−

𝑢2

𝑟
= (

1

𝑟

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑟
−

𝑢𝜃

𝑟
) + 𝑧 (

1

𝑟

𝜕𝜓𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕𝜓𝜃

𝜕𝑟
−

𝜓𝜃

𝑟
),  

2𝜀𝑟𝑧 = (
𝜕𝑢1

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑟
) = (𝜓𝑟 +

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
),           

2𝜀𝜃𝑧 = (
𝜕𝑢2

𝜕𝑧
+

1

𝑟

𝜕𝑢3

𝜕𝜃
) = (𝜓𝜃 +

1

𝑟

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝜃
), 

 شوند:یر نوشته میصورت ز ها به، تنشیورق از جنس مواد تابع یبرا یابا در نظر گرفتن حالت تنش صفحه

(3) 

𝜎𝑟𝑟 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝜀𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝜃𝜃),   

𝜎𝜃𝜃 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝜀𝜃𝜃 + 𝜈𝜀𝑟𝑟),  

𝜎𝑟𝜃 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(2𝜀𝑟𝜃), 

𝜎𝜃𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(2𝜀𝜃𝑧),  

𝜎𝑟𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(2𝜀𝑟𝑧)  

مدول  𝐸(𝑧)ق مقدار آن ثابت در نظر گرفته شده است. ین تحقیب پواسون است و در ایانگر ضریب 𝜈که 

  [:18کند ]یر مییر تغیز یطبق رابطه ساده توان z یباشد که در راستایته ورق میسیالاست

(4) 𝐸(𝑧) = 𝐸𝑐 + (𝐸𝑚 − 𝐸𝑐) (
1

2
−

𝑧

ℎ
)

𝑝

 

است  یکسر حجم یب توانیضر 𝑝ک و یته فلز و سرامیسیانگر مدول الاستیب بیبه ترت 𝐸𝑐و  𝐸𝑚که در آن 

𝑝واضح است با انتخاب باشد. یصفر م یا مساویکه مقدار آن بزرگتر  = دست  فلزاز جنس به ورق همگن  0

 [:3م ]یریگیر را در نظر میبعد زیر بیم. مقادیابییم

(2) 
𝑟̅ =

2𝑟

𝑅̅
− 𝛿,        𝜃̅ = 𝜃,        𝑧̅ =

2𝑧

ℎ
, 

𝜂 =
𝑎

𝑏
,         𝜆 =

ℎ

𝑏
 

𝑅̅که در آن  = 𝑏 − 𝑎  وδ = (𝑏 + 𝑎)/(𝑏 − 𝑎) طبق ورق  یهاییارتعاشات آزاد، جابجا یاست. برا

 شود:یر در نظر گرفته میبه صورت زتوابع سعی هارمونیک 

 

(9) 
𝑢𝑟(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝑈̅𝑟(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹1

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢𝑟𝑖𝑅𝑖(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐼

𝑖=1

 

(3) 
𝑢𝜃(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝑈̅𝜃(𝑟̅) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹2

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢𝜃𝑗𝑅𝑗(𝑟̅) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒i𝜔𝑡

𝐽

𝑗=1
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(8) 
𝑢𝑧(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝑈̅𝑧(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹3

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢𝑧𝑘𝑅𝑘(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐾

𝑘=1

 

(6) 
𝜓𝑟(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝜓̅𝑟 cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹𝑟

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝜓r𝑙𝑅𝑙(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐿

𝑙=1

 

(10) 
𝜓𝜃(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝜓̅𝜃 sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹𝜃

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝜓𝜃𝑞𝑅𝑞(𝑟̅) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑄

𝑞=1

 

 

و  𝐼   ،𝐽  ،𝐾  ،𝐿ن شوند و یید تعیب مجهول هستند که بایضرا 𝜓𝜃𝑞و  𝑢𝑟𝑖 ،𝑢𝜃𝑗 ،𝑢𝑧𝑘 ،𝜓𝑟𝑙  در روابط فوق،

𝑄 باشدیورق م ییب جابجایتقر یبرا یرفتنیاز توابع پذیمورد ن یهاتعداد جمله .𝑅𝑓(𝑟̅) (𝑓 =

𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑞) یمرتبه یاچندجمله  𝑓[24] شودیف میر تعریبصورت زشف است که یام چب: 

(11) 𝑅𝑓(𝑟̅) = cos(𝑓 cos−1 𝑟̅) , 𝑟̅∈[−1,1]  , 𝑓 = 0,1,2, …  

𝐹𝑒
𝑏(𝑟̅) (𝑒 = 1,2,3, 𝑟, 𝜃) برای کنند. یرا ارضا م دایرویورق  یلبه یط مرزیهستند که شرا یتوابع مرز

1لبه گیردار این توابع مساوی − 𝑟̅ [23] باشد می. 

 م:ی( دار2کرنش رابطه ) یها( در مولفه10( تا )9روابط ) یگذاریبا جا

 

(12) 

𝜀𝑟𝑟 =
2

𝑅̅
(

𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝑟̅
+ 𝑧̅

ℎ

2

∂𝜓̅r

𝜕𝑟̅
) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

𝜀𝜃𝜃 =
2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
[(𝑈̅𝑟 + 𝑛𝑈̅𝜃) + 𝑧̅

ℎ

2
(𝜓̅𝑟 + 𝑛𝜓̅𝜃)] cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,  

 2𝜀𝑟𝜃 = (−
2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝑈̅𝑟 + 𝑈̅𝜃) +

2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝜃

𝜕𝑟̅
)

+ 𝑧̅
ℎ

2
(−

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝜓̅𝑟 + 𝑠𝜓̅𝜃) +

2

𝑅̅

𝜕𝜓̅𝜃

𝜕𝑟̅
) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,  

2𝜀𝑟𝑧 = (𝜓̅𝑟 +
2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝑧

𝜕𝑟̅
) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

2𝜀𝜃𝑧 = (𝜓̅𝜃 −
2𝑛

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
𝑈̅𝑧) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

 دهد:یجه می( نت3( در رابطه )12رابطه ) در کرنش یهامولفه یگذاریجا

(13) 

𝜎𝑟𝑟 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
[
2

𝑅̅
(

𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝑟̅
+ 𝑧̅

ℎ

2

∂𝜓̅r

𝜕𝑟̅
) + 

2𝜈

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
[(𝑈̅𝑟 + 𝑛𝑈̅𝜃) + 𝑧̅

ℎ

2
(𝜓̅𝑟 + 𝑛𝜓̅𝜃)]] cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

 𝜎𝜃𝜃 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
[

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
[(𝑈̅𝑟 + 𝑛𝑈̅𝜃) + 𝑧̅

ℎ

2
(𝜓̅𝑟 + 𝑛𝜓̅𝜃)]

+
2𝜈

𝑅̅
(

𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝑟̅
+ 𝑧̅

ℎ

2

∂𝜓̅r

𝜕𝑟̅
)] cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,  
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𝜎𝑟𝜃 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
[(−

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝑈̅𝑟 + 𝑈̅𝜃) +

2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝜃

𝜕𝑟̅
)

+ 𝑧̅
ℎ

2
(−

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝜓̅𝑟 + 𝑠𝜓̅𝜃) +

2

𝑅̅

𝜕𝜓̅𝜃

𝜕𝑟̅
)] sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

𝜎𝜃𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(𝜓̅𝑟 +

2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝑧

𝜕𝑟̅
) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,  

𝜎𝑟𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(𝜓̅𝜃 −

2𝑛

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
𝑈̅𝑧) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 :[22]شود ین مییر تعیاز رابطه ز 𝑈𝑝ک ورق یکرنش الاست یانرژ

(14) 𝑈𝑝 =
1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧               𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 د:یآیر درمی( بصورت ز2شده در رابطه ) یبعد معرفیب یبرحسب پارامترها 𝑈𝑝 یکرنش یرابطه انرژ

(12) 
𝑈𝑝 =

1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗) (

𝑅̅

2
)

2

(
ℎ

2
) (𝑟̅ + 𝛿)𝑟̅𝑑𝑟̅𝑑𝜃̅𝑑𝑧̅

1

−1

2𝜋

0

1

−1

   𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧 

 :[23]شود یف میر تعریورق طبق رابطه ز 𝑇𝑝 یجنبش یانرژ

(19) 𝑇𝑝 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑧)[𝑢̇1

2 + 𝑢̇2
2 + 𝑢̇3

2]𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ
2

−
ℎ
2

, 𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧 

 شوند:یمر یبعد به صورت زیب ی( برحسب پارامترها19رابطه )

(13) 𝑇𝑝 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑧)[𝑢̇1

2 + 𝑢̇2
2 + 𝑢̇3

2] (
𝑅̅

2
)

2

(
ℎ

2
) (𝑟̅ + 𝛿)𝑟̅𝑑𝑟̅𝑑𝜃̅𝑑𝑧̅

1

−1

2𝜋

0

1

−1

 

( 18مواد هدفمند مطابق رابطه ) یبرا یباشد که طبق قانون ساده توانیورق م یچگال 𝜌(𝑧)(، 13در رابطه )

 [:22کند ]یر مییدر جهت ضخامت ورق تغ

(18) 𝜌(𝑧) = 𝜌𝑐 + (𝜌𝑚 − 𝜌𝑐) (
1

2
−

𝑧

ℎ
)

𝑝

 

 

 اليمعادلات حاکم بر نوسان س -2-2

رقابل یسکوز و غیرویال غیس یدهد که حاویصلب را نشان م یاک مخزن استوانهیک یشکل شمات (1)شکل 

,Ф(𝑟ل سرعت یباشد. از تابع پتانسیتراکم م 𝜃, 𝑧, 𝑡) استفاده شدهال درون مخزن یف نوسانات سیتوص یبرا 

از حل معادله لاپلاس برحسب  یادرون مخزن استوانه یرویاز ارتعاش ورق دا یال ناشیاست. حرکت س

 :[29] ن استییر قابل تعیل سرعت به شکل زیپتانس

(16) ∇2Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) =  
𝜕2Ф

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕Ф

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2Ф

𝜕𝜃2
+

𝜕2Ф

𝜕𝑧2
+

𝜕2Ф

𝜕𝑡2
= 0  
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 جه:یصفر است. در نت یال مساویسرعت س، که صلب هستند مخزن انتهایها و وارهیدر د

(20) (
𝜕Ф

𝜕𝑟
)

𝑟=𝑅
= 0. 

(21) (
𝜕Ф

𝜕𝑧
)

𝑧=
ℎ
2

+𝐻
= 0. 

 

,Ф(𝑟( به شکل 16رها، پاسخ معادله )یک متغیبا استفاده از روش تفک 𝜃, 𝑧, 𝑡) =

𝑖𝜔𝜑(𝑟, 𝜃, 𝑧)exp(𝑖𝜔𝑡)  یط مرزی( و با اعمال شرا16ن پاسخ در معادله )یا یگذاریان است. جایقابل ب 

 شود: ین مییر تعیمعادله مذکور به صورت ز ی(، پاسخ عموم21( و )20)

(22) 

Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑖𝜔. cos 𝑛𝜃 ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) [cosh (

𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
)

∞

𝑠=1

+ tanh (
𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ
2

)

𝑅
) sinh (

𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
)] 𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝐽𝑛(، 22در رابطه ) (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
( 20) یبا استفاده از شرط مرز 𝛽𝑛𝑠  یتابع بسل نوع اول است. پارامتر فرکانس (

 شود:ن یی( تع23طبق رابطه )

(23) 𝐽𝑛́(𝛽𝑛𝑠) = 0 

ن پارامتر یی( منجر به تع23است. حل معادله ) 𝑟ر یانگر مشتق تابع بسل نسبت به متغیب (‘)که در آن 

 شود.یم 𝑠و  𝑛هر مقدار از  یبرا 𝛽𝑛𝑠 یفرکانس

 

 الين ورق و سيب اندرکنش -3-2

ورق در همان راستا برابر باشد. به  یید جابجایعمود بر سطح ورق با یال در راستایس یکینامید ییجابجا

ان ین شرط بیبرقرار باشد. ا یا سازگاری یوستگید شرط پیال بایگر، در محل تماس ورق و سیعبارت د

 م:یدار یوستگیدر محل تماس وجود دارد. طبق شرط پیک تماس دائمی ال یسن ورق و یکند که بیم

(24) (
𝜕Ф

𝜕𝑧
)

𝑧=
ℎ
2

=
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑡
. 

 شود:ی( حاصل م22(، رابطه )24( در رابطه )22( و )8روابط ) یگذاریجا

(22) 

∑ ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) (

𝛽𝑛𝑠

𝑅
) [sinh (

𝛽𝑛𝑠 (
ℎ
2

)

𝑅
)

∞

𝑠=1

∞

𝑛=1

+ tanh (
𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ
2

)

𝑅
) cosh (

𝛽𝑛𝑠 (
ℎ
2

)

𝑅
)] cos 𝑛𝜃

= ∑ 𝑢3𝑘𝐹3
𝑏(𝑟̅)𝑅𝑘(𝑟̅) cos 𝑛𝜃

𝐾

𝑘=1

 

 شود:یر محاسبه میبه صورت ز 𝐸𝑛𝑠ب ی، ضر[21] هیفور هاییبا استفاده از سر
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(29)  

𝐸𝑛𝑠 =
∫ 𝑟(∑ 𝑢𝑧𝑘𝐹3

𝑏(𝑟̅)𝑅𝑘(𝑟̅)𝐾
𝑘=1 )

𝑅

0
 𝐽𝑛 (

𝛽𝑛𝑠𝑟
𝑅 ) 𝑑𝑟

[sinh (
𝛽𝑛𝑠 (

ℎ
2

)

𝑅
) + tanh (

𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ
2

)

𝑅
) cosh (

𝛽𝑛𝑠 (
ℎ
2

)

𝑅
)]

 

×
1

(
𝛽𝑛𝑠

𝑅 ) ∫ 𝑟
𝑅

0
 𝐽𝑛

2 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅 ) 𝑑𝑟
 

 

ان یب 𝐸𝑛𝑠ب مجهول یضرا یبه جا  𝑢𝑧𝑘ال برحسب جملات مجهول یل سرعت سین رابطه، پتانسیطبق ا

سکوز در نظر گرفته شده است، یرویرقابل تراکم و غیال، غدهیال موردنظر بصورت ایکه س ییاز آنجا .شودمی

ال یگر، از اغتشاش سیده گرفته شده است. به عبارت دیال به واسطه ارتعاش ورق نادیامواج سطح آزاد س

 : [28] شودیان می( ب23بق رابطه )ال طیس یجنبش یصرفنظر شده است. انرژ

(23) 𝑇𝑓 =
1

2
𝜌𝑓 ∫ ∫ [Ф (

𝜕Ф

𝜕𝑧
)]

𝑧=
ℎ
2

𝑅

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝜃

0

 

همچنین ال است. یاست که ورق در تماس با س یمساحت یریگال و محدوده انتگرالیس یچگال 𝜌𝑓که 

𝜃را در دو حالت  𝜃محدوده تغییرات  ≤
𝜋

2
𝑑یا   ≤ 𝑅  و𝜃 ≥

𝜋

2
𝑑یا    ≥ 𝑅 گیریم که رابطه در نظر می

 آید. این دو حالت بصورت زیر در می( برای 23)

𝑑وقتی ارتفاع سیال برابر  ≤ 𝑅 :باشد 
 

(28) 

 

𝑇𝑓1 =
1

2
𝜌𝑓 ∫ ∫ [Ф (

𝜕Ф

𝜕𝑧
)]

𝑧=
ℎ
2

𝑅

𝑅̅

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝜃

0

, 

𝜃که در آن  = cos−1 (1 −
𝑑

𝑅
𝑅̅و   ( =

𝑅−𝑑

cos 𝜃
. 

𝑑وقتی ارتفاع سیال برابر  ≥ 𝑅 :باشد 

 

(26) 

 

𝑇𝑓2 =
1

2
𝜌𝑓 ∫ ∫ [Ф (

𝜕Ф

𝜕𝑧
)]

𝑧=
ℎ
2

𝑅

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝜋

0

−
1

2
𝜌𝑓 ∫ ∫ [Ф (

𝜕Ф

𝜕𝑧
)]

𝑧=
ℎ
2

𝑅

𝑅̅

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝜃

0

  

𝜃که در آن  = cos−1 (
𝑑

𝑅
− 𝑅̅و   (1 =

𝑑−𝑅

cos 𝜃
. 

)محاسبه  یبرا
𝜕Ф

𝜕𝑧
 : گیریمبهره می( 24در رابطه ) یاز شرط سازگار (

(30) 
 𝜕Ф

𝜕𝑧
|

𝑧=
ℎ
2

=
𝜕𝑢3

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔. 𝐹3

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢3𝑘𝑅𝑘(𝑟̅) cos 𝑛𝜃

𝐾

𝑘=1

𝑒𝑖𝜔𝑡 

انرژی جنبشی سیال حاصل،  از روابط یریگانتگرالو ( 26و )( 28) وابط( در ر30( و )22روابط ) یگذاریجابا 

 :شودبرای دو حالت مذکور بصورت زیر حاصل می
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(31) 

(𝑇𝑓1, 𝑇𝑓2) = −
1

2
𝜌𝑓(𝛤1, 𝛤2)𝜔2 ∫ 𝐹3

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
)

∞

𝑠=1

𝑅

0

 

× [cosh (
𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
) + tanh (

𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ
2

)

𝑅
) sinh (

𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
)] 

× (∑ 𝑢3𝑘𝑅𝑘(𝑟̅)

𝐾

𝑘=1

𝑒2𝑖𝜔𝑡) 𝑟𝑑𝑟 

 که در آن:

(32) 

 

(33) 

𝛤1 =
𝜋

4
−

1

2
tan−1 (1 −

𝑑

𝑅
) +

1

4
sin2 [tan−1 (1 −

𝑑

𝑅
)] 

𝛤2 =
𝜋

4
+

1

2
tan−1 (1 −

𝑑

𝑅
) −

1

4
sin2 [tan−1 (1 −

𝑑

𝑅
)] 

 شود:یال حاصل میس یجنبش یانرژ یر برای(، رابطه ز31( در رابطه )29رابطه ) یگذاریبا جا

(34) (𝑇𝑓1, 𝑇𝑓2) = −
1

2
𝜌𝑓(𝛤1, 𝛤2)𝜔2 ∑ ∑ 𝐴𝑛𝑠𝐵𝑛𝑠𝑢𝑧𝑘

2

𝐾

𝑘=1

∞

𝑠=1

𝑒2𝑖𝜔𝑡 

 مه آمده است.یدر ضم  𝐵𝑛𝑠و  𝐴𝑛𝑠ب یضرامقدار که 

 

 روش حل -4-2

ال حاصل یورق و س یجنبش یو انرژ یکرنش یستم از مجموع انرژیکل س یدر حالت ارتعاش آزاد، انرژ

 م:یف دارین تعری. طبق اشودیم

(32) 𝛱 = (𝑈𝑝)
𝑚𝑎𝑥

− (𝑇𝑓 + 𝑇𝑝)
𝑚𝑎𝑥

 

 ( باید نسبت به ضرایب مجهول کمینه شود. بنابراین:31کند که انرژی کل رابطه )ریتز ایجاب میروش 

(39) 
𝜕Π

𝜕𝑢𝑟𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝑢𝜃𝑗
= 0,

𝜕Π

𝜕𝑢𝑧𝑘
= 0,

𝜕Π

𝜕𝜓𝑟𝑙
= 0,

𝜕Π

𝜕𝜓𝜃𝑞
= 0  

 شود:( منجر به معادله مقدار ویژه زیر می32رابطه )

(33) ([𝐾́] − 𝜔2 [𝑀́]){∆́} = 0  

های مربع سختی و جرم هستند که ابعاد آنها برابر مجموع به ترتیب ماتریس [𝑀́]و  [𝐾́](، 33در رابطه )
[𝐼, 𝐽, 𝐾, 𝐿, 𝑄]  ،باشد:بردار ستونی ضرایب به صورت زیر می {́∆}است. همچنین 

 

(38) {∆́} = {{𝑢𝑟𝑖} {𝑢𝜃𝑗} {𝑢𝑧𝑖} {𝜓𝑟𝑙} {𝜓𝜃𝑞}}
𝑇
 

 که در آن:

(36) 
{𝑢𝑟𝑖} = {𝑢𝑟1 𝑢𝑟2 … 𝑢𝑟𝐼}𝑇 

{𝑢θ𝑗} = {𝑢𝜃1 𝑢𝜃2
… 𝑢𝜃𝐽}𝑇 

{𝑢𝑧𝑖} = {𝑢𝑧1  𝑢𝑧2   … 𝑢𝑧𝐾}𝑇 
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{𝜓𝑟𝑙} = {𝜓𝑟1 𝜓𝑟2   … 𝜓𝑟𝐿}𝑇 

{𝜓𝜃𝑞} = {𝜓𝜃1 𝜓𝜃2 … 𝜓𝜃𝑄}𝑇 

 

ب در یس ضراینان ماتریصفر قرار دادن دترم یال، با مساویدر تماس با س یرویورق دا یعیطب یهافرکانس

ژه( است. توابع یو یها)فرکانسژه یر وینان مذکور مربع مقادیدترم یهاشهین است. ریی( قابل تع33رابطه )

( و 33ژه در دستگاه معادلات رابطه )یر ویمقاد یگذاریژه با جایر ویمتناظر با مقاد یا همان شکل مودهایژه یو

 د. یآیحل آنها به دست م

 

 ش موداليآزما -3
باشد.  یمها زهسا یکینامیک سازه از اهداف مهم مهندسان و طراحان در مطالعه دی یعین فرکانس طبییتع

 یین است اما لازم است فرکانسهاییقابل تع یلیتحل ین ساخت با روشهایک سازه در حی یعیطب یفرکانسها

 یکارآمد به شمار م یاز روشها یکی ین حالت روش تجربین شود که در اییبعد از ساخت و مونتاژ سازه تع

 یهاها، نسبتمودال )فرکانس یپارامترهان ییشات ارزشمند در تعیاز آزما یکیک یکلاس 1ش مودالیآزما رود.

 [. 26باشد ]یسازه م یفرکانس یهاپاسخ یریگو شکل مودها( با اندازه ییرایم

ا ی ی( در حوزه فرکانس2FRFتوابع پاسخ فرکانس ) یو خروج یورود یهاداده یریگش با اندازهین آزمایا

از به یک نیش مودال کلاسیانجام آزما ی[. برا30] باشدی( در حوزه زمان قابل اجرا م3IRFتوابع پاسخ ضربه )

ک و یباشد که شکل شماتیانه میستم رایو س 4یبردارهمچون چکش ضربه، شتاب سنج، کارت داده یزاتیتجه

 ش در آمده است.یبه نما ( 2) ش در شکلیآزمااین و نحوه مونتاژ آنها در انجام 

 

 

 

 شکل شماتیک تجهیزات آزمایش مودال و نحوه مونتاژ آنها -2شکل

 

                                                                                                                                                                                          
1Modal test 
2 Frequency response function 
3 Impact response function 
4 Innobeamer 
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ای یکسان با برای انجام آزمایش مودال ورق دایروی همگن از جنس آلومینیوم، ابتدا مخازن استوانه

مطابق  33cmو طول  22cm، قطر خارجی 5mm، با ضخامت دیواره ST37های صلب از جنس فولاد دیواره

𝐸ی دایروی از جنس آلومینیوم با مدول الاستیسیته هاتهیه شد و ورق (a-3)شکل  = 70𝐺𝑃𝑎 با ضخامت ،

2mm  های حاوی سیال با ارتفاعحالت مخزن  چهارساخته شد و در𝑑 = 0.5𝑅  ،𝑑 = 𝑅  ،𝑑 = 1.5𝑅 و 

𝑑 = 2𝑅  مورد آزمایش  قرار گرفت. به منظور حصول اطمینان از نتایج آزمایش، مقرر شد هر تست سه بار

و شعاع  2mmیک نمونه ورق با ضخامت  (b-3)بار آزمایش انجام گرفت. در شکل  12انجام شود. لذا جمعاً 

22cm نمایش داده شده است. مطابق شکل (3-a) ب چسبانده های تهیه شده به یک سر مخزن با چسورق

گیرد شد تا شرایط مرزی گیردار فراهم شود. واضح است سطحی از ورق دایروی که در تماس با سیال قرار می

 باشد.می 21cmقطر  دارای

 

 
(a) 

 
(b) 

 

 ( ورق دایروی از جنس آلومینیوم خالصb( مخزن ساخته شده برای انجام تست مودال  )a) -3شکل

 

 
 

 آزمایش مودال ورق دایروی و نحوه نصب تجهیزات -4شکل
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تجهیزات بکار رفته برای انجام آزمایش مودال این پژوهش که در آزمایشگاه دینامیک و ارتعاشات دانشگاه 

، نیروسنج از نوع 87002b100m1باشد: شتاب سنج از نوع صنعتی اراک انجام گرفت به شرح زیر می

9712b50  4432و کارت داده برداری از نوع-Ni USB سوئیس.  1ساخت شرکت کیستلر 

 ( مونتاژ و آماده آزمایش شدند.4تجهیزات مطابق شکل )

های بدست آمده، آزمایش در هر حالت روی سه مخزن با شرایط یکسان تکرار برای اطمینان از دقت جواب

ها به عنوان جواب نهایی ثبت گردید که ن جوابشد و نتایج حاصل بصورت جدولی ارائه گردید. سپس میانگی

 در بخش بعدی ارائه شده است.

 

 جينتا يبحث بر رو  -4
گذاری نتایج حاصل از روش تحلیلی ارائه شده، نتایج به دست آمده از این روش در در این تحقیق، برای صحه

حالت خاص ورق همگن آلومینیومی در تماس با سیال با نتایج حاصل از آزمایش مودال در حالت لبه گیردار 

𝜌𝑓که چگالی آن در حدود  مورد مقایسه قرار گرفته است. سیال مورد استفاده در این تحقیق آب است =

1000 𝑘𝑔/𝑚3 .برای اطمینان از نتایج آزمایشات، هر آزمایش روی سه نمونه ورق  در نظر گرفته شده است

های حاصل به عنوان نتیجه نهایی در نظر گرفته شد. یکسان در تماس با سیال تکرار شد و میانگین فرکانس

باشد نتایج حاصل با نتایج به کدام مود ارتعاشی ورق میبرای تشخیص اینکه فرکانس بدست آمده مربوط 

ها مود ارتعاشی متناظر با آن مشخص گردید. حاصل از کار تحلیلی مورد مقایسه قرار گرفت و از تطابق پاسخ

و  2mmبا ضخامت  لی و تجربی برای ورقهای طبیعی حاصل از دو روش تحلیفرکانس (3)و  (2)در جداول 

𝑑های ارتفاع حاوی آب بادر دو حالت مخزن  = 𝑅  و𝑑 = 2𝑅  مورد مقایسه قرار گرفته است. نتایج نشان

دهد که تطابق خوبی بین نتایج دو روش وجود دارد. همچنین به منظور درک بهتر اختلاف فرکانسهای هر می

 آزمایش، انحراف معیار استاندارد برای هر کدام محاسبه شده است. 

 

 

 ، 21cmبا شعاع  برای ورق آلومینیومی یشگاهیو آزما یلیج تحلیسه نتایمقا -2جدول           

𝑑و ارتفاع سیال  2mmضخامت              = 𝑅 

 های طبیعی )رادیان بر ثانیه(فرکانس

 دهم نهم هشتم هفتم ششم پنجم چهارم سوم دوم اول 

 1249 1130 1045 930 831.2 658.5 512.8 275.2 234.6 91.4 نتایج آزمایش

 2.87 2.66 0.9 2.7 6.33 4.02 2.15 3.25 4.5 3.03 آزمایشها  *ا.م.ا

 1301 1201 1095 1024 909 621 498 302 250 93 نتایج تحلیلی

 4.1 6.2 4.7 10.1 9.3 5.6 2.8 9.6 6.56 1.72 خطا درصد

 

 * انحراف معیار استاندارد

 

                                                                                                                                                                                          
1 Kistler 
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 ، 21cmبا شعاع  مقایسه نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی برای ورق آلومینیومی  -3جدول                      

𝑑و ارتفاع سیال  2mmضخامت             = 2𝑅 

 های طبیعی )رادیان بر ثانیه(فرکانس

 دهم نهم هشتم هفتم ششم پنجم چهارم سوم دوم اول 

 805.5 713 696.2 646 542 487.3 438 255.8 175.6 85.75 نتایج آزمایش

 4.47 3.11 0.45 5.85 2.25 6.16 4.15 3.02 4.65 2.85 آزمایشها  *ا.م.ا

 795 762 729 707 526 463 423 261 159 90 نتایج تحلیلی

 1.3 6.8 4.7 9.4 2.9 4.9 3 2 9.4 4.77 خطا درصد

 

 * انحراف معیار استاندارد

 الیو س مدرج تابعیماده  یکیخواص مکان -4جدول                                 

یچگال نوع ماده یانگمدول   ب پواسونیضر   

ومینیآلوم  2300 𝑘𝑔/𝑚3 30 𝐺𝑃𝑎 0.3 

نایآلوم  4200 𝑘𝑔/𝑚3 380 𝐺𝑃𝑎 0.3 

الیس  1000 𝑘𝑔/𝑚3 - - 

 

فلز( و برای دستیابی به نتایج عددی، یک ورق دایروی از جنس مواد تابعی متشکل از آلومینیوم )به عنوان 

آلومینا )به عنوان سرامیک( در تماس با سیال در نظر گرفته شده است. مشخصات ورق و سیال مطابق جدول 

 .( در نظر گرفته شده است4)

𝛽بعد به صورت یب یتر، پارامتر فرکانسیج کلینتا دستیابی به یبرا = 𝜔𝑅2√𝜌𝑚ℎ/𝐷𝑚 ده که یف گردیتعر

𝐷𝑚آن   در = 𝐸𝑚ℎ3/12(1 − 𝜈2)  [31] . 

 یال برایدر تماس با س یاز جنس مواد تابع یرویمربوط به ورق دا یبعد فرکانسیپارامتر ب (2) در جدول

 با در نظر گرفتن ارتفاع سیال درون مخزن، طول مخزن و نسبت ضخامت ورق بر شعاع آن مختلف مقادیر

𝑝 = 1، 𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3  و𝑛 =  ارائه شده است.  1

در تماس با  یرویورق دا یعیطب یها، فرکانسطول استوانهش یدهد که با افزاین جدول نشان میج اینتا

گیرد ولی رفته رفته از شدت آن کاسته و این تغییر در ابتدا با شیب تند انجام می ابدییش مافزایال یس

 بیانگر آن است که سیالات دوردست تأثیر چندانی بر رفتار ارتعاشی ورق ندارند.ن موضوع ی. اشودمی

در تماس با  یرویورق دا یعیطب یها، فرکانستمام مقادیر ضخامت ورق ین جدول، براین، طبق ایهمچن

این امر نیز به دلیل افزایش جرم سیستم به دلیل ابد. ییم ارتفاع سیال درون مخزن کاهشش یال با افزایس

  باشد.افزایش سیال درون مخزن می

های طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با رکانس( تأثیر تغییرات طول مخزن بر ف9در شکل )

سیال با شرایط مرزی لبه گیردار برای مقادیر مختلف ارتفاع سیال درون مخزن نمایش داده شده است. در 

𝑝ترسیم این نمودارها از مقادیر  = 2 ،𝑛 = 1 ،ℎ = 4mm  و چگالی سیال𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 

 استفاده شده است. 
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یابد. این شود که با افزایش طول مخزن فرکانسهای طبیعی ورق افزایش مینمودارهای این شکل نتیجه میاز 

شود ولی با افزایش بیشتر طول مخزن نمودارهای تغییرات فرکانس افزایش در ابتدا با شیب تند انجام می

اع سیال درون مخزن نیز باعث شوند. طبق این شکل، افزایش ارتفطبیعی افقی شده و به عدد ثابتی همگرا می

 شود.های طبیعی ورق دایروی میکاهش فرکانس

 

𝛽 یبعد فرکانسیپارامتر ب -5جدول = 𝜔𝑅2√𝜌𝑚ℎ/𝐷𝑚 از جنس  یرویارتعاش آزاد ورق دا یبرا 

 .𝐻و   𝑑ر مختلف یمقاد یال برایدر تماس با س یمواد تابع

h/R H d=0 d=0.2R d=0.4R d=0.6R d=0.8R d=R 

0.1 

H=0.2R 15.07 11.69 9.25 7.03 5.43 3.47 

H=0.4R 15.57 12.05 9.78 7.35 5.75 3.78 

H=0.6R 15.89 12.50 9.98 7.59 5.94 3.93 

H=0.8R 17.93 13.19 10.43 7.78 6.13 4.01 

H=R 18.06 13.47 10.55 7.87 6.20 4.05 

H=1.2R 18.15 13.49 10.57 7.89 6.22 4.06 

0.2 

H=0.2R 20.15 16.48 12.12 9.88 8.08 5.64 

H=0.4R 21.29 17.55 13.17 10.92 9.11 6.65 

H=0.6R 22.29 18.06 14.50 11.14 10.27 7.75 

H=0.8R 25.17 19.22 15.24 12.61 11.61 8.94 

H=R 26.19 19.62 15.49 12.77 11.72 8.99 

H=1.2R 26.31 19.67 15.52 12.79 11.73 9.00 

0.3 

H=0.2R 25.78 22.33 18.00 15.29 14.96 10.18 

H=0.4R 27.99 25.41 20.18 17.45 15.11 11.31 

H=0.6R 29.80 26.43 21.65 18.72 16.21 12.23 

H=0.8R 30.15 27.91 22.00 19.65 20.13 13.22 

H=R 31.20 28.75 23.43 20.46 22.34 14.55 

H=1.2R 31.22 28.76 23.44 20.47 22.34 14.55 

 
 ال یدر تماس با س یاز جنس مواد تابع یرویورق دا بعدپارامتر فرکانسی بیرات یینمودار تغ -6شکل

 .dبرای مقادیر مختلف  طول مخزنرات ییبرحسب تغ
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ز اورق  یعیطب یهافرکانس یرو و ضخامت ورق دایروی الیس یمخزن حاوطول ر یتأث یبه منظور بررس

اند. در م شدهیترس لبه گیردار یگاههیط تکیبا شرا (3) شکل یال، نمودارهایدر تماس با س یجنس مواد تابع

𝑝ر ین نمودارها از مقادیم ایترس = 1 ،𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 ،p=2، d=R  و𝑛 =  استفاده شده است.  1

ش یمخزن در ابتدا باعث افزا طولش یافزاشود که ین شکل مشاهده میج ارائه شده در ایبا توجه به نتا

شده و به مقدار ثابتی همگرا ز یش ناچین افزایرفته رفته ا یشود ولیم یرویورق دا یعیطب یهافرکانس

های طبیعی ورق فرکانسدهد که با افزایش ضخامت ورق، همچنین نمودارهای این شکل نشان می. شوندمی

 افتد.اتفاق می با شیب تندتریبه یک مقدار ثابت ها فرکانسهمگرایی افزایش یافته و 

 

 

 ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال  بعدپارامتر فرکانسی بینمودار تغییرات  -7شکل

 .برای مقادیر مختلف ضخامت ورق طول مخزنبرحسب تغییرات 

 

 ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال  بعدپارامتر فرکانسی بینمودار تغییرات  -8شکل

 .ارتفاع سیال درون مخزنبرای مقادیر مختلف توان کسر حجمی ماده تابعی برحسب تغییرات 
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های ( نمودار تغییرات فرکانس طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال با لبه8در شکل )

ابعی برای مقادیر مختلف ارتفاع سیال درون مخزن نمایش داده شده گیردار برحسب توان کسر حجمی ماده ت

𝜌𝑓برای ترسیم این نمودار از مقادیر است.  = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 ،𝑛 = استفاده شده است. با توجه  H=2Rو  1

شود که برای تمام مقادیر ارتفاع سیال درون مخزن، با افزایش توان کسر حجمی به این شکل مشاهده می

𝑝یابد که این افزایش برای مقادیر بعد افزایش میماده تابعی، مقادیر پارامتر فرکانسی بی ≤ با شیب  2

 یابد. بیشتری افزایش می

بعد فرکانسی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال با نمودار تغییرات پارامتر بی (6)در شکل 

توان کسر حجمی ماده تابعی به نمایش های گیردار برحسب تغییرات چگالی سیال برای مقادیر مختلف لبه

𝑑. در ترسیم این نمودار از مقادیر درآمده است = R  و𝐻 = 2R  .ونه که انتظار همانگاستفاده شده است

های طبیعی ورق دایروی از جنس ، فرکانسسیال کند که با افزایش چگالیرفت، نتایج این شکل بیان میمی

توان کسر توان از این شکل گرفت آن است که هر چه نتیجه دیگری که مییابد. مواد تابعی کاهش می

توان به دلیل یابد. این موضوع را میییابد مقادیر فرکانس طبیعی افزایش مافزایش می حجمی ماده تابعی

 دانست. به واسطه افزایش درصد سرامیک ماده تابعیافزایش سختی ورق 

های طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی به منظور بررسی تأثیر ارتفاع سیال درون مخزن روی فرکانس

اند. در ترسیم این ترسیم شده گاهی لبه گیرداربا شرایط تکیه (10) در تماس با سیال، نمودارهای شکل

ℎنمودارها از مقادیر  = 3mm ،𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 و 𝑛 = استفاده شده است. با توجه به نتایج ارائه  1

های طبیعی شود که افزایش ارتفاع سیال درون مخزن باعث کاهش فرکانسشده در این شکل مشاهده می

ارتفاع  %80الی  %20)یا  d=1.6Rتا  d=0.4Rو این روند در محدوده ارتفاع سیال  شودورق دایروی می

افتد. این موضوع را افزایش سطح تماس سیال با ورق و نهایتاً افزایش جرم سیال( با شیب تندتری اتفاق می

 سیستم به واسطه افزایش حجم سیال پشت ورق در این محدوده نسبت داد.

 

 

 

 ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال  بعدپارامتر فرکانسی بینمودار تغییرات  -9شکل

 .𝑝رای مقادیر مختلف ب چگالی سیالبرحسب تغییرات های گیردار  و لبه
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 بعد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی  -11شکل

 .𝑝های گیردار  برحسب تغییرات ارتفاع سیال برای مقادیر مختلف و لبه

 

 گيرينتيجه  -5
ای حاوی واقع در یک سر مخزن استوانهدر تحقیق حاضر ارتعاشات آزاد یک ورق دایروی از جنس مواد تابعی 

سیال محدود مورد بررسی قرار گرفت و جهت تحلیل ورق از تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی استفاده 

با بررسی نتایج برای تحلیل رفتار نوسانی سیال از حل معادله لاپلاس پتانسیل سرعت استفاده شد. شد. 

 عددی به طور خلاصه نتایج زیر حاصل شدند:

 ده تطابق خوبی با مقادیر حاصل از آزمایشات تجربی دارد.مقادیر حاصل از حل تحلیلی ارائه ش -

مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در حالت بدون تماس با سیال بیشتر از حالت در  -

 تماس با سیال است.

 مخزن، مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی تا مقدار معینی افزایش یافته سپس به عدد طولبا افزایش  -

 شود.ثابتی همگرا می

 .یابدبطور قابل توجهی کاهش می، مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی درون مخزن با افزایش ارتفاع سیال -

 یابد.می افزایشبا افزایش توان کسر حجمی ماده تابعی مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی  -

 یابد.ورق افزایش میهای طبیعی با افزایش ضخامت اثر کاهشی سیال روی فرکانس -

ارتفاع مخزن  %80الی  %20های طبیعی در محدوده بیشترین اثر کاهشی سیال درون مخزن روی فرکانس -

 افتد. اتفاق می
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 ضميمه:
 باشند:( بصورت زیر می26در رابطه ) 𝐵𝑛𝑠و  𝐴𝑛𝑠های ثابت
 

𝐴𝑛𝑠 =

[cosh (
𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅 ) + tanh (
𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ
2)

𝑅 ) sinh (
𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅 )]

𝑧=
ℎ
2

(
𝛽𝑛𝑠

𝑅 ) [sinh (
𝛽𝑛𝑠 (

ℎ
2

)

𝑅 ) + tanh (
𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ
2

)

𝑅 ) cosh (
𝛽𝑛𝑠 (

ℎ
2

)

𝑅 )]

𝑧=
ℎ
2

 

 یا

𝐴𝑛𝑠 =

[cosh (
𝛽𝑛𝑠ℎ
2𝑅 ) − tanh (

𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ
2

)

𝑅 ) sinh (
𝛽𝑛𝑠ℎ
2𝑅 )]

(
𝛽𝑛𝑠

𝑅 ) [sinh (
𝛽𝑛𝑠ℎ
2𝑅 ) + tanh (

𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ
2

)

𝑅 ) cosh (
𝛽𝑛𝑠ℎ
2𝑅 )]

 

 و

𝐵𝑛𝑠 = ∫
∫ 𝐹3

𝑎(𝑟̅)𝐹3
𝑏(𝑟̅) cos2(𝑘 cos−1 𝑟̅)

𝑏

𝑎
 𝐽𝑛 (

𝛽𝑛𝑠𝑟
𝑅 ) 𝑟𝑑𝑟

∫ 𝑟
𝑅

0
 𝐽𝑛

2 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅 ) 𝑑𝑟

𝑅

0

× 𝐹3
𝑎(𝑟̅)𝐹3

𝑏(𝑟̅)𝐽𝑛 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) 𝑟𝑑𝑟 
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 فهرست نمادهاي انگليسي
𝑢1 ،𝑢2 و ،𝑢3  :  جابجایی ورق در جهات𝑟 ،𝜃  و𝑧              

𝜓𝑟  و𝜓𝜃:   چرخش ورق در راستای𝑟 ،𝜃                

𝜈:               ضریب پواسون 

𝐸(𝑧):         مدول الاستیسیته 

𝑝:        ضریب توانی کسر حجمی 

𝐹𝑒
𝑏(𝑟̅):        توابع مرزی 

𝑢𝑟𝑖 ،𝑢𝜃𝑗 ،𝑢𝑧𝑘 ،𝜓𝑟𝑙  و𝜓𝜃𝑞:         ضرایب مجهول میدان جابجایی ورق 
𝑈𝑝:        انرژی کرنشی ورق 
𝑇𝑝:       انرژی جنبشی ورق 
𝑇𝑓: انرژی جنبشی سیال      

𝜌(𝑧):      چگالی ورق 
Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡):       تابع پتانسیل سرعت 
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Abstract 

 
 

This study investigates the free vibration of a thick FG circular plate in contact with an 

inviscid and incompressible fluid. Analysis of the plate is based on First-order Shear 

Deformation Plate Theory (FSDT) with consideration of rotational inertial effects and 

transverse shear stresses. Dynamic transverse displacements of the plate are approximated by 

set of admissible Chebyshev functions which is required to satisfy the geometric boundary 

conditions. Potential theory together Bernouli’s equation are utilized to obtain the fluid 

pressure on the free surface of the plate. The governing equation of the oscillatory behavior of 

the fluid is obtained by solving Laplace equation and satisfying its boundary conditions.  

The natural frequencies and mode shapes of the plate are determined using Rayleith-Ritz 

method based on minimizing the Rayleith quotient. The effects of the geometrical parameters 

such as height of the fluid, plate thickness to its radius ratio, fluid density, vessel height and 

volume fraction index on natural frequencies and mode shapes are investigated. Comparison 

of analytically outcome of this study is made with results of the experimental modal test for 

homogeneous Aluminum plate.  
 


