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مطالعه اثر فشار هیدرواستاتیک روی ارتعاشات 

آزاد ورق دايروی در تماس با سیال محدود روی 

 بستر الاستیک
تحقیق به مطالعه اثر فشار هیدرواستاتیک روی ارتعاشات آزاد ورق دایروی در این 

روی بستر الاستیک در تماس با سیال غیرویسکوز و محدود پرداخته شده است. 
ابتدا با حل معادله حاکم بر ورق دایروی با در نظر گرفتن شرایط مرزی لبه گیردار، 

است. سپس معادلات حاکم انرژی پتانسیل ورق روی بستر الاستیک حاصل شده 
گیری از حل معادله لاپلاسِ پتانسیل سرعت و ارضای شرایط بر نوسان سیال با بهره

مرزی به دست آمده و در نهایت انرژی کل سیستم محاسبه شده است. با اعمال 
های طبیعی و شکل مودهای ورق ریتز بر انرژی کل سیستم، فرکانس-روش ریلی

اند. در ادامه، تأثیر پارامترهای مختلف از ستخراج شدهدایروی در تماس با سیال ا
قبیل ستون سیال، چگالی سیال، سختی بستر الاستیک، شماره موج و نسبت 

های طبیعی ورق مورد بررسی قرار گرفته ضخامت بر شعاع ورق روی فرکانس
است. به منظور حصول اطمینان از نتایج به دست آمده از حل تحلیلی، 

یعی حاصل از ورق دایروی در تماس با سیال در حالت ورق همگن های طبفرکانس
 آلومینیومی با نتایج حاصل از آزمایشات تجربی مورد مقایسه قرار گرفته است.

mailto:hossain_asgari@yahoo.com
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[. واضح است 8رسد ]یبه نظر م ین آنها ضروریب یکینامیال در تراکنش دیاز رفتار سازه و س ین، آگاهیبنابرا

آن در حالت  یهاال متفاوت از فرکانسیز جمله ورق در حالت تماس با سها اسازه یعیطب یهاکه فرکانس

 [. 1باشد ]یال میبدون تماس با س

امابیلی به  (1661)در سال ال انجام دادند. ینه ارتعاشات ورق در تماس با سیدر زم یادیمحققان مطالعات ز

های دایروی و توخالی در تماس با سیال غیرقابل تراکم و بررسی تاثیر عمق سیال روی رفتار ارتعاشی ورق

ریتز برای تعیین مقادیر ویژه مساله -های مودال و ریلیغیرویسکوز پرداخت. وی در تحقیق خود از روش

را مورد  های طبیعی و شکل مودها، فرکانس1هاستفاده کرد و در نهایت اثر پارامترهای مختلف روی جرم افزود

های طبیعی ورق [. کواک به مطالعه تأثیر جرم مجازی ناشی از تماس آب روی فرکانس4]مطالعه قرار داد 

بعد دایروی پرداخت. او با بکارگیری تبدیل فوریه به محاسبه فاکتورهای نمو جرم مجازی افزوده در حالت بی

سی ارتعاشات دو ورق دایروی یکسان در تماس با سیال محدود و نامحدود [. جئونگ به برر1پرداخت ]

فوریه و روش ریلی ریتز کمک گرفت. همچنین اثر فاصله دو -پرداخت. او برای تحلیل خود از روش بسط بسل

مایونگ مو جانگ و همکاران،  (8001)[. در سال 9های طبیعی مورد مطالعه قرار گرفت ]ورق روی فرکانس

های طبیعی دو ورق دایروی در تماس با سیال محدود را مورد بررسی قرار دادند. آنها برای معادله فرکانس

ریتز استفاده کردند. -فوریه و روش ریلی-های بسلهای در تماس با سیال از روش بسط سریحرکت ورق

ه قرار گرفت. در نهایت نتایج حاصل از این تحقیق با نتایج عددی حاصل از نرم افزار المان محدود مورد مقایس

های طبیعی دو ورق در تماس با سیال و بدون تماس با سیال مورد مطالعه قرار گرفته و اثر فاصله دو فرکانس

مه یک روش نیزاده و همکاران  یورداله[. 7ها مورد مطالعه قرار گرفت ]های طبیعی ورقورق بر فرکانس

ارائه دادند. آنها معادلات حاکم بر ورق  یاز جنس مواد تابع یرویک ورق دایارتعاشات  یبررس یبرا یلیتحل

 [. 2چ حل کردند ]یو روش کانترو یفرض یهارا با پاسخ یرویدا

دونگ، به بررسی ارتعاش آزاد ورق دایـروی ساخته شده از مــواد هدفمند در حالت سه  (8010)در سال 

های ضرب سریر نظر گرفتن حاصلریتز با د-بعدی پرداخت. وی در تحقیق خود از روش چبیشف

های طبیعی کنند، برای استخراج فرکانسای چبیشف در توابع مرزی که شرایط مرزی را ارضاء میچندجمله

استفاده کرد. وی، برای معرفی خواص مادی ورق، تغییرات خواص را در جهت ضخامت به دو صورت در نظر 

یک ورق دایروی با تکیه گاه گیردار در تماس با سیال  [. اخیراً جئونگ و همکاران ارتعاش آزاد6گرفت ]

محدود را مورد مطالعه قرار دادند. آنها جابجایی دینامیکی ورق در تماس با سیال را با استفاده از ترکیب توابع 

ریتز بدست آورده که برای استخراج شکل -مودال ورق خشک تعیین کردند. توابع ویژه مسئله را از روش ریلی

های طبیعی ورق در تماس با سیال استفاده کردند. نتایج حاصل از این روش با نتایج عددی فرکانس مودها و

جعفری مهرآبادی و همکارانش ارتعاش آزاد یک ورق دایروی  (8006)[. در سال 10مورد مقایسه قرار گرفت ]

. آنها معادلات حرکت را بر ساخته شده از مواد هدفمند با لایه های پیزوالکتریک را مورد بررسی قرار دادند

پایه تئوری کلاسیک بدست آورده و برای حل معادلات از روش المان محدود استفاده کردند. سپس برای دو 

های طبیعی را مورد های پیزوالکتریک روی فرکانسنوع شرط مرزی اثر نسبت کسر حجمی و ضخامت لایه

 [.11تحلیل قرار دادند ]

                                                                                                                                                                                          
1 Added mass  
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در تماس  یلیم مستطیو همکاران به مطالعه ارتعاشات آزاد ورق نسبتاً ضخ یهاشم ینیحس (8018)در سال 

استخراج روابط حاکم بر  ین و برایندلیم یاستخراج روابط حاکم بر ورق از تئور یال پرداختند. آنها برایبا س

تماس با  ورق در دو حالت ورق در یعیطب یهاق، فرکانسین تحقیاستفاده کردند. در ا یال از معادله برنولیس

لو و همکاران به منظور مطالعه ارتعاشات ورق تاریوردی[. 18ک وجه و دو وجه استخراج شد ]یال از یس

های طبیعی ورق دایروی را تعیین دایروی در تماس با سیال غیرقابل تراکم، با محاسبه جرم افزوده فرکانس

 [. 11کردند ] های طبیعی استفادهکردند. آنها از دو روش برای استخراج فرکانس

قدیریان و همکاران به بررسی رفتار ارتعاشی ورق مستطیل کامپوزیتی در تماس با سیال  (1168)در سال 

ریتز -پرداختند. آنها در تحقیق خود از کامپوزیت نوع ارتوتروپیک و برای تحلیل ارتعاشات آزاد از روش ریلی

شود که باعث می استفاده کردند. تحقیق آنها نشان داد که تحت تأثیر ارتعاش ورق در سیال حرکتی ایجاد

 یرویک ورق دایارتعاش  (8011)و همکاران در سال  یعسگر[. 14شود ]افزایش انرژی جنبشی سیستم می

حل معادلات ورق در دو  یبرا یلیمه تحلیال محدود را مورد مطالعه قرار دادند. آنها از روش نیغوطه ور در س

ال از هر دو روش یل سرعت سیبه پتانس یابیدست یالبه ساده و لبه آزاد استفاده کردند. بر یه گاهیحالت تک

-یلیورق از روش ر یعیطب یهان فرکانسییتع یب مجهول و براین ضراییتع ین برایحداقل مربعات و گالرک

 [.11سه قرار گرفت ]یمورد مقا یش تجربیج آزمایق آنها با نتایج حاصل از تحقیتز استفاده کردند. نتایر

مرتبه اول  یرا با استفاده از تئور یاز جنس مواد تابع یلیو همکاران ارتعاشات ورق مستط یهاشم ینیحس

ک از روش یبستر الاست یل ارتعاشات ورق رویتحل یمورد مطالعه قرار دادند. آنها برا یر شکل برشییتغ

از  یلیک ورق مستطیارتعاش آزاد  یدیو خورش یبخشش (8014)[. در سال 19استفاده کردند ] یلیتحل

ورق با  یهاییب جابجایال محدود را مورد مطالعه قرار دادند. آنها از تقریجنس مواد هدفمند در تماس با س

به  یابیدست یاستفاده کردند. برا یک مثلثاتیهارمون یمرتبه سوم از توابع سع یر شکل برشییتغ یفرض تئور

تز یر-یلیال از روش ریرق در تماس با سو یال و شکل مود ارتعاشیورق در تماس با س یعیطب یهافرکانس

، ینسبت حجم یب توانیضر یر پارامترهایت تأثینه استفاده کردند. در نهایل کمیپتانس یانرژ یبر مبنا

ورق در  یعیبر فرکانس طب یط مرزیال، عرض مخزن و شرایس ستوننسبت طول، نسبت ضخامت ورق، 

 [.17قرار گرفت ] یال مورد بررسیتماس با س

رضوانی و همکاران به مطالعه ارتعاشات آزاد ورق تقویت شده در آب پرداختند. آنها  (1164)در سال 

مطالعه خود را با سه روش تحلیلی، عددی و آزمایشگاهی انجام دادند و از تئوری ورق ارتوتروپیک برای 

ازی اثر سیال روی استخراج روابط حاکم استفاده کردند. همچنین آنها از روش جرم افزوده برای مدلس

، خورشیدی و همکاران ارتعاشات آزاد یک ورق مستطیلی (8017)در سال [. 12ارتعاشات ورق بهره بردند ]

های مخزن در تماس با سیال را بصورت تجربی مورد مطالعه قرار دادند. ورق مستطیل به عنوان یکی از دیواره

های طبیعی ورق آزمایش مودال برای استخراج فرکانسمکعبی حاوی سیال در نظر گرفته شده است. آنها از 

استفاده کردند و تأثیر پارامترهای مختلف از جمله ابعاد مخزن روی رفتار ارتعاشی ورق مستطیل در تماس با 

، کانالس و مانتاری یک روش تحلیلی برای مطالعه ارتعاشات (8017)در سال . [16] سیال را بررسی کردند 

زیتی ضخیم در تماس با سیال محدود ارائه کردند. میدان جابجایی ورق با استفاده از ورق مستطیلی کامپو

 روش ریتز تقریب زده شد. 
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 ال، غیرویسکوز و غیرقابل تراکم فرض کردند. در نهایت اثر جهتآنها در تحقیق خود سیال را بصورت ایده

 های طبیعی مورد بررسی قرار گرفتگیری الیاف کامپوزیت به همراه پارامترهای هندسی ورق روی فرکانس

اغلب دهد که در یاز آنها در بالا اشاره شد نشان م یانجام شده توسط محققان که بخش یمرور کارها .[80]

از روش جرم افزوده استفاده ال محدود یدر تماس با س یرویارتعاش ورق دا تحقیقات انجام شده در زمینه

که مراحل آن بسیار ن پژوهش ی. در اباشدخاص خود می معایبها و محدودیتدارای شده است که این روش 

با  ال محدودیدر تماس با سبا ضخامت ثابت  همگن یرویدا ارتعاشات آزاد ورقدقیق انجام شده است 

ک یورق  یرفتار ارتعاش یبررس یل قرار گرفته است. برایه و تحلیمورد تجز کلاسیک یتئور یریبکارگ

کنند در نظر گرفته شده است. یرا بطور کامل ارضا ملبه گیردار  یط مرزیکه شرا یرفتنیمجموعه توابع پذ

ال از یورق در تماس با س یو شکل مود ارتعاشال یورق در تماس با س یعیطب یهابه فرکانس یابیدست یبرا

بر رفتار  ل کل استفاده شده است. معادلات حاکمیپتانس یانرژ یسازنهیکم یتز و بر مبنایر یروش انرژ

 است.  به دست آمدهال یس یط مرزیشرا یال، با حل معادله لاپلاس و ارضایس ینوسان

برای تعیین اثر سیال روی ورق از روش مستقیم که یک روش تحلیلی دقیق است استفاده شده است. در 

 یعدد جیبه نتا یابیدست یبراشود. روش مذکور میدان جابجایی ورق برحسب جابجایی سیال نوشته می

سیال،  ستونمختلف از جمله  یر پارامترهای، تأثیج عددیه شده و در بخش نتایافزار متلب تهدر نرم یابرنامه

 یعیطب یهافرکانس یرو چگالی سیال، سختی بستر الاستیک، شماره موج و نسبت ضخامت بر شعاع ورق

ج حاصل یها، نتاان از جوابیحصول اطمن یبرال قرار گرفته است. یو تحل یال مورد بررسیورق در تماس با س

ورق دایروی در تماس با سیال ز مودال یآنال یشات تجربیج حاصل از آزمایبا نتاارائه شده  یلیتحلروش از 

 سه قرار گرفته است. یمورد مقابدون بستر الاستیک 

 

 روابط حاکم -2
 و بستر الاستیک یرويروابط حاکم بر ورق دا -1-2

 مخزن در کفال محدود یدر تماس با س (1)مطابق شکلکه د یریرا در نظر بگ و ایزوتروپ همگن یرویورق دا

ضخامت ورق و  ورق دایروی یا مخزن وانگر شعاع یب بیبه ترت ℎو  𝑅صلب قرار دارد.  یهاهواریبا د یااستوانه

𝐻 باشد.یم سیال درون مخزن صلب ستونانگر یب 

معادله تعادل دینامیکی حاکم بر ورق دایروی در تماس با سیال  های کوچک،با در نظر گرفتن جابجایی

 [:1بصورت زیر است ]

(1) D∇4𝑤 + 𝜌ℎ𝑤̈ = 𝑝𝐿  

𝐷خیز ورق و  𝑤که در آن  = 𝐸ℎ3/12(1 − 𝜈2) باشد. همچنین، صلبیت خمشی ورق می𝜌 ،𝜈  و𝐸   به

فشار سیال روی ورق دایروی   𝑝𝐿چگالی، ضریب پواسون و ضریب کشسانی ورق و  ترتیب نشان دهنده

 [:81] ( بدون در نظر گرفتن فشار سیال، طبق رابطه زیر قابل بیان است1باشد. پاسخ معادله )می

(8) 𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = cos 𝑛𝜃 ∑ 𝑞𝑚𝑊𝑛𝑚(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑀

𝑚=1
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 مختصات یال به همراه محورهایدر تماس با س یرویورق دا -1شکل

 
ابع از تیمورد ن یهاتعداد جمله 𝑀ن شوند و یید تعیمجهول هستند که باب یضرا 𝑞𝑚 در روابط فوق،

برای ورق  است. 𝜃و  𝑟در جهات  شماره موجبه ترتیب  𝑛و  𝑚 .باشدیورق م ییب جابجایتقر یبرا یرفتنیپذ

( 8معادله )کند که جابجایی دینامیکی آن باید صفر شود. این شرط ایجاب می ورق در لبه گیردار، خیز با لبه

 :[81] به فرم زیر درآید

 (1) 𝑊𝑛𝑚(𝑟) = 𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟) − 𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
 

شود و وابسته به فرکانس طبیعی پارامتر فرکانسی است که با توجه به شرایط مرزی ورق تعیین می 𝜆𝑚𝑛که 

𝜔 باشد. می𝐽𝑛   و𝐼𝑛  .گیردار مقادیر  برای ورق با لبهبه ترتیب تابع بسل نوع اول و نوع اول اصلاح شده است

 شود:حاصل می (4رابطه )و شرایط اولیه بصورت  ویژه از مساوی صفر قرار دادن شیب ورق در لبه

(4) 𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)𝐼𝑛+1(𝜆𝑚𝑛𝑅) + 𝐽𝑛+1(𝜆𝑛𝑚𝑅)𝐼𝑛(𝜆𝑚𝑛𝑅) = 0 

 قابل محاسبه است: (1)انرژی کرنشی ورق دایروی از رابطه 

(1) 𝑈𝑝 =
1

2
𝛤1𝐷 ∫ {(∇2𝑤)2 − 2(1 − 𝜈) [

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
(

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
) − (

𝜕

𝜕𝑟
(

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
))

2

]}
𝑅

0

𝑟𝑑𝑟 

انرژی کرنشی حداکثر ورق دایروی  ،و صرفنظر از جملات مرتبه بالاتر (1)( در رابطه 8رابطه )با جایگذاری 

 شود:حاصل می (9)رابطه بصورت 

(9) 𝑈𝑝 = 𝐷𝛤1{𝑞}𝑇[𝐴]{𝑞} 

𝑀با ابعاد  [𝐴]و ماتریس مربع  {𝑞}بردار ستونی ، 𝛤1که در آن  × 𝑀  باشد:می (7رابطه )بصورت 

(7) 
𝛤1 = ∫ cos2 𝑛𝜃 𝑑𝜃

2𝜋

0

= {
2𝜋, 𝑖𝑓  𝑛 = 0

𝜋, 𝑖𝑓  𝑛 > 0
 

 

{𝑞}𝑇 = {𝑞1 𝑞2
𝑞3 … … 𝑞𝑀} 
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[𝐴] = 𝐴𝑖𝑘 =
 (𝜆𝑛𝑖𝑅)4

𝑅2
[𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑖𝑅)]2𝛿𝑖𝑘,   𝑖, 𝑘 = 1,2, … , 𝑀 

 [:88شود ]تعریف می (2رابطه )انرژی پتانسیل ذخیره شده در بستر الاستیک وینکلر بصورت 

(2) 𝑈𝐸 =
1

2
𝐾𝑤 ∫ ∫ 𝑤2

𝑅

0

2𝜋

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

 (6رابطه )بصورت  𝑈𝐸( در رابطه فوق مقدار 8با جایگذاری رابطه ) سختی بستر الاستیک است. 𝐾𝑤که در آن 

 شود:حاصل می

(6) 𝑈𝐸 =
1

2
𝛤1{𝑞}𝑇[𝐾]{𝑞} 

[𝐾]که در آن:  = 𝐾𝑤𝑅2[𝐼] .است 

  

 الیمعادلات حاکم بر نوسان س -2-2

رقابل یسکوز و غیرویال غیس یدهد که حاویصلب را نشان م یاک مخزن استوانهیک یشکل شمات (1) شکل

,Ф(𝑟ل سرعت یباشد. از تابع پتانسیتراکم م 𝜃, 𝑧, 𝑡) استفاده شدهال درون مخزن یف نوسانات سیتوص یبرا 

از حل معادله لاپلاس برحسب  یادرون مخزن استوانه یرویاز ارتعاش ورق دا یال ناشیاست. حرکت س

 :[81] ن استییر قابل تعیل سرعت به شکل زیپتانس

(10) ∇2Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) =  
𝜕2Ф

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕Ф

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2Ф

𝜕𝜃2
+

𝜕2Ф

𝜕𝑧2
+

𝜕2Ф

𝜕𝑡2
= 0          

 جه:یصفر است. در نت یال مساویسرعت س و سطح سیال، مخزن یوارهیدر د

(11) (
𝜕Ф

𝜕𝑟
)

𝑟=𝑅
= 0. 

(18) (
𝜕Ф

𝜕𝑧
)

𝑧=(𝐻+ℎ 2⁄ )
= 0. 

,Ф(𝑟( به شکل 10رها، پاسخ معادله )یک متغیبا استفاده از روش تفک 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑖𝜔𝜑(𝑟, 𝜃, 𝑧)exp(𝑖𝜔𝑡) 

 ی(، پاسخ عموم18( و )11) یمرزط ی( و با اعمال شرا10ن پاسخ در معادله )یا یگذاریان است. جایقابل ب

 شود: ین مییر تعیمعادله مذکور به صورت ز

(11) 
Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ {𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛(𝛽𝑛𝑠𝑟) tanh (𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ

2
)) sinh(𝛽𝑛𝑠𝑧)

∞

𝑠=1

× cos 𝑛𝜃 𝑒𝑖𝜔𝑡} 

( 11) یبا استفاده از شرط مرز 𝛽𝑛𝑠  یتابع بسل نوع اول است. پارامتر فرکانس 𝐽𝑛(𝛽𝑛𝑠𝑟)(، 11در رابطه )

 شود:مین یی( تع14طبق رابطه )

(14) 𝐽𝑛́(𝛽𝑛𝑠) = 0 

ن پارامتر یی( منجر به تع14است. حل معادله ) 𝑟ر یانگر مشتق تابع بسل نسبت به متغیب (‘)که در آن 

 شود.یم 𝑠و  𝑛هر مقدار از  یبرا 𝛽𝑛𝑠 یفرکانس
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 الین ورق و سیتراکنش ب -3-2

ورق در همان راستا برابر باشد. به  یید جابجایعمود بر سطح ورق با یال در راستایس یکینامید ییجابجا

کند یان مین شرط بیبرقرار باشد. ا یا سازگاری یوستگید شرط پیال بایگر، در محل تماس ورق و سیعبارت د

 م:یدار یوستگیال در محل تماس وجود دارد. طبق شرط پیسن ورق و یب یکه تماس دائم

(11) (
𝜕Ф

𝜕𝑧
)

𝑧=
ℎ
2

=
𝜕𝑤

𝜕𝑡
. 

 شود:ی( حاصل م19(، رابطه )11( در رابطه )11( و )8روابط ) یگذاریجابا 

(19) 

∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛(𝛽𝑛𝑠𝑟) tanh (𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ

2
)) cosh (𝛽𝑛𝑠 (

ℎ

2
))

∞

𝑠=1

= ∑ 𝑞𝑚 [𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟) − 𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
]

𝑀

𝑚=1

 

 شود:یر محاسبه میبه صورت ز 𝐸𝑛𝑠ب ی، ضر[84] هیفور یبا استفاده از سر

(17) 𝐸𝑛𝑠 =
[𝑎𝑛𝑚𝑠 − 𝑎𝑛𝑚𝑠

𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)

]

[𝛽𝑛𝑠 tanh (𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ
2

)) cosh (𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ
2

))]

 

 که در آن:

(12) 𝑎𝑛𝑚𝑠 =
2(𝛽𝑛𝑠𝑅)𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)

[(𝛽𝑛𝑠𝑅)2 − (𝜆𝑛𝑚𝑅)2𝐽𝑛+1(𝜆𝑛𝑚𝑅)]
 

(16) 𝑏𝑛𝑚𝑠 =
2(𝛽𝑛𝑠𝑅)𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)

[(𝛽𝑛𝑠𝑅)2 − (𝜆𝑛𝑚𝑅)2𝐽𝑛+1(𝜆𝑛𝑚𝑅)]
 

برحسب جملات مجهول  𝐸𝑛𝑠ضرایب مجهول ( به جای 11در رابطه )ال یل سرعت سیرابطه، پتانسن یطبق ا

𝑞𝑚  شودبا این کار اثرات سیال در رفتار نوسانی ورق ظاهر میبه عبارت دیگر،  .شودبیان می. 

است، امواج سکوز در نظر گرفته شده یرویرقابل تراکم و غیال، غدهیال موردنظر بصورت ایکه س ییاز آنجا

ال صرفنظر یگر، از اغتشاش سیده گرفته شده است. به عبارت دیال به واسطه ارتعاش ورق نادیسطح آزاد س

 : [81] شودیان می( ب80ال طبق رابطه )یس یجنبش یشده است. انرژ

(80) 𝑇𝑓 =
1

2
𝜌𝑓 ∫ ∫ [Ф (

𝜕Ф

𝜕𝑧
)]

𝑧=
ℎ
2

𝑅

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

 

محاسبه  یال است. برایاست که ورق در تماس با س یمساحت یریگال و محدوده انتگرالیس یچگال 𝜌𝑓که 

(
𝜕Ф

𝜕𝑧
 م: ی( دار11در رابطه ) یاز شرط سازگار (

(81) 
𝜕Ф

𝜕𝑧
|

𝑧=
ℎ
2

=
𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔 ∑ 𝑞𝑚 [𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟) − 𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
] cos 𝑛𝜃 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑀

𝑚=1

 

 م:یاز رابطه حاصل، دار یریگانتگرال( و 80( در رابطه )81( و )11روابط ) یگذاریجابا 
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(88) 

𝑇𝑓 = −
1

2
𝜌𝑓𝛤1𝜔2 ∫ ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛(𝛽𝑛𝑠𝑟) [tanh (𝛽𝑛𝑠 (𝐻

∞

𝑠=1

𝑅

0

+
ℎ

2
)) sinh(𝛽𝑛𝑠𝑧)] ∑ 𝑞𝑚 [𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟) − 𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑟)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚𝑅)
]

𝑀

𝑚=1

𝑒2𝑖𝜔𝑡 𝑟𝑑𝑟 

 شود:یال حاصل میس یجنبش یانرژحداکثر  یبرا (81)(، رابطه 88( در رابطه )17رابطه ) یگذاریبا جا

(81) 𝑇𝑓 = −
1

2
𝜌𝑓𝛤1𝜔2{𝑞}𝑇[𝐵]{𝑞} 

𝑀با ابعاد  [𝐵]و ماتریس  {𝑞}در آن بردار ستونی که  × 𝑀 باشد:بصورت زیر می 

(84) 

{𝑞}𝑇 = {𝑞1 𝑞2
𝑞3 … … 𝑞𝑀} 

 

[𝐵] = 𝐵𝑖𝑘 = ∑
8𝑅3(𝛽𝑛𝑠𝑅) (𝜆𝑛𝑖𝑅)2(𝜆𝑛𝑘𝑅)2𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑖𝑅)𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑘𝑅)

[(𝜆𝑛𝑖𝑅)4 − (𝛽𝑛𝑠𝑅)4][(𝜆𝑛𝑘𝑅)4 − (𝛽𝑛𝑠𝑅)4]
𝛽𝑛𝑠

∞

𝑠=1

,   𝑖, 𝑘 = 1,2, … , 𝑀 

 روش حل -4-2

 یجنبش یو انرژورق و بستر الاستیک  یکرنش یستم از مجموع انرژیکل س یدر  حالت ارتعاش آزاد، انرژ

 م:یف دارین تعری. طبق اشودیال حاصل میورق و س

(81) 𝛱 = (𝑈𝑝 + 𝑈𝐸)
𝑚𝑎𝑥

− (𝑇𝑓 + 𝑇𝑝)
𝑚𝑎𝑥

 

 کمینه شود. بنابراین: 𝑞𝑚( باید نسبت به ضرایب مجهول 81رابطه ) در کند که انرژی کلروش ریتز ایجاب می

(89) 
𝜕Π

𝜕𝑞𝑚
= 0, 

 شود:می (87طبق رابطه )( منجر به معادله مقدار ویژه 89رابطه )

(87) ([𝐾́] − 𝜔2 [𝑀́]){∆́} = 0 

𝑀و جرم هستند که ابعاد آنها  یمربع سخت یهاسیب ماتریبه ترت [𝑀́]و  [𝐾́](، 87در رابطه ) × 𝑀  .است

ب یس ضراینان ماتریصفر قرار دادن دترم یال، با مساویدر تماس با س یرویورق دا یعیطب یهافرکانس

([𝐾́] − 𝜔2 [𝑀́]) ژه یر وینان مذکور مربع مقادیدترم یهاشهین است. رییقابل تع (87) در رابطه

ژه یر ویمقاد یگذاریژه با جایر ویمتناظر با مقاد یا همان شکل مودهایژه یژه( است. توابع ویو یها)فرکانس

 د. یآیم( و حل آنها به دست 87در دستگاه معادلات رابطه )
 

 ش موداليآزما  -3
 یهاها، نسبتمودال )فرکانس ین پارامترهاییشات ارزشمند در تعیاز آزما یکیک یکلاس 1ش مودالیآزما

 یریگش با اندازهیآزمان ی[. ا89] باشدیسازه م یفرکانس یهاپاسخ یریگو شکل مودها( با اندازه ییرایم

                                                                                                                                                                                          
1Modal test 
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( در 8IRFا توابع پاسخ ضربه )ی ی( در حوزه فرکانس1FRFتوابع پاسخ فرکانس ) یو خروج یورود یهاداده

همچون چکش  یزاتیاز به تجهیک نیش مودال کلاسیانجام آزما ی[. برا87باشد ]یحوزه زمان قابل اجرا م

ک و نحوه مونتاژ آنها در انجام یباشد که شکل شماتیمانه یستم رایو س 1یبردارضربه، شتاب سنج، کارت داده

 ش در آمده است.یبه نما (8)ش در شکلیآزمااین 

 

 

 

 آنها ش مودال و نحوه مونتاژیزات آزمایک تجهیشکل شمات  -2شکل

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 

 )ب( نمونه ورق دایروی مخزن ساخته شده برای انجام تست مودال)الف(  -3شکل

                                                                                                                                                                                          
1 Frequency response function 
2 Impact response function 
3 Innobeamer 
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ای یکسان با برای انجام آزمایش مودال ورق دایروی همگن از جنس آلومینیوم، ابتدا مخازن استوانه

مطابق  33cmو طول  22cm، قطر خارجی 5mm، با ضخامت دیواره ST37های صلب از جنس فولاد دیواره

𝐸های دایروی از جنس آلومینیوم با مدول الاستیسیته تهیه شد و ورق (الف-1)شکل  = 70𝐺𝑃𝑎 هر کدام ،

𝐻ساخته شد و در دو حالت مخزن خالی و مخزن با ستون سیال  2mmو  1mmبا ضخامت  = 30𝑐𝑚  مورد

آزمایش  قرار گرفت. به منظور حصول اطمینان از نتایج آزمایش، مقرر شد هر تست سه بار انجام شود. لذا 

نمایش  22cmو شعاع  1mmیک نمونه ورق با ضخامت  (ب-1)بار آزمایش انجام گرفت. در شکل  18جمعاً 

سبانده شد تا شرایط مرزی های تهیه شده به یک سر مخزن با چسب چورق (1)داده شده است. مطابق شکل

 21cmگیرد با قطر گیردار فراهم شود. واضح است سطحی از ورق دایروی که در تماس با سیال قرار می

تجهیزات بکار رفته برای انجام آزمایش مودال این پژوهش که در آزمایشگاه دینامیک و ارتعاشات  باشد.می

، نیروسنج از 87002b100m1شد: شتاب سنج از نوع بادانشگاه صنعتی اراک انجام گرفت به شرح زیر می

سوئیس. تجهیزات  1ساخت شرکت کیستلر Ni USB-4432و کارت داده برداری از نوع  9712b50نوع 

های بدست آمده، آزمایش در هر برای اطمینان از دقت جواب مونتاژ و آماده آزمایش شدند. (4)مطابق شکل

تکرار شد و نتایج حاصل بصورت جدولی ارائه گردید. سپس میانگین حالت روی سه مخزن با شرایط یکسان 

 ها به عنوان جواب نهایی ثبت گردید که در بخش بعدی ارائه شده است.جواب

 

 

 
 آزمایش مودال ورق دایروی و نحوه نصب تجهیزات -4شکل

                                                                                                                                                                                          
1 Kistler 
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 جينتا یبحث بر رو  -4
گذاری نتایج حاصل از روش تحلیلی ارائه شده، نتایج به دست آمده از این روش در در این تحقیق، برای صحه

با نتایج حاصل از آزمایش مودال بدون بستر الاستیک حالت خاص ورق همگن آلومینیومی در تماس با سیال 

 مورد مقایسه قرار گرفته است. گیرداردر حالت لبه 

𝜌𝑓سیال مورد استفاده در این تحقیق آب است که چگالی آن در حدود  = 1000 𝑘𝑔/𝑚3  در نظر گرفته

برای اطمینان از نتایج آزمایشات، هر آزمایش روی سه نمونه ورق یکسان در تماس با سیال تکرار  شده است.

ی تشخیص اینکه فرکانس های حاصل به عنوان نتیجه نهایی در نظر گرفته شد. براشد و میانگین فرکانس

باشد نتایج حاصل با نتایج حاصل از کار تحلیلی مورد بدست آمده مربوط به کدام مود ارتعاشی ورق می

 ها مود ارتعاشی متناظر با آن مشخص گردید. مقایسه قرار گرفت و از تطابق پاسخ

های با های طبیعی حاصل از دو روش تحلیلی و تجربی به ترتیب برای ورقفرکانس (8)و  (1)در جداول 

دهد که تطابق مورد مقایسه قرار گرفته است. نتایج نشان می 30cmآب  ستونبا  و 2mmو  1mmضخامت 

خوبی بین نتایج دو روش وجود دارد. همچنین به منظور درک بهتر اختلاف فرکانسهای هر آزمایش، انحراف 

 عیار استاندارد برای هر کدام محاسبه شده است. م

 

 30cmسیال  ستونو  1mmمقایسه نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی برای ورق آلومینیومی با ضخامت  -1جدول

 های طبیعی )رادیان بر ثانیه(فرکانس

 دهم نهم هشتم هفتم ششم پنجم چهارم سوم دوم اول 

 737 672 644 597 526 473 305 265 157 74 نتایج آزمایش

 2.2 2.47 7.07 1.58 4.36 7.6 4.25 3.54 4.2 3.06 آزمایشها  *ا.م.ا

 789 738 673 617 532 523 319 275 170 78 نتایج تحلیلی

 7.1 9.8 4.5 3.4 1.2 10.5 4.7 3.6 8 5.5 خطا درصد

 * انحراف معیار استاندارد

 30cmسیال  ستونو  2mmمقایسه نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی برای ورق آلومینیومی با ضخامت  -2جدول

 های طبیعی )رادیان بر ثانیه(فرکانس

 دهم نهم هشتم هفتم ششم پنجم چهارم سوم دوم اول 

 781 720 702 656 578 525 372 331 203 92 نتایج آزمایش

 3.78 2.35 0.55 5.10 4.02 3.21 4.57 6.25 1.58 3.52 آزمایشها  *ا.م.ا

 820 752 780 692 583 562 381 358 206 102 نتایج تحلیلی

 4.81 4.25 10.01 5.21 0.87 6.54 2.36 7.45 1.25 9.8 خطا درصد

 * انحراف معیار استاندارد
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𝛽بعد به صورت تر، پارامتر فرکانســــی بیبرای دستیابی به نتایج کلی = 𝜔𝑅2√𝜌ℎ/𝐷 ریف ــــــــــتع

𝐷ده که در آن  ــــــــگردی = 𝐸ℎ3/12(1 − 𝜈2) یال بر رفتار ارتعاشی ورق . برای بررسی تأثیر سباشدمی

 دون تماس با سیال بای در دو حالت در تماس با سیـــال و بـــــــهای طبیعی ورق دایرو، فرکانسدایروی

𝑅  ر یـــــــمقاد = 𝐻 = 0.5𝑚  که نتایج این شکل نشان ارائه شده است. همانطوری (1)مطابق شکل

 یابد. های طبیعی افزایش میسیال در فرکانس تماس بااثر کاهشی  𝑛دهد با افزایش می

 

 

 

 

 های طبیعی ورق دایروی در دو حالت تماس با سیال و بدون تماس با سیال.مقایسه فرکانس -5شکل

 

 .ℎ/𝑅و   𝐾𝑤 ،𝐻برای ارتعاش آزاد ورق دایروی در تماس با سیال برای مقادیر مختلف  𝛽بعد فرکانسی پارامتر بی -3جدول

ℎ/𝑅 𝐾𝑤 𝐻 = 0 𝐻 = 0.2𝑅 𝐻 = 0.4𝑅 𝐻 = 0.6𝑅 𝐻 = 0.8𝑅 𝐻 = 𝑅 

0.3 

0 19.39 17.48 15.54 14.52 13.86 12.00 

10 19.51 17.55 15.59 14.57 13.90 12.03 

100 20.44 18.06 15.95 14.84 14.13 12.19 

1000 23.07 19.22 16.76 15.41 14.59 12.47 

10000 24.01 21.62 17.04 16.61 15.74 13.56 

100000 26.12 24.67 19.08 18.63 17.76 15.57 

0.5 

0 25.46 24.33 22.00 21.13 20.58 19.15 

10 25.66 25.41 22.20 21.33 20.77 19.35 

100 27.32 26.43 23.81 22.88 22.29 20.79 

1000 37.72 34.91 30.80 28.91 27.68 23.92 

10000 42.35 37.75 34.58 32.34 30.71 24.43 

100000 45.37 40.76 37.59 36.34 33.72 27.44 
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های گیردار برای مقادیر مختلف سختی بعد فرکانسی مربوط به ورق دایروی با لبهپارامتر بی (1) در جدول

بستر الاستیک، نسبت ضخامت بر شعاع ورق و ستون سیال درون مخزن ارائه شده است. نتایج این جدول 

با سیال های طبیعی ورق دایروی در تماس دهد که با افزایش ستون سیال درون مخزن، فرکانسنشان می

شود. همچنین، طبق این جدول، با یابد و این روند با افزایش هرچه بیشتر ستون سیال کندتر میکاهش می

توان به یابد. این افزایش را میهای طبیعی ورق دایروی افزایش میافزایش سختی بستر الاستیک، فرکانس

توان نتیجه گرفت که افزایش ضخامت می (1)افزایش سختی سیستم نسبت داد. علاوه بر این، از نتایج جدول

 شود.های طبیعی ورق در تماس با سیال میورق منجر به افزایش فرکانس

برای مقادیر های طبیعی ورق دایروی در تماس با سیال بر فرکانس سیال ستونتأثیر تغییرات  (9)در شکل

ℎنمایش داده شده است. در ترسیم این نمودارها از  mمختف  = 2𝑚𝑚  ،𝐾𝑤 = 1000 𝑘𝑁/𝑚3 ،𝑛 = و  1

𝜌𝑓چگالی سیال  = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 شود که برای تمام استفاده شده است. از نمودارهای این شکل نتیجه می

این امر را یابد. های طبیعی ورق دایروی کاهش میسیال درون مخزن، فرکانس ستون، با افزایش 𝑚مقادیر 

نسبت داد. همچنین نتایج این شکل نشان  هیدرواستاتیکی آنبه افزایش جرم سیستم و فشار توان می

 ستونافتد و با ازدیاد ها با شیب تندتری اتفاق میسیال، کاهش فرکانس ستوندر مقادیر کم دهد که می

 . شودناچیز میتغییرات آن  سیال

در تماس با سیال، های طبیعی ورق دایروی بر فرکانس 𝑛و  𝑚به منظور بررسی تأثیر تغییرات اعداد موج 

𝐻به نمایش در آمده است. در ترسیم این نمودارها از  (7)نمودارهای شکل  = 0.5𝑚  ،𝐾𝑤 =

1000 𝑘𝑁/𝑚3  چگالی سیال و𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3  .استفاده شده است 

های فرکانس، 𝑛های موج، با افزایش تعداد نیم𝑚شود که برای تمام مقادیر ز نمودارهای این شکل نتیجه میا

 یابد.طبیعی ورق دایروی افزایش می

 
 

 
 بعد ورق دایروی در تماس با سیال برحسب تغییراتنمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی -6شکل

 های گیردار.بر شعاع ورق با لبه سیال ستوننسبت  
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 بعد ورق دایروی در تماس با سیال برحسب نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی -7شکل

 .𝑚مقادیر مختلف  و 𝑛تغییرات 

 

𝑚یابیم که فرکانس اصلی ورق مربوط به شماره موج طبق این شکل در می = بوده و کمترین فرکانس  0

𝑛طبیعی ورق در  مود  = توان از این شکل گرفت آن است که با افتد. نتیجه دیگری که میاتفاق می 0

𝑛یابد و بیشترین اختلاف مربوط به ها کاهش میها اختلاف فرکانسافزایش شماره موج =  است.  0

های طبیعی ورق دایروی در تماس با سیال برای بر فرکانس سختی بستر الاستیکتأثیر تغییرات  (2)در شکل

𝐻 سیال ستوننمایش داده شده است. در ترسیم این نمودارها از  𝑛و  𝑚مختف مقادیر  = 0.5𝑚  و چگالی

𝜌𝑓سیال  = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 شود که برای تمام استفاده شده است. از نمودارهای این شکل نتیجه می

که این  یابدمی افزایشهای طبیعی ورق دایروی ، فرکانستی بستر الاستیکسخافزایش با ، 𝑛و  𝑚مقادیر 

، افزایش فرکانس طبیعی ورق افزایش در مقادیر پایینتر سختی بستر الاستیک ناچیز بوده ولی با افزایش آن

𝐾𝑤چون در مقادیر کمتر از شود. چشم گیر می = 1000 𝑘𝑁/𝑚3  سختی بستر الاستیک در مقایسه با

 اما برای مقادیر بزرگتر از  دهدروی نمیعی سختی ورق ناچیز بوده و افزایش قابل توجهی در فرکانسهای طبی

𝐾𝑤 = 1000 𝑘𝑁/𝑚3 ها به صورت نمایی تر شده و افزایش فرکانسمحسوسسختی بستر الاستیک  تأثیر

 . گیردصورت می

های گیردار بعد فرکانسی ورق دایروی در تماس با سیال با لبه( نمودار تغییرات پارامتر بی6در شکل )

برحسب تغییرات چگالی سیال برای مقادیر مختلف نسبت ضخامت بر شعاع ورق دایروی به نمایش درآمده 

ℎاست. در ترسیم این نمودار از مقادیر  = 2𝑚𝑚 ،𝐾𝑤 = 1000 𝑘𝑁/𝑚3 ،𝑛 = 𝐻 و 1 = 0.5𝑚 

کند که با افزایش چگالی سیال، رفت، نتایج این شکل بیان میاستفاده شده است. همانگونه که انتظار می

توان به افزایش جرم سیستم نسبت داد. یابد. این موضوع را میهای طبیعی ورق دایروی کاهش میفرکانس

ضخامت بر شعاع ورق دایروی  توان از این شکل گرفت آن است که هر چه نسبتنتیجه دیگری که می

 شود.یابد و این روند با زیاد شدن ضخامت ورق تسریع مییابد مقادیر فرکانس طبیعی افزایش میافزایش می

 



 1162نشریه پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                             سال بیست و یکم، شماره اول، بهار                                    149

 

 

 

 

 بعد ورق دایروی در تماس با سیال برحسب تغییرات نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی -8شکل

 .𝑛و  𝑚برای مقادیر مختلف  سختی بستر الاستیک

 

 
 بعد ورق دایروی در تماس با سیال برحسب نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی -9شکل

 .برای مقادیر مختلف نسبت ضخامت بر شعاع ورق تغییرات چگالی سیال

 

 گیرینتیجه  -5
در تماس با سیال محدود مورد بررسی  روی بستر الاستیکدر تحقیق حاضر ارتعاشات آزاد یک ورق دایروی 

برای تحلیل رفتار نوسانی سیال از استفاده شد.  شرایط مرزی لبه گیردارقرار گرفت و جهت تحلیل ورق از 

 حل معادله لاپلاس پتانسیل سرعت استفاده شد. 

 با بررسی نتایج عددی به طور خلاصه نتایج زیر حاصل شدند:
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 ارائه شده تطابق خوبی با مقادیر حاصل از آزمایشات تجربی دارد.مقادیر حاصل از حل تحلیلی  -

ماس با سیال است مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی در حالت بدون تماس با سیال بیشتر از حالت در ت -

 یابد.و این اختلاف با افزایش شماره مود افزایش می

و رفته رفته  یابدمی کاهشق دایروی مقادیر فرکانس طبیعی ور سیال درون مخزن ستونبا افزایش  -

 شود.تغییرات آن ناچیز می

یابد و با افزایش ضخامت ورق این با افزایش ضخامت ورق در تماس با سیال، فرکانسهای طبیعی افزایش می -

 .شودروند تسریع می

 یابد.های طبیعی ورق افزایش میشماره مودهای ارتعاشی ورق دایروی، فرکانسبا افزایش  -

های طبیعی ورق دایروی ندارد ولی با افزایش سختی بستر الاستیک در ابتدا تأثیر چندانی روی فرکانس -

 یابد.های طبیعی ورق دایروی افزایش می، فرکانسادامه این روند

 یابد.های طبیعی ورق دایروی کاهش میچگالی سیال داخل مخزن، فرکانسبا افزایش  -

 

 

 عمراج
 

[1] Amiri, J. V., Nikkhoo, A., Davoodi, M. R., and Hassanabadi, M. E., “Vibration Analysis 

of a Mindlin Elastic Plate under a Moving Mass Excitation by Eigen-function Expansion 

Method”, Thin-Walled Structures, Vol. 62, pp. 53-64, (2013). 
 

[2] Hasheminejad, S. M., Khaani, H. A., and Shakeri, R., “Free Vibration and Dynamic 

Response of a Fluid-coupled Double Elliptical Plate System using Mathieu Functions”, 

International Journal of Mechanical Sciences, Vol. 75, pp. 66-79, (2013). 
 

[3] Kerboua, Y., Lakis, A. A., Thomas, M., and Marcouiller, L., “Vibration Analysis of 

Rectangular Plates Coupled with Fluid”, Applied Mathematical Modelling, Vol. 32, No. 

12, pp. 2570-2586, (2008). 
 

[4] Amabili, M., “Effect of Finite Fluid Depth on the Hydro Elastic Vibrations of Circular and 

Annular Plates”, Journal of Sound and Vibration, Vol. 193, No. 4, pp. 909-925, (1996). 
 

[5] Kwak, M. K., “Hydro Elastic Vibration of Circular Plates”, Journal of Sound and 

Vibration, Vol. 201, No. 3, pp. 293-303, (1997). 
 

[6] Jeong, K. H., “Free Vibration of Two Identical Circular Plates Coupled with Bounded 

Fluid”, Journal of Sound and Vibration, Vol. 260, No. 4, pp. 653-670, (2003). 
 

[7] Myung, J. J., and Young, H. C., “Fluid Bounding Effect on Natural Frequencies of Fluid-

coupled Circular Plates”, KSME International Journal, Vol. 17, No. 9, pp. 1297-1315, 

(2003). 
 

[8] Allahverdizadeh, A., Naei, M. H., and Bahrami, M. N., “Nonlinear Free and Forced 

Vibration Analysis of Thin Circular Functionally Graded Plates”, Journal of Sound and 

Vibration, Vol. 310, No. 4, pp. 966-984, (2008). 
 



 1162نشریه پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                             سال بیست و یکم، شماره اول، بهار                                    142

 

 

[9] Dong, C. Y., “Three-dimensional Free Vibration Analysis of Functionally Graded Annular 

Plates using the Chebyshev–Ritz Method”, Materials & Design, Vol. 29, No. 8, pp. 1518-

1525, (2008). 
 

[10] Jeong, K. H., Lee, G. M., and Kim, T. W., “Free Vibration Analysis of a Circular Plate 

Partially in Contact with a Liquid”, Journal of Sound and Vibration, Vol. 324, No. 1, pp. 

194-208, (2009). 
 

[11] Mehrabadi, S. J., Kargarnovin, M. H., and Najafizadeh M. M., “Free Vibration Analysis 

of Functionally Graded Coupled Circular Plate with Piezoelectric Layers”, Journal of 

Mechanical Science and Technology, Vol. 23, No. 8, pp. 2008-2021, (2009). 
 

[12] Hosseini-Hashemi, S., Taher, H. R. D., Akhavan, H., and Omidi, M., “Free Vibration of 

Functionally Graded Rectangular Plates using First-order Shear Deformation Plate 

Theory”, Applied Mathematical Modeling, Vol. 34, No. 5, pp. 1276-1291, (2010). 
 

[13] Tariverdilo, S., Shahmardani, M., Mirzapour, J., and Shabani, R., “Asymmetric Free 

Vibration of Circular Plate in Contact with Incompressible Fluid”, Applied 

Mathematical Modeling, Vol. 37, No. 1, pp. 228-239, (2013). 

 

کامپوزیتی تحلیل ارتعاشات آزاد ورق های "روح الله،  ،دهقانی فیروزآبادی ،محمدرضا ،قضاوی ،حسین ،قدیریان [14]

، تهران، انجمن آکوستیک "در تماس با سیال به روش ریتز، سومین کنفرانس بین المللی آکوستیک و ارتعاشات

 (.1168، )و ارتعاشات ایران

 

[15] Askari, E., Jeong, K. H., and Amabili, M., “Hydroelastic Vibration of Circular Plates 

Immersed in a Liquid-filled Container with Free Surface”, Journal of Sound and 

Vibration, Vol. 332, No. 12, pp. 3064-3085, (2013). 
 

[16] Hosseini-Hashemi, S., Atashipoor, S. R., Karimi, M., and Es’haghi, M., “Free Vibration 

of Functionally Graded Elliptical Plates”, Iranian Journal of Marine Engineering, Vol. 

15, No. 8, pp. 43-60, (2012). 
 

[17] Khorshidi, K., and Bakhsheshy, A., “Free Natural Frequency Analysis of an FG 

Composite Rectangular Plate Coupled with Fluid using Rayleigh–Ritz Method”, 

Mechanics of Advanced Composite Structures, Vol. 1, No. 2, pp. 131-143, (2014). 

 

محاسبه تأثیر پارامتر جرم افزوده "، فاضلی، حمید، سعید کیاست، مهدی، حاجی هاشمی، قاسمحسین؛  ،رضوانی [12]

نشریه علمی و پژوهشی ، "بر روی فرکانس سازه در سیال توسط حل عددی، تحلیلی و نتایج آزمایشگاهی

 (.1164، )90-70، 8، شماره 47امیرکبیر، دوره 

 

[19] Khorshidi, K., Akbari, F., and Ghadirian, H., “Experimental and Analytical Modal 

Studies of Vibrating Rectangular Plates in Contact with a Bounded Fluid”, Ocean 

Engineering, Vol. 140, pp. 146-154, (2017). 
 

[20] Canales, F. G., and Mantari, J. L., “Laminated Composite Plates in Contact with a 

Bounded Fluid Free Vibration Analysis via Unified Formulation”, Composite Structures, 

Vol. 162, pp. 374-387, (2017). 
 

[21] Reddy, J. N., “Theory and Analysis of Elastic Plates and Shells”, CRC Press, (2006). 



 146                                                                               ... مطالعه اثر فشار هیدرواستاتیک روی ارتعاشات آزاد ورق دایروی در

 

 [22] Bouderba, B., Houari, M.S.A., and Tounsi, A., “Thermomechanical Bending Response 

of FGM Thick Plates Resting on Winkler-Pasternak Elastic Foundations”, Steel 

Composite Structures, Vol. 14, No. 1, pp. 85-104, (2013). 
 

[23] Jeong, K. H., and Kim, K. J., “Hydro Elastic Vibration of a Circular Plate Submerged in 

a Bounded Compressible Fluid”, Journal of Sound and Vibration, Vol. 283, No. 1, pp. 

153-172, (2005). 
 

[24] Bracewell, R., “The Fourier Transform and Its Applications”, Vol. 84, CRC Press, 

(2017). 
 

[25] Hosseini-Hashemi, S., Karimi, M., and Taher, H. R. D., “Vibration Analysis of 

Rectangular Mindlin Plates on Elastic Foundations and Vertically in Contact with 

Stationary Fluid by The Ritz Method”, Ocean Engineering, Vol. 37, No. 2, pp. 174-185, 

(2010). 
 

[26] Rao, S., “Mechanical Vibrations”, 4th Edition, Pearson Education, Upper Saddle River, 

U.S.A, (2004). 
 

[27] Ren, W. X., “Experimental and Analytical Modal Analysis of Steel Arch Bridge”, 

Journal of Structural Engineering ASCE, Vol. 130, No. 7, pp. 1022-1031, (2004). 

 

 فهرست نمادهای انگلیسی
𝑟 ،𝜃 و ،𝑧 محورهای مختصات :              

𝑤:  جابجایی ورق در جهتz               

𝜈:               ضریب پواسون 

𝐸:         مدول الاستیسیته 

𝐷: صلبیت خمشی ورق        
𝑈𝑝:        انرژی کرنشی ورق 
𝑇𝑝:       انرژی جنبشی ورق 
𝑇𝑓: انرژی جنبشی سیال      
𝜌:      چگالی ورق 

Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡):       تابع پتانسیل سرعت 
𝐽𝑛  و𝐼𝑛 : ابع بسل نوع اول       وت 

𝛽𝑛𝑠:        پارامتر فرکانسی 
𝜌𝑓:         چگالی سیال 
𝛱:      انرژی کل سیستم 

𝜔:      فرکانس طبیعی 

𝐻:        ارتفاع سیال درون مخزن 

ℎ:        ضخامت ورق 

𝑅:       شعاع مخزن 

𝑡: متغیر زمان     
  



 1162نشریه پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                             سال بیست و یکم، شماره اول، بهار                                    110

 

 

Abstract 

This research studies the effect of hydro-static pressure on the free vibration of a circular plate 

in contact with an inviscid and bounded fluid resting on elastic foundation. The plate is 

located in bottom of a rigid cylindrical vessel with clamped boundary condition. At first, the 

potential energy of the plate on elastic foundation is performed by solving the governing 

equation on circular plate with clamped boundary condition.  

Next, the governing equation of the oscillatory behavior of the fluid is obtained by solving 

Laplace equation and satisfying its boundary conditions. The natural frequencies and mode 

shapes of the plate are determined by applying the Rayleigh-Ritz method on the total energy 

of the system. The effects of the parameters such as fluid height, fluid density, plate thickness 

to its radius ratio, and wave numbers on the natural frequencies and mode shapes are 

investigated. Comparison of analytically outcome of this study is made with results of the 

experimental modal test. 


