
 
 

 
 
 

   1عليرضا فتوحي
  استاديار

  

اي باريكه از جنس ماده  صفحه تحليل تنش پاد
  حاوي چندين ترك و حفره هدفمند

با استفاده از حل نابجايي پادصفحه اي در باريكه از جنس ماده هدفمند، معادلات 
انتگرالي تكين از نوع كوشي براي باريكه تضعيف شده بوسيله تعدادي ترك هموار 

اين معادلات انتگرالي تكين . اي ارائه شده است و حفره تحت تغييرشكل پادصفحه
همچنين ميدان . وت حل مي شوندبا روش عددي مناسب براي تكينگي هاي متفا

چند . تنش در اثر نيروي متمركز متعادل بر روي مرز باريكه بدست آمده است
مثال عددي براي نشان دادن صحت و قابليت روش حل شده و ضرايب شدت تنش 
و مقدار تنش محيطي براي حفره ها محاسبه شده است كه در اثر ازدياد پارامتر 

  . يابد يب شدت تنش و تنش محيطي افزايش ميمدول برشي ماده هدفمند ضر

 
  

  ، ضريب شدت تنش، تنش محيطي، بارگذاري متمركزباريكه، ماده هدفمند، ترك، حفره: واژه هاي راهنما
  
  مقدمه -1

آنها كاربرد گسترده شوند و  شناخته مي 2هدفمندمواد كه با نام  خواص مكانيكيمواد با تغييرات پيوسته ابداع 
مـاده در هنگـام   نسـبت  با كنتـرل نمـودن تغييـرات    . شده استمورد آنها باعث انجام تحقيقات در در صنعت 

  .ديسرخواص ترمومكانيكي مورد نظر توان به  مي ماده هدفمنداز ساخته شده مكانيكي  اتفرايند توليد قطع
همزمـان بـا هـم     يو خـواص مقـاومت   يخواص حرارت ـ يكه از نظر ساختار يد به موادياز شديبا توجه به ن
 يمقاومت در برابـر حـرارت و خـوردگ   ماده كار با حرارت بالا لازم است كه  يط هايدر مح يعنيداشته باشند 

ك يسـرام  .ب هم داشته باشدمناس يت حرارتيب هدايو ضر ياز است كه چقرمگين نيبالا داشته باشد و همچن
داشته  يجه بهتر است ماده ايد در نتندار ياستحكام و مقاومت كم يد ولندر مقابل حرارت دار يها رفتار خوب

ن پوشش يگزيجا يك انتخاب برايبه عنوان  ماده هدفمندمفهوم ن يك باشد بنابرايب با مواد سراميم تركيباش
اساسـاً از نـوع مـواد     مـاده هدفمنـد  . ارائه شد] 1[نو و مائدا ين بار توسط نياول يمحافظ حرارت يكيسرام يها

وسـته در جهـت   يمـواد سـازنده آن بـه صـورت پ     يكه درصد حجم يشود بگونه ا يساخته م يمركب دو فاز
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 زا يرات درصد حجم ـييل تغيپروف. ن شده حاصل شودييش تعياز پ يبيل تركيكند تا پروف ير مييضخامت تغ
رهمگن ي ـتـا مـاده غ   شـود  يان ميبو يا برعكس ك در مرز مشترك تا صد در صد در سطح يصفر درصد سرام

  .دلخواه باشد يكيخواص ترمومكان يدارابدست آمده 
خـاك را  ] 2[بسـون  يكه گ يهنگام. گردد يبر م )1960(دهه به حدوداً  ماده هدفمند يبر رو يليكار تحل
 يط هـا يمح ـ يبـرا را ته يسيالاست ياز مسائل مقدار مرز يحل بعض. مدل نمود غيرهمگنك ماده يبه صورت 

هـاي   در سـال  .افـت ي] 4[ر يثمقاله كهمچنين درو  ]3[ه ير و سيثك كتابتوان در  يرهمگن ميك غيزوتروپيا
حـل  اي  اي و پادصـفحه  صـفحه  تحـت تغييرشـكل درون   هدفمند وادمدر  مكانيك شكستخير چندين مسأله ا

  .آورده شده استاي در زير  مرور كوتاهي از كارهاي مربوط به ترك تحت بارگذاري پادصفحه. گرديده است
سـتم  يدر س يپادصـفحه ا  يتحـت بارگـذار   غيـرهمگن ك ي ـزوتروپيك ايماده الاسـت  يمعادلات تعادل برا

در دو  يآنها فرض نمودند كه مـدول برش ـ . ارائه شد ]6, 5[نج يوال و سيتوسط دال ين و قطبيمختصات كارتز
] 7[اردوان . ت را حل نمودنـد ينها يط بيحالت مود سوم در مح كند و مسئله ترك ير مييجهت مختصات تغ

را حـل   مـاده هدفمنـد  صفحه به هم چسبيده از دو جنس متفـاوت   دو نيم فصل مشتركمسأله ترك عمود بر 
فصل رك در ترهمگن متفاوت متصل به هم كه يم صفحه غيدو ن يك شكست برايمكانمسأله مود سوم  .نمود

در دو بعـد   ييبه صورت نمـا  ينمود كه مدول برشحل شده است او فرض ] 8[قرار دارد توسط دلال  مشترك
غيرهمـوژن تضـعيف    فصل مشـترك صفحه به هم چسبيده ايزوتروپيك با ناحيه  دو نيم. كند ير مييصفحه تغ

و  اردوان توسـط هسـتند   فصـل مشـترك  هـا عمـود بـر راسـتاي      شده توسط يك ترك در هر ناحيه كه تـرك 
 ـي ـمتصل بـه   ماده هدفمندپوشش از جنس ] 10[ و ازتورك اردوان. بررسي شده است] 9[همكارانش  م يك ن
حـل   يپادصـفحه ا  يتحت بارگذار عمود بر مرز در پوشش و يتناوب يترك ها يك همگن حاويصفحه الاست
ه ي ـم اولينوك ترك و مفاه ينگيتك يبررس. ترك ها بدست آوردند يب شدت تنش مود سه براينمودند و ضرا

تـك  ] 13[و همكـارانش   يوسـو . شده اسـت  ارائه] 12 ،11[توسط اردوان  هدفمندماده براي ك شكست يمكان
تحت مود سه را حل نمودند آنها  فصل مشتركبين دو نيم صفحه متفاوت حاوي تركي موازي  غيرهمگنلايه 

 ـ   .را به فرم تابع تواني خاص فرض نمودند غيرهمگنمدول برشي لايه  ك ي ـزوتروپيت اي ـنها يمسـأله صـفحه ب
مرتبه بالا توسـط انـگ و    ينگيبا تك يمرز ين ترك با استفاده از روش معادلات انتگراليچند يحاو رهمگنيغ

كـاربرد معـادلات انتگرالـي تكـين مرتبـه بـالا در مسـائل تـرك در محـيط          . ان شده استيب] 14[همكارانش 
پوشـش روي يـك   ] 16[و همكـاران   هوآنـگ . مطالعـه شـده اسـت   ] 15[و همكـاران  چـان  ن توسط گغيرهم

اسـت و  مرز  يموازناحيه پوشش شامل يك ترك . را مورد بررسي قرار دادند هدفمندماده صفحه از جنس  نيم
 ـ . هايي با خواص مواد متغير به صورت خطي تقسيم شده است به لايه ك ي ـم صـفحه متصـل بـه    يمسـأله دو ن

دلخواه نسبت به خط  يبا راستا ك تركي يو حاو يپادصفحه ا يتحت بارگذار ماده هدفمند سكه از جنيبار
تحليل تـنش  . ان شديب] 17[م صفحه توسط چانگ و همكارانش يماده ها در قسمت ن فصل مشتركعمود بر 
صفحه الاستيك با مواد مختلف  احاطه شده توسط دو نيمترك تحت مود سوم  يحاو گنغيرهمباريكه در يك 
خواص را  يوستگيكه پ يبه صورت تابع دلخواه هدفمندماده خواص  .ارائه شد] 18[و همكارانش ونگ توسط 

 ير م ـييتغ ياص آن به صورت خطوه كه خير لايز ينيكه را به صورت تعداد معيان شده است باريحفظ كند ب
شـامل تـرك مـوازي بـا لبـه توسـط ونـگ و         هدفمنـد ضريب شدت تنش در يك باريكه . نددم نمويكند تقس
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ن تـرك بـا   يچنـد  يحـاو  مـاده هدفمنـد  كه از جنس يتنش در بار ليتحل بدست آمده است] 19[همكارانش 
، دو باريكـه  ]21[يانـگ و زو   .حـل شـده اسـت   ] 20[بـرز  يو فر يتوسط فتوح ييع نابجاياستفاده از روش توز

و حاوي تركي عمود بر مرز تحـت بارگـذاري پادصـفحه اي را بـا      متفاوت متصل به هم از جنس ماده هدفمند
كه همگن متفاوت متصـل  يدو بار. ه و بدست آوردن معادلات انتگرالي تكين حل نمودنداستفاده از تبديل فوري

دلخـواه تحـت    يبا راستا يترك لبه ا يهمگن حاو يكه هاياز بار يكياز جنس ماده هدفمند و  يكه ايبه بار
. حل شده اسـت ] 22[ ين توسط چويتك يل به معادله انتگراليه و تبديل فوريمود سه با استفاده از روش تبد

ك تـرك  يو  يك ترك داخلي يحاو يپادصفحه ا ياز جنس ماده هدفمند تحت بارگذار دارصفحه پوشش مين
باريكه از جـنس مـاده هدفمنـد     .شده استان يب] 23[توسط ما و وو  ييع نابجايبا استفاده از روش توز يلبه ا

] 24[باريكـه توسـط لـي و همكـارانش      متصل به نيم صفحه از جنس ماده هدفمند و حاوي تركي موازي مرز
دو . آنها مدول برشي را در باريكه به صورت تابع نمايي و براي نيم صفحه خطي فرض نمودنـد . حل شده است

ك راسـتا تحـت   ي ـه عمود بر مـرز و در  يك ترك در هر لاي يمتصل به هم حاو ماده هدفمندكه از جنس يبار
مسـأله  . ب شـدت تـنش را بدسـت آوردنـد    ياست و ضـرا  ان شدهيب] 25[توسط چن و چو  يتنش پادصفحه ا

منـد تحـت مـود سـوم بـا اسـتفاده از روش       فهد هبا طول محدود در صفحه از جنس ماد ين ترك موازيچند
ن تـرك همراسـتا   يچنـد  يكه حـاو يبار] 27[چن و همكارانش . مطالعه شده است] 26[انگ يتوسط  1تياشم
ردار يك لبه و لبه گياز تنش در  يعار يط مرزيآنها شرا. دندحل نمو ييع نابجايبا روش توز يخط مركز يرو

  .در نظر گرفتند
در باريكه و حفره ها هاي منحني شكل  براي تحليل ترك ]29 ,28[ حاضر از روش توزيع نابجاييمقاله در 
حفره ها ترك هاي لبه اي و ] 20[كه نسبت به مقاله  شده استاي استفاده  تحت بارگذاري پادصفحه هدفمند

تكنيك بر پايه حـل   .و همچنين تحت بارگذاري متمركز بر روي مرزهاي باريكه مي باشد هم لحاظ شده است
عادلات انتگرالـي  م ،]20[ارائه شده در مقاله  يياز حل نابجابا استفاده كه  است باريكهاي در  نابجايي پادصفحه

به حاصل معادلات بدست آمده است و حفره  ونابجايي روي سطوح چندين ترك دانسيته محاسبه براي تكين 
براي تعيين ضرايب شدت تـنش  نتايج بدست آمده و از  شود ميحل ] 30[با روش ارائه شده در صورت عددي 

  .خواهد شداستفاده رامون حفره ها يپ محيطيو تنش ها با جهت و موقعيت دلخواه  براي ترك
  
  اي باريكه با نابجايي پادصفحه - 2

به طور پيوسته در  را در نظر بگيريد كه مدول برشي  هدفمندساخته شده از ماده  hاي به ضخامت  باريكه
اي تنهـا مؤلفـه غيرصـفر بـردار      بـا فـرض تغييرشـكل پادصـفحه    )). 1(شـكل  (كنـد   جهت ضخامت تغيير مـي 

بر صفحه تغييرمكان، تغييرمكان عمود  ,w x y باشد است و روابط ساختاري آن به صورت زير مي.  
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  ]20[ اي نابجايي پادصفحه يحاوباريكه  -1شكل

  
  آيد به دست ميمعادله تعادل بر حسب تغييرمكان ) 1(با استفاده از معادله 

                                             
2 2

2 2

( )
0

( )

w w y w

x y y y



  

  
  

)2                 (                     

  .توان حل نمود زير ميبه كمك تبديل فوريه را ) 2(معادله 
                                               ( ) ( ) isxF s f x e dx

 


  )3                  (                         

1iكه    به صورت زير است) 3(تبديل فوريه س وعكم. است  

                                            
1

( ) ( )
2

isxf x F s e ds





  )4                (                          

جـزء و فـرض صـفر شـدن تغييرمكـان و       و با استفاده از انتگرالگيري جزءبه) 2(به معادله ) 3(با اعمال تبديل 
xهاي تنش وقتي  مؤلفه  رسيم به رابطه زير مي  

                                           
2

2
2

( )
0

( )

d W y dW
s W

dy y dy





   )5                   (                   

)تابع ) 5(در معادله  , )W s y  در حـل معادلـه ديفرانسـيل     شدن هبراي ساد .باشد ميتبديل فوريه تغييرمكان
  .گيريم در نظر ميبه صورت نمايي زير  هدفمندبالا مدول برشي ماده 

                                                    2
0( ) yy e   )6                   (                                 

 ـ يبه دو صورت سـر مورد نظر  يپادصفحه ا يينابجاحل . باشند مي ههاي ماد ثابت و  0كه  در  يو انتگرال
  ]20[ .شود يآورده مر يز
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در معادله فوق 
1 0

sgn( ) 0 0

1 0

x

x x

x


 
 

)و تابع علامت   , )  مختصات موقعيت نوك نابجايي است . 

 
xبراي مقادير كوچك ) 7( يسر   خواهـد بـود تـا     جملـه شود و نياز به تعداد زيـاد   همگرا مي يكندبه

ه اسـت  ر ارائه شـد يزبه صورت  ييحل نابجاانتگرالي فرم براي حل اين مشكل . بتوان نتايج دقيق بدست آورد
]20[.  
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)8       (                                                                                                                          

  
در روابط بالا    2 22r x y      0فاصله از موقعيت نابجايي است وM     ثابت دلخـواه اسـت

آخرين تـرم در مؤلفـه تـنش    . مشكلات در محاسبات عددي نشودايجاد باعث تا شود  مياي انتخاب  گونه كه به
xz  تابع انتگرال نمايي)Ei (31[شود  است كه به صورت زير تعريف مي[.  
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)9   (  

. ثابت اويلر اسـت  0) 9(در معادله  Re z     نمايشـگر قسـمت حقيقـيz   اسـت و
2

k 
  

بزرگتـرين عـدد    

صحيح كوچكتر يا مساوي 
2

k مقدار  ,براي همگرايي سريعتر. استM    شـود  كوچكتر از واحـد انتخـاب مـي .
كند كه ميـدان تـنش در محـل نابجـايي بـه صـورت تكينگـي كوشـي و همچنـين           مشخص مي) 8(معادلات 

sهنگامي كه ) 8(همچنين انتگرند در . استلگاريتمي   كه در نتيجه براي  يابد خيلي سريع كاهش مي
  .باشد گيري عددي مناسب مي انتگرال

  
  روي مرزهاي باريكهبر اي  حل نيروي متمركز پادصفحه -3

از جـنس مـاده   كـه  يبار ينييو پـا  ييبالا يها مرز يرومتمركز در  يدر اين بخش ميدان تنش در اثر بارگذار
  :شرايط مرزي مسأله عبارتند از  .دآي يبدست مهدفمند 

                                       0( ,0 ) ( , ) ( )yz yzx x h P x x     )10            (                     
)كه  )x بـه صـورت زيـر بدسـت    ) 5(، حل معادلـه  )5(در ) 6(با جايگزيني رابطه . تابع ضربه ديراك است 
  .آيد مي

                                       ( , ) ( ) ( )y yW s y A s e B s e       )11            (                   

  

 
  باريكه ينييو پا يلبه بالاي يرو ينقطه ا ينمايش باريكه با بارگذار -2شكل

  
  

2كه  2s    بوده و( )A s  و( )B s 1(و ) 10(با اعمال تبديل فوريه به رابطه . باشند مجهول مي (
و اعمال معكـوس تبـديل فوريـه    ) 11(در  بيضرابا جايگزين نمودن ند و سپس يآ يب مجهول بدست ميضرا

  عبارت خواهد شدمتمركز  يرويدر اثر نميدان تغييرمكان در باريكه )) 4(رابطه (
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)12         (                                                                                                                      

با دو قسمت نمودن بازه انتگرالگيري و با لحـاظ   .قابل محاسبه است) 12(و ) 1(هاي تنش با استفاده از  مؤلفه
  .توان ميدان تنش را به صورت زير نوشت مي sهاي زوج و فرد نسبت به پارامتر  نمودن ترم

 

( )

00

( , )

cosh( ) sinh( ) cosh( ( )) sinh( ( ))
sin( ( ))

sinh( )

y h

xz

h

Pe
x y

y y e y h y h
s x x ds

s h








       






  

    


 

        
( )

00

sinh( ) sinh( ( ))
( , ) cos( ( ))

sinh( )

y h h

yz

Pe y e y h
x y s x x ds

h

  
 

   
  )13  (  

  
  ]31[ با كمك روابط زير

  

  2 20
sin , 0sy x

e sx ds y
x y

   
  

  2 20
cos , 0sy y

e sx ds y
x y

   
  

                                   1

0
sin tan , 0

sye x
sx ds y

s y

   )14       (                   

  .توان به فرم مناسبتري نوشت تا رفتار تكينگي را نشان دهد كه بصورت زير است را مي) 13(معادلات 
  

 

( )
1 10 0 0 0

2 2
1 2

0

( )
( )

0

( , ) tan tan

cosh( ) sinh( ) cosh( ( )) sinh( ( ))

sinh( )
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y h
h h

xz
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s y h h sy
s y h h sy

Pe x x x x x x x x
x y e e

r r h y y

y y e y h y h
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)15(  

  
2 در روابط بالا 2 2

1 0( ) ( )r x x y h     2و 2 2
2 0( )r x x y    

  
  و حفرهترك  يكه حاويبارمسأله  يمعادلات انتگرال -4

دلخواه و حفره تواند براي تحليل باريكه با چندين ترك  كه ميد يارائه گرد] 20[از در بخش قبل حل نابجايي 
اي در موقعيت  ميدان تنش در اثر نابجايي پادصفحه. به كار رود ,       با راستاي خـط نابجـايي مـوازي بـا

  .شود به صورت زير نوشته مي xمحور 

                      
1

2

( , , , ), 0
, ,

( , , , ),
jz

jz z
jz

k x y y
x y b j x y

k x y y h

  


  
      

)16                (  

  
ــه  )ك , , , ), 1,2, ,l

jzk x y l j x y     ــرايب ــط   zbض ــه از رواب ــت ك ــوع  ) 8(و ) 7(اس ــراي دو ن ب
اط وصـل كننـده نق ـ  خـط  كه هنگامي ) 16(لازم بذكر است كه در رابطه . آيد فرمولاسيون متفاوت بدست مي

( , )x y  و( , )   1(زاويــه كــوچكي  ( بــراي نابجــايي  يســربــا خــط مركــزي باريكــه بســازد از حــل
  .]20[ رود به كار مي روش انتگرالگيري عدديشود در غير اين صورت  اي استفاده مي پادصفحه

  

  
  نمايش ترسيمي ترك منحني -3شكل

  
كـه   شـود  در نظر گرفته مـي در باريكه حفره  N3و  يترك لبه ا N2، )3شكل (احاطه شدهترك  N1 تعداد

N=N1+N2+N3 .ييترك مرز بالا ياز نوك ها يكياست كه  احاطه شدهاز ترك  يحالت خاص يترك لبه ا 
ك ي ـن حفره بـه صـورت   يتنش ندارد و همچن ينگين نوك تكيجه ايكند و در نت يكه را قطع ميبار ينييا پاي

ا حفـره  يشكل  معادله ترك منحني. نخواهد داشت ينگيچكدام از نوك ها تكيشود كه ه يترك بسته مدل م
  : را ميتوان به صورت پارامتري در زير بيان نمود x,yدر مختصات 
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( )i ix s  

                                   ( ), 1,2,..., , 1 1i iy s i N s     )17              (  

  
اي  گونـه  كه مبدأ آن روي ترك قرار دارد بـه  درييگبرا در نظر  n, tمحور مختصات عمود بر هم و متحرك 

هـاي   ام بـر حسـب مؤلفـه   -i ا حفرهي بردار تنش روي لبه ترك. همواره بر سطح ترك مماس است tكه محور 
  .صورت زير است رتزين بهاتنش در مختصات ك

                                         , cos sinnz i i yz i xz ix y      )18                     (            

كه  1tan ( ) ( )i i is s      زاويه بين محورهايx  وt  و عمل مشتقگيري نسـبت بـه آرگومـان    بوده
)اي با دانسيته مجهول  نابجايي پادصفحه. شود انجام مي )zjB t  نهايـت   را در نظر بگيريد كه بر روي المان بـي
2كوچك  2( ) ( )j jt t dt   ا حفـره ي بر روي سطح ترك j-  1اسـت پـارامتر    ام توزيـع شـده 1t   

 كليـه اي ذكر شده در بـالا روي   ام در اثر توزيع نابجايي پادصفحه-i ا حفرهي بردار تنش روي سطح ترك. است
N آيد به صورت زير بدست مي  ترك و حفره :  

               

 
1 2 2

1
1

( ), ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ,

1 1, 1,2,...,

N

nz i i ij j j zj
j

s s K s t t t B t dt

s i N

    




  

   

  )19(             

  كه

 

1 1

2 22 2

( , , , ) ( , , , ) , 01
( , )

( , , , ) ( , , , ) ,
xz i i j j i yz i i j j i i j

ij
xz i i j j i yz i i j j i j ii i

k k
K s t

k k h

           
            

            
)20 (   

  
)توابع  , , , ), 1,2, ,l

jz i i j jk l j x y       كه در  نمودبايد اشاره  در اينجا . اند معرفي شده) 16(در
 tتـابعي از   jهـا بـا انـديس     در حـالي كـه كميـت    هسـتند  sتابعي از  iهاي با انديس  كميت) 20(رابطه 
ــي ــند مــ ــادلات  . باشــ ــل معــ ــه  ) 19(كرنــ ــامي كــ 0rهنگــ     ــه ــود كــ ــد بــ ــين خواهــ تكــ

   2 2
( ) ( ) ( ) ( )i j i jr s t s t       بنابر آنچه در قبل بيان شد نوع تكينگي ميدان . است

0rتنش براي نابجايي هنگامي كه   معـادلات انتگرالـي   ) 19(در نتيجه معـادلات  . باشد از نوع كوشي مي
ابتـدا مسـئله   ] 29, 28[بـا اسـتفاده از اصـل بـاكنر      .هسـتند تكين از نوع كوشي نسـبت بـه توزيـع نابجـايي     

ها  الاستيسيته باريكه بدون ترك و حفره تحت بارگذاري خارجي بايد حل گردد تا بردار تنش روي سطح ترك
بـا اسـتفاده از   ) 15(براي بـار متمركـز   ) 19(بنابراين سمت چپ معادله . با تغيير دادن علامت آنها بدست آيد

  :نتيجه مي شود) 18(
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( )i s
  

  
 

)21(                                                                                                                               
2در روابط بالا  2 2

1 0( ( ) ) ( ( ) )i ir s x s h      2و 2 2
2 0( ( ) ) ( )i ir s x s    .  با اسـتفاده

  شود ام به صورت زير بيان مي-jل ترك از تعريف تابع دانسيته نابجايي رابطه بازشدگي دهانه ترك در طو

                2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2,...,
s

j j j j zjw s w s t t B t dt j N  



     )22       (  

بنابراين توزيع نابجـايي منتهـي   . مقداري است تك احاطه شده يهاميدان تغييرمكان در خارج از سطوح ترك 
  .شود به معادله زير مي

                           
1

2 2
1

1

( ) ( ) ( ) 0, 1,2,...,j j zjt t B t dt j N 


    )23    (               

خاص كه در آنها تنشها ديگر در نوك تركها تكين نبوده  يفرض يبه عنوان تركهارا آنها  ،حفره ها يبررس يبرا
 ياز مرز حفره شروع شده و دوباره به آن نقطه ختم م ياز نقطه دلخواه يشود و ترك فرض يدر نظر گرفته م

  كند كه رابطه زير برقرار باشد يمرز حفره ايجاب م يتغييرمكان بررو يپيوستگ) 25(با توجه به رابطه . گردد

)24    (
1

2 2
1 2 1 2

1

( ) ( ) ( ) 0, 1, 2,...,j j zjt t B t dt j N N N N N 


         

معـادلات   يجـواب يكتـا بـرا    يشود تا بـه لحـاظ رياض ـ   يبدست آمده اضافه م يروابط بالا به معادلات انتگرال
  .ديبدست آ يانتگرال

در نتيجـه دانسـيته   ]. 7[باشـد   هـاي احاطـه شـده مـي     تـرك در نوك  5/0ميدان تنش داراي تكينگي با توان 
  .گردد صورت زير لحاظ مي احاطه شده به يترك ها يبرانابجايي 

                       12

( )
( ) , 1 1, 1,2,...,

1

zj
zj

g t
B t t j N

t
    


)25         (             

t 1اگر نوك واقع در داخل محيط با يلبه ا يتركها يبرا       مشخص شود دراينصورت با توجـه بـه رفتـار
   : توان نوشت يدر اين نوك م يتكين دانسيته نابجاي
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        1 1 1 2

1
( ) ( ) , 1 1, 1, 2,...,

1zj zj

t
B t g t t j N N N N

t


       


)26   (  

در  يبسته كه در آنها تنشها و به عبارت ديگر دانسيته نابجـاي  يحفره ها به صورت تركها يمدلسازبا توجه به 
  : توان نتيجه گرفت يباشد م ينوك تركها تكين نم

2
1 2 1 2( ) ( ) 1 , 1 1, 1, 2,...,zj zjB t g t t t j N N N N N           

)27   (                                                                                                                            
  
  ياز نوع كوش حل عددي معادلات انتگرالي تكين -5

 ـ  يحاو يمسئله تحليل تنش در محيطها تكـين از نـوع    يچندين ترك و حفره منجر به حل معـادلات انتگرال
  . گردد يتركها و حفره ها م يبررو يييافتن دانسيته نابجا يبرا يكوش

كـه همزمـان    يهـاي  محيط يتكين برا يحل معادلات انتگرال يبراافته يبهبود  ييك حل عدداز  مقالهدر اين 
ارائـه  ] 30[در كه شود  ياستفاده مو حفره ها تضعيف شده است  يلبه ا ياحاطه شده، تركها يتوسط تركها

  . ده استيگرد
 3Nتـرك لبـه اي و    2Nترك احاطـه شـده،    1Nتعداد  كه شامل يمحيط يتكين برا يمعادلات انتگرال

 ـ    يبايست يم) 24و  23(مراه معادلات ه به) 27-25( يابع وزنوبا تحفره است  لحـاظ  ه تواما حـل گردنـد تـا ب
تابع تغيير مكان در محيط خارج حفره ها تك مقداري بـوده   يلحاظ فيزيكه جواب يكتا بدست آيد و ب يرياض

] 30[ارائه شده در  يعددبر اساس روش  .احاطه شده صفر گردند يتركها يدهانه تركها درنوكها يو باز شدگ
برحسب دانسيته نابجـايي بدسـت    N×nمعادلات انتگرالي گسسته شده و يك سيستم معادلات جبري خطي 

  : د كه شكل ماتريسي اين معادلات عبارتند ازيآ يم
  

                          

111 12 1 1

221 22 2 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

z pN r

z pN r

zN pN N NN N r

g tH H H q s

g tH H H q s

g tH H H q s

    
    
    
    
    

    





    



)28       (                 

   كه
2 1

cos( ), 1,2,...,
2k

k
t k n

n
 

  

)29          (                     cos( ), 1,2,..., 1r

r
s r n

n
   

 

  :آن مولفه هاي ماتريسها و بردارها عبارتند از و در 
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1 2( ) [ ( ) ( ) ... ( )] ,           1,2,...,T
zj p zj zj zj ng t g t g t g t j N   

   1 1 1 1 1( ) [ ( ), ( ) ( ), ( ) 0 ] , 1,...,T
i r nz i i nz i n i nq s s s s s i N         

     1 1 1 1

1 1 2

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) (1), (1)

1,...,

T

i r nz i i nz i n i n nz i iq s s s s s

i N N N

            
  


 

           
   1 1 1 1

1 2

( ) [ ( ), ( ) ( ), ( ) 0 ] ,

1,...,

T
i r nz i i nz i n i nq s s s s s

i N N N

      

  

 )30 (          

  
2بالاي بـردار نمـايش ترانهـاده يـك بـردار و       Tعلامت كه  2( ) ( ) ( )j j jt t t      و  اسـتjkA  و

( )ijB t عبارتند از  
1

1 1 2
2

1 2

1 1,...,

1 1,...,

1 1,...,
jk k

k

j N

A t j N N N
n

t j N N N




    
    

 

                

2 2
1

2 2
1 1 2

2 2
1 2

( ) ( ) 1,...,

( ) (1, ) ( ) ( ) 1,...,

( ) ( ) 1,...,

ij j j

ij ij j j

ij j j

t t i N

B t K t t t i N N N

t t i N N N

  

 

  

   

      


    

)31      (          

  
)در  ijكه  )ijB t  وجـوه   يرو بـر  يدانسيته نابجـاي ) 28( يباحل دستگاه معادلات خط. استدلتاي كرونكر

  .آيند يبدست مو مرز حفره ها  يلبه ا ياحاطه شده در محيط و تركها يتركها
  ]20[عبارتست از  ييته نابجايدانسبرحسب رهمگن يدر ماده غامين ترك -iضريب شدت تنش براي 
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  ]30[عبارت است از  يترك لبه ا يب شدت تنش برايضراو 

        
1

2 2 4
1 1 1 2( 1 ) ( 1 ) ( 1 ), 1, 2,...,III Li i i ziLi
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بـا  . اسـت حفـره هـا   رامون يپدر  يتنش محيطگيرد  يمورد استفاده قرار ل تنش ميتحلدر كه  يپارامتر ديگر
  ]30[ .ديآ ير بدست ميبه صورت ز يطيمح يتنش برشو قانون هوك،  ييته نابجايف دانسياستفاده از تعر

2
1 2( ( ), ( )) ( ( )) ( ) 1 , 1 1, 1,...,tz i i i zjs s s g s s s i N N N             

)34 (                                                                                                                              

بـا  و بـراي تـرك هـا     اده تا ضـرايب شـدت تـنش   دقرار ) 33و  32(در ) 28(نتايج بدست آمده از حل معادله 
  .آيدمي بدست مقادير تنش محيطي بر روي حفره ها ) 34(در جايگذاري 

  
  عددي جينتا -6

شـود تـا قابليـت     حـل مـي  ترك و حفره تضعيف شده  يكه كه توسط تعداديبار يبرادر اين بخش چهار مثال 
 ين كوش ـيتك ـ يحل معادلات انتگرال يذكر شده برا يروش عدد بكمك. روش توزيع نابجايي نشان داده شود

تـرك هـا و تـنش     يب شدت تنش بـرا يوجوه تركها و مرز حفره ها بدست آمده و ضر يبررو يدانسيته نابجاي
بـه سـه صـورت     هدفمنـد در همـه مثـال هـا خـواص مـاده      . شـود  يمرز حفره ها محاسـبه م ـ  يبرا محيطي

0, 0.5, 1   0حالت در انتخاب شده است كه  يك همگن ميزوتروپيل به ماده ايتبد ماده هدفمند 
 يروي ـنباريكه تحـت  در تمام مثال ها ن يهمچن خواهد بود و ]30[مقاله سه با يقابل مقاج ينتا از يبعضو شود 

1h يسادگ يكه در تمام مثال ها برايضخامت بار .ددارهاي آن قرار  روي لبه Pمتمركز   فرض شده است  
  

  شكل يضيحفره بك ي) الف

  
  در باريكهشكل ضي ينمايش حفره ب - 4شكل

  
 يروي ـنباريكـه تحـت   . تنش بررسـي شـده اسـت   تمركز بر روي ضريب   هدفمنددر اين مثال اثر ثابت 

2 يو فرع ـ ياقطار اصلطول نصف با شكل  يضيحفره ب. قرار داردهاي آن  روي لبه Pمتمركز  4a b h  
بعد شده بر حسب زاويـه   بي محيطيتغييرات تنش . استروي خط مركزي باريكه  حفرهدرحاليكه مركز است 

0براي حالت باريكـه از جـنس ايزوتروپيـك     يضيب يقطر فرعبت به خط نس      و باريكـه از جـنس مـاده
1.0  ,0.5 هدفمند   با توجه به تقارن مسأله نسبت به محور عمود بر مرز . رسم شده است) 5(در شكل

مم آن در يمـاكز و محـور تقـارن صـفر اسـت      يرو محيطـي ر تنش يمقاد يضياز مركز ب يكه و عبوريبار يها
2 , 3 2   0 حالت يبرا   1.0  ,0.5و براي است        بـه علـت گراديـان مـدول برشـي در

محل ماكزيمم تنش محيطي نسبت به خط مركزي باريكـه پـايين آمـده اسـت و بـه سـمت        yراستاي محور 
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  .كه مدول برشي كوچكتري نسبت به لبه بالايي باريكه دارند ميل مي كندنقاطي 
  

  
  شكل برحسب زاويه يضيتنش محيطي بي بعد شده در نقاط مختلف مرز حفره ب - 5شكل

  
  شكل و يك ترك يضيدو حفره ب) ب

  
  و يك ترك در باريكهشكل ي ضيبنمايش دو حفره  -6شكل

  
  

2با نصف اقطار شكل  يضيبباريكه تضعيف شده توسط دو حفره  6a b h  بـه   ميمسـتق يك ترك  و
2طول  3a h  تـرك  تا مركز فاصله مراكز حفره ها  كه در نظر گرفته مي شود) 6(مطابق شكل dر ي ـمتغ

) 7(نمـودار شـكل    .باريكـه مـي باشـد    ينييو پـا روي لبه بالايي  Pبار گذاري بصورت بار نقطه اي . مي باشد
tzh،چپسمت حفره بعد شده  يب محيطيمقادير تنش برشي  P برحسب زاويه  بـا كـم    .نشان مي دهـد

 محيطـي ر تنش يجه مقاديافته و در نتيش ين حفره و نوك ترك اندركنش ترك و حفره ها افزايشدن فاصله ب
 ـ يش يمم افـزا ير تـنش مـاكز  يمقاد ش ين با افزاياد شده است و همچنيهم ز مم يدر نقـاط مـاكز   يافتـه ول
  .شود يمشاهده نم ياديش زيافزا
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  برحسب زاويه چپدر نقاط مختلف مرز حفره سمت شده تنش محيطي بي بعد  - 7شكل

  
2dضرايب شدت تنش بر حسب مقادير a ب يبه علت تقارن مسأله ضـرا . مشاهده مي شود) 8(شكل  در

با نزديك شدن حفره ها به يكديگر تاثير متقابل آنها زيـاد شـده و   . كسان استيشدت تنش هر دو نوك ترك 
ب شـدت تـنش هـم    يضـرا  ش ين با افزايهمچن. مقاديرضرايب شدت تنش در نوك ترك افزايش مي يابند

  .ابدي يش ميافزا
  

  
/مقادير ضرايب شدت تنش ترك بر حسب  - 8شكل 2d a  
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  شكلباريكه تضعيف شده توسط دو ترك و يك حفره بيضي ) ج
  

  
  ك حفره بيضي شكل و دو ترك در باريكهينمايش  -9شكل

  
2شـكل بـا نصـف طـول اقطـار      باريكه تضعيف شده توسط يك حفـره بيضـي    6a b h    و دو تـرك

2به طول قرار دارد  يخط مركز يمرز كه رو يموازمستقيم  3l h  در نظر گرفتـه مـي   ) 9(مطابق شكل
نمـودار شـكل    .اسـت  Pكه انـدازه آن  باريكه است ينييو پابار گذاري بصورت نقطه اي روي لبه بالايي . شود

بترتيب در دو موقعيت  يضيحفره ب يبرا بي بعد شده را بر حسب زاويه  يطيمقادير تنش مح) 11(و ) 10(
0.2d a   0.35وd a  اد شده يك شدن ترك ها به حفره ها اندركنش زيبا نزد. شكل نشان مي دهد

مقادير ضـرائب شـدت   . ابدي يش مير تنش هم افزايمقاد ش يابد و با افزاي يش ميمم هم افزايو تنش ماكز
همانطور كه مشـاهده مـي گـردد بـا دور شـدن      . رسم شده است) 12(در نمودار شكل  ترك تنش در نوكهاي

نسبت بـه   Lن نوك يهمچن .تركها تاثير متقابل آنها بر يكديگر كم شده و ضرائب شدت تنش كاهش مي يابد
و . ب شدت تـنش آن هـم بزرگتـر اسـت    يضراجه يك تر است در نتينزد يبه حفره و محل اثر بارگذار Rنوك 
0در حالـت   .ابـد ي يش مير تنش هم افزايمقاد ش يبا افزا يه موارد قبلين شبيهمچن     نتـايج بدسـت

  .تطابق خوبي دارد] 30[آمده با مقاله 
  

  
0.2d يبرا حفره برحسب زاويهتنش محيطي بي بعد شده در نقاط مختلف مرز  -10شكل a   
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0.35d يبرا تنش محيطي بي بعد شده در نقاط مختلف مرز حفره برحسب زاويه - 11شكل a   

  

  
  نوكهاي ترك يبراضرايب شدت تنش  - 12شكل

  
  يترك چرخان و يك ترك لبه ا كي يباريكه حاو) د

  
  در باريكه يك ترك لبه ايك ترك چرخان و ينمايش  - 13شكل
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خـط   يد كـه مركـز تـرك رو   ي ـريدر نظـر بگ ) 13(مطابق شـكل   يك ترك لبه ايك ترك وي يحاو يا كهيبار
عمود بر  يكند و ترك لبه ا ير مييتغ يآن نسبت به خط مركز يكه راستايكه قرار دارد در حالين باريالمركز
رسم شده ) 43(در شكل  ينوك ترك ها و ترك لبه ا يب شدت تنش براير ضرايمقاد. كه استيبار ييمرز بالا

بـه   Rن طـور نـوك   يو هم ـشود  يك مينزد يدور شده و به محل بارگذار L1از  Lنوك  ش يبا افزا. است
L1 سـطح تـرك    يدن تـرك بـردار تـنش رو   ي ـكه در اثـر چرخ يدر حالشود  يك مينزد يو محل اثر بارگذار

90ه يكه در زاو يابد به گونه اي يكاهش م   ب شـدت تـنش دو نـوك تـرك     يجه ضـر يصفر شده در نت
90بعد از . شود يك صفر مياحاطه شده نزد    نوكR  بهL1 ش انـدركنش  يك شـده و باعـث افـزا   ينزد

135در . يبا علامت منف ـ يابد ولي يش ميب شدت تنش افزايشود كه ضر يترك ها م   ن يك تـر ي ـنزد
مم مقـدار خـود را بدسـت    يو احاطه شده ماكز يترك لبه ا يب شدت تنش برايد كه ضرايآ يفاصله بدست م

  .آورند يم
  

  
  ضرايب شدت تنش براي نوكهاي ترك برحسب  -14شكل

  
  گيري نتيجه -7

حفره هـا مـورد    روشهاي متعددي براي تحليل تنش در محيطهاي تضعيف شده توسط مجموعه اي از تركها و
از جمله اين روشها مي توان به روش توابع تنش مختلط، استفاده از تبديلات انتگرالي . استفاده قرار مي گيرند

تضـعيف   هدفمنـد اي از جنس مـاده   تحليل تنش در باريكه مقالهن ينمود كه در ا ي اشارهيو روش توزيع نابجا
از حـل   .انجـام شـد   ييبا استفاده از حل نابجااي  تحت تغييرشكل پادصفحهو حفره شده توسط تعدادي ترك 

در مـورد حفـره نشـان    كـه  بدست آمده براي تحليل تنش محطيهاي داراي ترك و حفره استفاده شد  يينابجا
 ،شد كه حفره را مي توان يك ترك بسته ولي بدون تكينگي در نظر گرفت و بـا اعمـال شـرايط مناسـب     داده

تنش محيطي را روي آن بدست آورد بنابراين مزيت اين روش اينست كه به سادگي مي تواند براي محيطهاي 
ا در روش حل مطرح حاوي ترك و حفره تواما بكار رود و هندسه تركها و حفره به شرط هموار بودن شكل آنه
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كه يمجموعه مسائل حل شده در اين طرح شامل مسئله تحليل تنش در اثر بار پادصفحه اي در بار. نمي باشد
كـه  يبار ينييو پـا  ييبـالا  يلبه ها يتحت اثر بار متمركز روكه توسط چندين ترك يا حفره تضعيف شده اند 

ها، ضريب شدت  همچنين بررسي اثر راستاي تركو حفره ها ها و  كنش بين ترك براي مطالعه برهم. مي باشد
شـود كـه    ها، مشاهده مـي  در ميان ديگر يافته. براي چهار مثال بدست آمده است يطيو مقدار تنش محتنش 
در اثر ازدياد مدول برشـي مـاده   و تنش محيطي ضريب شدت تنش  هدفمنددر ماده  حفره ها و ترك هابراي 

  .يابد افزايش مي
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   ي انگليسينمادهافهرست 

a :نصف قطر بزرگ بيضي  
b :نصف قطر كوچك بيضي  
zb :مؤلفه بردار برگرز  

( )zjB t :دانسيته نابجايي  
Ei :انتگرال نمايي  

( )zjg t :ترم غير تكين دانسيته نابجايي  
h :ضخامت باريكه  

Hij :مؤلفه هاي ماتريس ضرايب  
i :پارامتر موهومي  

l
jzk : ضرايبzb در حل نابجايي  
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ijK :كرنل معادله انتگرالي  
( )III Lik : ضريب شدت تنش نوك چپ تركi-ام  
( )III Rik : ضريب شدت تنش نوك راست تركi-ام  

l :نصف طول ترك  
M :ثابت دلخواه  
N1 :تعداد ترك احاطه شده  
N2 :تعداد ترك لبه اي  
N3 :تعداد حفره  
N :تعداد كل ترك ها و حفره  
n :تعداد نقاط گسسته شده ترك  
P :نيروي متمركز  

( )iq s : مؤلفه هاي بردار بارگذاري روي تركi-ام  
r :فاصله از موقعيت نابجايي  

Re :قسمت حقيقي  
s :متغير تبديل فوريه  

Sgn(x) :تابع علامت  
T :نمايشگر ترانهاده  
w :تغيير مكان عمود بر صفحه  
W :مكان تبديل فوريه تغيير  
x0 :موقعيت نيروي متمركز روي مرز  

i : تابع پارامتري معادله ترك منحنيi-ام  
i : تابع پارامتري معادله ترك منحنيi-ام  
δ :تابع ضربه ديراك  
ijδ :دلتاي كرونكر  
ζ :موقعيت نابجايي  
η :موقعيت نابجايي  
i : زاويه بين محورx  وt  روي تركi-ام  
λ :ثابت ماده  
μ :مدول برشي  
0μ :ثابت ماده  

,xz yz  :مؤلفه هاي تنش  
tz :تنش محيطي پيرامون حفره  
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Abstract 
 
The solution of Volterra screw dislocations is utilized to formulate integral equations for a 
functionally graded strip weakened by multiple smooth cracks and/or cavities under anti-plane 
deformation. These equations are of Cauchy singular kind, which are solved numerically by 
generalizing a numerical method to determine stress intensity factors for cracks and hoop 
stress on the cavities. Furthermore, stress fields are derived in the medium under self-
equilibrating anti-plane point forces. Several examples are solved to demonstrate the validity 
and the applicability of the procedure. Stress intensity factors and hoop stress are enhanced as 
the shear modulus of material increases. 
 


